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RESUMO

Esta dissertacdo tem como objetivo investigar quais conjuntos de tarefas estao
presentes nas questdes relacionadas a trigonometria no tridngulo retangulo, propostas
pelo SARESP nos anos de 2010 a 2018, e quais conjuntos de técnicas, tecnologias e
teorias podem ser mobilizadas por estudantes do 9° ano do Ensino Fundamental na
resolucdo dessas questdes. Apoiamo-nos na Teoria Antropoldgica do Didéatico (TAD)
para o desenvolvimento da andlise praxeolégica das questbes propostas pelo
SARESP selecionadas para este trabalho. Ap6s o desenvolvimento da analise
praxeoldgica das questdes, buscamos aplica-las a estudantes do 9° ano do Ensino
Fundamental de duas escolas da rede estadual de ensino do estado de S&o Paulo a
fim de observar e identificar as mobilizacdes, por parte dos alunos, das técnicas, das
tecnologias e das teorias nas resolucdes das questbes propostas, e, para isso,
recorremos a metodologia de pesquisa qualitativa. Apds o desenvolvimento do
trabalho, concluimos que as questdes propostas pelo SARESP selecionadas para
esta investigacéo partem do mesmo tipo de tarefa, sendo que, para a resolucéo, sédo
necessarias as mesmas mobilizacbes de técnicas, as quais, por sua vez, Sao
justificadas pelo mesmo discurso tedrico-tecnologico. Identificamos também que um
grupo consideravel de alunos participantes de nossa investigacdo apresentaram
corretamente as mobilizacdes das técnicas relacionadas a trigonometria no triangulo
retangulo, mas apresentaram erros ao realizarem as operacoes aritméticas.

Palavras-chave: Analise praxeologica. Trigonometria no tridngulo retangulo.
SARESP.



ABSTRACT

This dissertation aims to investigate which sets of tasks are present in the questions
related to trigonometry in the right triangle, proposed by SARESP in the years 2010 to
2018, and which sets of techniques, technologies and theories can be mobilized by 9th
grade students of elementary school in solving these mathematical issues. We rely on
the Anthropological Theory of Didactics (TAD) for the development of the praxeological
analysis of the questions proposed by SARESP selected for this work. After the
development of the praxeological analysis of the questions, we sought to apply them
to students of the 9th grade of elementary school in two schools of the State Education
Network of the State of Sdo Paulo in order to observe and identify the mobilizations,
by the students, of the techniques, technologies and theories in the resolution of the
proposed questions and for that we resort to qualitative research methodology. After
the development of the research, we concluded that the questions proposed by
SARESP selected for this investigation start from the same type of task and for the
resolution, the same mobilizations of techniques are necessary, which in turn are
justified by the same theoretical-technological discourse. We also identified that a
considerable group of students participating in our investigation correctly presented
the mobilizations of the techniques related to trigonometry in the right triangle, but
presented errors when performing the arithmetic operations.

Keywords: Praxeological analysis. Right triangle. SARESP.
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1 INTRODUCAO

Ser professor sempre foi uma das certezas que tive ao longo da vida. Desde
gue escolhi “o que fazer quando crescer”, ainda crianca, nos primeiros anos escolares,
identificava em mim a motivagdo para lecionar; mas foi no 9° ano do Ensino
Fundamental que me decidi pela Matematica.

Isso ocorreu por causa das aulas de rela¢des trigonométricas no triangulo
retangulo na escola em que estudava, em Avanhandava, uma pequena cidade no
interior de S&o Paulo. Seria impossivel me esquecer do dia em que a professora de
Matemética nos tirou da sala de aula e nos levou ao péatio da escola com
transferidores, fitas métricas e palitos. Tivemos a liberdade de decidir, entre paredes,
caixa d’agua e cestas de basquete na quadra da escola, para descobrir as medidas
das alturas dos objetos, utilizando as medidas das distancias e dos angulos formados
e aplicando as razdes trigonométricas ensinadas por ela em sala de aula.

Parece simples, mas aquela aula causou em mim um impacto: eu e meus
colegas estavamos descobrindo a medida de alturas desconhecidas recorrendo a
Matematica. Isso foi tdo significativo que, a partir daquele momento, o sonho de ser
professor foi aliado a Matematica. De alguma maneira, comecei a ficar estimulado
com a possibilidade de incentivar outras pessoas a descobrirem o que também
descobri naquele dia; essa foi minha maior motivacao para cursar Licenciatura em
Matematica.

Em 2002, ingressei no curso de licenciatura e, a partir de 2005, no ultimo ano
da graduacao, comecei a lecionar na rede estadual de ensino do estado de Sao Paulo.
Posteriormente, no ano de 2010, ingressei em uma escola da rede particular de
ensino, na qual leciono até hoje.

Nesses ultimos anos, tenho vivenciado o quanto os resultados do Sistema de
Avaliacdo do Rendimento Escolar do Estado de Sdo Paulo (SARESP) interferem
diretamente na dindmica das escolas que dele participam. Ao receber os boletins com
os resultados dos alunos, gestores, coordenadores e professores analisam esses
resultados, verificando se houve avancos ou ndo; com base nessa analise, decidem
guais acles serdo desenvolvidas ao longo do ano letivo para alcancar resultados

satisfatorios.



O SARESP! é uma avaliagdo externa que acontece desde 1996, implementada
pela Secretaria da Educacgéo do Estado de S&o Paulo, com o objetivo de mensurar,
sistematicamente, o desempenho dos alunos do ensino basico na rede estadual.
Normalmente, essa avaliacdo é realizada ao final de cada ano letivo para estudantes
gue estdo matriculados nos 2°, 3°, 5°, 7° e 9° anos do Ensino Fundamental e no 3°
Ano do Ensino Médio.

Por meio do SARESP, a Secretaria da Educacdo produz um diagnéstico da
situacao da escolaridade béasica e pode, dessa forma, pensar em politicas voltadas a
melhoria da qualidade da educacdo. Os estudantes participantes tém seus
conhecimentos avaliados por meio de provas com questfes de Lingua Portuguesa,
Matemadtica, Ciéncias Humanas, Ciéncias da Natureza e redacéo.

S6 em 2017, cerca de um milh&o de alunos participaram dessa avaliacao,
representando cinco mil escolas. Esses numeros sdo bastante significativos, e o
resultado apresentado pelos estudantes fomenta discussdes em diferentes ambientes
escolares entre os diversos atores que transitam no sistema educacional.

Segundo a Secretaria da Educacéo do Estado de Séo Paulo, os resultados da
avaliacdo sdo consolidados em boletins, que podem ser consultados pelas escolas
estaduais e pelas unidades municipais, técnicas e particulares que aderiram a
avaliacdo. Os resultados apresentados nos boletins permitem a escola analisar seu
desempenho e, com o apoio da Secretaria, melhorar a qualidade de aprendizagem
dos seus alunos e da gestao escolar.

Nesses boletins, € possivel verificar quais matrizes de referéncia foram
utilizadas para a avaliacdo, os documentos legais, a adesao no estado de S&o Paulo,
os resultados apresentados pelas escolas participantes e o relatério pedagodgico a
respeito do sistema de avaliacdo de cada ano.

Em 2017, o relatério pedagoégico fornecido pela Secretaria da Educacao
apresentou uma escala de proficiéncia de Matematica comum aos anos avaliados.
Essa escala permite identificar competéncias e habilidades construidas pelos alunos,
conforme a matriz que serve de referéncia para o SARESP. De acordo com a
Secretaria, a interpretacdo da escala é cumulativa, ou seja, os alunos que estéao
situados em determinado ponto dominam néo sé as habilidades associadas a esse

ponto, mas também as proficiéncias descritas nos pontos anteriores.

L A partir deste momento, o relatério de pesquisa passara a ser redigido na 12 pessoa do plural.
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De acordo com a Secretaria da Educacao, entenda-se por competéncias as
modalidades estruturais da inteligéncia, ou melhor, o conjunto de ac¢des e operagdes
mentais que o0 sujeito utiliza para estabelecer relacbes com e entre 0s objetos,
situacdes, fendbmenos e pessoas que se deseja conhecer. Tais agdes expressam 0
melhor que um aluno pbéde fazer em uma situacao de prova ou avaliagcéo, no contexto
em que isso se deu. Como é proprio ao conceito de competéncia, o que se verifica é
0 quanto as habilidades dos alunos, desenvolvidas ao longo do ano letivo, no cotidiano
da classe e segundo as diversas propostas pelo professor, puderam aplicar-se na
situacédo de exame.

Por isso, a concepcéo de competéncia implica uma visdo ou uma compreensao
da inteligéncia humana que realiza ou compreende, no nivel em que o faz, como
estrutura de conjunto. S&0 varios 0s aspectos cognitivos em jogo: saber inferir, atribuir
sentido, articular partes e todo, excluir, comparar, observar, identificar, tomar
decisdes, reconhecer e fazer correspondéncias.

A Secretaria da Educacédo descreve que as habilidades funcionam como
indicadores ou descritores das aprendizagens que se espera que o0s alunos tenham
realizado no periodo avaliado. Possibilitam, igualmente, pelo nivel alcancado, ordenar
posicdes e localizar cada escola, por intermédio do desempenho de seus alunos. Por
essa razao, as habilidades sdo caracterizadas de modo objetivo, mensuravel e
observavel. Elas possibilitam saber o que € necessario que o aluno faca para dar
conta, e bem, do que foi solicitado em cada questéao ou tarefa.

Podemos observar um exemplo de competéncia e habilidade de acordo com o
relatorio pedagdgico do SARESP apresentado pela Secretaria da Educacéo.

e Competéncia: compreender conceitos, relacbes, métodos e
procedimentos matematicos.

e Habilidade: Resolver problemas envolvendo as relacbes métricas
fundamentais em triangulos retangulos.

O resultado dos alunos no SARESP de 2017 foi apresentado por um quadro
dividido em quatro niveis de proficiéncia — avan¢ado, adequado, basico e abaixo do
basico — relacionados a quatro temas: nimeros envolvendo operacdes e funcoes;
espaco e forma; grandezas e medidas; e tratamento da informacdo. Para cada um
dos temas avaliados, sédo analisadas diferentes habilidades que servem como critérios

para resolucao das questbes propostas. Vejamos:
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Quadrol — Classificacdo e descri¢édo dos niveis de proficiéncia de Matematica.

CLASSIFICAGAO  NIVEIS DE PROFICIENCIA DESCRIGAQ

s alunos neste nivel demonstram dominio insuficiente dos conteddos,
Insuficiente Abaixo do Basico competéncias e habilidades desejaveis para a sérielano escolar em que se
encontram.

s alunos neste nivel demaonstram dominio minimo dos conteudos, competéncias
e habilidades, mas possuem as estruturas necessarias para interagir com a
proposta curricular na série/ano subsequente.

Suficiente
Os alunos neste nivel demonstram dominio pleno dos conteldos, competéncias e
hahilidades desejaveis para a série/ano escolar em que se encantram.
s alunos neste nivel demonstram conhecimentos e dominio dos conteldaos,
Avangado Avangado competéncias e habilidades acima do requerido na sériefano escolar em que se

encontram.

Fonte: Secretaria da Educacéo do Estado de S&o Paulo (2017).

Gréfico 1 — Percentual de alunos por nivel de proficiéncia Matematica na Rede Estadual de Sao
Paulo em 2017.
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Fonte: Secretaria da Educacao do Estado de S&o Paulo (2017).

Os resultados apresentados pela Secretaria da Educacdo do Estado de Sao
Paulo apontam que, dos estudantes do 9° ano do Ensino Fundamental, 23,2% foram
classificados como “insuficientes”, com nivel de proficiéncia em Matematica abaixo do
basico; 61,4% apresentam nivel de proficiéncia basico; e apenas 15,4% estdo entre
0s niveis “adequado” e “avancado”.

Pensando nos resultados obtidos pelos alunos do Estado de S&o Paulo na

prova de Matemética do SARESP, nos propusemos a analisar as questdes
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apresentadas aos estudantes do 9° Ano do Ensino Fundamental, tendo como objeto
matematico a trigonometria no triangulo retangulo.

Por meio das leituras dos trabalhos que abordam os temas citados, buscamos
encontrar respostas para algumas inquietacdes pessoais — uma vez que, como
expusemos anteriormente, os resultados apresentados pelos estudantes do 9° ano do
Ensino Fundamental indicam a n&o compreensdo dos conceitos exigidos no
desenvolvimento das tarefas propostas pelas questdes do SARESP.

Sendo assim, enunciamos nossa questdo de pesquisa: “Que conjuntos de
tarefas estdo presentes nas questfes relacionadas a trigonometria no triangulo
retangulo, propostas pelo SARESP nos anos de 2010 a 2018, e que conjuntos de
técnicas, tecnologias e teorias podem ser mobilizadas por estudantes do 9° ano do
Ensino Fundamental na resolucdo dessas questdes?

Com o intuito de responder a essa questao de pesquisa, fizemos uma revisao
bibliografica para reconhecer e para sintetizar uma parte do que ja foi publicado pela
comunidade académica em relacdo a teméatica de interesse nesta investigacao,
possibilitando o conhecimento das pesquisas referenciadas — além de contribuir para
0 aumento do conhecimento sobre o tema estudado.

Propusemos também um estudo do objeto matematico desta pesquisa.
Comecamos expondo fragmentos da histéria da trigonometria; logo em seguida,
apresentamos estudos da trigonometria no triangulo retangulo e no circulo
trigonométrico; por ultimo, trouxemos a relacdo que poderia ser explorada entre a
trigonometria no triangulo retangulo e a trigonometria no circulo trigonométrico.

Como referencial tedrico, e com o objetivo de responder a questéo de pesquisa,
utilizamos os pressupostos da Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD) para organizar,
analisar e entender o objeto matemético, para, dessa forma, compreender como 0s
conteudos da trigonometria no tridngulo retangulo se articulam nas questdes
propostas pelo SARESP.

Como metodologia de coleta de dados, optamos pela pesquisa qualitativa, com
a finalidade de compreender atitudes, motivacdes e comportamentos de determinado
grupo de alunos ao responderem a quatro questbes do SARESP selecionadas para
este trabalho.

Analisamos o desenvolvimento dos estudantes de duas turmas do 9° Ano do

Ensino Fundamental na resolugédo das questdes selecionadas para esta pesquisa e 0
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relacionamos com a andlise que fizemos dessas proprias questdes com base na
organizacdo praxeolégica.?

Assim, este trabalho foi organizado em sete capitulos, sendo eles divididos da
seguinte forma: Neste capitulo 1, apresentamos a introducdo deste trabalho; no
capitulo 2, descrevemos a revisao bibliografica; no capitulo 3, expomos sobre o0 objeto
matematico; no capitulo 4, apresentamos a fundamentacdo teorica desta
investigacdo; no capitulo 5, abordamos a metodologia de pesquisa utilizada; no
capitulo 6, evidenciamos a analise de dados com base nos protocolos coletados; e,
por fim, chegamos ao capitulo 7, no qual relatamos nossas consideracdes finais,

oferecendo possiveis respostas a questao de pesquisa.

2 Na Organizagéo Praxeoldgica proposta por Chevallard (1999), toda atividade envolve uma técnica
gue esta associada a uma tecnologia de uma determinada teoria, explicitando a organizagao
praxeoldgica que se articula em tipos de tarefas, técnicas, tecnologias e teorias. Esses conceitos serao
detalhados no capitulo 3.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Neste capitulo, reunimos algumas pesquisas relacionadas a nossa temética.

Buscamos trabalhos no banco de dissertacbes e teses da Pontificia Universidade

Catdlica de Sédo Paulo (PUC-SP) sobre trés temas: primeiramente, “SARESP e

Matematica”; posteriormente, “trigonometria no tridngulo retédngulo”; e, por ultimo,

“analise praxeologica”. Foi notoria a auséncia de trabalhos que relacionassem os

resultados e as andlises das questdes do SARESP com o objeto matematico proposto.

Em relagdo a primeira tematica (“SARESP e Matemaética”), encontramos 7

trabalhos no banco de dissertacdes e teses da PUC-SP. Existem diversos trabalhos

sobre o SARESP no repositério; porém, focamos em pesquisas na area de ensino da

Matematica. A seguir, explicitamos quais sao estas dissertacoes.

Quadro 2 — Dissertacoes selecionadas para andlise com a tematica: SARESP e Matematica.

Bosquetti, Maria Carolina Bonna. SARESP/2000 e a questéo da visualizacéo
em geometria espacial. Dissertacdo (Mestrado Académico em Educacéo
Matematica), Pontificia Universidade Catdlica de Sdo Paulo, Sdo Paulo, 2002.

Golfeti, Silvia Marques. Analise de livro didatico dos anos iniciais do Ensino
Fundamental: contetdos de Estatistica descritiva e o Sistema de Avaliacdo do
Rendimento Escolar do Estado de Sao Paulo (SARESP). Dissertacédo (Mestrado
Académico em Educacdo Matematica), Pontificia Universidade Catolica de S&o
Paulo, S&o Paulo, 2017.

Ribeiro, Alessandro Jacques. Analisando o desempenho de alunos do ensino
fundamental em algebra, com base em dados do SARESP. Dissertacao
(Mestrado Académico em Educacdo Matematica), Pontificia Universidade
Catdlica de Séo Paulo, Sdo Paulo, 2001.

Chiste, Ménica Cristina. SARESP -Sistema de Avaliacdo do Rendimento
Escolar do estado de S&o Paulo: repercussao do resultado positivo em duas
escolas no ano de 2007. Dissertacdo (Mestrado Profissional em Ensino de
Matematica), Pontificia Universidade Catdlica de Sdo Paulo, Sdo Paulo, 2009.

Vaz, Rosana Aparecida da Costa. SARESP/2005: uma andlise de questdes de
matematica da 72 série do ensino fundamental, sob a otica dos niveis de
mobilizacdo de conhecimentos e dos registros de representacdo semiotica.
Dissertacdo (Mestrado Profissional em Ensino de Matematica), Pontificia
Universidade Catélica de Sdo Paulo, Sdo Paulo, 2008.

Goncalves, Alessandro. Analise das estratégias e erros dos alunos do 9°ano
em questdes de algebra baseadas no Saresp de 2008 a 2011. Dissertacao
(Mestrado Académico em Educacdo Matematica), Pontificia Universidade
Catdlica de Séo Paulo, Sdo Paulo, 2014.

Silva, Julio César da. Conhecimentos estatisticos e os exames oficiais:
SAEB, ENEM E SARESP. Dissertacao (Mestrado Profissional em Ensino de
Matematica), Pontificia Universidade Catdlica de Sado Paulo, Sdo Paulo, 2007.

Fonte: elaboracgédo do autor.
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O primeiro trabalho selecionado sobre essa temética € o de Bosquetti (2002),
no qual a autora buscou identificar se a prova do SARESP/2000 da 32 série do Ensino
Médio abordava questdes de visualizacdo em Geometria. O objetivo de sua pesquisa
foi observar as habilidades de visualizacédo IFI (habilidade para interpretacédo de
informacéo figurativa) e VP (habilidade para o processo visual), assim como a
competéncia e a habilidade propostas pela prova do SARESP. A autora relata que
sua pesquisa foi realizada em duas etapas: nos protocolos do SARESP/2000 da 32
série do Ensino Médio de uma escola e por meio de dois testes aplicados a alunos de
duas classes da 3?2 série/2001 do Ensino Médio da mesma escola. Segundo a autora,
os resultados encontrados mostram que poucos alunos tém a habilidade de
visualizacdo desenvolvida, e, além disso, as provas do SARESP ndo permitem a
observagédo da competéncia e da habilidade proposta pela prova.

Dando sequéncia ao estudo dos trabalhos selecionados para nossa
investigacao, temos a dissertacéo de Golfeti (2017), que relata um estudo bibliografico
envolvendo livros didaticos e a avalicdo de larga escala, o SARESP. A autora
descreve que o objetivo de seu trabalho foi investigar as praxeologias matematicas
contidas nas atividades do livro didatico do governo federal para as séries do Ensino
Fundamental.

Os procedimentos metodoldgicos adotados pela autora foram a exploracéo de
documentos escolhidos, tendo o processo de analises fundamentadas na Teoria
Antropologica do Didatico (TAD) e apoiado nos niveis de compreensao de tabelas,
segundo Wainer, e de gréficos, segundo Curcio. De acordo com a autora, o principal
resultado obtido com a pesquisa foi a constatacao de que os livros didaticos preparam
0S sujeitos, submetidos a praticas desses manuais, para 0s niveis de compreensao
de gréficos e tabelas, com superioridade daqueles exigidos no SARESP, sendo que
0s niveis de compreensao identificados nas praxeologias das atividades dessa
avaliacdo se expressam abaixo do que € prescrito nas referéncias curriculares
nacionais.

Ainda dentro dessa tematica, “SARESP e Matematica”, selecionamos o
trabalho de Ribeiro (2001), investigacdo no qual o autor se preocupou em levantar,
identificar e analisar os procedimentos e estratégias que os alunos da 82 série do

Ensino Fundamental utilizaram para resolver questdes de Algebra Elementar com
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base em uma analise de documentos do SARESP/1997. O autor descreve que aplicou
as mesmas questdes de Algebra, que esse exame trazia, em uma amostra de 20
alunos da rede publica estadual de S&o Paulo.

Segundo o autor, os alunos, em um contexto de oficina, puderam trabalhar em
pequenos grupos, com a participacdo do pesquisador, na resolucdo de questbes
abertas, o que proporcionou a oportunidade de produzir um material rico para analises
e conclusdes de sua investigagdo. Tendo como base os trabalhos de Kieran (1992) e
Cortés e Kavafian (1999), foram apresentadas as andlises feitas a respeito das
estratégias utilizadas pelos alunos dessa amostra, e 0 autor buscou identificas
possiveis causas para 0s erros mais frequentes.

Selecionamos também o trabalho de Chiste (2009), em que a autora relata que
sua investigacao tinha como objetivo identificar os fatores e as acdes educacionais
realizadas em duas escolas que receberam melhores pontuacées em Matematica no
relatorio do SARESP/2007. Conforme a autora, a coleta de informacdes baseou-se
em entrevistas reflexivas junto a gestores, diretores e coordenadores pedagodgicos,
também em observacdes realizadas nessas duas escolas, e em relatorios de
rendimento escolar referentes ao SARESP/2007, disponibilizados pelo governo
estadual na internet. A pesquisa apontou alguns fatores que contribuiram para o bom
rendimento dessas escolas: grupo de professores efetivos trabalhando na escola
havia muitos anos e de maneira coesa; busca por resultados que traduzem os
esforcos dos docentes e dos alunos, além de reunides com professores e gestores
para reavaliar e discutir estratégias pedagogicas; diretores e coordenadores atuantes,
servindo de ligacao entre os anseios dos alunos, da comunidade e os da escola.

Outro trabalho selecionado foi o de Vaz (2008), que descreveu a analise do
desempenho dos alunos na resolucdo de algumas questdes do SARESP/2005
relacionadas a Algebra no que se refere a equacdes e expressdes, envolvendo a
conversao de representacdes semidticas do registro da lingua natural para o registro
algébrico (DUVAL, 2003). A pesquisadora utilizou como instrumento de pesquisa trés
guestdes da prova do SARESP/2005 aplicadas ao 8° ano do Ensino Fundamental em
2008. Na pesquisa, adotou-se uma abordagem qualitativa, fundamentada na
metodologia da engenharia didatica (ARTIGUE, 1996). Para analisar os dados
obtidos, Vaz (2008) baseou-se nos niveis de mobilizacao dos conhecimentos de Aline
Robert (1998).
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A coleta de dados se deu em dois momentos: no primeiro, as questdes foram
reaplicadas da mesma maneira como no SARESP/2005, ou seja, com as alternativas;
no segundo, em um intervalo de 15 dias, as questdes foram reaplicadas, porém, sem
as alternativas. Analisando o desempenho apresentado pelos alunos, a pesquisadora
notou que todos se encontravam no nivel técnico, uma vez que resolveram as
questdes utilizando apenas opera¢des com numeros, sem realizar a conversédo de
representacdo na lingua natural para outras no registro algébrico. Vaz (2008)
argumentou que, para que houvesse uma boa compreenséo dos conceitos algébricos,
seria necessario um trabalho da Algebra com suas varias representacgdes, em niveis
de conhecimento diferentes, exigindo do aluno a mobilizagdo de seus conhecimentos
e a articulacdo de estratégias para o desenvolvimento de uma atividade.

A pesquisa ainda apontou que o desempenho dos alunos nas avaliacdes
internas deveria ser analisado qualitativamente pelos Orgdos oficiais e pelos
professores, pois s6 assim poderia servir, efetivamente, para redimensionar e
implementar novos procedimentos e estratégias em sala de aula capazes de contribuir
para a melhoria do processo de ensino e de aprendizagem.

Outro trabalho selecionado foi o de Gongalves (2014), em que o autor relata
gue o objetivo de sua investigacéao foi analisar as estratégias dos alunos com foco nos
erros cometidos e nas dificuldades apresentadas ao resolverem 13 questdes de
Algebra escolhidas pelo pesquisador nos relatérios pedagdgicos do SARESP dos
anos de 2008 a 2011.

Segundo o autor, foi utilizado como referencial teodrico as Categorias de Erros,
propostas por Movshovitz-Hadar, Zaslavsky e Inbar (1987), as quais sao: dados mal
utilizados, interpretacdo incorreta de linguagem, inferéncias logicamente invalidas,
teoremas ou definicdes distorcidas, falta de verificacdo da solucdo e erros técnicos.
De acordo com o autor, a investigacao foi realizada em uma escola publica, e contou
com a participacdo de 15 alunos. A andlise realizada possibilitou a identificacdo de
dificuldades, das quais destacam-se as relacionadas a utiliza¢éo correta da linguagem
e aos simbolismos matematicos. No que diz respeito aos erros revelados, Goncalves
(2014) descreveu gue as principais categorias foram a de dados mal utilizados e erros
técnicos.

Por ultimo, dentro dessa primeira tematica, selecionamos o trabalho de Silva

(2007), no qual o autor relata que sua pesquisa teve por objetivo verificar as relagbes
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entre os instrumentos educacionais brasileiros (livro didatico, documentos oficiais e 0s
exames oficiais, como SAEB, ENEM E SARESP), no que se refere aos contetdos de
Estatistica, de acordo com niveis de alfabetizagdo propostos por Gal (2002) e Wild
Pffannkuch (1999). O autor analisou duas cole¢6es de livros didaticos e trés exames
oficiais, concluindo que os livros didaticos permitem desenvolver habilidades propicias
a alfabetizacdo estatistica no nivel cultural, enquanto para o bom desempenho nos
exames oficiais sdo necessérias habilidades propicias a alfabetizacéo estatistica no
nivel funcional.

Segundo o autor, é de se esperar que 0s alunos apresentem dificuldades nas
resolucdes de questdes de Estatistica dos exames oficiais. Um caminho possivel, de
acordo com ele, para minimizar tais dificuldades, € propor um trabalho voltado a
formacdo do pensamento estatistico durante o processo de aprendizagem dos
estudantes.

Encontramos diversos trabalhos relacionados a trigonometria, porém,
obedecendo a nossa segunda tematica de busca, selecionamos 5 dos trabalhos
encontrados que estavam diretamente relacionados a trigopnometria no triangulo

retangulo. A seguir, explicitamos quais sdo estas dissertacoes.

Quadro 3 — Dissertacdes selecionadas para analise com a temética: trigonometria no triangulo
retangulo.

1 | Silva, Silvio Alves da. Trigonometria no triangulo retangulo: construindo uma
aprendizagem significativa. Dissertacdo (Mestrado Académico em Educacao
Matematica), Pontificia Universidade Catdlica de Sdo Paulo, Sdo Paulo, 2005.

2 | Nascimento, Alessandra Zeman do. Uma sequéncia de ensino para a
construcdo de umatabela trigonométrica. Dissertacdo (Mestrado Profissional
em Ensino de Matematica), Pontificia Universidade Catdlica de Sdo Paulo, S&o
Paulo, 2005.

3 | Borges, Carlos Francisco. Transi¢cao das razdes trigonométricas do triangulo
retdngulo para o circulo trigonométrico: uma sequéncia para o ensino.
Dissertacdo (Mestrado Profissional em Ensino de Matematica), Pontificia
Universidade Catolica de Sdo Paulo, S&o Paulo, 2009.

4 | Lindegger, Luiz Roberto de Moura. Construindo os conceitos basicos da
trigonometria no triangulo retangulo: uma proposta a partir da manipulacéo
de modelos. Dissertacdo (Mestrado Académico em Educacdo Matematica),
Pontificia Universidade Catolica de Sdo Paulo, S&o Paulo, 2000.

5 | Martins, Vera Lucia de Oliveira Ferreira. Atribuindo significado ao seno e
cosseno utilizando o software Cabri-Géometre. Dissertacdo (Mestrado
Académico em Educacdo Matematica), Pontificia Universidade Catélica de S&o
Paulo, Sao Paulo, 2003.

Fonte: elaboracgédo do autor.
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A pesquisa Trigonometria no triangulo retangulo: construindo uma
aprendizagem significativa, desenvolvida por Silva (2005), descreveu uma abordagem
de ensino da trigonometria no triangulo retangulo em que se pretendeu introduzir as
razdes trigonométricas seno, cosseno e tangente. A hipétese do pesquisador era a
possibilidade de construir uma aprendizagem significativa para o aluno por meio de
situacdes-problema que articulassem as constru¢cdes geométricas e 0 tratamento
figural na abordagem das relag6es trigopnométricas.

O pesquisador elaborou e aplicou uma sequéncia didatica com quatro
atividades, com base nos principios da Engenharia Didéatica a fim de responder se a
produgcdo de uma sequéncia de ensino enfatizada nas construgbes e nas
transformacdes geomeétricas articuladas ao tratamento figural proporcionaria uma
compreensao significativa dos conceitos da trigonometria no tridngulo retangulo para
alunos do 1° Ano do Ensino Médio. O autor analisou as concepc¢des dos alunos
durante a resolucdo das situacdes contidas nas atividades e nas discussfes, e
concluiu que houve evolucdo conceitual dos alunos no que se refere as relacbes
trigonométricas.

No trabalho de Nascimento (2005), o objetivo foi construir uma tabela
trigonométrica, com base em levantamentos historicos dos trabalhos de Ptolomeu e
outros matematicos da Grécia Antiga, para investigar a apropriacao do significado dos
conceitos das razdes trigonométricas seno, cosseno e tangente, no triangulo
retangulo, por estudantes do 1° Ano do Ensino Médio. Segundo o autor, foram
utilizados os pressupostos teoricos de Vygotsky no que se refere a importancia
atribuida a interacéo social, a linguagem e a simbolizacao no progresssivo dominio de
campo conceitual pelos alunos, ao tratar dos invariantes operatérios conceito-em-
acao e teorema-em-acao, de sua concepcao de campo conceitual e de conceito, além
do modelo apresentado por Parzysz para um quadro teérico de ensino da Geometria,
em que ele destaca quatro etapas do desenvolvimento do pensamento geométrico.

O autor relata que os resultados da experimentacdo apontam para uma
defasagem em Geometria e em Algebra, mas que, apesar disso, um ensino da
trigonometria do triangulo retangulo gerador de motivagles, incluindo atividades
diversificadas, com situacbes problematizadoras, que estimulem o pensar, a

investigacdo e o realizar, contribui para que os alunos construam o significado das
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razdes trigonométricas, além de favorecer a argumentacdo e modificar varias
concepcodes erroneas.

Ainda dentro da nossa segunda temética, selecionamos o trabalho de Borges
(2009). O autor descreve que seu trabalho tem como objetivo contribuir com o ensino
da trigopnometria, em especial, na transicdo das razfes trigonométricas no triangulo
retangulo, para o circulo trigonométrico. Segundo o autor, foram elaboradas 12
atividades, das quais 10 foram criadas com a preocupacédo de conduzir o aluno a
compreender as razdes trigonométricas do triangulo retangulo para o circulo
trigonomeétrico, utilizando o software de geometria dindmica Geogebra. Borges (2009)
relata que as atividades foram aplicadas para oito alunos do 2° ano do Ensino Médio
de uma escola do municipio de Francisco Morato, na regido metropolitana de S&o
Paulo. A Teoria das Situacbes Didaticas e alguns pressupostos da Engenharia
Didatica foram usados na elaboracéo, na analise, na aplicacdo e na coleta de dados
da sequéncia de ensino. De acordo com 0 autor, a experimentagcdo aponta que 0s
alunos nédo mobilizaram alguns conhecimentos prévios necessarios e apresentaram
dificuldades para expor suas observacbes por escrito, porém, a experimentacao
mostrou que houve avancos na aprendizagem dos alunos, pois, ao executarem as
atividades utilizando a geometria dindmica, mostraram interesse e concentracao.

O préximo trabalho relacionado a nossa segunda tematica de busca é o de
Lindegger (2000), e o objetivo de seu trabalho foi investigar uma abordagem para o
ensino da trigonometria no triangulo retangulo, na qual se pretendeu introduzir os
conceitos das razbes trigonométricas seno, cosseno e tangente a partir da
manipulacdo de modelos.

O autor trabalhou com duas turmas, ambas da 82 série do Ensino Fundamental,
sendo uma considerada como grupo de referéncia (GR) e a outra considerada como
grupo experimental (GE). O autor relata que no GE foi aplicada uma sequéncia de
ensino objeto da pesquisa, com pressuposto tedrico construtivista, com base na
psicologia cognitiva de Vygotsky e Vergnaud, e na didatica francesa de Brousseau.
No GR, a abordagem da trigonometria se deu na forma considerada tradicional
(definicdo seguida de exercicios).

Lindegger (2000) descreve que os dois grupos foram submetidos a dois testes
individuais: um antes (pré-teste) da introdu¢cdo dos conceitos de razdes

trigonométricas e outro (pos-teste) apds terem tido contato com esse conteudo.
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Segundo o autor, o GE apresentou um desempenho satisfatério e superior ao GR, e
a investigacdo apontou que o processo de construcdo dos conceitos basicos da
trigonometria, a exemplo da Historia, ganha forca quando se inicia com base na
resolucdo de problemas concretos, advindos da realidade, dirigindo-se para os
problemas, quando os conceitos ganham significados mais abstratos e abrangentes.

Por ultimo, nessa segunda tematica de busca, temos a pesquisa Atribuindo
significado ao seno e cosseno utilizando o software Cabri-Géomeétre, de Martins
(2003), no qual a autora introduziu os conceitos de seno e cosseno de forma
coordenada a partir do tridangulo retangulo, passando pelo ciclo trigopnométrico e
finalizando com os graficos das fungBes correspondentes, em uma tentativa de
propiciar aos alunos condi¢des para atribuir significado a tais conceitos. A autora
elaborou uma sequéncia didatica composta de sete atividades, com o intuito de
investigar se alunos do 2° Ano do Ensino Médio, que ja trabalharam com trigonometria
no triangulo retangulo e no ciclo trigonométrico, poderiam — por meio dessa sequéncia
e com o auxilio do software Cabri-Géomeétre — utilizar esses conhecimentos na
construcéo dos graficos das funcdes seno e cosseno.

A pesquisadora elaborou e analisou a sequéncia de ensino apoiando-se em
elementos da Dialética Ferramenta-Objeto e na nocdo de Interacdo entre Dominios,
de Régine Douady (1986). O desenvolvimento das atividades ocorreu no ano de 2002,
em uma escola da rede estadual da regidao central de Sao Paulo. O grupo participante
foi composto de 16 alunos. Martins (2003) descreveu que, no decorrer da resolucéo
das questdes propostas e pelos resultados obtidos, o software Cabri-Géometre se
mostrou bastante eficaz, auxiliando os alunos a associar os conceitos ja estudados no
triangulo retangulo e no ciclo trigonomeétrico com as func¢des seno e cosseno.

Nesse trabalho, Martins (2003) concluiu que a maioria dos alunos percebeu que
seno e cosseno estudados no triangulo retangulo ndo diferem daqueles estudados no
ciclo trigonométrico.

Na terceira tematica (“analise praxeoldgica”), identificamos trabalhos que
poderiam nortear a pesquisa a fim de responder a nossa questdo. Dentre os diversos
trabalhos relacionados a TAD presentes no banco de dados da PUC-SP,
selecionamos apenas documentos cujos titulos nos trabalhos apontavam para a
organizacao praxeoldgica, a analise praxeoldgica e as organizacdes matematicas. A

seguir, explicitamos os 5 trabalhos selecionados.



22

Quadro 4 — Dissertacdes selecionadas para andlise com a tematica: analise praxeoldgica.

1 | Cruz, Eliana da Silva. A noc¢éo de variavel em livros didaticos de Ensino
Fundamental: um estudo sob otica da organizacdo praxeoldgica. Dissertacdo
(Mestrado Académico em Educacdo Matematica), Pontificia Universidade
Catdlica de S&o Paulo, Sdo Paulo, 2005.

2 | Carvalho, Claudia Cristina Soares de. Uma andlise praxeoldgica das tarefas
de prova e demonstracdo em topicos de algebra abordados no primeiro
ano do ensino médio. Dissertacdo (Mestrado Académico em Educacao
Matematica), Pontificia Universidade Catélica de Sao Paulo, Sdo Paulo, 2007.
3 | Costa, Acylena Coelho. Geometria Analitica no Espaco: andlise das
organizacdes matematica e didatica em materiais didaticos. Tese (Doutorado em
Educacdo Matematica), Pontificia Universidade Catélica de S&o Paulo, S&o
Paulo, 2015.

4 | Chaves, Adiel Praseres. Funcdo Quadratica: analise em termos de contextos,
de organizacdes matematicas e didaticas propostas em Livros Didaticos de
Ensino Médio. Dissertacdo (Mestrado Académico em Educacdo Matematica),
Pontificia Universidade Catdlica de S&do Paulo, S&o Paulo, 2000.

5 | Mateus, Pedro. Calculo diferencial e integral nos livros didaticos: uma
analise do ponto de vista da organizacdo praxeologica. Dissertacdo (Mestrado
Profissional em Ensino de Matematica), Pontificia Universidade Catélica de Séo
Paulo, Sao Paulo, 2003.

Fonte: elaboracéo do autor.

Em sua pesquisa, Cruz (2005) investigou como a noc¢ao de variavel tem sido
abordada pelos livros didaticos brasileiros do terceiro e do quarto ciclos do Ensino
Fundamental. A pesquisa — fundamentada na teoria antropoldgica do didatico (TAD),
de Chevallard (1991) — se prop6s a responder como os livros didaticos abordam a
nocao de variavel na Gtica da organizacao praxeoldgica proposta por Chevallard. A
autora desenvolveu uma analise qualitativa e documental de quatro colec¢des de livros
didaticos de 52 a 82 séries do Ensino Fundamental.

A analise foi desenvolvida com base em trés aspectos considerados bastante
relevantes para o estudo proposto: primeiramente, observou-se de que modo os livros
didaticos vém incorporando as orientacbes dadas pelos Parametros Curriculares
Nacionais (PCN), visto que, a principio, eles estariam de acordo com essas propostas;
em seguida, a pesquisadora verificou quais foram as abordagens utilizadas pelos
autores para introduzir e desenvolver a Algebra; e, por ultimo, foram verificados quais
os diferentes usos da ideia de variavel.

Cruz (2005) procurou identificar os exercicios que atendiam aos trés aspectos,
elencando: qual era o tipo de tarefa proposta; qual era a maneira de cumprir essa

tarefa; qual era a técnica envolvida; e qual era o discurso tedrico-tecnoldgico que


https://sapientia.pucsp.br/browse?type=author&value=Cruz%2C+Eliana+da+Silva
https://sapientia.pucsp.br/handle/handle/10925
https://sapientia.pucsp.br/handle/handle/10925
https://sapientia.pucsp.br/browse?type=author&value=Carvalho%2C+Cl%C3%A1udia+Cristina+Soares+de
https://sapientia.pucsp.br/handle/handle/11257
https://sapientia.pucsp.br/handle/handle/11257
https://sapientia.pucsp.br/handle/handle/11257
https://sapientia.pucsp.br/browse?type=author&value=Costa%2C+Acylena+Coelho
https://sapientia.pucsp.br/handle/handle/11031
https://sapientia.pucsp.br/handle/handle/11031
https://sapientia.pucsp.br/browse?type=author&value=Chaves%2C+Adiel+Praseres
https://sapientia.pucsp.br/handle/handle/19517
https://sapientia.pucsp.br/handle/handle/19517
https://sapientia.pucsp.br/handle/handle/19517
https://sapientia.pucsp.br/browse?type=author&value=Mateus%2C+Pedro
https://sapientia.pucsp.br/handle/handle/11075
https://sapientia.pucsp.br/handle/handle/11075
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estava por tras dessa técnica. A pesquisadora concluiu que, embora os livros didaticos
trouxessem varias concepcoes da Algebra e trabalhassem as variaveis em diferentes
enfoques, ainda havia a predominéncia de exercicios para aplicacdo de técnicas.

Dentro de nossa tematica, selecionamos também a investigacdo de Carvalho
(2007), em que a autora relata que a proposta da pesquisa € promover uma reflexao
sobre o0 uso de provas e demonstracdes no conteudo algébrico Conjuntos e Conjuntos
Numeéricos abordado em livros didaticos do 1° ano do Ensino Médio. A autora analisou
o primeiro volume de trés das 11 colec¢des de livros didaticos selecionados pelo
Ministério da Educacao brasileiro no Programa Nacional do Livro Didatico para o
Ensino Médio (PNLEM/2006). Segundo a autora, para realizar a analise dessas
tarefas foram usadas a nocao de praxeologia (CHEVALLARD, 1999) e de niveis de
prova (BALACHEFF, 1988). Em cada tarefa analisada, a autora destacou, também, a
possibilidade do trabalho com as concepcdes de Algebra propostas por Usiskin
(1995).

Segundo Carvalho (2007), a analise praxeologica das tarefas de prova e
demonstracao existentes na abordagem do conteudo algébrico Conjuntos e Conjuntos
Numeéricos permitiu entender a maneira como os livros didaticos analisados propdem
aos alunos as demonstracdes as propriedades enunciadas ao longo da exposi¢ao dos
conteudos.

Dando sequéncia aos nossos estudos, selecionamos o trabalho de Costa
(2015). A autora descreve que sua investigacao tinha como objetivo analisar como 0s
autores de livros didaticos organizaram as atividades propostas no que se refere ao
estudo da reta e do plano para o ensino da Geometria Analitica no Espaco.

De acordo com a autora, a andlise dos livros didaticos fundamentou-se
essencialmente na Teoria Antropolégica do Didatico (TAD), nas praxeologias
propostas por Chevallard (1999) e nas variaveis didaticas para o ensino da Geometria
Analitica no Espaco estabelecidas por Lebeau (2009).

Com base no referencial tedrico adotado, a autora realizou uma investigacao
de carater qualitativo do tipo documental, partindo de um levantamento bibliogréafico
em quatro livros didaticos de Geometria Analitica destinados ao Ensino Superior. A
autora relata que a metodologia adotada foi subsidiada na metodologia de analise de
manuais desenvolvida por Chaachoua (2014), analisando, nos livros didaticos, os

seguintes aspectos: momento da edigdo, representatividade, estrutura, andlise
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ecoldgica e andlise praxeoldgica. Dentre os resultados encontrados, Costa (2015)
relata que é possivel inferir que os autores privilegiam uma modelizagao algébrica dos
objetos matematicos, bem como as técnicas adotadas por eles se encontram situadas
no campo da Algebra Linear e da Geometria Analitica.

Outro trabalho selecionado foi o de Chaves (2000), em que o autor relata que
0 objetivo de sua investigacdo é analisar os contextos nos quais o estudo do vértice
da parabola, que representa uma funcdo quadratica, apresenta-se nas abordagens de
livros didaticos de Matematica do Ensino Médio. O autor desenvolveu uma pesquisa
gualitativa, de natureza documental, e teve como suporte a TAD, mais precisamente
as noc¢des de organizacfes praxeoldgicas.

Segundo o autor, um dos resultados encontrados foi que as tarefas analisadas
tém status de exemplo de aplicagdo que colocam em jogo a mobilizacdo de
propriedades das coordenadas do vertice da parabola, as quais por sua vez
representam a referida funcéo, mas também a determinacéo da lei de formacéo dessa
funcao, a partir das coordenadas dos pontos da curva que a representam.

Identificamos, também, subsidios para responder a questdo da pesquisa no
trabalho de Mateus (2007), cujo objetivo foi analisar e compreender melhor como, na
atualidade, os conceitos de Calculo Diferencial e Integral séo tratados em alguns livros
didaticos disponiveis. O autor discutiu sobre o Calculo Diferencial e Integral por
considera-lo uma area da Matematica que tem contribuido intensamente para o
progresso cientifico e tecnoldgico.

O trabalho focalizou a analise do livro didatico devido a importancia de que ele
se reveste na acao do professor em sala de aula, e porque o material constitui uma
fonte de conhecimento do aluno. Conforme o autor, sua pesquisa se assentou na
hipétese de que alguns dos fatores que interferem no processo de ensino e
aprendizagem do Calculo Diferencial e Integral estdo diretamente relacionados com a
organizacao didatico-matematica dos livros didaticos.

Analisar essa organizacdo praxeoldgica dos livros didaticos poderia ajudar a
compreender as causas das dificuldades no ensino e na aprendizagem do Calculo
Diferencial e Integral, além de proporcionar algumas atitudes tendentes a sua
utilizacdo correta e criativa. De acordo com o pesquisador, sua questao de pesquisa
foi: O que os livros didaticos disponiveis sugerem quanto a constru¢do de conceitos e

estratégias de ensino e aprendizagem do Célculo Diferencial e Integral? As bases
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tedricas foram a Teoria de Registros e Representacdo Semibtica, de Duval (2003); a
Teoria Antropoldgica do Didético, de Chevallard (1999); e a Teoria das Situacfes
Didéticas, de Brousseau (1977).

Conforme o pesquisador, a primeira teoria serviu para avaliar o grau de
articulacdo entre os registros de representacdo semidtica usados nos livros
selecionados; a segunda, serviu para analisar os tipos de tarefas, de técnicas e de
discursos tedrico-tecnolégicos que as justificam; a terceira teoria serviu para avaliar
0s contextos criados na exposicao de conteidos matematicos.

Para o autor, os resultados apontaram que a articulacéo entre os registros de
representacdo semidtica € débil, pois houve preferéncia pelo uso de representacdes
no registro algébrico e seus tratamentos, em vez de se promover a articulagdo com a
conversdo entre os de representacfes em diferentes registros; trabalhou-se mais
sobre o bloco pratico-técnico e o bloco tecnolégico-tedrico; a exposicao formal do
conteudo predominou, em vez da contextualizacdo como fio condutor das ideias para
a formalizagéo.

Finalizamos essa revisao bibliografica identificando as contribuicbes que 0s
trabalhos analisados proporcionaram a nossa investigacao.

Dentro da tematica 1-SARESP e Matematica, observamos como o0s
pesquisadores utilizaram as questdes propostas pelo SARESP e os resultados dos
alunos para indicar possiveis caminhos na aprendizagem e no ensino da Matematica.

A tematica 2, trigonometria no triangulo retangulo, nos possibilitou um olhar
mais aprofundado para a trigonometria, principalmente para as diversas
possibilidades para o ensino dessa area.

Por fim, a tematica 3, andalise praxeoldgica, nos propiciou conhecer melhor a
Teoria Antropolégica do Didatico (TAD), permitindo mais embasamento para
responder a nossa questao de pesquisa.

No proximo capitulo, apresentaremos um estudo do objeto matemético

proposto em nosso trabalho: razées trigonométricas no triangulo retangulo.
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3 O OBJETO MATEMATICO

Neste capitulo, apresentamos alguns aspectos da trigonometria com enfoque

em fragmentos histoéricos, e na perspectiva da trigonometria no triangulo retangulo.

3.1 Breve histérico da trigonometria

A trigonometria, bem como a maioria dos conceitos da Matematica estudados
na educacdo basica, surge em um primeiro momento a partir de necessidades
praticas. Por meio do desenvolvimento da humanidade e ndo como obra de um s6
homem.

De acordo com Pereira (2012), é na Grécia que vamos situar 0 nascimento
desse campo da Matematica, principalmente com os trabalhos de Hiparco de Niceia
(190-120 a.C.), que, ao estabelecer uma ponte entre a Astronomia e a Geometria, deu
inicio a trigonometria. Com a construcdo de suas tabelas trigonométricas, ele
organizou as observacdes do céu feitas pelos babilénios, elaborando um catalogo de
estrelas®. Para construir as tabelas trigonométricas, utilizadas para medir triangulos
Terra relacionados com ocorréncias no céu, Hiparco precisou usar o triangulo
retangulo para calcular suas cordas, com o objetivo de determinar as posi¢cOes das
estrelas e dos planetas usando uma unidade de medida para arcos e angulos, além
de um sistema de coordenadas para localizar um corpo na esfera celestial.

Ainda sobre a histéria da trigonometria, Pereira (2012) descreve que Ptolomeu
(100-178 d.C.) escreveu, no Museu de Alexandria, a mais influente obra sobre
trigonometria da Antiguidade: uma colecdo de 13 livros chamada Sintese
Matematica. A colecdo contém uma descricAo matematica do modelo grego do
universo, analisando o movimento do Sol, da Lua e dos planetas.

Pereira (2012) relata que, para realizar os calculos necessarios de acordo com
o calendario, Ptolomeu construiu uma tabela de cordas de todos os arcos de 0,5° a
180°, em intervalos de 0,5°. Por interpolacao, ele obtinha outros valores, o que fazia

da tabela de Ptolomeu um instrumento bem mais completo que o do préprio Hiparco.

3 Catélogo de estrelas é um catalogo astronémico que lista estrelas. HA um grande nUmero de
catalogos de estrelas diferentes produzidos para fins diferentes ao longo dos anos, e aqueles foram
compilados por muitos povos antigos diferentes, incluindo os babilénios, os gregos, os chineses, 0s
persas e os arabes.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Cat%C3%A1logo_astron%C3%B3mico
https://pt.wikipedia.org/wiki/Estrelas
https://pt.wikipedia.org/wiki/Babil%C3%B4nia_(regi%C3%A3o)
https://pt.wikipedia.org/wiki/Gr%C3%A9cia_Antiga
https://pt.wikipedia.org/wiki/Hist%C3%B3ria_da_China
https://pt.wikipedia.org/wiki/Hist%C3%B3ria_do_Ir%C3%A3o
https://pt.wikipedia.org/wiki/%C3%81rabes
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De acordo com Pereira (2012), mais tarde, os arabes passaram a chamar os
livros de Ptolomeu de Almagesto, que significa “o maior”. O objetivo de Ptolomeu era,
conforme o calendario, determinar as estacoes, prever eclipses e estabelecer o més
lunar. Gregos, hindus e arabes usaram linhas trigopnométricas, com a forma de cordas
em um circulo.

Pereira (2012) ainda relata que os matematicos da india escolheram um
caminho diferente para a trigonometria. Apesar do amplo dominio do Almagesto, no
final do século IV comecou a ser largamente utilizado um conjunto de textos
matematicos surgidos na india, com o titulo de Siddantha, que significa “sistemas de
astronomia”.

De acordo com Pereira (2012), esses textos eram escritos em versos poéticos
e em sanscrito. Em vez de seguir o caminho de Ptolomeu, o Siddantha usava uma
trigonometria baseada na relacdo entre metade da corda e metade do angulo central
de uma circunferéncia. Os hindus tinham dado o nome de jiva a metade da corda, e
os arabes a transformaram em jiba. Traduzindo do arabe para o latim, Robert de
Chester interpretou jb (em arabe, as vogais ndo sao escritas) como jaib, que significa
baia ou enseada, e escreveu sinus, em latim. A partir dai, a meia corda hindu passou
a ser chamada de sinus — em portugués, seno. Por exemplo, no Siddantha, a corda
de 30° era a meia corda de 60°.

Compreendendo a evolugéo histérica da trigonometria, Pereira (2012) conta
gue o periodo histdrico que vai dos trabalhos de Hiparco até o trabalho de Euler (1707-
1783) durou mais de 1500 anos. A trigonometria, nesse intervalo, estudava as
relacdes entre os lados e os angulos de triangulos, com suas aplicacdes para calculos
de distancias, construcdes, navegacao e astronomia, entre outros fatores.

Nesta perspectiva, a palavra trigonometria, derivada dos termos gregos
trigonom, que significa triangulo, e metria, que significa medida, teve seu significado
etimolégico original, e era considerada como a area da Matematica que trabalhava
com as relacdes entre as medidas dos triangulos, envolvendo comprimentos de lados
e medidas de angulos.

Os principais desenvolvimentos ocorridos nessa fase sdo atualmente
trabalhados na Matematica escolar brasileira, geralmente, no 9° ano do Ensino
Fundamental, em que é enfatizado o estudo das razdes trigopnométricas seno,

cosseno e tangente no triangulo retangulo, e, posteriormente, no 2° ano do Ensino
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Médio esses conceitos passam a ser compreendidos no ciclo trigonomeétrico por meio
dos arcos e dos angulos em uma ou mais voltas na representacdo do circulo
trigonométrico, no qual as razdes trigonomeétricas passam a ser vistas como abscissa
(valores do seno) e ordenada (valores do cosseno) de pontos do plano.

Estendemos a importancia histérica da trigonometria, pois a compreensao
deste campo do conhecimento matematico € fonte de uma série de atividades,
procedimentos, aplicagcdes e representacdes que muito podem enriquecer 0 ensino e
a aprendizagem da trigonometria. Estes, inclusive, contribuem para que o aluno veja
a Matematica como um conhecimento desenvolvido socialmente, ao longo da histéria
da humanidade, e percebam como 0s conceitos e 0s procedimentos estudados

evoluiram e como mudam de acordo com as aplica¢cdes e as demandas dos contextos.

3.2 Trigonometria no triangulo retangulo

Consideremos um triangulo retangulo ABC, e que o angulo reto seja em A. Os
outros dois angulos, B e C, sdo agudos e complementares, isto €, B + C = 90°. Para
angulos agudos, temos por defini¢ao:

"

>

=1 (BN
A c B
Assim sendo:
. catetoopostoaB b
senB = - =—
hipotenusa a
. catetoopostoaC ¢
sen(C = - = -
hipotenusa a
. cateto adjacentea B ¢
cosB = - =—
hipotenusa a
. cateto adjacenteaC b
cosC = - = -
hipotenusa a
~ cateto oposto a B b
tg B = = -

cateto adjacentea B ¢



29

. cateto opostoa C ¢
tgC = - ~ = —
cateto adjacenteaC d

Os senos e 0s cossenos de angulos agudos sdo numeros compreendidos entre
0 e 1, pois a medida do cateto é sempre menor do que a medida da hipotenusa.

O seno de um angulo é igual ao cosseno do seu complemento, e
reciprocamente:

sen x = cos (90°—x)

cosx = sen (90° — x)

Em um tridngulo retdngulo isosceles qualquer, se [ for a medida de cada cateto,

entdo [v/2 serd a medida da hipotenusa, pois (BC)? = I + I?> & (BC)? = 21> & BC = I/2.

Assim sendo:

sen B = Ac =>en45° = L = sen 45° = L S en4be = @
BC W2 V2 2
cosB = @ = cos 45° = L = cos45° = i < cos 45° = @
BC N2 V2 2
tg B = £:>tg45°: : = tg 45° =
AB [

Em um tridngulo equilatero qualquer, se I for a medida de cada um dos lados,

~ 1V3 £ . .
entao T\/— sera a medida da altura, pois:



o

o\

. S
_]____________-_ a
[ -3 0

A-;;oc

A

=
=
@

2 z

2

l 12 312
(AC)? = (AM)? + (MC)? = I? = (5) + (MC)? & (MC)? = 12— 7° (MC)? = —

4
V3
o MC = i
2
Assim sendo:
3
A—M > 60°—T<:> 60°—\/§
sen = AC sen = l sen = >
l
i= 60° = 2 60° = =
COS _AC = COS = l & COS —2
3
tgA = —C=>t 60° = Z@t 60°° = 3
gAa= AM g = L g =
2
No triangulo retangulo AMC do item anterior, temos:
l
¢ = AM > 2 o 30° =
sen = AC l sen =
W3
¢ = Mc = cos 30° = 2 o 30° = 3
COS = AC COS = l COS = )
l
tg C = AM =tg 30° = 2 =tg 30° = ! e tg 30° =
2
/]1:
/a0
AF]
2

M

] =

30
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Note que:

sen 30° = cos 60° =

cos 30° = sen 60° =

sen 45° = cos 45° =

N|§| N|§| N

Quadro 5 — Valores para seno, cosseno e tangente de alguns angulos notaveis.

X sen X CoS X tg x
30° l \/_§ ‘/_§
2 2 3
450 \/_E \/_E 1
2 2
60° e 1 V3
2 2

Fonte: elaboracéo do autor.

3.3 Estudo da trigonometria no triangulo retangulo com base no circulo

trigonométrico

De acordo com a simetria do circulo trigonométrico, temos que o eixo vertical
corresponde ao seno, e o eixo horizontal, ao cosseno. Cada ponto da circunferéncia
gue delimita o circulo trigonométrico é a extremidade de um arco com origem no ponto
(1,0). A cada um desses arcos esta associado um angulo com vértice no centro da

circunferéncia (ponto (0,0)).
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E possivel encontrar os valores de senoe de cossenode um angulo 6

gualquer. Para tanto, € necessario construir esse angulo no circulo trigonométrico,

como foi feito na imagem a seguir.

15
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Note que, tomando os segmentos BC e AB, paralelos a AD e DC,
respectivamente, temos um retangulo. Podemos notar que a medida do lado CD =
b1 é igual ao sen 0, pois:

sen @ = C—D = ﬁ = b
AC 1
A medida do segmento AC é 1 porque AC é o raio da circunferéncia. Essa é a

medida da diagonal do retangulo. A medida do segmento AD = a € igual ao cos 0, pois:
AD a
cos @ = E = I =a
Sendo assim, no circulo trigonométrico, as medidas de seno e cosseno de 6
séo iguais as medidas do cateto oposto e adjacente a esse angulo.
Podemos calcular agora 0S valores mais importantes

para seno e cosseno. Observe no circulo trigonomeétrico que:

1) Quando 8 =0°senf =0ecosf = 1.

2) Quando 6 =90°senf =1 e cosf = 0.

3) Quando 6 = 180°senfd =0ecosfd = —1.

4) Quando 8 = 270°senf = —1 e cosf = 0.

5) Quando 8 = 360° sen 8 e cos 8 possuem 0S mesmos valores em que o0 6 €

igual a 0°

Nesse sentido, podemos saber o0s quadrantes nos quais 0 senoe

0 C0Sseno sao positivos ou negativos. Observe a figura a seguir:


https://mundoeducacao.bol.uol.com.br/matematica/retangulos.htm
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I: Seno + ©3 I: Seno +
Cosseno - Cosseno +

I: Seno - I: Seno -
Cosseno -

_as Cosseno +

Existem duas relacbes fundamentais da trigonometria, por meio das quais é
possivel encontrar relagcbes entre razbes  trigonométricas. Elas  sé&o
chamadas fundamentais porque estdo envolvidas na maioria dos calculos basicos
da trigonometria em um nivel intermediario. A primeira dessas razf6es, que € muito

parecida com o teorema de Pitagoras, € a seguinte:

sen’x + cos?x =1

Podemos dizer, portanto, que a soma do quadrado do seno de um arco com o
guadrado do cosseno desse mesmo arco sempre sera igual a 1. A demonstracao
desse teorema, mais conhecida como primeira relacdo fundamental da trigonometria,
depende de conhecimentos basicos sobre o ciclo trigopnométrico.

Para verificar isso, basta desenhar um triangulo retangulo qualquer no ciclo, de
modo que o angulo avaliado tenha seu vértice no centro do ciclo e um de seus lados

esteja sobre o eixo X, a direita do ponto C, como mostra a imagem a seguir.


https://mundoeducacao.bol.uol.com.br/matematica/relacoes-trigonometricas-fundamentais.htm
https://mundoeducacao.bol.uol.com.br/matematica/trigonometria-no-triangulo-qualquer.htm
https://mundoeducacao.bol.uol.com.br/matematica/seno-cosseno-tangente.htm
https://mundoeducacao.bol.uol.com.br/matematica/o-teorema-pitagoras-aplicado-no-estudo-trigonometria.htm
https://mundoeducacao.bol.uol.com.br/matematica/circulo-trigonometrico.htm
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Observe que a hipotenusa desse triangulo sempre sera um raio do ciclo. Esse

cateto oposto

raio sempre mede 1, ou seja, o resultado de sen a = -

= cateto oposto.

Logo, marcando um ponto qualquer sobre um dos eixos (x ou y) do plano
cartesiano, a distancia entre esse ponto e o centro C sempre sera igual ao
comprimento do cateto oposto ou do cateto adjacente de um angulo a, e, por
consequéncia, representa o valor do seno ou do cosseno do angulo a.

Grande parte da demonstracdo da primeira relagdo fundamental € dada com a
explicacdo sobre o ciclo trigonométrico acima. Na imagem a seguir, observe que o
cateto oposto ao angulo a € o segmento AB, e que seu cateto adjacente € o segmento
CB. Além disso, note também que a hipotenusa do triangulo ABC é o segmento CA,

gue mede 1 unidade.
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-0.5

Assim, utilizando o teorema de Pitagoras, teremos:

AB?+ CB*=1

sena? + cosa® =1

Essa é justamente a primeira relacdo fundamental da trigonometria.

A segunda relacdo fundamental da trigonometria é, considerando um arco X

3
qualquer, exceto % e 7”:

senx

tg x =
g COS X
Assim, podemos afirmar que a tangente de um arco € igual a razdo entre
0 seno e 0 cosseno desse mesmo arco. A demonstracéo desse teorema depende de
conceitos basicos do ciclo trigopnométrico.
Se marcarmos um ponto qualquer sobre o eixo X, por exemplo, esse ponto

7

estara ligado a um numero real, o qual, por sua vez, € abscissa de um ponto


https://mundoeducacao.bol.uol.com.br/matematica/circulo-trigonometrico.htm
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no ciclo trigonométrico. Por meio desse ponto, € possivel descobrir o &ngulo ligado ao
valor escolhido sobre o eixo x.

O eixo das tangentes € uma reta que passa fora do ciclo, tangente a ele pelo
ponto (1, 0). Marcando um ponto P sobre o ciclo, devemos construir o segmento de
reta cujas extremidades sao: o centro C do ciclo e um ponto A da reta tangente, de
modo que esse segmento de reta contenha o ponto P sobre o ciclo. A distancia entre
0 ponto A e o ponto (1, 0) é o valor da tangente no ciclo trigonométrico. Note que esse
valor esta ligado ao angulo a: a abertura entre o0 segmento de reta construido e o eixo

X.

‘5Ir

/|

1]
3

-05

Para demostrar a segunda relacdo fundamental, observe inicialmente a

construcéo a seguir:
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Perceba que os triangulos CPD e CAB sao semelhantes pelo caso AA (angulo,
angulo). Isso significa que existe proporcionalidade entre seus lados. Uma das

proporcionalidades que podem ser escritas é€:

CD _CB
PD  AB

Nessa proporc¢ao, AB é a tangente de a, CD é o cosseno de a e PD é o seno
de a. Além disso, CB = 1, pois € raio do ciclo. Substituindo esses valores na proporcéo

acima, teremos:

cosa 1

sena  tga

Assim, usando as propriedades operatérias das equacodes, também é possivel

representa-la da seguinte forma:



https://mundoeducacao.bol.uol.com.br/matematica/semelhanca-triangulos.htm
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Finalizado o estudo do objeto matematico proposto, no proximo capitulo
apresentaremos nosso referencial teérico, enfatizando as organizacdes praxeologicas
da Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD) que norteardo a andlise das questdes
selecionadas para este trabalho e a resolucdo dos alunos participantes do teste para

nossa investigacgao.
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4 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo, apresentamos o referencial tedrico adotado em nossa pesquisa
para o desenvolvimento das analises das questdes selecionadas do SARESP.

4.1 Organizacdes praxeoldgicas

A Teoria Antropolégica do Didéatico (TAD) situa a atividade matemética no
conjunto das atividades humanas regularmente feitas, descrevendo o conhecimento
matematico em termos de organiza¢des ou praxeologias cujas no¢des basicas sédo as
nocodes de tipos de tarefas, técnicas, tecnologias e teorias que permitem modelar as
praticas sociais em geral e a atividade matematica em particular (CHEVALLARD,
1999).

Para este trabalho, a andlise das questdes propostas pelo SARESP nos anos
de 2009 e 2010 aos alunos do 9° ano do Ensino Fundamental sera desenvolvida com
base na organizacao praxeoldgica proposta por Chevallard (1999), por meio da qual
buscamos identificar os tipos de tarefas, as técnicas, as tecnologias e as teorias nas
guestdes escolhidas para nossa analise.

De acordo com Chevallard, a TAD envolve a atividade matematica — e, entéo,
a atividade de estudo em Matematica — nos conjuntos de atividades humanas e nas
instituicbes sociais.

Para Sabo (2010), o postulado basico da TAD é admitir que qualquer atividade
humana possa ser descrita por um modelo, que se resume pela palavra praxeologia;
0 autor argumenta que, sob tal perspectiva de analise, é possivel observar o ato de
ensinar e aprender Matematica como sendo, também, o resultado de atividades
humanas. Desse modo, segundo a TAD, podemos descrever o ato de ensinar e
aprender Matematica por meio de uma organizacdo praxeolégica, com o objetivo de
analisar, estudar e explicar de que forma essa acao se realiza.

Almouloud (2014) descreve que a organizacao praxeoldgica é formada por um
conjunto de técnicas, de tecnologias e de teorias organizadas para um tipo de tarefa,
as quais, geralmente, se expressam por um verbo, por exemplo: desenvolver a

expresséao literal dada.
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Segundo Chevallard (1998a apud MENDES, 2017), podemos compreender a
tarefa como uma obra, producdo humana intencionada que parte, normalmente, de
um verbo — cantar, andar, entre outros —, e a técnica é definida como sendo os
procedimentos pelos quais determinada tarefa foi realizada, isto é, existe, em
principio, uma técnica sobre um tipo de tarefa que fara com que a tarefa (ou o tipo de
tarefa) seja feita, realizada, executada. Chevallard (1998a apud MENDES, 2017)
afirma que o tipo de tarefa e a técnica constituem o bloco pratico-técnico, o qual,
genericamente, € constituido como saber comum.

De acordo com Chevallard (1998a apud MENDES, 2017), a tecnologia é a
explicacdo, a justificacdo, de maneira racional, da técnica, ou seja, a veracidade da
técnica realizada para executar o tipo de tarefa, e a teoria é o porqué formal e l6gico
das tecnologias, e refere-se a um conjunto mais abstrato de conceitos e argumentos
dispostos em um discurso geral que justifica a tecnologia em si. Ainda segundo
Chevallard (1998a apud MENDES, 2017), a teoria e a tecnologia constituem, de
maneira imbricada, o bloco tecnologico-teorico.

Conforme Chevallard (1998a apud MENDES, 2017), ha maior visibilidade no
ensino no bloco préatico-técnico do que no bloco tecnoldgico-tedrico, uma vez que nem
sempre se identifica, de maneira clara, esses elementos de praxeologia.

Sabo (2010) descreve que a tecnologia € um discurso racional com o objetivo
de justificar e demonstrar as técnicas utilizadas para uma determinada tarefa ou um
género de tarefas. Esse discurso racional varia ho espaco institucional, ou seja, um
discurso que possui certa racionalidade em uma determinada instituicdo podera
parecer pouco racional, ou mesmo sem significacdo em outro espaco institucional. O
autor afirma que, segundo Chevallard (1999), em uma instituicdo, qualquer que seja
o tipo de tarefa, a técnica relativa a essa tarefa estard sempre associada a uma
tecnologia ou a um vestigio de tecnologia.

Ainda de acordo com Sabo (2010), ele argumenta, em sua pesquisa, que, em
uma organizacdo matematica, € comum langarmos méao de processos demonstrativos
a fim de explicar e tornar inteligivel uma determinada técnica. Assim, nesse contexto,
as demonstracfes de teoremas denotam a tecnologia que justifica a técnica utilizada.

Chevallard (1999) afirma que toda tecnologia, por sua vez, precisa de uma
justificativa que se denomina teoria da técnica. O discurso tecnolégico contém essas

afirmacfes mais ou menos explicitas; logo, ha a necessidade de descrever essa
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tecnologia com preciséao e rigor, permitindo, efetivamente, uma formalizacao — passa-
se, assim, a um nivel superior de justificacdo, explicacao e producéo, ou seja, o nivel
da teoria.

Para Chevallard (1999), a no¢cdo de praxeologia aparece como uma nogao
genérica, cujo aprofundamento é conveniente, sobretudo, por meio do estudo
empirico e das analises dos dados recolhidos de observacdes. Chevallard (1998a
apud MENDES, 2017) define quatro categorias de organizacdo praxeoldgica:
praxeologia pontual, praxeologia local, praxeologia regional e praxeologia global.

A praxeologia pontual, em principio, mantém um tipo de tarefa, uma técnica,
uma tecnologia e uma teoria. A praxeologia pontual leva em considera¢cao uma Unica
tarefa apenas. J4 a praxeologia local leva em consideracdo uma determinada
tecnologia — ou seja, varias tarefas e técnicas podem ser trabalhadas, mas por uma
Unica tecnologia e teoria.

A praxeologia regional é configurada por uma Unica teoria. Em outras palavras,
sdo mantidos varios tipos de tarefas, executados por varias técnicas; estas, por sua
vez, sao justificadas e explicadas de varias maneiras — mantém-se, dessa forma,
varias tecnologias, mas apenas uma teoria que as explique de maneira aprofundada.

A praxeologia global é desenvolvida em torno de varias teorias. Ou seja, a
praxeologia global é a agregacéao de varias organizacdes praxeologicas regionais.

Logo, sugerimos a analise praxeoldgica desenvolvida com base nas questbes
relacionadas a trigonometria no triangulo retangulo propostas pelo SARESP a alunos
do 9° ano do Ensino Fundamental; assim, , responderemos a nossa questao inicial
sobre que conjuntos de tarefas estdo presentes nas questdes relacionadas a
trigonometria no triangulo retangulo e que conjuntos de técnicas, tecnologias e teorias
podem ser mobilizadas na resolucdo dessas questdes.

Tendo como referéncia as questdes propostas por Mateus (2007) a partir do
trabalho de Chevallard (1999), adaptamos alguns critérios que podem auxiliar na

analise das questdes levantadas neste estudo. O roteiro das questdes é o seguinte:

1) Que tipo de tarefas as questbes selecionadas propdem para a
mobilizacdo de técnicas desejadas no estudo da trigonometria no

triangulo retangulo?
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2) As técnicas sao produzidas com base no questionamento ou sdo dadas
sem o levantamento de situacdes probleméticas?

3) A aplicacdo de técnicas nas questdes selecionadas inclui a justificagcao
e a interpretacao dos resultados?

4) Quais convergéncias e divergéncias sdo reconhecidas entre as tarefas
das questdes selecionadas?

5) As questbes selecionadas para este trabalho séo justificadas pelo
mesmo discurso técnico-teodrico?

6) Ha auséncia de tipos de tarefas nas questbes selecionadas que sejam
considerados relevantes no estudo da trigonometria no triangulo

retangulo?

Essas seis questbes norteardo a analise praxeoldgica das questbes do
SARESP selecionadas para este trabalho.
Como exemplo de analise praxeoldgica, vejamos a seguinte questao proposta

pelo SARESP, no ano de 2009, aos estudantes do 9° ano do Ensino Fundamental:
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Figura 1 — Exemplo de questdo do SARESP de 2009.

Karen tem problemas com sono e seu medico recomendou que seu colchdo fosse inclinado
segundo um angulo de 302 em relagdo ao solo.

Funcdo | 02 302 452 602 902
Sen 0 1 NE) 3 1 '
2 2 |2
%
cos 1 ,\E J2 1 0 |
2 | 2 2 '

Sabendo que o colchdo tem 1,80 m de comprimento

e terd uma parte apoiada no chao, conforme ilustra a

figura, a medida x, que representa a altura do apoio
do colchdo na parede, é:

a.0,50m
b. 0,80 m
C. 0,90 m

d. 1,00 m

Fonte: Secretaria da Educacéo do Estado de S&o Paulo (2009).

Tendo como base a organizacdo praxeoldgica, podemos fazer a seguinte

analise referente a questao apresentada:

e Tipo de tarefa da questéo: calcular a medida desconhecida de um dos

lados do triangulo retangulo.

e Tarefa: calcular a medida do cateto oposto ao angulo de 30°.

e Técnicas:

1) Identificar no triangulo retangulo os lados correspondentes aos
catetos e a hipotenusa.

2) ldentificar as medidas dos angulos apresentadas no triangulo
retangulo.
3) Relacionar a medida apresentada no triangulo retangulo a

hipotenusa e relacionar a medida desconhecida do lado do
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tridngulo retdngulo que se deseja encontrar ao cateto oposto ao
angulo de 30°.
4) Aplicar os valores apontados na raz&o trigonométrica:

30° = Cat.Oposto R 1 x
ST hipotenusa 2 1,8

= x =090
5) Apresentar o valor do cateto oposto ao angulo de 30° encontrado
com sua respectiva unidade de medida 0,90 m.
e Discurso tedrico-tecnoldgico: trigonometria no tridangulo retangulo —

razBes trigonométricas seno, cosseno e tangente.

No proximo capitulo, apos o estudo do referencial tedrico, da apresentacao das
guestdes que norteardo nosso trabalho e da exposicédo da forma como sera realizada
a andlise das questdes propostas, apresentaremos a meteodologia de pesquisa e 0s

procedimentos metodoldgicos utilizados neste trabalho.
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5 METODOLOGIA DA PESQUISA

Neste capitulo, apresentamos a metodologia de pesquisa pela qual optamos
para desenvolver nosso trabalho — a abordagem qualitativa — e os procedimentos
metodoldgicos utilizados, evidenciando os caminhos escolhidos para responder a
guestdo de pesquisa com base no referencial teérico e na revisao bibliografica que

discutimos nos capitulos anteriores.

5.1 Abordagem qualitativa

Nesta pesquisa, optamos pela abordagem qualitativa. Segundo os autores
Bogdan e Biklen (1982), as caracteristicas basicas da pesquisa qualitativa sdo as

seguintes:

1) A pesquisa qualitativa tem o ambiente natural como sua fonte direta de
dados e o pesquisador como seu principal instrumento.

2) Os dados coletados séo predominantemente descritivos.

3) A preocupacao com 0 processo € muito maior do que com o produto.

4) O “significado” que as pessoas dao as coisas e a sua vida sao focos de
atencao especial do pesquisador.

5) A analise dos dados tende a seguir um processo indutivo.

Nessa metodologia, “os dados recolhidos sdo designados por qualitativos, o
gue significa ricos em pormenores descritivos relativamente a pessoas, locais e
conversas, e de complexo tratamento estatistico” (BOGDAN; BIKLEN, 1994, p. 16).
Esses dados geralmente sdo recolhidos em contextos naturais, sem que
necessariamente as hipoteses sejam levantadas ou comprovadas, ou que as variaveis
sejam medidas; busca-se apreender as diversas perspectivas dos sujeitos e 0s
fendbmenos em sua complexidade.

A abordagem qualitativa é também denominada naturalista, “[...] porque o
investigador frequenta os locais em que naturalmente se verificam os fendmenos nos

guais esta interessado, incidindo os dados recolhidos nos comportamentos naturais
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das pessoas” (BOGDAN; BIKLEN, 1994, p. 17) e em suas interagbes com 0 meio e
0s demais, nos quais constroem seus repertorios de significados.

No primeiro aspecto, o pesquisador se coloca em contato direto com o local de
sua pesquisa, observa, entrevista, anota, na busca por produzir dados; deve
preocupar-se com o0s contextos e ver no cotidiano a possibilidade de “pescar”
sentidos, de olhar com olhos de surpresa mesmo aquilo que poderia parecer trivial a
Muitos.

No que tange a descricao, ainda que os dados sejam recolhidos e elaborados
por meio de imagens ou audios, eles sdo transcritos e apresentados em forma de
narrativa no intuito de conferir coeréncia aos dados e descortinar aspectos relevantes,
respeitando sempre as falas e os pontos de vista dos sujeitos envolvidos na pesquisa.
Por isso, ja abordando a terceira caracteristica da metodologia qualitativa, o
pesquisador deve ter ouvidos para ouvir os siléncios e olhos para enxergar
expressbes aparentemente banais — perscrutando sentidos, sentimentos e
expectativas sem, contudo, deixar de lembrar que o objetivo fundamental de sua
interpretacdo é elaborar conhecimento, ou gerar teoria, segundo a perspectiva de
Gonzalez Rey (1997).

Em relacdo a quarta caracteristica, ndo ha, na pesquisa qualitativa, a
necessidade de elaborar previamente hipéteses a fim de comprova-las ou infirma-las:
elas podem surgir ou ndo no decorrer da investigacdo. Para Bogdan e Biklen, o
processo indutivo de analise dos dados na investigacdo qualitativa assemelha-se a
um funil em que “[...] as coisas estéo abertas no inicio (ou no topo) e vao se tornando
mais fechadas e especificas no extremo” (1994, p. 5); ou seja, o pesquisador seleciona
o que lhe parece mais importante naquela situacao.

Por fim, de acordo com a ultima caracteristica apontada pelos autores, a
abordagem qualitativa deve estar interessada na forma como as pessoas dao sentido
as suas vidas ou a aspectos dela, como interpretam determinados fatos e por que os
interpretam desta ou daquela maneira. Assim, “ao apreender as perspectivas dos
participantes, a investigacao qualitativa faz luz sobre a dindmica interna das situacoes,
dinamica esta que é frequentemente invisivel para o observador exterior” (BOGDAN;
BIKLEN, 1994, p. 51).

5.2 Procedimentos metodoldgicos
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A pesquisa foi dividida em duas partes. Na primeira delas, selecionamos quatro
questdes do SARESP relacionadas a trigonometria no triangulo retangulo que foram
aplicadas em anos anteriores a estudantes do 9° ano do Ensino Fundamental. Com
base nas questbes selecionadas, desenvolvemos uma andlise praxeoldgica a priori
dessas questdes, observando que conjuntos de tarefas estdo nelas presentes e que
conjuntos de técnicas, tecnologias e teorias podem ser mobilizados pelos estudantes
na resolucéo.

Em principio, buscamos no proprio site do SARESP — da Secretaria Estadual
de Educacédo — as questdes aplicadas em provas de anos anteriores. Identificamos,
entdo, que apenas algumas questdes sado disponibilizadas no site, dentro de um
campo chamado relatorio pedagogico. Nesse relatério, estdo selecionadas apenas
algumas questdes e sdo apresentados os resultados dos estudantes; em razao disso,
nao foi possivel encontrar todas as questdes relacionadas a trigonometria no triangulo
retangulo aplicadas aos estudantes nos ultimos anos.

Dirigimo-nos a Delegacia Regional de Ensino, com sede no municipio de
Birigui, e apresentamos a proposta do trabalho, verificando a possibilidade de ter
acesso as questdes propostas pelo SARESP em anos anteriores a fim de
desenvolvermos melhor a pesquisa. Os dirigentes da Delegacia Regional de Ensino
foram bastante atenciosos; porém, nos informaram que as provas do SARESP sao
desenvolvidas pela Fundacdo Vunesp e que, por esse motivo, ndo tém acesso ao
banco de questdes, a ndo ser as que sdo apresentadas no relatério pedagdgico no
site do SARESP, citado anteriormente.

Dessa forma, considerando as questdes disponiveis no relatorio pedagogico
presente no site do SARESP, e tendo como critério escolher apenas questdes que
correspondessem a habilidade presente na matriz de referéncia, “resolver problemas
em diferentes contextos, a partir da aplicacao das razdes trigopnométricas dos angulos
agudos”, identificamos quatro questdes e as selecionamos para o desenvolvimento de
nossa investigacgao.

Na segunda parte, reaplicamos as questdes selecionadas do SARESP,
organizando-as em forma de um teste para ser respondido por estudantes do 9° ano

do Ensino Fundamental da rede publica do estado de Séo Paulo.
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No teste aplicado, solicitou-se que os estudantes, além de assinalarem a
alternativa que julgassem correta, justificassem, de alguma forma, por que chegaram
a tal resposta, para que, assim, pudéssemos analisar seus procedimentos e suas
estratégias de resolucao.

Escolhemos duas escolas da Diretoria de Ensino de Birigui para aplicar o teste
— uma vez que, pelos motivos que serdo explicitados no préximo paragrafo, ndo
pudemos utilizar os resultados apresentados pelos alunos da primeira escola.

Sobre a aplicacdo do teste na primeira escola, houve a participacdo de 64
alunos divididos em duas turmas, com 32 alunos cada. O teste foi aplicado no mesmo
periodo pelo professor de Matematica da escola. Ao realizarmos a corregéo do teste,
identificamos que todos os estudantes acertaram as questdes propostas. O acerto de
todas as questdes por todos os alunos que realizaram o teste nos chamou a atencéo
— foi quando procuramos o professor para dialogar sobre o acontecido.

O professor relatou que os estudantes foram comunicados sobre o teste, e que
as questdes seriam retiradas das avaliagcbes do SARESP de anos anteriores; essa
informacdo possibilitou que o0s estudantes pesquisassem as questbes para
resolverem o teste. O professor compartilhou que, preocupado com a possibilidade de
0s estudantes nado realizarem o teste com responsabilidade, acabou dizendo que
poderia utilizar o resultado como “nota” para o bimestre — 0 que pode ter motivado
ainda mais a busca dos estudantes pelas questdes e pelos resultados previamente.

Diante do relato do professor, entendemos que seria necessario buscar outra
escola, com outras turmas, para a aplicacdo do teste e o desenvolvimento do estudo
gue estavamos propondo.

Assim, procuramos outra escola da Diretoria de Ensino de Birigui, em que o
teste foi aplicado a 51 estudantes do 9° ano do Ensino Fundamental, divididos em
duas turmas: a turma A foi composta por 24 estudantes, e a turma B, por 27. As duas
turmas fizeram o teste no mesmo dia e no mesmo periodo. Nessa escola, o teste foi
aplicado pelo professor de Arte das respectivas turmas, que disponibilizou uma aula
de 50 minutos para que cada turma resolvesse as quatro questdes propostas — na
primeira aula, o teste foi aplicado a turma A; na segunda aula, o teste foi aplicado a
turma B.

O critério para a escolha da escola foi, necessariamente, que os alunos ja

tivessem estudado, no ano letivo, o contetdo de trigonometria no triangulo retangulo.
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Para a aplicagcdo do teste nessa segunda escola, decidimos apresentar as quatro
guestdes selecionadas sem as alternativas, ou seja, como questdes dissertativas, a
fim de observar o processo de resolugcdo dos estudantes para que a posteriori
pudéssemos comparar com a analise praxeoldgica desenvolvida a priori,
possibilitando possiveis respostas a nossa questéo de pesquisa.

Durante a aplicacdo do teste, os estudantes resolveram as questdes
individualmente, sem nenhuma interferéncia; eles apenas foram relembrados sobre
utilizar qualquer forma de justificativa ao responder as questées.

No proximo capitulo, apresentaremos a analise praxeélogica desenvolvida com
base nas questdes selecionadas para nossa investigacdo e a analise das resolucdes

dos estudantes participantes do teste para esta investigacao.
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6 ANALISE DE DADOS

Neste capitulo, apresentamos a andlise a priori desenvolvida a partir das

guestdes selecionadas para este trabalho com base nas organizacdes praxeoldgicas

de Chevallard (1999) e descrevemos a analise das resolu¢cbes desenvolvidas pelos

alunos no teste aplicado para esta investigacao.

6.1 Andlise praxeoldgica das questdes selecionadas

Seguem as quatro questdes selecionadas para esta investigacdo e a analise

praxeoldégica desenvolvida para cada uma delas com base em nosso referencial

tedrico.

Figura 2 — Questao 1.

Um bombeiro sobe uma escada de 15 m de comprimento, que forma uma angulo de 60° com o solo.

Usando 0,87 como valor aproximado de sen60°, assinale a alternativa que mostra a altura
aproximada que o bombeiro esta do solo, quando chega ao topo da escada.

\600

A) 10,23 m.
B) 12,14 m.
C) 13,05m.
D) 14,55 m.

]

Fonte: Secretaria da Educacéo do Estado de S&o Paulo (2009).

Quadro 6 — Andlise praxeoldgica da questéo 1.

Estrutura

Descricéo

Tipo de tarefa

Calcular a medida desconhecida de um dos lados do triangulo
retangulo.

Tarefa

Calcular a medida do cateto oposto ao angulo de 60°.

Técnica

1) Identificar no  tridngulo  retangulo os lados
correspondentes aos catetos e a hipotenusa.
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2) ldentificar as medidas dos angulos apresentadas no
triangulo retangulo.

3) Relacionar a medida apresentada no triangulo retangulo
a hipotenusa e a medida desconhecida do lado do
triangulo retangulo que se deseja encontrar ao cateto
oposto ao angulo de 60°.

4) Aplicar os valores apontados na raz&o trigonométrica:

60° cat.oposto
sen = —
hipotenusa

5) Apresentar a medida do cateto oposto ao angulo de 60°
encontrada na sua respectiva unidade 13,05 m.

Discurso : . A R ~ . -
te6rico Trigonometria no triangulo retangulo: razdes trigonométricas
L seno, cosseno e tangente.
tecnoldgico

Fonte: elaboracéo do autor.

Figura 3 — Questao 2.

Karen tem problemas com sono e seu medico recomendou que seu colchdo fosse inclinado
segundo um angulo de 302 em relagdo ao solo.

Funcdo | 02 302 452 602 902
Sen 0 1 J2 NE) 1 ‘
2 2 |2
%
Cos 1 ,\E NE) 1 0 |
2 |2 2 '

Sabendo que o colchdo

tem 1,80 m de comprimento

e terd uma parte apoiada no chao, conforme ilustra a

figura, a medida x, que

representa a altura do apoio

do colchdo na parede, é:

a.0,50m
b.0,80 m
c. 0,90 m

d. 1,00 m

Fonte: Secretaria da Educacéo do Estado de S&o Paulo (2009).
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Quadro 7 — Analise praxeolégica da questao 2.

Estrutura Descricao
Tipo de tarefa | Calcular a medida desconhecida de um dos lados do triangulo
retangulo.
Tarefa Calcular a medida do cateto oposto ao angulo de 30°.
Técnica 1) ldentificar no  triangulo  retangulo os lados
correspondentes aos catetos e a hipotenusa.
2) ldentificar as medidas dos angulos apresentadas no
tridngulo retangulo.
3) Relacionar a medida apresentada no triangulo retangulo
a hipotenusa e a medida desconhecida do lado do
triangulo retangulo que se deseja encontrar ao cateto
oposto ao angulo de 30°.
4) Aplicar os valores apontados na razéo trigonomeétrica:
cat.oposto
sen30°= —
hipotenusa
1 x
218
5) Apresentar a medida do cateto oposto ao angulo de 60°
encontrada na sua respectiva unidade 0,90 m.
Discurso Trigonometria no triangulo retangulo: razdes trigonométricas
tedrico- seno, cosseno e tangente.
tecnolégico

Fonte: elaboracéo do autor.
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Figura 4 — Questéo 3.

A medida da ponta de um prédio até o final de sua sombra € igual a 40 metros e a sombra forma urm
dngulo de 50° em relagao ao solo.

i

Utilizando 0,8 para sen 50°, assinale a altermativa que CDI‘I‘BSpOr‘IdE A alturaH do prédio.
A) 32 m.

B) 50 m.
C) 62,5 m.
D) 90 m.
Fonte: Secretaria da Educacéo do Estado de S&o Paulo (2010).
Quadro 8 — Andlise praxeoldgica da questéo 3.
Estrutura Descricao
Tipo de tarefa | Calcular a medida desconhecida de um dos lados do triangulo
retangulo.
Tarefa Calcular a medida do cateto oposto ao angulo de 50°.
1) Identificar no  triangulo retangulo os lados
correspondentes aos catetos e a hipotenusa.
2) ldentificar as medidas dos angulos apresentadas no
triangulo retangulo.
3) Relacionar a medida apresentada no triangulo retangulo
a hipotenusa e a medida desconhecida do lado do
triangulo retangulo que se deseja encontrar ao cateto
Técnica oposto ao angulo de 50°.
4) Aplicar os valores apontados na razao trigopnomeétrica:
cat. OpOStO
sen50° = —
hipotenusa
H
0,8 = 70
5) Apresentar a medida do cateto oposto ao angulo de 50°
encontrado com sua respectiva unidade 32 m.
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Discurso Trigonometria no triangulo retangulo: razbes trigonométricas
tedrico- seno, cosseno e tangente.
tecnologico

Fonte: elaboracéo do autor.

Figura 5 — Questao 4.

Umn jovern avista o topo de uma torre segundo um angulo de 45°, conforme a ilustracéo.

L}
150m
*_Iln

1,51 m

Sabe-se que a distincia dos seus olhos ao topo da torre & 150 m e, ainda, que a distancia dos seus olhos ao solo
e 1,50 m. A altura aproximada h da torre &

Considere: V2 = 14

(A)77 m.

(B)100 m.
(C)

(D)150 m.

Fonte: Secretaria da Educacéo do Estado de S&o Paulo (2010).
Quadro 9 — Andlise praxeoldgica da questéo 4.
Estrutura Descricao
Calcular a medida desconhecida de um dos lados do triangulo

Tipo de tarefa R
retangulo.

A) Calcular a medida do cateto oposto ao angulo de 45°.

Tarefa B) Adicionar a medida da altura da pessoa.

1) Identificar no  tridngulo  retangulo os lados
correspondentes aos catetos e a hipotenusa.

2) ldentificar as medidas dos angulos apresentadas no
triangulo retangulo.

3) Relacionar a medida apresentada no triangulo retangulo
a hipotenusa e a medida desconhecida do lado do
triangulo retangulo que se deseja encontrar ao cateto
oposto ao angulo de 45°.

4) Aplicar os valores apontados na razdo trigopnométrica:

sen 450 _ cat.oposto

Técnica

hipotenusa
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2x = 150 V2
_ 150V2

X

2
x = 75V2
5) Considerarv2 = 1,4 e efetuar a operacgao:
75 X 1,4 = 105.
6) Adicionar 1,50 m (altura do jovem) & medida do cateto
oposto 105 m.
7) Apresentar o valor encontrado com sua respectiva
unidade de medida 107 m.

Discurso Trigonometria no triangulo retangulo: razbes trigonométricas
tedrico- seno, cosseno e tangente.
tecnolégico

Fonte: elaboracéo do autor.

Retomando como referéncia as questdes propostas por Mateus (2007),
indicadas no capitulo 4 — Fundamentacdo Teorica de nosso trabalho, em que
adaptamos alguns critérios para nos auxiliar nesta analise —, identificamos que todas
as questbes partiram do mesmo tipo de tarefa, ou seja, calcular a medida
desconhecida de um dos lados do triangulo retangulo, porém na questdo 4
observamos uma segunda tarefa: adicionar a medida da altura da pessoa.

Convém observar que, em todas as questdes, as técnicas mobilizadas para as
resolucdes sédo as mesmas. Além disso, as questdes ja indicam em seus enunciados
0 que deve ser obtido. Nao séo, de fato, situacdes que requerem dos estudantes
reflexdes profundas a respeito dos enunciados para que se compreenda o0 que deve
ser determinado.

Identificamos que foi possivel aplicar as técnicas nas questdes selecionadas e
justifica-las por meio da razao trigonométrica seno, alterando apenas as medidas dos
angulos e dos lados dos triangulos retangulos.

Observamos também que as questdes selecionadas sdo todas justificadas pelo
mesmo discurso técnico-tedrico, ou seja, trigonometria no triangulo retangulo: razdes
trigonométricas seno, cosseno e tangente.

Houve, claramente, auséncia de outros tipos de tarefas que séo consideradas
relevantes no estudo da trigonometria do triangulo retangulo, como calcular a medida
desconhecida de um dos angulos do triangulo retangulo a partir da medida de seus

lados.
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ApGs a analise praxeoldgica desenvolvida em cada uma das questdes
selecionadas para este trabalho, apresentaremos a analise da resolugdo dos
estudantes que participaram do teste para esta investigacao.

6.2 Andlise das resolucdes dos estudantes

Como relatamos no capitulo anterior, escolnemos duas escolas da Diretoria de
Ensino de Birigui para aplicar as quatro questdes selecionadas do SARESP, em duas
turmas do 9° ano do Ensino Fundamental em cada escola; porém, devido ao relato do
professor da primeira escola, analisamos o desenvolvimento e os resultados dos
alunos da segunda escola em que aplicamos o teste novamente.

Antes de analisar as resolucdes apresentadas pelos estudantes, buscamos
conhecer o resultado apresentado no SARESP em Matematica das escolas que
compdem a Diretoria de Ensino de Birigui no ano anterior ao nosso teste, buscando

identificar o contexto em que a escola dos alunos participantes se encontra.

Tabela 1 — Resultado do 9° ano do Ensino Fundamental no SARESP em 2018.

CLASSIFICAGAD MIVEL ES %EEE AL gllzﬁEEnglFrtulg |
Insaficients Abaixo do Basico < 225 263 17.2
Basco 225 a = 300 570 56.0
Suficianta Adaguado 300 a = 350 14,2 2.7
Bdsico + Adequado 713 7r6
Avangado Avangado =350 25 52

Fonte: Secretaria da Educacéo do Estado de S&o Paulo (2018).

Segundo a Secretaria de Educacdo, 17,2 % dos estudantes do 9° ano do
Ensino Fundamental da Diretoria de Ensino da regido de Birigui apresentaram
rendimento insuficiente em Matematica, com nivel de conhecimentos abaixo do
basico. De acordo com a Secretaria, 56% apresentaram nivel de proficiéncia basico;
21,7% nivel adequado; e 5,2% nivel de proficiéncia avancado.

Vejamos o0s percentuais de alunos que acertaram ou erraram as quatro
guestdes propostas no teste que realizamos e suas resolucdes em relacdo a analise
praxeoldgica das questdes selecionadas para esta investigacao.

Daremos inicio, entdo, a analise da resolucédo desenvolvidas pelos alunos que

participaram do teste pela questao 1.
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Figura 6 — Questéo 1.
Um bombeiro sobe uma escada de 15 m de comprimento, que forma uma angulo de 60° com o solo.

Usando 0,87 como valor aproximado de sen60°, assinale a alternativa que mostra a altura
aproximada que o bombeiro esta do solo, quando chega ao topo da escada.

A) 10,23 m.
B) 12,14 m.
C) 13.05m.
D) 14,55 m.

Fonte: Secretaria da Educacéo do Estado de S&o Paulo (2009).

Quadro 10 — Percentual de acertos e erros da questao 1.

Turma A
Acertos (%) Erros (%)
70 30

Turma B
Acertos (%) Erros (%)
30 70

Turmas AeB
Acertos (%) Erros (%)
49 51

Analisando a resolucdo dos estudantes em relacdo a primeira questao,
notamos que quatro alunos ndo apresentaram a técnica de identificar, no triangulo
retangulo, os lados correspondentes aos catetos e a hipotenusa de forma correta;
logo, ndo relacionaram a medida apresentada no triangulo retangulo a hipotenusa e a
medida desconhecida do lado do triangulo retangulo que se desejava encontrar ao
cateto oposto ao angulo de 60°. Os quatro estudantes apresentaram semelhanca na

forma como resolveram a questdo, conforme demonstra a figura:
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Figura 7 — Resolugdo desenvolvida por um dos estudantes.
Questdo 1
Um bombeiro sobe uma escada de 15 m de comprimento, que forma uma angulo de 60° com o solo.

Usando 0,87 como valor aproximado de sen60’, assinale a alternativa que mostra a altura
aproximada que o bombeiro esta do solo, quando chega ac topo da escada.

. — \
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2
l‘ N ) o .‘" I/
g, . e /S
o D) p o
— -
et T
; \ \ \
D) )\ -\ N\
- m—— ‘ =
303 - N -
! . . -G = s,
— — | 4 4
b \.‘ )l.\ N\" -
SSS
Y. e
Questao 2 L

Fonte: autor.

A seguir, apresentaremos a resolucdo de um dos alunos que nos chamou a
atencdo ao nao mobilizar nenhuma das técnicas apontadas na analise praxeoldgica

desenvolvida a priori.
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Figura 8 — Resolucéo desenvolvida por um dos estudantes.
Questao |
Um bombeiro sobe uma escada de 15 m de comprimento, que forma uma angulo de 60" com o solo

Usando 0,87 como valor aproximado de senB0’, assinale a alternativa que mostra a altura
aproximada que o bombeiro esta do solo, quando chega ao topo da escada.

altura

Fonte: autor.

Observamos também que 26 alunos nédo desenvolveram a técnica de aplicar

~ . P t. t P ~
os valores apontados na razao trigonométrica sen 60° = Z;O‘Z%, como também n&o

utilizaram o valor sen 60° = 0,87 como apresentado no enunciado da questao,
recorrendo aos valores presentes na tabela da segunda questdo e cometendo erros
em operacdes aritméticas — de forma que, ao resolverem a atividade, ndo obtiveram
a medida do cateto oposto ao angulo de 60° como 13,05 m.

A seguir, apresentaremos a resolucéo de um desses estudantes, semelhante a
forma como os demais resolveram a questdo, porém, aléem de apresentar erros

semelhantes aos outros 26 alunos, esse aluno apresentou um outro erro na operacao

15 x /3, indicando como resultado o valor 45.
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Figura 9 — Resolucéo desenvolvida por um dos estudantes.

Questéo 1
Um bombeiro sobe uma escada de 15 m de comprimento, que forma uma angulo de 60" com o solo.

Usando 0,87 como valor aproximado de sen60’, assinale a alternativa que mostra a altura
aproximada que o bombeiro esta do solo, quando chega ao topo da escada.

C O
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N l \) ‘/) T (
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+ ¥ } }/
- ] " )'\ : : b

Questao 2

Fonte: autor.

Na resolucdo do aluno apresentada na figura a seguir, observamos que o
mesmo aconteceu no desenvolvimento das técnicas nas quais ocorem erros ao
realizar as operacdes aritméticas, porém o que nos chamou a atencéo foi o fato de o
aluno interpretar de forma equivocada o enunciado da questdo, pois considerou v3

como sendo 0,87, valor este que aparece no enunciado da questdo para sen 60°.
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Figura 10 — Resolugdo desenvolvida por um dos estudantes.

Questao 1

Um bombeiro sobe uma escada de 15 m de comprimento, que forma uma angulo de 60’ com o solo.

valor aproximado desenﬁO'.*ssinaleaaltemaﬁvaque mostra a altura
aproximada que o bombeiro esta do solo, quando chega ao topo da escada.
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S

Fonte: autor.

Dando sequéncia a analise das resolucdes propostas pelos alunos em nosso

teste, vejamos a questdo 2 e 0 que pontuamos em relagdo a nossa fundamentacéo
tedrica.

Figura 11 — Questéo 2.

Karen tem problemas com sono e seu medico recomendou que seu colchdo fosse inclinado
segundo um angulo de 302 em relagdo ao solo.

Fungdo |02 [ 309 459 602 902
Sen 0 1 2 B 1
2 2 |z
cos 1 ﬁ 2 1 0
2 |2 |2

Sabendo que o colchdo tem 1,80 m de comprimento
e terd uma parte apoiada no chao, conforme ilustra a
figura, a medida x, que representa a altura do apoio
do colchdo na parede, é:

Fonte: Secretaria da Educacao do Estado de Sao Paulo (2009).
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Quadro 11 — Percentual de acertos e erros da questéo 2.

Turma A
Acertos (%) Erros (%)
83 17

Turma B
Acertos (%) Erros (%)
50 50

Turmas AeB
Acertos (%) Erros (%)
66 34

Em relacdo a segunda questdo, observamos que apenas um aluno néo
recorreu a técnica de identificar, no triangulo retangulo, os lados correspondentes aos
catetos e a hipotenusa, como também as medidas dos angulos apresentadas no
triangulo retangulo. Esse mesmo aluno nédo relacionou a medida apresentada no
triangulo retangulo a hipotenusa e a medida desconhecida do lado do triangulo

retangulo que se desejava encontrar ao cateto oposto ao angulo de 30°.

Figura 12 Resolucdo desenvolvida por um dos estudantes.
Questdo 2

Karen tem problemas com sono e seu medico recomendou que seu colchdo fosse inclinado
segundo um angulo de 302 em relagdo ao solo

Fun¢do | 0® 300 452 60 90¢
Sen o |1 g B |1
2 R |
cos 1 ﬁ 2 | 0
) BN 2

Sabendo que o colch3o tem 1,80 m de comprimento
e tera uma parte apoiada no chdo, conforme ilustra a
figura, 3 medida x, que representa a altura do apoio
do colchdo na parede, é:

A

Fonte: autor.
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Destacamos que 17 alunos mobilizaram as técnicas de identificar no triangulo
retangulo os lados correspondentes aos catetos e a hipotenusa; identificaram as
medidas dos angulos apresentadas no triangulo retangulo; relacionaram a medida
apresentada no triangulo retangulo a hipotenusa e a medida desconhecida do lado do
triangulo retangulo que se desejava encontrar ao cateto oposto ao angulo de 309
aplicaram os valores apontados na razao trigonométrica, porém apresentaram erros
nas operacdes aritméticas, como divisdo e multiplicacdo, quando os valores foram
representados como fracdo e decimais. Sendo assim, ao resolverem a questdo, nao
obtiveram a medida correta do cateto oposto ao angulo de 30° — que €0,90 m.

Seguem as resolugcdes de dois desses estudantes, cujos erros foram
semelhantes aos dos demais alunos.

Figura 13 — Resolucdo desenvolvida por um dos estudantes.
Questdo 2 ‘

Karen tem problemas com sono e seu medico recomendou que seu colchdo fosse inclinado
segundo um angulo de 30° em relagdo ao solo

Funcdo | 0° 300 459 609 90¢
Sen 0 1_ J2 NE) 1 !
2 2 b
x
cos 1 NE) J2 | 0
T s 2

Sabendo que o colchdo tem 1,80 m de comprimento
e terd uma parte apoiada no chdo, conforme ilustra a

figura, a3 medida x, que representa a altura do apoio
do colchdo na parede, é

Fonte: autor.
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Figura 14 — Resolugdo desenvolvida por um dos estudantes.

Questao 2

Karen tem problemas com sono e seu medico recomendou que seu colchdo fosse inclinado
segundo um angulo de 302 em relagdo ao solo.

Funcao |0° [30° | as® 60¢ | 90°
sen |0 |1 |42 |5 |2
2 g ey
w 1 |& & [L |9
2 |z |2

Sabendo que o colchdo tem 1,80 m de comprimento
e terd uma parte apoiada no chdo, conforme ilustra a
figura, a medida x, que representa a altura do apoio

do colchda na pareds, é:
AeMX=({
't 2
- <0~ 7* X
3773
o
— X=0,7

Fonte: autor.

Continuando a analise de nossa investigacao, vejamos o que identificamos na
resolucdo dos estudantes na questao 3:
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Figura 15 — Questéo 3.

A medida da ponta de um prédio até o final de sua sombra € igual a 40 metros e a sombra forma um
angulo de 50° em relagédo ao solo.

g [111

Utilizando 0,8 para sen 50°, assinale a alterativa que corresponde a altura H do prédio.

Fonte: Secretaria da Educacéo do Estado de S&o Paulo (2010).

Quadro 12 — Percentual de acertos e erros da questao 3.

Turma A
Acertos (%) Erros (%)
62 38

Turma B
Acertos (%) Erros (%)
53 47

Turmas AeB
Acertos (%) Erros (%)
58 42

Em relacdo a questdo 3, observamos que apenas 7 estudantes nao
desenvolveram a técnica de identificar, no triangulo retangulo, os lados
correspondentes aos catetos e a hipotenusa, comprometendo todo o processo
desenvolvido na sequéncia.

Vejamos, na figura a seguir, uma resolucéo semelhante a desses alunos:
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Figura 16 — Resolucdo desenvolvida por um dos estudantes.

Questdo 3

A medida da ponta de um prédio até o final de sua sombra é igual a 40 melros e a sombra forma um

angulo de 50° em relagédo ao solo.

40m

4

ariy
/ .

Utilizando 0,8 para sen 50°, assinale a altemaliva que corresponde 4 altura H do prédic.

Fonte: autor

Seguindo com nossa analise, uma das resolu¢des nos chamou a atencao, pois
o aluno considerou a medida da hipotenusa como sendo o valor do angulo de 50°,
demonstrando a ndo compreenséao das técnicas para resolucéo correta da questao, e
nao identificou as medidas dos angulos apresentadas no triangulo retangulo, além de
nao relacionar a medida apresentada no triangulo retangulo a hipotenusa e a medida
desconhecida do lado do triangulo retangulo que se desejava encontrar ao cateto

oposto ao angulo de 50°.



Figura 17 — Resolucdo desenvolvida por um dos estudantes.
Questdo 3

A medida da ponta de um prédio até o final de sua sombra é igual a 40 melras e a sombra forma um
Angulo de 50° em relagio ao solo.

Utilizande 0,8 para sen 50°, assinale a altemaliva que corresponde a altura K do prédio,

“

Fonte: autor

68

Foi notdrio que 31 dos estudantes que participaram do teste mobilizaram

corretamente as técnicas necessarias para resolverem a questdo de forma correta,

aplicaram os valores apontados na razao trigopnométrica e apresentaram a medida do

cateto oposto ao angulo de 50° encontrado com sua respectiva unidade de medida,

32 m.

A figura a seguir apresenta o procedimento de um desses alumos semelhante

ao dos demais.
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Figura 18 — Resolucdo desenvolvida por um dos estudantes.

Questdo 3

A medida da ponla de um prédic até o final de sua sombra é igual a 40 metros e a sombra forma um

angulo de 50° em relagae ao solo.

Utilizando 0,8 para sen 50° assinale a altemaliva que corresponde a altura K do prédia.

Fonte: autor

Observamos que 14 alunos aplicaram corretamente as técnicas de identificar,
no triangulo retangulo, os lados correspondentes aos catetos e a hipotenusa;
identificaram as medidas dos angulos apresentadas no triangulo retangulo;
relacionaram a medida apresentada no triangulo retangulo a hipotenusa e a medida
desconhecida do lado do triangulo retangulo que se desejava encontrar ao cateto
oposto ao angulo de 50°;, porém, erraram no desenvolvimento das operacdes
aritméticas quando os valores estavam representados em decimais.

Apresentamos 4 resolucdes nas figuras a seguir, nas quais evidenciamos o0s

erros mais comuns entre 14 alunos para resolver as operacdes aritméticas:



Figura 19 — Resolugdo desenvolvida por um dos estudantes.

Fonte: autor.

Figura 20 — Resolucdo desenvolvida por um dos estudantes.

FEEEsa |
i L () ('/

Ulilizando 0,8 para sen 50°, assinale a allemativa que corresponde A altura H do prégio. / ==

o’

r ; /A r', -~ 3 - 2 y )
Juestdo 4 (@ A "p. LA 14 j(j//
Fonte: autor.

Figura 21 — Resolucdo desenvolvida por um dos estudantes.

A medida da ponta de um prédio até o final de sua sombra & igual a 40 metros e a sombra forma um
éngulo de 50° em relagéo ao solo.
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Utilizando 0,8 para sen 50°, assinale a altemaliva que corresponde 4 altura H do prédio. 2

50°

Fonte: autor.
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Figura 22 — Resolucdo desenvolvida por um dos estudantes.

Utilizando 0.8 para sen 50°, assinale a alternaliva que corresponde 4 altura H do préaio.

Fonte: autor.

Figura 23 — Resolucdo desenvolvida por um dos estudantes.

<

Utilizando 0,8 para sen 50°, assinale a altemaliva que carresponde A altura H do prédio.
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Fonte: autor.

Observamos, ainda, a resolucdo dos estudantes em relacdo a questdo 3.
Identificamos que 2 alunos ndo consideraram a trigonometria para resolucdo desta
guestdo, ou seja, 0 que apresentaram ndo pode ser justificado por meio da
trigonometria no triangulo retangulo partindo das razdes trigonométricas seno,

cosseno e tangente.
Vejamos nas figuras abaixo a resolucéo dos 2 estudantes:
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Figura 24 — Resolugdo desenvolvida por um dos estudantes.
Questdo 3

A medida da ponta de um prédio alé o final de sua sombra é igual a 40 metros e a sembra forma um
angulo de 50° em relagho ao solo.

H:SOAo 
=200

R H=\Ngo000

aom

50° &

Utilizando 0,8 para sen 50°, assinale a allermaliva que corresponcdie a altura H do prédio.

Fonte: autor.

Figura 135 — Resolucdo desenvolvida por um dos estudantes

i > e
Questao 3 % l L’j Oll)/
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A medida da ponta de um prédic até o final de sua sombra & igual a 40 metros e a sombra forma um
&ngulo de 50° em relagdo aa solo. ®)

H’:L'O‘.QO
” =4 @ 2000
HzV2o0c0 Loog

200[2
= ERRY 3 220 27
H-T;jiji i

- V jo I}
50° 3] - !4 < Q “ , l) )
S
Ultilizando 0,8 para sen 50°, assinale a alternaliva que corresponde & altura H to prédio.

40m

Fonte: autor.
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Passaremos, agora, a analise das resolucdes dos estudantes na questao 4,

também proposta em nosso teste para esta investigagao.

Figura 26 — Questao 4.

Um jovemn avista o topo de uma torre segundo um angule de 45°, conforme a ilustracao.

150m
4_:.&

1,50 m

Sabe-se gue a distdncia dos seus olhos ao topo da torre € 180 m e, ainda, que a distdncia dos seus olhos ao solo
& 1,50 m. A altura aproximada h da torre &

Considere: V2 = 14

Fonte: Secretaria da Educacéo do Estado de S&o Paulo (2010).

Quadro 13 — Percentual de acertos e erros da questao 4.

Turma A
Acertos (%) Erros (%)
45 55

Turma B
Acertos (%) Erros (%)
28 72

Turmas AeB
Acertos (%) Erros (%)
37 63

Na questdo 4, verificamos que, em relacdo a técnica, 15 estudantes nao
identificaram no tridangulo retdngulo os lados correspondentes aos catetos e a
hipotenusa, como também nao identificaram as medidas dos angulos apresentadas
no triangulo retangulo. Os mesmos estudantes nao relacionaram a medida
apresentada no triangulo retangulo a hipotenusa e a medida desconhecida do lado do
triangulo retangulo que se desejava encontrar ao cateto oposto ao angulo de 45°.

Nas figuras a seguir, apresentaremos a resolucdo de 2 estudantes que

apresentaram procedimentos semelhantes aos dos demais.
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Figura 27 — Resolucdo desenvolvida por um dos estudantes.

50 m g, ainda, que a distancia dos seus olhos 30 50

jos seus olhos a0 topo da 1orre e

mada h da torre e

Fonte: autor.

Figura 28 — Resolucdo desenvolvida por um dos estudantes.

Ca . o an = . eoiie nlhvese an
Sabe-se que a distancia dos s otho

€ 1,50 m. A altura aprox

Considere \“3?—" 14

Fonte: autor.

Ainda no desenvolvimento da técnica, observamos que 33 estudantes
identificaram no tridangulo retdngulo os lados correspondentes aos catetos e a
hipotenusa; identificaram as medidas dos angulos apresentadas no triangulo
retangulo; relacionaram a medida apresentada no triangulo retangulo a hipotenusa e
a medida desconhecida do lado do triangulo retangulo que se desejava encontrar ao
cateto oposto ao angulo de 45°, porém, cometeram erros de operacdes aritméticas

nao aplicando corretamente os valores apontados na razao trigopnométrica, e ao

considerarem v2 = 1,4 apresentaram erros ao realizarem as operacdes aritméticas.
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Ao final, ndo adicionaram 1,50 m (altura do jovem) ao valor do cateto oposto,
resultando no valor = 107 m
A seguir, selecionamos as resolucdes cujos procedimentos foram mais comuns

pelos estudantes:

Figura 29 — Resolucdo desenvolvida por um dos estudantes.

Fonte: autor.

Figura 30 — Resolucdo desenvolvida por um dos estudantes.

Fonte: autor.
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Figura 31 — Resolucdo desenvolvida por um dos estudantes.

Fonte: autor.
Figura 32 — Resolucdo desenvolvida por um dos estudantes.

Fonte: autor.

Analisando os procedimentos desenvolvidos pelos alunos, verificamos que 25
deles: identificaram corretamente o tipo de tarefa da questdo — ou seja, calcular a
medida desconhecida de um dos lados do triangulo retangulo —; aplicaram as técnicas
corretamente, identificando no triangulo retangulo os lados correspondentes aos
catetos e a hipotenusa e as medidas dos angulos apresentadas no triangulo retangulo;
relacionaram a medida apresentada no triangulo retangulo a hipotenusa e a medida
desconhecida do lado do triangulo retangulo que se desejava encontrar ao cateto
oposto; e aplicaram os valores apontados na razdo trigopnométrica, demonstrando

compreensdo do discurso tedrico-tecnologico. Porém, apresentaram erros nas
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operacdes aritméticas, como divisdo e multiplicacdo, principalmente quando o0s
valores estavam representados em forma de frag&o e decimais.

Constatamos, também, que 14 alunos nao compreenderam o discurso tedérico-
tecnologico — trigonometria no triangulo retangulo —, bem como as aplicacbes das
razdes trigonométricas seno, cosseno e tangente, pois ndo desenvolveram as
técnicas necessarias a resolucdo da tarefa de calcular a medida do cateto oposto a
um angulo.

No proximo capitulo, apresentaremos as consideragfes finais mediante as

analises das questdes do SARESP e as resolucdes desenvolvidadas pelos alunos.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

A presente investigacdo buscou identificar que conjuntos de tarefas estao
presentes nas questdes relacionadas a trigpnometria no tridngulo retangulo, propostas
pelo SARESP nos anos de 2010 a 2018, e que conjuntos de técnicas, tecnologias e
teorias podem ser mobilizadas por estudantes do 9° Ano do Ensino Fundamental na
resolucdo dessas questodes.

Para isso, no capitulo 2, fizemos um levantamento bibliografico no banco de
dissertacdes e teses da PUC-SP com base nos temas: SARESP e Matemaética;
trigonometria no triangulo retadngulo; e andlise praxeologica. Os trabalhos
selecionados deram contribuicbes importantes, tendo em vista nossas inquietagdes
para responder a questao de pesquisa proposta.

Em relacdo a primeira tematica, identificamos, por exemplo, quais
possiblidades para desenvolvermos tanto a analise das questdes do SARES como
das resolucdes dos alunos.

A partir dos trabalhos analisados na segunda temaética, aprofundamos néo
apenas nosso olhar quanto ao objeto matematico de nossa investigacdo, mas também
em relacdo ao que as pesquisas selecionadas indicam sobre o processo de ensino e
de aprendizagem da trigopnometria no triangulo retangulo.

Por ultimo, a anélise dos trabalhos referentes a terceira tematica foi de extrema
importancia, pois ampliou toda nossa compreensao a respeito do referencial tedrico
escolhido para esta pesquisa.

Dando continuidade a nossa investigacdo, e com o intuito de obter melhor
entendimento do objeto matematico, no capitulo 3 nos debru¢camos sobre trabalhos
gue tratam do desenvolvimento histérico da trigopnometria e dos conceitos basicos da
trigonometria no triangulo retangulo.

Para responder a questdo central de nosso estudo, no capitulo 4,
apresentamos a fundamentacdo tedrica desta investigacdo, com base nas
organizacfes praxeoldgicas da Teoria Antropologica do Didatico (TAD), utilizada para
analisarmos quatro questfes propostas pelo SARESP e selecionadas para esta
investigacdo, e, no capitulo 5, descrevemos a metodologia de pesquisa sob a qual
desenvolvemos este trabalho, além dos procedimentos metodolégicos adotados ao

aplicarmos as mesmas questbes para 51 estudantes do 9° ano do Ensino
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Fundamental de duas turmas diferentes de uma mesma escola e a analise dessas
resolucoes.

No capitulo 6, apresentamos a analise praxeoldgica desenvolvida em cada uma
das questdes selecionadas para esta investigacdo e as andlises das resolucdes
desenvolvidas pelos estudantes participantes de nosso teste.

Com base na andlise praxeoldgica desenvolvida com as questdes selecionadas
para esta investigacdo, e retomando as questbes propostas por Mateus (2007),
indicadas no capitulo 4 de nosso trabalho, chegamos as seguintes consideracdes:

As questdes propostas pelo SARESP, no que se refere a trigonometria no
triangulo retangulo, partiram do mesmo tipo de tarefa — ou seja, calcular a medida
desconhecida de um dos lados do triangulo retangulo, com excec¢éo da questéo 4, na
gual identificamos uma segunda tarefa: adicionar a medida obtida da altura de uma
pessoa.

Consideramos também que, em todas as questdes, as técnicas mobilizadas
para suas resolucdes sdo as mesmas, ou seja, identificar no triangulo retangulo os
lados correspondentes aos catetos e a hipotenusa; identificar as medidas dos angulos
apresentadas no triangulo retangulo; relacionar a medida apresentada no triangulo
retangulo a hipotenusa e a medida desconhecida do lado do triangulo retangulo que
se desejava encontrar ao cateto oposto ao angulo agudo em que a medida era
apresentada; e aplicar os valores apontados na razao trigonomeétrica.

Nas questdes do SARESP selecionadas para esta investigacdo, as técnicas a
serem mobilizadas para suas resolucdes podem ser todas justificadas por meio da
razao trigonometrica seno; os alunos nao precisaram, necessariamente, interpretar os
resultados.

Observamos que todas as questbes selecionadas e apresentadas neste
trabalho foram justificadas pelo mesmo discurso técnico-tedrico, ou seja, trigonometria
no triangulo retangulo: razdes trigonométricas seno, cosseno e tangente, o que ja era
esperado por causa do critério estabelecido para a selecdo das questdes.

Identificamos, ainda, a auséncia de tipos de tarefas, que sdo consideradas

relevantes no estudo da trigonometria no triangulo retangulo. Exemplos:



80

Tipo de tarefa: Calcular a medida desconhecida de um dos angulos do triangulo
retangulo a partir da medida de seus lados.

Tipo de tarefa: Calcular a medida do lado e a medida do ap6tema do quadrado,
do hexagono regular e do triangulo equilatero em fungéo do raio da circunferéncia na
gual estéo inscritos.

Tipo de tarefa: Calcular o valor do seno, cosseno e tangente de um angulo

agudo qualquer com base nas medidas reais dos lados de um triangulo retangulo.

Foi notdrio que todas as questdes apresentaram os respectivos valores do seno
referentes aos angulos agudos indicados, ndo sendo necessario que 0s estudantes
mobilizassem outras estratégias para descobrir seus valores e, em seguida,
aplicassem-nos nas razdes trigopnométricas para encontrar a medida desconhecida.

Observamos também que as questdes, embora contextualizadas, ndao exigiam,
por parte dos estudantes, diferentes interpretacdes no que diz respeito a identificar o
que deveria ser obtido; além disso, é possivel identificar que algumas delas
apresentam dados distantes dos presentes em situa¢des reais, como a questéo 2, que
apresenta a recomendacédo de um meédico para um colchdo posicionado com 30° de
inclinacéo, situacdo bastante incomum.

Relacionando a analise praxeoldgica desenvolvida e a resolucdo dos
estudantes que participaram da aplicacao, identificamos que, dos 51 estudantes que
responderam ao teste, 19,60% acertaram as quatro questdes; 31,37% dos alunos
acertaram trés questdes e erraram apenas uma questdo; 13,72% acertaram duas
guestdes e erraram duas questdes; 15,68% dos estudantes acertaram apenas uma
guestdo e erraram trés questdes; e, por fim, 21,56% dos alunos erraram as quatro
guestdes propostas.

Analisando as resolucfes apresentadas pelos estudantes em nosso teste,
verificamos que 25 deles apresentaram as mobilizacdes das técnicas indicadas na
analise praxeoldgica desenvolvida para esta investigacao, identificando no triangulo
retangulo os lados correspondentes aos catetos e a hipotenusa e as medidas dos
angulos apresentadas no triangulo retangulo; relacionaram a medida apresentada no
triangulo retangulo a hipotenusa e a medida desconhecida do lado do triangulo
retdngulo que se desejava encontrar ao cateto oposto; e aplicaram os valores

apontados na razdo trigonométrica, indicando compreensdo do discurso teorico-
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tecnologico; porém, apresentaram erros nas operacdes aritméticas, como diviséo e
multiplicagdo, quando os valores estavam representados em forma de fragcdo e
decimais.

Esses dados nos chamaram atengdo, uma vez que 0s erros apresentados por
esse grupo de estudantes ndo estavam relacionados diretamente a trigonometria,
mas, sim, as operacgfes aritméticas basicas, que sdo ensinadas para os alunos em
anos anteriores.

Observamos que 14 alunos ndo recorreram a trigpnometria em, pelo menos,
uma das questdes, ou seja, ndo mobilizaram o discurso teorico-tecnolégico —
trigonometria no triangulo retadngulo para resolugdo. Esses mesmos alunos
desconsideraram como estratégia as aplicacbes das razdes trigonométricas seno,
cosseno e tangente, e a escolha das técnicas utilizadas levou ao erro em relagdo a

resolucdo da tarefa de calcular a medida do cateto oposto a um angulo.

Por fim, destacamos que, durante todo o percurso do mestrado académico,
tivemos oportunidades de estudar ndo somente a teoria que embasa esta pesquisa,
mas outras teorias que transitam na educacdo matematica. Dessa forma, pudemos
refletir constantemente sobre nossa pratica como professores de matematica e sobre
nossa responsabilizade em meio ao processo de ensino e de aprendizagem, ainda
gue o proposito principal ndo fosse formar professores de Matematica, e, sim, nos
inserir no campo da pesquisa em educacdo matematica. No entanto, os confrontos
com nossas praticas foram inevitaveis.

Todas as teorias a n0s expostas, por meio de artigos, dissertacdes, teses, livros
e outros recursos, apontavam nao apenas as possibilidades para o desenvolvimento
de nossa investigacdo, mas, principalmente, para o quanto a pesquisa € de extrema
importancia para 0 ensino e, consequentemente, para a aprendizagem da
Matematica.

Com os resultados obtidos em nossa investigacao, identificamos a necessidade
de mais pesquisas sobre trigonometria que estejam relacionadas ao SARESP e outras
avaliacbes propostas pelo Estado as escolas a fim de levantar indicadores da
apresendizagem dos alunos. Entendemos também a importancia de futuras
investigacfes que possam abordar o processo de ensino e de aprendizagem da

trigonometria no tridngulo retangulo, pensando nas defasagens dos alunos em relacéo
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a uma série de conhecimentos matematicos, principalmente no que ficou evidenciado
nesta investigacao, ou seja, as operacdes matematica basicas.

Ainda sobre os resultados apontados neste trabalho, deixamos como sugestao
para futuras pesquisas a seguinte questédo: “A introducdo das primeiras nogdes de
trigonometria no 9° ano do Ensino Fundamental, por meio do ciclo trigonométrico,
poderia contribuir para dar significado a esses conceitos, promovendo uma passagem

mais eficaz ao seu estudo no triangulo retangulo?”.
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