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RESUMO

Esta pesquisa tem como problema fundamental, propor uma reflexao didatico-tedrica sobre
a Geometria das Dimensdes apoiando-se na visualizagdo e nas diferentes desconstrucdes e
reconstrucdes dimensionais de figuras geomeétricas. Partimos do desenvolvimento de uma
visdo geométrica crescente, indo da dimensdo Zero, o ponto, a dimensdo Um, o segmento
de reta, a dimenséo Dois, da Face, a dimensdo Trés, da variavel dimensional o Solido, a
dimensdo Quatro, da variavel Hipersolido. Desenvolve-se este tema, utilizando-se quatro
Registros de Representacdo Semiodtica, alternando entre o Registro Figural, o Registro
Discursivo da Lingua Materna, o Registro Tabelar e o Registro Algébrico. Buscou-se
produzir Reconstru¢bes Dimensionais crescentes, por meio de Reconstrugdes Instrumentais
ou por meio de Reconfiguracbes Heuristicas Mereoldgicas, o recortar de figuras
determinadas a cada elemento dimensional, seguida de incremento infinitesimal a estas
figuras, e sua Reconstrucdo Dimensional em uma superposi¢cdo para a nova dimensao.
Ainda também, fez-se Reconstrucdes Dimensionais partindo-se de dimensdes mais
inferiores. De forma complementar, desenvolveu-se o conceito de dimensdes fracionérias,
entre as dimensoes inteiras, em analogia com o que foi feito na Teoria da Relatividade
Geral e nas Geometrias ndo Euclidianas. Tivemos o cuidado de, a cada figura dimensional
construida, acrescentar quatro tipos de visualizagdes em diferentes Reconstrugdes
Dimensionais para a passagem de uma dimensdo & outra. Gauss influenciou diversos
matematicos na formacdo das geometrias ndo-Euclidianas, como a Geometria
Lobacheviskyana e a Geometria Riemanniana. O surgimento do Eletromagnetismo de
Maxwell, assim como a Teoria da Relatividade de Einstein ja aparecem naturalmente
quadridimensionais. Foram o0s matematicos Poincaré e Minkowski, que chamaram a
atencdo para a quadridimensionalidade destas teorias na Fisica. Surgia entdo o continuum
espaco-tempo, que mostrava ser o espacgo fisico de comportamento quadridimensional. A
partir dai o desenvolvimento da Fisica passa a utilizar dimensGes maiores que trés, como
uma condicdo inevitavel. Os matematicos Euclides, Arquimedes, Pappus, Descartes,
Newton, Leibniz, Gauss, Euler, Mébius, Lobachevsky, Bolyai, Riemann, Klein, Maxwell,
Poincaré, Minkowski e Einstein, contribuiram para o desenvolvimento dos diversos tipos
de Geometria, e as dimensfes estavam sempre presentes em suas analises. Neste trabalho
ressaltamos as DimensGes em Geometria, como pesquisa em foco para o0 ensino. A
Gravitacdo de Einstein mostra que a presenca de uma matéria fisica no espago, encurva o
espacgo para uma quarta dimenséo, fazendo com que os corpos celestes e a luz, sigam uma
“trajetoria reta”, chamada geodésica, mas que na aparéncia tridimensional ¢ uma curva.
Estas ideias permitiram fazer surgir Modelos para Universo com 0 espaco
dimensionalmente encurvado, o que demonstra ser esta, a natureza mais profunda da
geometria dos objetos fisicos. Influenciado por esses estudos e pelos trabalhos de Duval, da
TRRS, das expressdes cognitivas do Aprendizado, diversidade de Visualizagbes e
diferenciacdo de raciocinios pesquisamos esses elementos para 0 ensino dentro da
Educagdo Matematica da Geometria das Dimensdes. Ao final, para a dimensdo cinco em
diante desenvolve-se equagfes recursivas nos Registros Discursivo, Tabelar e Algébrico,
generalizando e demonstrando sua validade para uma D-ésima Dimensao inteira qualquer.

Palavras Chaves: dimensdo, geometria das dimensdes, quadridimensionalidade, registros
de representacdo semidtica, reconstrucdo dimensional, férmulas recursivas para
hipersélidos.






ABSTRACT

This research has as its main focus to propose a theoretical-didactical reflection on the
Geometry of Dimensions, based on the visualization and in the different dimensional
deconstructions and reconstructions of geometric figures. We start from the development of
a crescent geometry vision, going from dimension zero, the dot, to dimension one, the Line
Segment, to dimension two, of the Face, to dimension three, of dimensional variable, the
Solid, to dimension four, of the Hypersolid variable. We develop this theme, by using four
Registers of Semiotics Representation, by alternating between the Geometric Figural
Register, the Mother Tongue Discursive Register, the Chart Register, and the Algebric
Register. We attempted to produce crescent Dimensional Reconstructions, by means of
Instrumental Reconstructions or by means of Mereological Heuristic Reconfigurations, the
cutting of specific figures at each dimensional element, followed by an infinitesimal
increment to these figures, and their Dimensional Reconstruction in a superposition to the
new dimension. Further dimensional reconstructions were also made from the previous
dimensions. Complementarily, we developed the concept of fractional dimensions, between
the whole dimensions, analogous to what has been done in the General Relativity Theory
and non-Euclidean Geometries. We carefully added to each constructed dimensional figure
four types of visualization in different dimensional reconstructions from the passage of one
dimension to the next. Gauss influenced several mathematicians in the formation of non-
Euclidean Geometries, like the Lobachevskyan Geometry and the Riemannian Geometry.
The emergence of Maxwell’s Electromagnetism, as well as Einstein’s Relativity Theory
already appear naturally as four-dimensional. It was the mathematicians Poincaré and
Minkowski who have drawn attention to the four-dimensionality of these theories in
Physics. Thus, the time-space continuum had arisen, which had shown to be the physical
space of four-dimensional behavior. From then on, the development of Physics begins to
make use of dimensions larger than three as an inevitable condition. The mathematicians
Euclides, Archimedes, Pappus, Descartes, Newton, Leibniz, Gauss, Euler, Madbius,
Lobachevsky, Bolyai, Riemann, Klein, Maxwell, Poincaré, Minkowski and Einstein
contributed to the development of many kinds of Geometry, and the dimensions were
always present in their analyses. In this work we emphasize the dimensions in Geometry as
a research focused on teaching. Einstein’s Gravitation shows that the presence of physical
matter in space curves the space into a fourth dimension, making so that the celestial bodies
and light follow a so-called geodesic “straight trajectory”, but in which its three-
dimensional appearance is actually a curve. These ideas allowed for the emergence of
Models to the Universe with a dimensionally curved space, which proves to be the deepest
nature of the Geometry of physical objects. Influenced by these studies and the works of
Duval, the TRRS, the cognitive experience of Learning, diversity of Visualization and
differentiation of Reasonings, we researched these elements for the teaching of the
Mathematical Education of the Geometry of Dimensions. At the end, from dimension five
onwards, we develop recursive equations in the Discursive, Chart and Algebric Register,
generalizing and demonstrating its validity to any whole D-esimal dimension.

Keywords: dimension, geometry of dimensions, four-dimensionality, registers of semiotic
representation, dimensional reconstruction, recursive formulas for hypersolids.
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CAPITULO 1 - INTRODUCAO

““ r r
O amor é quem da a paz aos seres humanos,

’

a tranquilidade ao mar, o siléncio ao vento, o sonho a dor.’

PLATAO de Atenas (428-348, 80)

“O grande segredo da alquimia social é tirar todo proveito possivel de cada uma das idades pelas
quais passamos: é ter todas as suas folhas na primavera, todas as suas flores no verao e todos 0s

’

frutos no outono.’

Honoré de BALZAC (1799-1850,51)
“Careless talk, can cost lives.”
“We all make choices, but in the end, our choices make us.”

Esta pesquisa tem como objetivo, tecer reflexdes sobre a Geometria das
Dimensbes e para isso realizar reconstrucdes dimensionais de figuras geométricas de
variadas familias, desde a dimenséo zero até a dimensdo quatro através dos registros figural
discursivo, tabelar e algébrico e para dimensdes acima da dimensdo quatro, por intermedio
dos registros discursivo, tabelar e algébrico, apoiando-nos na Teoria dos Registros de
Representacdo Semidtica de Duval (DUVAL, p.1-85, 1995) e na Teoria de Reconstrucédo
Dimensional (DUVAL, p.5-53, 2005) viabilizando o ensino das Dimenses em Geometria
e seu consequente aprendizado por meio de uma metodologia crescente de reconstrucao
dimensional e suas distintas visualizacdes.

Busca-se para isso caracterizar uma visdo dimensionalmente crescente, dentro das
dimensdes geométricas inteiras, indo da dimensdo Zero, 0 ponto, que caracteriza a variavel
Vértice, a dimensdo Um, o segmento de reta, na variavel Aresta (Edge), a dimensédo dois,
na variavel Face, a dimensdo trés, na variavel Solido, e a dimensdo quatro, na variavel
Hipersolido, e assim por diante.

Até a Quarta Dimensdo, se tornou mais fécil didaticamente se enxergar a
geometria das figuras, em analogia com as reconstru¢fes em dimensdes inferiores, como o
fazemos nesta pesquisa. Para isso diversifica-se quatro Registros de Representacao
Semiotica como sejam, o Registro Figural, o Discursivo da Lingua Materna, o tabelar e o
Algébrico.

Da Quinta Dimensdo em diante, no entanto, se torna uma dificuldade maior se
“enxergar” as figuras geométricas, ¢ assim passamos a trata-las com o que restou das
analogias das figuras de dimensdes inferiores no Registro Discursivo, 0 Registro tabelar

numeéricas de cada variavel dimensional.
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Procura-se caracterizar construcdes e desconstrucGes semidticas em diversas
maneiras de visualizacdo, nos servindo de expressdes recorrentes, cuja validade pode ser
comprovada até uma D-ésima dimensdo inteira qualquer.

Ainda de forma complementar, buscou-se definir as chamadas dimensGes
fracionarias entre as dimensdes inteiras, a maneira como foi feito na Relatividade Geral e
na Geometria Esférica de Riemann, entre as dimensbes 3 e 4, visando caracterizar
dimensdes encurvadas que descrevem a passagem fraciondria entre duas dimensdes. Neste
caso, fizemos a extrapolacdo para dimensdes menores, dimensdes fracionarias entre 0 e 1,
entrele 2, eentre2e 3.

Relacionamos o Teorema de Pappus que permite a construcdo de figuras
geométricas, por meio da rotacdo de figuras lineares de dimensdo um (1D), gerando figuras
superficiais na dimenséo 2 (2D), com a sequente formula para o céalculo de medida de area
de figuras planas geradas. Em uma segunda parte desse Teorema, Pappus de forma
analogas passa a rotacionar figuras geometricas da dimensédo dois (2D), para gerar figuras
geométricas na dimensao trés (3D), calculando assim por meio de formulas simples, as
medidas seus volumes.

Fizemos assim uma extensdo ou extrapolacdo do Teorema Dimensional de Pappus,
para passar da dimensao zero (OD) por meio da rotagdo de pontos (0D), gerando figuras na
dimensdo um (1D), no céalculo da medida de seu comprimento L.

Em outra extensdo dimensional, utilizamo-nos da mesma analogia, para se fazer
uma outra extrapolacdo do Teorema Dimensional de Pappus, por meio da rotacdo de figuras
da dimensdo trés (3D), para gerar figuras na dimensdo quatro (4D), calculando por
consequéncia a medida de seu Hipervolume H.

A maneira de Duval, para cada construgio dos elementos dimensionais, tivemos o
cuidado de acrescentar quatro diferentes tipos de visualizagdo em cada Reconstrucéo
Dimensional, para fazer a passagem de uma dimensdo menor a outra maior.

Para isso utiliza-se 0 modelo da Reconfiguracdo Mereoldgica Heuristica, sugerido
por Duval, que se refere a realizacdo de cortes em partes, na figura geométrica em estudo,
dentro de uma mesma dimens&o, fazendo a sua desconstrucdo em figuras semelhantes, para
visualizar com mais facilidade o aprendizado em suas unidades figurais decompostas.

Friedrich Gauss preocupou durante toda sua vida, com a descri¢cdo das dimensdes
mais altas da geometria, como se antecipasse, 0 desenvolvimento da Fisica do seculo XX,

que necessitou dela para descri¢do da natureza. Posteriormente, as teorias fisicas que foram
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surgindo, tinham suas variaveis espaciais caracteristicas, espontaneamente com quatro ou
mais dimensoes.

Uma primeira aplicacdo das Geometrias ndo Euclidianas foi a Relatividade Geral,
com as inducdes de Gauss, da Geometria Hiperbolica, Lobacheviskyana, seguindo-se a
Geometria Esférica, Riemanniana, geometrias que induziram indicios as dimensdes
fracionarias do espaco, chamadas de né&o euclidianas.

No século XIX, o surgimento do Eletromagnetismo de Maxwell j& aparece
naturalmente quadridimensional, com o surgimento do tensor eletromagnético que envolve
a inseparabilidade entre os campos elétrico e magnético, auto interferentes e inseparaveis,
assim como as variaveis fisicas do continuum espaco-tempo, com a inseparabilidade de
espaco e tempo, percebidos no inicio do século XX, logo ap6s a publicacdo da Teoria da
Relatividade.

Tanto o Eletromagnetismo quanto a Relatividade Restrita foram construidas
originalmente sem a percepcdo da quadridimensionalidade. Foram os matematicos Henry
Poincaré em 1906 e Hermann Minkowski em 1908, que mostraram que a Fisica seguia o
caminho da quadridimensionalidade, naturalmente através de suas variaveis interligadas,
como espaco-tempo, momentum-energia, momento angular-espagco angular, tensor
eletromagnético, cujas equacdes facilitavam a percepcdo do que ocorria geometricamente
nas quatro dimens@es. A partir dai o desenvolvimento da Fisica se utilizou sempre de
quatro ou mais dimensdes como condi¢do sem retorno.

Os matematicos Euclides, Arquimedes, Pappus, Descartes, Newton, Leibniz,
Gauss, Euler, Mobius, Lobachevski, Bolyai, Riemann, Klein, Maxwell, Poincaré,
Minkowski e Einstein, contribuiram para o desenvolvimento dos diversos tipos de
Geometria, sendo que as dimensdes estavam sempre presentes.

Com a publicacdo da Teoria da Relatividade Geral, Einstein, em 1916, se utilizou
da geometria de Gauss e de Riemann dos espagos curvos para mostrar que a natureza da
Gravitacdo, ndo € o resultado de forgas, como afirmava Isaac Newton (1687), mas era
resultado do encurvamento do espaco tridimensional para uma quarta dimensdo. O que
resultava na formatagdo de geodésicas num espaco dimensionalmente fracionario, em que,
os corpos celestes e a luz, deviam seguir essas trajetorias “encurvadas” no espago, caminho
mais curto entre dois pontos, chamadas geodésicas, cuja curvatura e ampliada pela presenca
da quantidade de matéria no espaco fisico e reduzida pela velocidade do corpo. Estes

elementos, que ndo podem ser entendidos a priori neste momento, pois serdo delineados ao
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longo das parcelas figurais no crescimento das dimensdes, através de conceitos analdgicos,
visando o alcancar do entendimento da geometria do espago curvo, até alcangcarmos a
dimensdo quatro, almejando este discernimento e isto sera feito ao longo dessa pesquisa.

O planeta Terra, ao seguir sua trajetoria em torno do Sol, o faz em uma trajetoria
circular, devido ao fato de que a presenca do Sol encurva o espaco fisico ao seu redor, de
tal forma que a Terra, com sua velocidade, segue “uma trajetéria reta”, ou seja uma
geodésica em torno do Sol, cuja visdo do espac¢o tridimensional € uma “curva”, devido a
este espaco encurvado que ndo se percebe por ndo se vivenciar ou se perceber as
ocorréncias em quatro dimensdes. Esta Teoria foi confirmada experimentalmente em um
eclipse em Sobral no Brasil e em Porto Principe na Africa, em 1919, por uma equipe de
cientistas ingleses, lideradas pelo famoso fisico inglés Arthur Eddington.

Houve uma outra confirmacgdo desta Teoria também com o seu célculo, feito por
Einstein, em uma perfeita consonancia com a experimentacdo, que é o caso da Orbita de
Mercdrio em forma de rosacea em torno do Sol, sendo que por meio da teoria de Newton da
Gravitagdo, aparecem erros insoluveis com a realidade. Esta teoria fez surgir Modelos para
Universo em espagos dimensionais com curvaturas diversas, demonstrando ser esta, a
verdadeira natureza geométrica dos objetos fisicos.

A partir dai todas as teorias fisicas do século XX, jamais puderam abandonar o
conceito de quadridimensionalidade e D-dimensionalidade nos seus desenvolvimentos.
Assim o fizeram, a Teoria Quantica Relativistica, a Eletrodindmica Quantica, a
Cromodinadmica Quantica, a Teoria de Campos, 0 Modelo Padrdo da Teoria de Particulas, a
Teoria das Supercordas. A Teoria das Supercordas é uma teoria fisica para explicar o
universo material, ndo atraveés de particulas, mas atraveés de cordas que vibram em
determinadas frequéncias, caracterizando a matéria que nos circunda. A Teoria das
Supercordas, especialmente extrapolou seus estudos para elementos de cinco (5), dez (10),
onze (11) e vinte e seis (26) dimensdes. A multidimensionalidade veio para fazer parte de
todas as teorias fisicas do século XX, da qual, jamais sairam.

Inspirados por estes fatos é que decidimos pesquisar esses elementos geométricos
dimensionais, em dimensdes inferiores e superiores & dimensdo trés e a descricdo de
dimensbes fracionarias até a dimensdo quatro, com a finalidade de evidencias as
potencialidades da geometria das dimensdes a servi¢o do ensino e oferecer a oportunidade
de se entrar em contato com modelos que mostram uma geometria mais proxima da

realidade na Matematica.
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Estudamos, por meio de reconfiguracbes mereologicas, desconstrucdes
dimensionais ou instrumentais de Duval (1995), as dimens@es zero, um, dois, trés, até a
dimenséo quatro, ressaltando todas as varidveis dimensionais, como sejam, Vertice, Aresta,
Face, Solido e Hipersolido ("VAFSH") reverberadas nas figuras de trés familias
dimensionais distintas e importantes da geometria, as familias, quadrado-cubo, triangulo-
tetraedro e circulo-esfera.

Para as dimensdes fracionarias, estudamos as dimens@es entre zero e um, entre um
e dois, entre dois e trés, e entre trés e quatro.

As dimensbes inteiras superiores a dimensdo quatro, a visualizacdo fica mais
dificil, portanto, por ndo podermos estuda-la na forma geométrica figural, passamos a
estuda-la na forma de sua extensdo discursiva, em tabelas e equacGes, mantendo o registro
da lingua materna, o registro tabelar e o registro algébrico, ou seja, por intermédio de suas
inducgdes discursivas das argumentacdes, as tabelas dimensionais até a D-ésima dimenséo e
as equacdes recorrentes para as variaveis dimensionais.

A partir da definicdo de figuras geométricas semelhantes que se simetrizaram, para
cada um dos conjuntos de figuras fundamentais, define-se o Conjunto de Elementos
Geomeétricos Entrelacados Dimensionalmente (CEGED), ou Familia Dimensional, cujas
formulas recursivas das variaveis dimensionais, se mostraram diferentes para cada familia,
mas validas em qualquer dimensdo. No entanto, houve uma Equacdo que se manteve
inalterada em todas as Familias geométricas, que como veremos foi a Equacdo Geométrica
das Dimens0es.

Assim, definimos o CEGED 1 ou Familia Dimensional 1, com os elementos
geométricos que seguem a ordem da Familia quadrado-cubo, o CEGED 2 ou Familia
Dimensional 2, com os elementos geométricos que seguem a ordem da Familia triangulo-
tetraedro, e o CEGED 3, ou Familia Dimensional 3, com 0s elementos geométricos que
seguem a ordem da Familia circulo-esfera.

Os principais referenciais tedricos adotado nesta pesquisa é a Teoria dos Registros
de Representacdo Semiotica (TRRS) de Duval (DUVAL, 1995) e o sua teoria das
Reconstrucbes Dimensionais, adotando a metodologia das Reconfiguracdes Mereologicas
Heuristicas e Reconstrucfes Instrumentais (DUVAL, 2005). Pois, de acordo com Duval
(DUVAL, 2005), o desenvolvimento que deve ser adotado como um gesto reflexivo para
fazer geometria € decompor qualquer forma, que reconhecemos em um conjunto de

tracados ou em qualquer figura inicial, de uma configuracdo em outras unidades figurativas
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do mesmo ndmero de dimensfes ou um menor nimero de dimensdes. Nesta perspectiva,

Duval (2005, p.17) assevera que
A caracteristica de figuras geométricas, em compara¢do com todos 0s outros tipos
de figuras, € que elas podem ser construidos usando instrumentos e
principalmente instrumentos produzidores de tracados D1/D2. A producdo de
cada tracado corresponde a uma instrucdo formulavel (as "figuras telefonadas™)
ou formulada (ho menu de um software) e a mobilizagdo de uma propriedade
geométrica com relagdo ao instrumento usado (compasso, régua ndo graduada,
regra graduada...). Em outras palavras, a atividade de construir figuras, quase
sempre configuragdes de forma 2D/2D ou 3D/2D, depende de sua desconstrugdo
em tracados 1D/2D e OD/2D. Mas nesta atividade de desconstrucdo toda a
atencdo esta na reconstrugdo, porque a desconstrucdo de formas 2D/2D é feita

automaticamente pelo instrumento, enquanto a reconstrugdo exige que o foco seja
na ordem das instrugdes dadas para as operagdes das construgdes a realizar.

Assim, neste entendimento, Duval sugere o ensino da Matematica através de
ReconstrucGes dimensionais, a partir das Reconfiguracbes Mereoldgicas Heuristicas, e
ReconstrucBes Instrumentais, da qual dedicamos sua aplicagdo no desenvolvimento dessa
pesquisa no ensino da Geometria das Dimensoes.

Em exemplo analogo ao que iremos desenvolver neste trabalho, que é o das
dimensGes fracionarias, ndo poderiamos deixar de citar o exemplo das derivadas
fracionérias, citado de forma histérica no paragrafo abaixo. Esta citacdo ndo tem relacdo
com nosso desenvolvimento de pesquisa das dimensdes fracionarias, no entanto, se adéqua
a uma analogia de que ndo € necessario existir apenas as derivadas inteiras ou apenas as

dimensodes inteiras.

Conhece-se bem na Matematica, as expressdes das derivadas e integrais de ordem
inteira, D" f(x) = ;—:f(x) ,n =1 2, 3, .. sd0 aquelas que chegam facilmente ao nosso
conhecimento. No entanto, pouco s@o conhecidas, em teoria e aplicagbes, os estudos
matematicos das derivadas e integrais fracionarias, D%f(x) =(;%f(x), sendo o um

namero fracionario. A primeira ocorréncia do conceito de derivada fracionaria foi
encontrada em uma carta escrita por Guillaume 1’Hopital (1661-1704,43) e enviada a
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716,70) em 1695. E foi somente em 1832 que Joseph
Liouville (1809-1882,73) publicou seus primeiros fundamentos em um paper. Friedrich
Gauss, Cauchy, Laplace e Riemman também introduziram novos conceitos. E foi somente
nos anos setenta que Matthew Caputo trouxe & tona novamente tais desenvolvimentos
teoricos. As aplicacOes praticas do calculo com derivadas e integrais fracionarias vieram

em estudos aplicativos, a partir dos anos noventa em modelagem matematica, movimentos
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de automacéo e controle, robdtica, PID, ciéncia da computacéo, eletronica etc. No entanto,
ndo encontramos tais teorias em livros, ou em cursos, mas somente em papers
(SANT’ANNA, 2009).

Este € um exemplo de que da mesma forma que podem existir derivadas
fracionarias, podem também existir dimensGes fracionarias como delinearemos nesta

pesquisa, que surgiram a partir dos conceitos das geometrias nao euclidianas.

Discernindo certos elementos de uma figura geométrica, identificamos que esses
elementos acabam por pertencer prioritariamente a uma certa dimensdo fracionaria, uma
vez que possuem penetracdo em outras dimens@es. Assim, com a finalidade de contribuir
com a compreensdo cientifica desses objetos, apresentamos o objeto matemético das
dimensdes fracionarias, seus elementos associados, e 0s célculos para estabelecer suas

definicbes em escala crescente. Este € um dos objetivos secundarios desta pesquisa.

A Teoria dos Registros de Representacdo Semiotica e seus construtos enriquecem
as diferentes visOes da geometria. Propusemos, como base no desenvolvimento de elemento
geométrico, uma alternancia entre quatro tipos de Registros de Representacdo Semidtica: o
Registro Figural, o Registro Discursivo da Lingua Materna, o Registro Tabelar e o Registro

Algébrico.

Em cada um desses elementos, como sugere Duval, fizemos o desenvolvimento de
diversas formas de visualizagcdo distintas, das Reconstru¢cbes Dimensionais, seja por
mudanga nas ReconfiguracGes Mereoldgicas Heuristicas com diferentes cortes de figuras,
seja por diferentes Reconstrucdes Instrumentais, ou também a Reconstrucdo a partir de
diferentes dimensdes inferiores, para se reconstituir a nova dimensdo, que iremos detalhar

para cada um desses elementos no desenvolvimento da Geometria das Dimensdes.

Essa variabilidade de visualizagbes distintas objetiva propiciar condicdes
favoraveis ao ensino, dando a cada estudante, a oportunidade do entendimento distinto, na
mais adequada possibilidade de adaptacéo pessoal naquele tipo de visualizagéo distinto de
mudanc¢a de dimensdo. Uma variacdo na visualizacdo indica uma mudanca no tipo de

representacdo distinto, existente e possivel.

As demonstracBes realizadas pelos mateméticos Poincaré (1906) e Minkowski
(1908), no inicio do século XX, revelam que os fenbmenos fisicos se comportam em uma
dimensdo espacial adicional e por natureza essencialmente quadridimensional em sua

geometria. A relatividade espacial tinha o comportamento do que se denominou de uma
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geometria quadridimensional pseudoeuclidiana. Justificaremos o surgimento desse home no
paragrafo seguinte. Foi a quadridimensionalidade que levou a uma maior compreenséo do

eletromagnetismo e da teoria da relatividade especial no inicio do século XX.

A geometria euclidiana pode ser extrapolada para uma geometria na
quadridimensionalidade. No entanto, na quadridimensionalidade do continuum espaco-
tempo que surgiu na relatividade, a quarta dimens@o espacial se caracterizava por ser o
produto do tempo pela velocidade da luz, em uma variavel complexa, dw = i ¢ dt, ou seja,
quando elevada ao quadrado, ela ficava negativa, dw? = — ¢? dt?, e este fato fez com que
se definisse o continuum espago-tempo ser uma geometria pseudoeuclidiana, uma vez que a
geometria euclidiana teria a distancia entre dois pontos com todas as suas variaveis
positivas, ds = (dx? + dy? + dz? + dw?)'/2. Estes efeitos acabaram por ser registrados,
no chamado tensor métrico do espago (g,,), nos estudos da quadridimensionalidade do

espaco fisico.

A teoria da relatividade geral posteriormente necessitou relatar objetos, variaveis e
estruturas de representacGes fisicas encurvadas em uma dimensdo espacial trés, encurvada
para uma quarta dimensdo, era uma dimensdo fracionaria que aparecia no espaco de
grandes dimensdes como no caso do espaco interplanetario. Necessitou-se assim relatar a
existéncia de um espaco de dimensdo fracionaria entre a dimensao trés e a dimensdo quatro,
de modo a encurvar o espago tridimensional, a0 modo da Geometria Riemanniana
quadridimensional, no caso em uma Geometria de dimensdes, como nas imediaces do

nosso Sol.

No caso da Geometria em dimensdes da ordem do nosso Universo, dependendo da
densidade de matéria nele contida, a Relatividade Geral prevé que sua curvatura espacial
poderia resultar na possibilidade de trés formas distintas: (1) o de ser de uma Geometria
Esférica, tipo Riemanniana resultando em um Universo finito e fechado, mas sem limites;
ou (2) o de ser de uma Geometria Hiperbodlica, ao modo da Lobachewskiana, o que levaria
a uma Geometria do Universo infinita e aberta; ou eventualmente, (3) o de um Universo
Euclidiano ou seja, infinito e desprovido de curvatura. Estes aspectos levam o Universo a

depender da quantidade de sua densidade de matéria.

A densidade do Universo que se calcula na atualidade esta perto da densidade
critica. Se com medicgdes futuras, descobrir que o Universo tem uma densidade maior que

essa densidade critica, ele ¢ Riemanniano, finito e fechado. Se o Universo tiver uma
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densidade maior que a critica, ele é Lobatviskiniano, infinito e aberto. E se o0 Universo tiver
uma densidade igual a densidade critica, ele serd Euclidiano, ou seja, infinito e “plano”,

portanto, sem curvatura.

Posteriormente, as aplicacdes de tensores ou vetores quadridimensionais, proposta
por Minkowski, levou ao surgimento da Teoria Quantica de Campos em 1925, pelos
fisicos, Max Born, prémio Nobel de 1924, e Pascual Jordan. Levou posteriormente tambem
a chamada Teoria Quéntico Relativistica proposta em 1928, por Paul Dirac, prémio Nobel
de Fisica de 1933.

Nesta pesquisa, nds apoiamos nos estudos da Educacdo Matematica,
principalmente na Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica de Raymond Duval, e
em seu modelo dos Elementos Cognitivos da Aprendizagem da Geometria, considerando
diferentes tipos de desenvolvimento de Visualizacdo da Geometria, a diferenciacdo de
raciocinios e a coordenacdo de seus funcionamentos, e principalmente o Modelo das
Reconstru¢bes Dimensionais. (DUVAL, 1995), para tecer algumas reflexdes sobre como
introduzir o ensino da Geometria das Dimensdes de forma didaticamente interessante no
ensino médio. Como sugere Duval, este ensino deve ser realizado chamando aos estudantes

o0s elementos geométricos em seus métodos de reconstrucdo e desconstrucdo dimensionais.

Valemo-nos também da ideia de analogia. O uso da analogia foi utilizado, uma vez
que no estudo das diversas dimens@es, sempre ocorrerd comportamentos geométricos que,
ao se passar de uma dimensdo para a outra, eles aparecerdo com comportamentos
semelhantes, mas ndo iguais, guardadas as devidas proporcdes, ou seja, serdo analogos.
Assim iremos estabelecer quatro Principios Analdgicos das Dimensdes, que aparecerdo de
forma semelhante em todas as dimensGes. Resultara em uma forma de evolucédo
complementar a pesquisa, 0 que resultard na previsdo de comportamentos das equacgdes
recursivas que prevé o numero de varidveis dimensionais geométricas até a D-ésima

dimenséo.

Desde a época de Tales, Demaocrito, Parménides, Platdo, Aristoteles, caminha-se
no desenvolvimento da ciéncia, do ensino, do aprendizado, com 0 uso matematico e da
Analogia como elementos de percepgédo das simetrias, das semelhangas e suas combinagdes
diversificadas para acelerar o desenvolvimento epistemoldgico. Desenvolveremos diversos

parametros do uso da Analogia, no préximo capitulo.
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Aparecerd ao longo de todo o crescimento das Dimensdes, e valida para cada
elemento geométrico em qualquer dimensdo, uma relagdo de simetria entre as variaveis
dimensionais, denominada de Equagdo Geométrica das Dimens@es, que relaciona e leva a
uma logica sempre obedecida e valida para qualquer dessas figuras, de modo a apresentar

um valor sempre igual a unidade, como veremos.

As complexidades geométricas dimensionais se criam a partir da unidade do
ponto, e dele podem surgir qualquer dimensdo e se multiplicar dimensionalmente em

multiplas configuracGes geométricas.

Por intermédio de cada figura geométrica formada, fechada e convexa, e a cada
nova dimensdo, a relacdo entre as varidveis dimensionais na Equacdo Geomeétrica das
Dimensdes, sempre leva a unidade. Esta serd ao longo desta pesquisa uma das constatacoes
mais interessantes a que chegamos, e sera compreendida ao longo do desenvolvimento

desse trabalho.

A relacdo dessas caracteristicas observaveis e geométricas fundamentais mantém
tal entrelagcamento entre si, como se cada uma soubesse da outra, e cada uma cuidasse de
seus elementos relacionantes laterais, para surgir na natureza, ndo importando a dimenséo
em gue aparecam para retornar em conjunto a unidade, levando a uma simetria tamanha ou
lei universal da matematica, como se uma estivesse entrelacada a outra, numa relacéo de

acumpliciamento conjunto, para qualquer dimenséo.

Ao longo do desenvolvimento dessa pesquisa nos impressionamos com a logica do
entrelacamento de existéncia das figuras geométricas dentro das leis equacionais da
geometria das dimensdes na natureza e de como todas as criacBes estdo conectadas em
existéncia conjunta entre si. Isto se revelara a medida que percorrermos este caminho de

estudo.

No Capitulo 2 estabelece-se as questdes de pesquisa, a metodologia, e abordagens
tedricas utilizadas no desenvolvimento da Geometria das Dimensdes. Estabelecemos
questdes fundamentais e secundarias de pesquisa, assim como o alcance previsto de

objetivos gerais e especificos para 0 ensino.

Tecemos reflexdes sobre a Teoria dos Registros de Representacdo Semiotica, que
utilizaremos ao longo desse trabalho em inimeros estilos de representacdo para facilitar o

ensino e o desenvolvimento dessa pesquisa.
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Participamos com o modelo sugerido pelos trabalhos de Duval relacionados a
Desconstrucdo de forma e as Reconstrugdes Dimensionais em geometria. As metodologias
utilizadas no ensino da Geometria como as Reconfiguracdes Heuristicas Mereoldgicas, que
permitem realizar a subdivisdo do todo em partes especificas, elementos geométricos
fundamentais para o estudo da Geometria, mostram-se as potencialidades das
Reconstru¢des Dimensionais e Reconstrugdes Instrumentais na visualizagéo e producgéo de

figuras.

Utiliza-se e expdem-se as potencialidades do uso da Analogia no desenvolvimento
da Geometria das Dimensdes, uma vez que as caracteristicas se repetem em cada nova

dimensdo assim como para a reconstrucao de cada figura.

Montamos como aplicacdo do ensino da Geometria das Dimensdes, apoiando-nos
na Teoria das SituacGes Didaticas (TSD), o que denominamos de leis de simetria
dimensional ou Principios Analogicos Dimensionais que poderdo ser observados no ensino,
com os alunos, a medida que trabalharem os jogos montados para descoberta grupal dos

meios de crescimento dimensional.

No Capitulo 3, fizemos uma revisdo bibliografica ligada a Geometria das
Dimensoes, analisando o desenvolvimento das dimensdes, sua evolucdo, abordagens, a
quadridimensionalidade ao longo da histéria, e as mudancas nas perspectivas de

visualizacao.

Analisamos o0 Teorema do principal matematico que trabalhou com dimensdes no
século 111, o Teorema de Pappus (século 3), que prop6s dois teoremas, um para reconstruir
figuras partindo da dimensdo um para a dimensdo dois, e 0 outro para reconstruir figuras

partindo da dimensé&o dois para a dimensao trés.

Pappus propds que a medida da area (bidimensional) (2D) de uma figura poderia
surgir e ser calculada por meio da rotacdo de uma linha (unidimensional) (1D). E que a
medida do volume (tridimensional) (3D) de uma figura poderia ser surgir e ser calculada se
partissemos de uma area (bidimensional) (2D) em rotacdo. Para obter isso, Pappus teve que
aprender a reduzir cada figura geométrica a um unico ponto (zerodimensionalidade) (0D)

(unidade do “divino”), o que chamou de centro geométrico ou centroide da figura.

Com apenas o produto do comprimento da linha L, que rotacionada em torno de

um eixo, de um angulo (em radianos), com a distancia do eixo de giro até a linha L, (r),
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pode-se obter a medida da area da superficie gerada. Para reduzir a linha a um unico ponto,
tem-se que fazer uma desconstrucdo das formas geométricas, para que 0 ponto possa
representar o centro geométrico dessa linha no espaco. O produto desses fatores gera uma
formula matematica simples, para calcular a medida da area utilizando o crescimento

dimensional.

Analogamente, em segunda parte do teorema, Pappus estabelece que superficies
sendo rotacionadas geram solidos, cujo célculo da medida do volume surge do produto de
trés fatores, a medida da area (A) da figura rotacionada, o angulo de rotacdo (6) e a
distancia do eixo de rotacdo até o centro geométrico da figura (r). A posicédo pontual de
uma figura geométrica € a média ponderada de todas as suas posi¢des em espalhamento no
seu espago dimensional, essa foi uma grande descoberta matemaética feita por Pappus.

Por analogia e seguindo os objetivos desta pesquisa, usando o Principio da
Analogia como Método, fizemos a extrapolacdo do Teorema Dimensional de Pappus para a
passagem da dimenséo zero (OD) para a dimensdo um (1D), e também sua extrapolacdo da
dimensdo trés (3D) para dimensdo quatro (4D), como veremos no Capitulo 3.

Realiza-se no Capitulo 2, uma revisdo bibliografica em varios livros sobre o
assunto das dimensdes como o livro “Flatland”, de Edwin A. Abbot, “Time Machine”, de
H. G. Wells; “Select papers in fourth dimension” por Charles Howard Hinton, século XI1X;
que influenciaram muitos matematicos, artistas e cientistas do século XIX e XX, como a
pintura do Christus Hipercubos de Salvador Dali; o livros de Michio Kaku, “Hiperespaco,
uma odisséia cientifica através de universos paralelos, empenamentos do tempo e a décima

dimensdo’’, € outros.

Abordou-se a famosa palestra proferida pelo eminente matematico Hermann
Minkowski definindo o cone de luz da quadridimensionalidade do continuum espago tempo
que influenciou toda a Fisica do século XX. Desenvolveu-se os elementos da Geometria
Plana, de curvatura zero, de Euclides, definiu-se a Geometria de Lobachevsky-Bolyai ou
Geometria Hiperbolica, de curvatura negativa e a Geometria Riemanniana ou Geometria

Esférica, de curvatura positiva.

Discute-se aqui sobre as formas de apresentacdo da palavra dimensdo, como sé&o
usados os conceitos ligados a ela, suas formas de manifestacdo, e finalmente chegou-se a

forma de utilizacdo das dimensdes em seus termos e conceitos adequados nesta pesquisa,

44



para o desenvolvimento e aplicacdo do ensino no discernimento das Dimensdes na

Geometria.

No Capitulo 4, enfocamos a Geometria das Dimensdes, utilizando as
metodologias dimensionais adequadas desenvolvidas por Duval (DUVAL, 2005), mais
especificamente as Reconstrucdes Dimensionais, Reconfiguracbes Mereologicas e
Reconstrugdes Instrumentais. Analisamos cada elemento geométrico da dimenséo zero a

quatro, em quatro tipos de visualizagdes distintas.

A importante quadridimensionalidade € detalnada para o hipercubo, o

hipertetraedro e a hiperesfera.

Buscamos os principais elementos em cada dimensdo, em familias geométricas
dimensionais, sua preparagdo para a reconstrucdo de cada nova dimensdo, e centrando cada
elemento geométrico estudado, em diferentes tipos distintos de visualiza¢do na producéo de
Reconstrucbes Dimensionais seja partindo de diferentes Reconfiguracbes Heuristicas
Mereoldgicas, seja produzindo Reconstru¢gbes Dimensionais Instrumentais distintas,
inspirados em Duval (2005).

Consideramos, em carater complementar, o desenvolvimento das dimensfes
fracionarias entre as dimensdes 0 e 1, entre 1 e 2, e entre 2 e 3, em analogia as geometrias
ndo euclidianas. Discutimos também as passagens dimensionais por meio da tor¢do de uma
dimensdo em relagdo a outra, na transformacdo de figuras em suas formas especulares,

como é o caso da fita de Mdbius.

Assim a partir do capitulo seguinte, estabelece-se 0s elementos essenciais da
Metodologia e da Teoria e Metodologia de Duval para o desenvolvimento dessa pesquisa

centrada na Geometria das Dimensoes.
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CAPITULO 2 - METAS, METODOLOGIA E REFERENCIAIS
TEORICOS DE PESQUISA

“Eduquemos as criancas e ndo sera preciso castigar os homens”.
Pitagoras de Samus (570-495, 75)

“Ajudemos nossos semelhantes a levantar sua carga, poréem nao a leva-ia .
Pitagoras de Samus (570-495, 75)

“Nossa vida se rege pela liberdade, ndo sé na politica,

mas também em nossa muatua tolerancia na conduta pessoal.”

Péricles de Atenas (595-429, 76)

“Quatro caracteristicas correspondem a um juiz:

escutar cortesmente, responder sabiamente,

ponderar prudentemente e decidir imparcialmente.”

Socrates de Alopece (470-399, 71)

Neste Capitulo, delinearemos 0s mecanismos de nossa pesquisa sobre a
Geometria das Dimensdes, assim como os referenciais tedricos utilizados e sua
metodologia. Caracterizamos nossa questdo de pesquisa e 0s objetivos que pretendemos
alcancar.

Caracterizamos 0 uso sugerido por Duval (2005) das visualizagdes geométricas
dimensionais, por meio de Reconstru¢fes Dimensionais utilizando-se de Reconfiguragdes
Heuristicas Mereol6gicas, ou entdo Reconstru¢bes Instrumentais. Ressaltamos a
metodologia de como Duval sugere a forma com que estas construcGes podem ser
realizadas passando de uma dimensao a outra.

Veio a necessidade de avaliar o modelo de Aristételes do uso da Analogia, que
utilizamos extensivamente, para validar as ocorréncias semelhantes, mas nédo iguais, de
cada dimensdo em ordem crescente. Recorremos também ao desenvolvimento e aplicagdo
da Teoria dos Registros de Representagdo Semidtica, alternadamente em quatro Registros
que explicitaremos mais adiante.

Trabalhamos nesta pesquisa, centrados em como seria 0 estudo da Geometria das
Dimensdes a partir da TSD, Teoria das Situagdes Didaticas, que apesar de ndo publicarmos
o0 Capitulo sobre esta metodologia de Ensino, ela se transformou em uma de nossas pautas
metodologicas essenciais ao longo de todo o desenvolvimento dessa pesquisa. Isto auxiliou

muito de sobremaneira em todo o desenvolvimento de dire¢do de nossa forma de pesquisar
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os elementos das Dimensdes na Geometria, influenciando nosso desenvolvimento para o

ensino e a aprendizagem dessa geometria.
2.1 - QUESTOES DE PESQUISA

Vamos estabelecer agora de forma direta e formal as questfes desta pesquisa que

ja comentamos de varias maneiras anteriormente.

Esta pesquisa tem como objetivo propor uma reflexdo didatico-tedrica sobre a
Geometria das Dimensdes apoiando-se na Teoria dos Registros de Representacéo
Semidtica (TRRS), a qual utilizamos preferencialmente os Registros Figural
Geomeétrico, o Discursivo da Lingua Materna, o Tabelar e o Algébrico (DUVAL,
1995), e especialmente os elementos de desenvolvimento crescente das dimensdes, nos
utilizamos da metodologia de Duval, que segundo ele, estar seria a melhor forma de
visualizacdo geométricas pelos estudantes, que é a Reconstrucdo Dimensional por meio
de Reconfiguracbes Mereoldgicas Heuristicas e Reconstrugbes Instrumentais
(DUVAL, 2005).

Como questdes secundarias de pesquisa, temos:

1) Como extrapolar para dimensdes inferiores, 0 método das Dimensdes Fracionarias,
de forma analoga a criada pela Relatividade Geral e pelas geometrias néo
euclidianas, em dimensdes menores que trés, ou seja, dimensdes entre 0 e 1,1e2e
2e3?

2) Como traduzir sob o ponto de vista do ensino 0 uso das dimensdes para produzir o
efeito de transformar uma figura espelhada em sua ndo espelhada ou vice versa,
usando o efeito de torcdo da dimensdo inferior na dimensdo superior ao modo da
Fita de Mdebius, que ocorre da dimensédo 2 (2D) para a 3 (3D) e realiza-la também
da dimenséo 3 (3D) para a 4 (4D)?

No préximo item, buscamos os caminhos metodoldgicos que permitem alcangar as

metas de nossa pesquisa.
2.2 - METODOLOGIAS DE PESQUISA

O mecanismo de pesquisa possui um conjunto de operacfes sucessivas e distintas,

mas que mantém uma interdependéncia. Com a finalidade de coletar informacGes
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sistematicas em uma determinada direcdo, sobre um determinado assunto de pesquisa,
necessita-se de algumas das seguintes diretrizes: um fendmeno observavel, um assunto a
ser desenvolvido, um modelo epistemoldgico de referéncia representativo, um modelo
epistemoldgico vigente utilizado, um modelo epistemoldgico proposto, uma analogia de
assuntos correlatos, registros de representacdo semidtica distintos como Registro Figural,
Discursivo da lingua materna, Tabelar, Algébrico, Grafico, Instrumental, etc., questdes
principais e secundarias de pesquisa, metodologia adotadas com clareza, referenciais
tedricos de base, uma classificacdo organizada, uma logica percebida, especulagdes
investigadas, formas distintas de abordagem, introducdo de novas variaveis, proposicdo de
modelo experimental, reducdo de dados, anélise de dados, enquadramento dos dados nos
modelos vigentes, etc.

O trabalho de pesquisa reune diferentes competéncias como organizacdo pessoal,
busca de fontes seguras, contextualizacdo, sistematizacao, disciplina pessoal, eliminacéo de
versdes obscuras, dominio de técnicas especializadas, proposi¢do de inovacao, consulta a
documentos, mudanga de instrumentalizacdo, enfrentamento de situacOes, realizacdo de
experimentos, producdo de especulacdes criativas, justificacdo de fatos e acontecimentos,
permissdo de inferéncias, conducdo de previsdes, realizacdo de céalculos, construcdo de
graficos, implementacdo algébrica, conducdo geométrica, organizacdo de blocos de
pensamentos, mudanca de registros de representacdo semidtica.

Chizzotti (1991) propde quatro fases para organizacdo de uma pesquisa:

1%) Fase. A determinacdo do problema. a) Selecdo do assunto. 2) Definicdo e selecdo do
problema de pesquisa. 3) Reunido e selecdo de documentos sobre o assunto-problema a ser

pesquisado; 4) Revisdo da literatura sobre o problema de pesquisa.

2%) Fase. A organizacao da pesquisa. a) Descri¢cdo do problema de pesquisa em relacéo a
um referencial tedrico. b) Formulacdo de hipdteses de trabalho. ¢) Determinacdo de
escolhas para a populacdo de pesquisa e para experimentacdo em uma coleta e completude
de dados. No caso desta pesquisa, realizamos uma pesquisa didatico-tedrica para revelar os
elementos dimensionais da geometria, em que ndo tinhamos modelos epistemologicos de
referéncia (MER), por isso o interesse de construi-lo para aperfeicoamento e aplicacdo

pratica posterior, preparando-o para o aprendizado dos estudantes.

3%) Fase. Execucdo da Pesquisa de Campo. a) Estabelecer um programa de trabalho. b)
Delinear os dados e planifica-los na forma de desenvolvimento de pesquisa.
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4?) Fase. Redacdo do texto. a) Redigir o texto, explicando o fenémeno observado. E pode-
se ainda acrescentar: b) Redigir quantas vezes for necessario novamente, aperfeicoando o
texto, sua clareza, realizar analogias, dar indicacGes de caminhos, estabelecer criticas, notar
observacdo das formas e leis de formacdo, inovar novas formas de visdo, produzir
esclarecimentos diversos, acrescentar detalhes, variar Registros, figuras, desenhos, graficos,
quadros logicos, dados, tabelas, equacdes, melhorar a estética de apresentacdo, melhorar a

clareza a cada leitura, realizando sempre anélises pertinentes.

Nossa pesquisa € de tipo qualitativo com enfoque bibliografico-tedrico, pois
buscamos tecer reflexdes sobre a possibilidade de fazer o ensino vivenciar os elementos
Dimensionais da Geometria, apoiando-se na TRRS, na metodologia de Duval, sobre as

Reconstrugdes Dimensionais e na literatura ligada as Dimensdes na Geometria.

Nesta pesquisa, como haviamos falado, nos utilizamos a Teoria dos Registros de
Representacdo Semiotica (TRRS), desenvolvendo e alternando entre quatro tipos de
Registros de Representacdo Semiotica, primeiro o Registro Figural, segundo o Registro
Discursivo da Lingua Materna, o Registro Tabelar e o0 Registro Algébrico.

Como metodologia de pesquisa para o desenvolvimento da Geometria das
Dimens6es mantivemos 0 método sugerido por Duval, iniciando em uma dimensao inferior,
produz-se uma metodologia para sua reconstrucdo em uma dimensao superior, apoiando-se
em uma Reconfiguracdo Heuristica Mereoldgica ou uma Reconstrugdo Instrumental ou
uma Reconstrucédo partindo de uma dimensao inferior.

Em um primeiro procedimento, separa-se toda a dimensdo inferior, infinita, e
realiza-se multiplos cortes, continuados, produzindo-se a partir de toda essa dimenséo,
infinitas figuras geométricas, em uma completa Reconfiguracdo Heuristica Mereoldgica
dessas partes, como sugere Duval (2005), mantendo-as na mesma dimenséao, de onde para
cada figura diferente em criagdo crescente dimensional, se faz cortes diferentes, como
veremos.

Em um segundo procedimento, sempre recorrente, se acrescenta em todas estas
partes cortadas da dimensdo inferior um incremento infinitesimal, na dire¢do ortogonal
nova a ele, em todos estes cortes, diregdo dimensionalmente superior, na direcdo da nova
dimenséo, mantendo-se as partes ainda na dimenséo de origem.

Em um terceiro e ultimo procedimento metodoldgico, ja se esta preparado para a
realizacdo da Reconstrucdo Dimensional, e para isso, coloca-se cada uma das figuras

ligando-se os seus incrementos infinitesimais das infinitas figuras de dimensdo inferior,
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parte a parte, em direcdo da nova dimensdo. Reconstruindo-se assim a nova estrutura
montada em uma dimens&o superior.

Em um procedimento metodolégico adicional, pode-se realizar diretamente a
Reconstrucdo dimensional por meio de uma Reconstrugédo Instrumental.

Aplica-se 0 uso da Analogia, para relacionar partes aparentemente disjuntas, dos
elementos do modelo de semelhanga em dimensfes distintas, e relacionar
proporcionalmente seus elementos semelhantes em cada nova dimensdo. Com esse
procedimento de semelhanca, delineia-se 0s Principios Analdgicos que se repetem
analogamente em cada nova dimensao distinta.

Utiliza-se como técnica e procedimento de realizacdo dessa pesquisa, 0 método
utilizado por Euclides dos Elementos, analisando cada figura geométrica, sua construgéo,
cada dimensdo suas caracteristicas e propriedades, cada elemento analisado com
profundidade, de forma separada.

Uma das eficiéncias da didatica com o ensino € a constante Recomposicao
Diversificada da Estética do Saber, e com essa preocupacdo pela diversificacdo na
Geometria, por isso, nos aplicamos, em diversificar quatro formas diferentes de
visualizacdo de se realizar a Reconstrucdo Dimensional: ou variando os tipos de
RecomposicGes Heuristicas Mereoldgicas, ou produzindo-se uma Reconstrugdo
Instrumental, ou partindo de uma dimenséo ante inferior para a reconstrugéo, etc.

Buscamos durante essa pesquisa analisar, as inferéncias e consequéncias laterais
surgidas com as diferencas dimensionais, como as quiralidades (espelhamentos), nos
intercambios de superficie, como a fita de Mdebius e a garrafa de Klein, que com uma
torcdo de uma superficie na tridimensionalidade, é possivel fazer-se relacionar e interligar-
se diferentes dimensdes, em um simples “experimento matematico” como este da tor¢éo
dimensional, mantendo-se em duas dimensdes ao modo da Fita de Mdbius. No entanto, se
sairmos do estado matematico de que a superficie tem espessura zero, havera uma distancia
dimensional entre os dois elementos que estdo opostos depois da torcdo, apesar da
proximidade. Assim, um efeito analogo, ira ocorrer para as quiralidades tridimensionais,
que se interligam e se transformam sob o efeito de uma tor¢cdo em uma quadridimensao.

Assim também, inspirados nas geometrias ndo euclidianas, de onde se sai das
linhas retas e das superficies planas Euclidianas, e se penetra, nas linhas curvas, nas
superficies curvas, nos espagos curvos, de onde se tira inspiracdo para desenvolver as

dimensdes fracionarias, nesta pesquisa, em dimensdes fracionarias inferiores a dimenséao
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fracionéria de 3 para 4, usa-se também a inspiracao surgida a partir da teoria da gravitacao
da Relatividade Geral em que superficies tridimensionais podem ser encurvadas para uma

quarta dimenséo.

2.3 - REFERENCIAIS TEORICOS

As abordagens tedricas nesta pesquisa tém o objetivo de auxiliar no estudo das
dimens@es inteiras e fracionarias da geometria das dimensfes. Adotamos um método
analogo ao de Aristoteles (2003) que estabelece em seus livros do “Metafisica”, que toda

ideia, objeto, modelo, pode ter a ele associadas quatro causas fundamentais, como sejam:

(1) Causa material: as matérias a qual este objeto pode ser feito
(2) Causa formal: as formas as quais este objeto pode assumir
(3) Causa eficiente: as maneiras como este objeto pode servir para ajudar

(4) Causa final: as razdes ou finalidades para este objeto existir

De todas essas causas de forma genérica, para o caso da Matematica, e
especificamente da Geometria, utilizamo-nos da causa formal (2), enunciada por
Aristételes, agregando quatro tipos distintos de Visualizacdes Geométricas Didaticas, tipos
ou representagdes distintas de Reconstrugdes Dimensionais, de acordo com Duval (2005),
que sugere realiza-las por meio de diferentes Reconfiguracdes Mereoldgicas Heuristicas, ou
por meio de Reconstrugdes Instrumentais, ou mesmo partindo de dimenses mais inferiores

do que a anterior.

Usaremos, também, o método dos Elementos da Geometria de Euclides, separando
e descrevendo cada elemento geométrico, propondo quatro tipos de Visualizacdo diferentes
desse elemento, por meio de Reconstrucdes Dimensionais partindo de Reconfiguracdes
Mereoldgicas da dimensdo anterior ou tipos distintos de Reconstrugdes Instrumentais, ou
mesmo produzindo uma reconstrucdo a partir de uma dimensdo inferior qualquer com a

finalidade de se ter multiplas visdes de reconstrucdes distintas.

Como abordagens tedricas, que utilizamos nesta pesquisa, podemos delinear

abaixo.
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2.3.1 - A Teoria dos Registros de Representacdo Semioética (TRRS)

Fizemos a aplicacdo da Teoria dos Registros de Representacdo Semiotica de
Raymond Duval (1993), a qual exploramos a cada passo desse trabalho Registros de
Representacdes diversos da Geometria das Dimensdes, mais especificamente, o Registro
Figural, o Registro da Lingua Materna, o Registro Tabelar e Registro Algébrico. No que se
refere aos elementos dimensionais, fizemos as Reconstru¢cdes Dimensionais, comecando
pelas Reconfiguraces Heuristicas Mereoldgicas produzindo variacbes em quatro formas
diferentes dessas Reconstrugdes. Duval (2005, p.5) afirma que “A desconstrugdo
dimensional constitui o processo central da visualizacdo geométrica.”. No caso de nossa
pesquisa, faremos o processo inverso a que Duval faz em seu trabalho, que é o da
Desconstrugdo para a Reconstrugdo. Como pretende-se nesta pesquisa ascender a uma
dimensdo D qualquer, a partir de uma dimensé&o inferior, aplicaremos a metodologia de
Duval das Reconstrucdes Dimensionais. Duval fez desconstrucbes de 3D para 2D, de 2D
para 1D, e de 1D para OD.

Aplicaremos para produzir as Reconstrugdes Dimensionais, o método sugerido por
Duval, de aplicacdo de diferentes visualizagdes variando a forma de abordagem, que de
alguma maneira reconstitui novas Estéticas do Saber Geométrico, ou seja, ora variando
tipos diferentes de Reconfiguragdes Mereoldgicas Heuristicas, ora realizando
ReconstrugBes Instrumentais distintas ora produzindo uma reconstrucdo partindo de
diferentes dimensGes anteriores. Sabemos que cada estudante, em seu aprendizado pessoal,
assimila de forma distinta, maneiras variadas de representacdo facilitada por abordagens e
enfoques, ou seja, maneiras outras de variacdo destas abordagens na Visualizacdo

Geomeétrica que sempre enriquecem a didatica.
2.3.2 - Uso da Analogia

Sugerido por Aristoteles como elemento de argumentacdo ¢ uma ferramenta de
alto poder de criacdo, inteligéncia, inovacao, visdo, inter-relacdo, ensino e aprendizagem.
Desenvolvemos suas caracteristicas no item 2.6 deste Capitulo. E um elemento que auxilia
de sobremaneira, principalmente no assunto que desenvolvemos das dimensdes. No caso da
Geometria das Dimensdes é como se tivessemos diversos universos de manifestacdo dessa
Geometria, cada dimensdo com um comportamento distinto. Portanto, como lidar com o

relacionamento entre estas distintas dimensfes? Quais sdo os funcionamentos que se
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mantém de forma semelhante, e os que se modificam, guardando as devidas proporcoes?
Quais elementos comuns sdo observados nestas passagens, notando leis de formagéo
analdgica, leis de simetria, complementaridade e unidade nestas passagens, assim essas
analogias que necessitam ser observadas? Este estudo buscou isolar esses comportamentos
semelhantes das distintas dimens@es. O préprio ato de pensar € uma analogia, relacionamos
0 que vemos e participamos no exterior com padrdes semelhantes no nosso interior com
aquilo que ja vivenciamos. A analogia participa do ato de pensar constantemente, por isso

SOmMOS superiores as maquinas.
2.3.3 - Separacao do Saber em Elementos

Inspiramo-nos no método da separacdo da Geometria em Elementos, método
utilizado por Euclides. Fazemos a separacdo de cada elemento da Geometria das
Dimensoes, destacando propriedades, deduzindo leis de formagéo, produzindo distintas
reconstrucdes por reconfiguracdo mereoldgica, realizando reconstrucBes instrumentais,
formas distintas para essas reconstrucdes. O conhecimento, por meio de sua particdo em
Elementos, evidencia como esses elementos estdo interligados e como sdo criados um a

partir do outro.
2.3.4 - A Teoria das Situacdes Didaticas (TSD)

Desenvolvemos ao longo desse trabalho formas de se observar a Geometria, com 0
objetivo de se produzir trabalhos futuros, que facilitem o ensino das Dimensdes na
Geometria. Uma dessas formas, em nossa preocupacgdo é a aplicacdo da Metodologia de
ensino através da TSD, Teoria das SituacGes Didaticas (BROSSEAU, 2002). Um desses
itens de importancia, em que o Professor depois da aplicacdo dos jogos, necessitara para
reduzir as dimensdes aos seus elementos Institucionais, Gltimo momento dialético do
método da TSD, e que nos preocupamos com esse momento, foi a da preparacao para esta
fase, de quatro Principios Analogicos Dimensionais, que desenvolvemos mais adiante com

esta finalidade.
2.3.5 - Visoes em torno das Dimensoes

Foi realizado ao longo dessa pesquisa uma série de revisdes e acréscimos no tema
da Geometria das Dimensfes. Ao longo desse desenvolvimento obteve-se uma curiosa

equacdo, a Equacdo Geométrica das Dimensdes, que acrescenta uma nova variavel
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dimensional a cada dimens&o e que curiosamente, resulta sempre igual a unidade para todas
as figuras geométricas de qualquer dimensdo analisada. Adaptou-se, com novas definicGes,
também essa equacao a familia de figuras circulares.

Encontramos no século XVI1II, uma equacao parecida com a equacgdo dimensional,
mas ndo completa, e somente valida para o caso da terceira dimensédo, que é a equacdo de
Leonhard Euler (1707-1783), que relaciona trés dessas variaveis dimensionais, Vértice,
Aresta e Face, véalida para as figuras tridimensionais convexas. (COURANT, ROBBINS,
2000)

V—-—A+F=2.

Esta foi uma visdo parcial de um modelo mais extenso, agora delineado no modelo
da Geometria das Dimensdes.

No desenvolvimento da Geometria das Dimensdes, procuramos aplicar o0 método
referenciado por Euclides, o dos Elementos, a maneira de ir buscando cada um dos
Elementos parciais, um a um e classificando-os.

Procuramos aplicar neste trabalho a Teoria dos Registros de Representacdo
Semidtica, TRRS, no Capitulo 4, onde alternamos sua aplicacdo a cada passo, entre quatro
tipos de Registros de Representacdo Semiética, segundo Duval (2005), o Registro Figural,
0 Registro da Lingua Materna, Registro Tabelar e o Registro Algébrico, e raramente
usamos o Registro Grafico, para generalizar nosso Modelo e suas Equacdes para qualquer
Dimensdo D. Ao final do Capitulo, demonstramos que estas Equacbes de Recorréncia
deduzidas valem até uma dimensdo D-ésima qualquer inteira.

E em cada elemento de cada dimensdo, acrescentamos formas de fixacdo da
Teoria, apoiando-nos na TSD. No desenvolvimento desta aplicacdo, acrescentamos
conceitos a partir de institucionalizacGes para cada Familia de Figuras.

De forma surpreendente, o que classificamos aqui como sendo as Varidveis
Dimensionais Geométricas (VDG) tdo citadas dentro da Geometria, aparece aqui como
elementos essenciais dentro da classificagdo Dimensional, com fortes e naturais valores de
importante discernimento e regidas por equacgdes universais como veremos. Acima da
dimensdo cinco, foram adotadas as tabelas e as relacGes algébricas de recorréncia, validas
em cada familia de figuras, com leis matematicas bem estabelecidas. Das dimensdes acima
da dimensdo quatro, ou seja, da dimensdo cinco em diante, ficam mantidas as relagdes
rigidas entre as VDG, apesar da perda do Registro Figural. Portanto, adotamos neste caso

apenas 0s Registros discursivo, tabelar e algébrico, que se empobrece pela perda da
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visualizacdo geométrica. Mas, nos mostra que apesar de ainda ndo fazer parte de nossas
visualizagdes geométricas, pode ser que um dia venha a fazer, apresentando suas variaveis
crescentes e D-dimensionais quaisquer em existéncia matematica concreta e légica.

Portanto ressaltamos aqui, que na dimensdo zero, aparece a variavel dimensional
Vértice, V, e que ela reaparecera em todas as figuras em dimensdes superiores, pois a
dimensdo zero reverbera virtualmente todas as dimensdes superiores. Na dimensdo um,
aparece a varidvel dimensional Aresta, A, que reaparecerd em toda a sua complexidade,
inclusive em estados fracionarios, em todas as figuras nas dimensdes superiores. Na
dimensdo dois, aparece a variavel dimensional Face, F, o plano como variavel inteira ou
fracionaria, aumentando seu numero de aparecimentos, a medida que a diversidade de
figuras em dimensdes superiores, se torna mais complexa. Na dimens&o trés, aparece a
variavel dimensional Sélido, S, que se multiplica em diferentes formas na dimenséo quatro.
E na dimensdo quatro, aparece a variavel dimensional Hipersolido, H, que se apresenta
mais complexa. J& a dimensdo cinco em diante que ndo podemos discorrer no Registro
Figural, pode ser representada nos Registros discursivo, tabelar e algébrico para “enxergar”
suas conformacdes.

Observamos as relacdes abaixo das dimensdes, com seu elemento representativo,
ou seja, sua variavel dimensional geométrica associada.

Dimensao Zero « Ponto « Vértice (V)

Dimensdo Um « Linha < Aresta (A)

Dimensdo Dois < Superficie « Face (F)

Dimensdo Trés « Objeto « Solido (S)

Dimensédo Quatro < Hiperobjeto « Hipersolido (H)

Dimenséo Cinco « Hiper-5-objeto < Hiper-5-solido (Hs) ...

A Equacdo Fundamental da Geometria das Dimensfes vale por analogia as
dimensGes maiores do que a dimensdo quatro, até uma dimensdo D qualquer, como
mostraremos no Capitulo 4.

Debateremos as mdaltiplas defini¢cbes de dimenséo, no préximo Capitulo por meio
de seus varios usos, oferecidas pela linguagem, indo até aquela que nos interessa sob o
ponto de vista desta pesquisa da Geometria das Dimensdes. A logica e o desenrolar

crescente e analdgico das dimensdes sdo nossos parametros em foco.
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Parte-se do nivel da dimensao zero, a partir dos modelos sugeridos por Duval
(2005) para as Reconstrugdes Dimensionais, auxiliado das Reconfiguracbes Mereoldgicas
Heuristicas, indo em construces crescentes até a dimensdo quatro geometricamente. A
partir da dimensdo 5, 5D, passamos a debater apenas 0s numeros organizados em tabelas
que obedecem as leis matematicas e as Equacdes que relaciona e encontra esses numeros
em qualquer dimensdo, apoiando-se nos Registros Discursivo, Tabelar e o Algébrico.

Caminhamos nas analogias validas na construcdo de dimensdes tanto inteiras
como fracionarias. Para a construcdo das dimensbes fracionarias, apoiamo-nos
principalmente nas geometrias ndo euclidianas, e nas aplicagdes na Astrofisica ligada a
Gravitacdo na Teoria da Relatividade Geral que se utilizou da Geometria Riemanniana, que
ja havia trabalhado com dimens6es até a dimenséo quatro.

Existe o conceito de fractal, desenvolvido na matematica e aplicado
principalmente no desenvolvimento da Teoria do Caos, 0 qual se atribui a um objeto
geométrico, que pode ser dividido em partes repetitivas e que essas partes, tém
semelhancas, com o seu objeto original. Tais fractais tém uma infinidade de partes que séo
congruentes e similares, aparecendo em escalas diferentes, e apresentando-se repetidas
vezes, de forma recorrente ou iterativa.

Este termo fractal, foi criado na década de setenta, pelo matemaético franco-
americano, Benoit Mandelbrot (1924-2010,86), nascido na Polonia, e foi inspirado no
adjetivo latino, fractus, do verbo frangere, que significada quebrar. Este conceito esta mais
ligado ao conceito de Reconfiguracdo Mereoldgica de Duval.

Este conceito ndo atendeu a nossas expectativas de desenvolvimento para as
dimensdes intermediarias e que chamamos aqui de fracionarias, uma vez que nosso
referencial de construcdo dessas dimensdes fracionarias € outro. A maneira que a
utilizamos é como um encurvamento para uma dimensdo superior. NOs definimos as
dimens@es fracionarias nesta pesquisa, utilizando como referenciais tedricos, a Teoria da
Relatividade Geral, ou seja, uma estrutura tridimensional, encurvada para uma quarta
dimensdo, e as Geometrias ndo Euclidianas. Por isso, desenvolvemos nesta pesquisa uma
maneira logica de obtencdo das dimensdes fracionarias em dimensdes inferiores, abaixo de
trés dimensdes, para suprir os estados intermediarios entre as dimensdes.

Para relacionar as diversas dimensdes, recorremos a Principios Analdgicos,

apoiando-nos nos conceitos associados a Analogia, elemento essencial do pensamento, do
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aprendizado, essencial ao uso da inteligéncia no ser humano e que foi descrito por
Avristoteles em 350 a.C. (ARISTOTELES, 2003, p. 222,375,376,476).

Como sugestdo de trabalhos futuros, de aplicacdo para facilitar a aprendizagem e
organizar o ensino, sugerimos a aplicacdo da estrutura da Teoria das Situacdes Didaticas
(TSD) de Guy Brousseau. Para isso ja deixamos algumas InstitucionalizacGes engatilhadas
neste trabalho, através dos Principios Analdgicos.

Visando que o desenvolvimento da pesquisa aqui realizada, atinja os objetivos
necessarios para o estudo da Geometria das Dimensfes, no que tange a estrutura de sua
aplicacdo no ensino, almejamos que ela produza a partir desse projeto, um aumento na

facilidade de aprendizagem aos estudantes do ensino basico.
2.4 - TEORIA DOS REGISTROS DE REPRESENTAC}AO SEMIOTICA (TRRS)

O psicélogo francés Raymond Duval (1937,-, 82), nascido em 1937, hoje com 82
anos, desenvolveu sua obra na década de 80, com varios artigos e com o primeiro livro
sobre a Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica (TRRS) para aplicagdo na
Educacdo Matemaética publicado em 1995.

Podemos representar um objeto matemético por meio de varios Registros de
Representacdo Semidtica (RRS) diferentes, como por meio de um texto discursivo
conceitual (registro da lingua materna), por relacbes numéricas (registro numérico), por
meio de uma figura (Registro Figural), um grafico (registro grafico), uma tabela (registro
tabelar), uma férmula (registro algébrico).

Segundo Duval (2005), em seu trabalho sobre visualizacdo em geometria, pode
haver muitos maneiras, formas, etapas, modelos distintos para realizar tipos diferentes de
Reconstru¢cbes Dimensionais, ou seja por meio das Reconfiguracbes Mereoldgicas
Heuristicas da qual nos utilizaremos como método essencial, para a realizacdo do
crescimento dimensional, mas podendo também ser por meio da Reconstrucdo
Instrumental, ou ent por meio da semente infinitesimal geométrica de uma dimenséo

inferior.

Em seu artigo “Registros de Representagdo Semiotica e funcionamento cognitivo
do pensamento”, Duval (2012, p. 56), enfatiza o fato de que “um objeto matematico nao

deve jamais ser confundido com a representacdo que se faz dele,[...] e que a distin¢éo entre
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um objeto e sua representacdo é portanto, um ponto estratégico para a compreensdo da

matematica”.

Assim, Duval questiona e enfatiza o paradoxo de “como os sujeitos em
aprendizagem poderiam ndo confundir os objetos matematicos com as suas representagoes

semioticas, se eles podem tratar apenas com as representacdes semioticas?”’

Existe a ilusdo introspectiva de que o atual pensamento do objeto
precederd a producdo de sua semiética representacdo. As representacoes
mentais sdo representacBes semidticas internalizadas. Esta producéo é
primeiro uma objetivacdo. A producédo da representacdo semidtica precede
de alguma maneira 0 pensamento dos objetos que sdo representados.
(DUVAL, 2017, p. 70, traducéo nossa))*

Duval afirma que é uma ilusdo que o atual pensamento do objeto precedera a
producdo de sua representacdo semidtica. E que as representaces mentais sdo
representacdes semidticas internalizadas. Ou seja, que saber trazer, ou conhecer a
linguagem, ou trazer da noese em direcdo a semiose € essencial para o verdadeiro saber. E

ndo € sO para saber ensinar, mas para a propria conscientizacdo do verdadeiro saber.

Duval estabelece que é necessario dominar trés atividades cognitivas fundamentais
ligada a semiose: (a) aprender a falar compreensivelmente através de uma representacao
identificavel; (b) conhecer as regras de tratamento proprio, conformidade, expansao
discursiva e enunciacdo completa de cada registro; (c) Saber promover a conversdo de uma
representacdo em outra. (DUVAL, 2012, p.266-272)

Duval em seu livro (DUVAL,1995, p. 40,41,42), nos esclarece:

A conversdo é a transformacdo da representagdo de um objeto, de uma
situacdo ou de uma informacdo dada dentro de um registro de uma
representacdo deste mesmo objeto, desta mesma situacdo ou desta mesma
informacdo dentro de um outro registro [...]. Em realidade, a escritura
decimal, a escritura fracionaria, e a escritura com expoente,
constituem trés registros diferentes de representacdo de niumeros. Em
efeito, da escrita de um namero, é necessario distinguir a significacao
operatoria ligada ao significante e 0 nimero representado. Assim a
significacdo operatdria ndo é a mesma para 0,25, para ¥4 e para 25.102,
Pois ndo sdo para os mesmos procedimentos de tratamento que se permite
defender as trés adi¢Ges seguintes:

0,25+0,25=0,5

! There is, then, the introspective illusion that the actual thought of the object would precede the production of
its semiotic representations. Mental representations are internalized semiotic representations. This production
is first an objectification. The production of semiotic representation precedes somehow the thought of objects
that are represented. (DUVAL, 2017, p. 70)
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Ya+Y=%=05
25.102 +25.102=50.102=0,5

Cada um destes trés significantes “0,25”, “1/4”, “25 x 10?’ a uma
significacdo operatoria é diferente, mas representam, portanto, 0 mesmo
nimero. (DUVAL, 1995, p.40-42)?

Conforme, portanto, o exemplo acima, temos aqui, segundo Duval (2009) nos
alerta, “trés registros diferentes de representacio de niumeros”, segundo o qual, 0s

elementos abaixo relacionados podem ser assim denominados.

0,25 + 0,25 = 0,5 registro numérico decimal
Ya+ Y4 =% =0,5 registro numérico fracionario
25.102 + 25.102 = 50.102 = 0,5 registro numérico com expoente

As formas de representacdo no registro numerico, produzidas em duas parcelas de
soma, para se obter o nimero que representa metade da unidade, 0,5, a primeira das formas
dessa representacdo foi (a) na forma decimal; a segunda (b) na forma de fracOes; e a

terceira (c) na forma de expoentes em poténcia de dez.

Podemos ter os principais Registros de Representacdo Semiotica segundo Duval:
Registro Numérico, Registro Grafico, Registro Figural, Registro Tabelar, Registro
Algébrico e Registro Discursivo da Linguagem Materna.

Podemos destacar na Figura 1, uma ordem de classificacdo dos elementos
dimensionais comecando pelas estruturas mais genéricas que abarcam as mais particulares
como:

(@) os tipos de linguagem sdo abarcados por quatro distintos tipos de Registros de
Representacdo Semidtica, o Figural, o Discursivo da lingua materna, o Tabelar e o

Algébrico

2 “La conversion est la transformation de la représentation d’un objet, d’une situation ou d’une information
donnée dans un registre en une représentation de ce méme objet, de cette méme situation ou de la méme
information dans a un autre registre...En réalité ’écriture décimale, I’écriture fractionnaire et I’écriture
avec exposant, constituent trois registres différents de représentation des nombres. En effet, dans
I’écriture d’un nombre, Il faut distinguer la signification opératoire attaché au signifiant et le nombre
représenté. Ainsi la signification opératoire n’est pas la méme pour 0,25, pour %, et pour 25.1072. Car si ne
sont pas les mémes procédures de traitement qui permettent d’effectuer les trois additions suivantes :

0,25+0,25=0,5
Ya+Ya=%=0,5
25.102+25.102=50.102=0,5

Chacun de ces trois signifiants “0,25”, “1/4”, “25 x 10®” a une signification opératoire différente mais
représente cependant Le méme nombre.” (DUVAL, 1995, p. 40,41,42)
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(b) estes Registros abarcam trés conjuntos de Familias Dimensionais que desenvolvemos
a Familia Dimensional 1 ou do Quadrado-Cubo; Familia Dimensional 2 ou do
Tridngulo-Tetraedro, e a Familia Dimensional 3 ou do Circulo-Esfera, familias que
também se pode denominar de CEGED (Conjunto de Elementos Geomeétricos
Entrelacados Dimensionalmente 1,2 e 3)

(c) essas Figuras das Familias estdo distribuidas dentro de cada Dimensdo D qualquer
D=0, 1, 2,3, ..

(d) aparecem a partir de sua Forma Figural que se deseja representar

(e) cada forma figural possui associado a ela um certo NUmero cada uma das Variaveis
Dimensionais Geométricas Externas, ou nimeros do VAFSH (nimero de Vértices, de
Avrestas, de Faces, de Solidos, de Hipersolidos, ...), para cada figura diferente

(F) como preliminar de Reconstrucdo Dimensional sempre realizamos na escala crescente
de dimensdo a partir de uma dimensao imediatamente inferior, uma Reconfiguracéo
Mereoldgica Heuristica, ou seja, infinitos recortes da dimensdo inferior (infinita) em
formas adequadas ao tipo de reconstrucdo desejada para a dimenséo superior e dando a
cada uma delas um respectivo incremento infinitesimal em direcdo a dimenséo superior

(g) para se ascender de dimensdo, produz-se entdo uma respectiva Reconstrucdo
Dimensional da familia adotada em dimensdo crescente unindo-se as partes

incrementadas em seus incrementos para a dimens&o superior.

Figura 1 - Uma classificagcdo dada a cada uma das figuras Geométricas formadas dentro da taxonomia
da Figura, suas caracteristicas e tipo de reconstru¢do dimensional adotada

Registro de
Representacao
Semiotica:
Figural, Discursivo da
lingua materna,
Algébrico e de
Tabelas

Familia Dimensional

Dimensio Forma Figural

Reconfiguragdo ( Reconstrucao
Mereolégica com \ Dimensional
cremento Infinitesimal

Fonte: Construcdo prépria
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O Quadro 1, fornece figuras exemplo, no caso o cubo, o tetraedro e a esfera com a
respectiva taxonomia classificatoria da hierarquia dada na Figura 1, indicando em suas
linhas em ordem crescente de classificacéo:

(@) os Tipos de Registros podem oscilar para os varios elementos em anélise

(b) a Familia Dimensional poder ser a Quadrado-cubo, Triangulo-tetraedro, Circulo-

esfera, etc.

(c) a Dimensdo pode ser escolhida para a Familia em questdo: D=0,1,2,3,4,5,...

(d) a Forma Figural ficara definida apos ser escolhida a Familia e a Dimensao

(e) o nimero associado a cada Variavel Dimensional Geométrica (VDG) externa de cada
figura (numeros de Vértices, Arestas, Faces, Sélidos, Hipersdlidos, ...), terdo seus
valores bem definidos, dependendo das escolhas anteriores

() na dimensdo imediatamente inferior fica a partida para a Reconfiguracdo
Mereoldgica Heuristica de cada Figura e o corte especifico para ser dado a ela e o seu
respectivo incremento infinitesimal;

(g) das figuras da dimens&o anterior e seus incrementos infinitesimais que deverao ser
colados em direcdo a nova dimensédo para a formacao da Reconstru¢do Dimensional
ou mesmo a realizacdo de antem&o de uma Reconstrucdo Instrumental.

Quadro 1 - Caracteristicas Classificatdria de Elementos Geométricos distintos dados em exemplo

Cubo Tetraedro Esfera

Taxon\
Elemento Geométrico

) Figural, Discursivo da lingua Figural, Discursivo da lingua Figural, Discursivo da lingua
Registro " - -
materna, Tabelar e Algébrico materna e Algébrico materna e Algébrico
Familia Dimensional 1 (Quadrado-Cubo) 2 (Tridngulo-Tetraedro) 3 (Circulo-Esfera)
Dimensdo Trés Trés Trés
Forma Figural Cubica Tetraédrica Esférica
Numeros do VAFSH 8,12,6,1 4.6,4,1 2,2,2,1
Dimens&o e Tipo para a partir de 2D, infinitos a partir de 2D, infinitos a partir de 2D, infinitos circulos
Reconfiguragdo Mereoldgica quadrados de lado € com tridngulos de lados ¢ de raios € em rotagdo com rd¢
incremento dz decrescentes com dz
Modo de Reconstrugdo Quadrados paralelos em diregdo Triangulos Equildteros Circulo rotacionado pelo
Dimensional a3D decrescentes na 3D didmetro para a 3D

Fonte: Construcéo prdpria
No Quadro 2, apresentamos quatro tipos diferentes de Reconstrugoes
Dimensionais, do tridngulo e do cubo, mostrando visualizagcBes distintas para sua
Reconstrucao.
Como veremos no Capitulo quatro para cada visualizacdo de figura em cada
dimensao distinta, relacionaremos quatro tipos de Reconstru¢des Dimensionais.
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No caso do exemplo relacionado do Quadro 2, indicamos os Registros de
Representacdo Semidtica, utilizamo-nos dos Registros Figural Geométrico e o Registro
Discursivo da lingua materna, relativo ao triangulo equilatero e ao cubo. Indicamos quatro
tipos de visualizacbes didaticas, para cada figura, para facilitar o ensino ao aluno que se
prende mais a determinado tipo de entendimento, e ter a compreensdo do que se delineia,

diversificando as visualizages.

Quadro 2 - Exemplo de Reconstruc@es Dimensionais do Triangulo Equilatero e do Cubo, em quatro
Reconstrucdes Dimensionais diferentes

Registro Representacdo Quatro Reconstrugbes Dimensionais por Reconfiguraces
de Representacdo Semidtica Mereoldgicas ou Reconstrucdes Instrumentais ou semente-
Semidtica incremento dimensional a partir de dimenséo inferior

Quatro tipos de Reconstruges Dimensionais por meio de Reconfiguragdes
Mereoldgicas do Triangulo Equildtero (2D) nos Registros de Representacdo
Semidtica Figural e Discursivo da Lingua Materna

.'.Ir- .\'.
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riangulo de Sudp‘:rﬁc; iia inha Mereoldgica de instrumental instrumental
. . Equilatero = cyax infinitas retas  Rotagdo da Linha 2D/1D
Registro Figural e ~tg60° ¢
g_ g com y=tg60°x decrescentes de € 2D/1D
Registro
Discursivo da Quatro tipos de Reconstruges Dimensionais por meio de Reconfiguragdes
Mereoldgicas do Cubo (3D) no Registro de Representagdo Semidtica Figural e

Lingua Materna - !
Discursivo
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> g ; ] - ¢ 7
Cubo Semente- Reconfiguracdo Semente-infinitésima Reconstrugdo
infinitésima de Mereoldgica de de Volume de Instrumental
Volume do ponto infinitos superficie 3D/1D
dV = dxdydz quadrados dV = £%dz

Fonte: Elaborado pelo autor

Um dos principais artigos de Duval (DUVAL, 2005), que vem corroborar ao
presente trabalho sobre a Geometria das Dimensdes, nos da varias direcdes necessarias para

a realizacdo de nossa pesquisa.

Com relacdo a necessidade de articulacdo de diferentes registros de representacéo

semiotica, Duval afirma que:

A geometria € uma éarea do conhecimento que exige a articulacdo
cognitiva de dois registros de representacdo muito diferentes: a
visualizacdo de formas para representar o espaco e a linguagem para, a
partir dela, enunciar propriedades e deduzir outras novas. [...] Ha trés
tipos de desconstrucdo de formas: (a) a desconstrucdo instrumental para
construir uma figura, (b) a decomposicdo heuristica e (c) desconstrucédo
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dimensional. A desconstrucdo dimensional constitui o processo central
da visualizagdo geométrica. 3 (DUVAL, 2005, p. 5, traducéo nossa)

As ideias de Duval vém ao encontro com um dos objetivos centrais deste trabalho

pelo fato de que ele afirma no final desta citagcdo que

A desconstrucdo dimensional constitui o processo central da

visualizagcdo geometrica . (DUVAL, 2005, p. 5)

Ainda Duval aponta a importancia das formas de desconstrucdo e reconstrucao
dimensional, nas inumeras decomposi¢cdes e recomposi¢fes heuristicas mereoldgicas na
criacdo de estruturas geométricas variadas. Segundo Duval, ha trés tipos de desconstrucéo
ou reconstrucdo de formas: a reconstrucdo instrumental, a reconfiguracdo heuristica
mereoldgica e a reconstrucdo dimensional. No tipo ligado a reconfiguracdo heuristica
mereoldgica, podemos partir de qualquer dimensdo inferior, realizando visualizacdes
diferentes para as reconstrucfes dimensionais. Duval afirma que

A decomposi¢cdo heuristica por divisdo mereoldgica de formas
reconhecidas. A utilizacdo heuristica de uma figura exige
frequentemente que a observemos como se fossem pecas de um
guebra-cabegas. Contudo isso supde que a decomponhamos em
unidades figurais com 0 mesmo namero de dimensdes que a figura de
partida. Assim um triangulo (2D/2D) pode ser decomposto em outros
tridngulos (2D/2D). Mas também, um cubo material (3D/3D) ou qualquer
outro solido pode ser dividido em blocos que serdo também poliedros
(3D/3D). Essa divisdo, que chamaremos de uma divisdo mereoldgica
(divisdo de um todo em partes justaponiveis ou sobreponiveis), se faz
sempre para reconstruir com as partes assim obtidas, uma figura com
frequéncia muito diferente visualmente. Essa decomposi¢do se inscreve
entdo em um processo mais geral de metamorfose (para ndo dizer de
anamorfose, que é uma transformacdo por um processo de deformacéo
continua). A decomposicdo mereolégica das figuras é um dos
procedimentos mais antigos na histéria da geometria (EDWARDS,
1979).” # (DUVAL, 2005, p. 21, tradugdo nossa)

3 La géométrie est un domaine de connaissance qui exige l’articulation cognitive de deux registres de
représentation trés différents : la visualisation de formes pour représenter I’espace et le langage pour en
énoncer des propriétés et pour en déduire de nouvelles. ...l y trois types de déconstruction des formes : la
déconstruction instrumentale pour construire une figure, la décomposition heuristique et la déconstruction
dimensionnelle. La déconstruction dimensionnelle constitue le processus central de la visualisation
géométrique.” (DUVAL, 2005, Résumé)

4 «La décomposition heuristique par division méréologique des formes reconnues. L’utilisation heuristique
d’une figure exige souvent qu’on la regarde comme s’il s’agissait des piéces d’un puzzle. Mais cela suppose
que ’on décompose en unités figurales du méme nombre de dimensions que la figure de départ. Ainsi um
triangle (2D/2D) peut étre décomposé en d’autres triangles (2D/2D). Mais aussi, um cube matériel (3D/3D)
ou n’importe quel autre solide peut étre partagé en blocs qui seront aussi des polyédres (3D/3D). Ce partage,
que nous appellerons une division méréologique (division d’un tout en parties juxtaposables ou
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Aqui Duval evidencia a importancia da Decomposi¢do Mereoldgica Heuristica
de uma figura geométrica, como sendo um dos procedimentos mais antigos na historia da
geometria.

Neste procedimento define-se a Decomposicdo Mereoldgica
Heuristica como um processo de recorte de uma figura em sua proépria
dimensao, em um conjunto de partes do todo, como um quebra cabeca a

ser montado ou desmontado.

Este € um processo que posteriormente resultard na atividade de reconstrugédo
dimensional das figuras (Capitulo 4). O que caracteriza aqui a partir destas reconstrucdes o
desenvolvimento de um Modelo Epistemoldgico de Referéncia (MER) para o ensino da
Geometria das Dimensdes.

O autor (Duval), ainda, define a reconfiguracdo mereolégica heuristica em (a)
estritamente homogénea, quando os corte da figura tem mesmo formato da figura original,
em (b) homogénea, quando a figura de corte é diferente da figura de partida; e (c)
heterogénea quando se faz cortes de figuras diferentes entre si (DUVAL, 2005, p.21).

Veremos no Capitulo 4, que para fazer as Reconstrugdes Dimensionais, nos
utilizaremos dos cortes de figuras, reconfiguracbes mereoldgicas heuristicas, em cada
dimensdo, para inferir uma reconstrucdo dimensional em escala de dimensao superior, ou
seja: retirar do ponto, infinitos pontos; cortar uma reta em infinitos segmentos de reta;
cortar um plano em infinitos quadrados, tridngulos ou circulos; cortar o espaco em infinitos
cubos, tetraedros ou esferas; cortar o hiperespaco em infinitos hipercubos, hipertetraedros
ou hiperesferas.

Esses elementos de cortes mereoldgicos reconfigurados, serdo em um segundo
procedimento de transformacao, incrementados de um infinitésimo dimensional, elemento
de variagdo espacial tendendo a zero, na dire¢cdo da nova dimensdo a ser reconstruida
dimensionalmente. Sé ai, finalmente, se procedera com a forma de Reconstrucéo

Dimensional a ser realizada para a nova dimenséo.

superposables), se fait toujours pour reconstruire avec les parties ainsi obtenues une figure souvent tres
différente visuellement. Cette décomposition s’inscrit donc dans un processus plus général de métamorphose
(pour ne pas dire d’anamorphose, laquelle est une transformation par un processus de déformation continue).
La décomposition méréologique des figures est 1’'une des démarches les plus anciennes dans 1’histoire de la
géométrie.” (DUVAL, 2005, p. 21)
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E Duval ainda segue em suas observacbes a respeito das Reconstrucdes
dimensionais.

A caracteristica das figuras geométricas, em comparagdo a todos 0s outros
tipos de figuras, é que elas podem ser construidas com a ajuda de
instrumentos, principalmente com instrumentos produtores de tragos
1D/2D. O “denominador” corresponde a tomar em conta o espac¢o no qual
0 leque de representacdes sdo produzidas: — o de objetos fisicos que
podem ser manipulados fisicamente (nD/3D): maquetes de poliedros
(3D/3D), folha de papel que pode ser dobrada ou cortada (2D/3D),
barbantes que podem ser tensionados (1D/3D) como em um geoplano. Eu
chamarei esses objetos de “objetos maquetes” para distingui-los de
instrumentos que produzem um traco ou um tracado. — ou de um apoio
de suporte de projecdo (nD/2D) para a representacdo que sera entao
produzida pelos tracados ou por impressoes: areia, papel, tela eletrénica.
Isso permite, portanto, distinguir as atividades geométricas realizadas
materialmente e as atividades geométricas que sdo realizadas
representativamente. Frequentemente, os objetos maquetes sdo utilizados
para uma interpretacdo iconica das representacdes graficas. 1sso aparece,
muitas vezes, nas defini¢fes: a reta como um barbante tensionado ... E
isso esteriliza a abertura da representagdo.” (DUVAL, 2005, p. 17,
traducédo nossa)

Nestes comentarios, Duval se reporta as figuras dimensionais tiradas de objetos
fisicos que remontam representacfes na terceira dimensao, como os objetos maquetes e sua
compreensdo, em posicionamentos da n-ésima dimensdo percebida na terceira dimenséo
(nD/3D) e se reporta em exemplos da terceira dimensdo percebida na terceira dimensao
(3D/3D), da segunda dimensdo, percebida na terceira (2D/3D) e da primeira dimensao
percebida na terceira dimensao (1D/3D). E assim em analogia de menor dimensdo comenta
sobre os objetos da n-ésima dimenséo percebida na segunda dimenséo (nD/2D).

Fora a reconstrucdo dimensional, antecedida pela reconfiguracdo mereoldgica das
partes e o incremento infinitesimal, poderemos nos utilizar também da reconstrucao

dimensional instrumental, que facilita outros tipos de visualizag&o.

% “La caractéristique des figures géométriques, par rapport a tous les autres types de figures est qu’elles
peuvent se construire a I’aide d’instruments et principalement d’instruments producteurs de traces D1/D2. Le
“dénominateur” correspond a la prise en compte de I’espace dans lequel les représentations sont produites : —
celui d’objets physiques qu’on peut manipuler physiquement (nD /3D) : maquettes de polyedres (3D/3D),
feuille papier que 1’on peut plier ou découper (2D/3D), ficelles que 1’on peut tendre (1D/3D) comme avec un
géoplan. J’appellerai ces objets “objets maquettes” pour les distinguer des instruments produisant une trace ou
un tracé.— celui d’un support de projection (nD/2D) pour la représentation qui sera alors produite par des
tracés ou par des empreintes : sable, papier, écran électronique. Cela permet donc de distinguer les activités
géomeétriques réalisées matériellement et les activités géométriques qui sont réalisées représentativement.
Souvent les objets maquettes sont utilisés pour une interprétation iconique des représentations graphiques.
Cela apparait d’ailleurs dans les définitions : la droite comme une ficelle tendue... Et cela stérilise I’ouverture
de la représentation.” (DUVAL, 2005, p.17)
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E Duval nos enriquece ainda mais com suas observacdes sobre a importancia
epistemoldgica da compreensdo das interaches entre desconstrucBes e reconstrucdes

dimensionais.

A producdo de cada traco corresponde ao mesmo tempo, a uma instrucao
formulavel (as “figuras telefonadas”) ou formulada (no menu de um
software) e a mobilizagdo de uma propriedade geométrica em relagdo com
0 instrumento utilizado (compasso, régua ndo graduada, régua graduada
[...].- Em outras palavras, a atividade de construcdo de figuras, quase
sempre configuragdes de formas 2D/2D ou 3D/2D, repousa sobre a sua
desconstrucdo em tracados 1D/2D e 0D/2D. Contudo, nessa atividade de
desconstrucdo, toda a atencdo leva a reconstrucdo, pois a desconstrucao
das formas 2D/2D é automaticamente feita pelo instrumento, enquanto a
reconstrucao exige que se focalize sobre a ordem nas instrugdes a serem
dadas pelas operacdes de tracado a serem feitas. ® (DUVAL, 2005, p.17,
traducéo nossa)

Duval, nos indica o caminho para a constru¢do e desconstrucdo dos objetos
dimensionais e seus métodos de representacdo praticos, utilizando-se de instrumentos,
construindo figuras em varias dimens@es, mas, observadas a partir da dimensdo dois, ou
seja da3D/2D, ou da 2D/2D, ou da 1D/2D, ou finalmente da 0D/2D. Nos alerta que a
“Desconstru¢do Dimensional ¢ automaticamente feita pelo instrumento”, enquanto a
“Reconstrucao Dimensional exige sobre a ordem das instrugdes a serem dadas”.

E o autor ainda nos reporta novamente sobre as formas de desconstrucdo e

construcdo dimensional de Figuras Geomeétricas.

A maneira de ver necessaria em geometria: a desconstru¢do dimensional
das formas. A maneira matematica de ver as figuras consiste em
decompor qualquer forma discriminada, isto é, reconhecida como uma
forma nD/2D, em unidades figurais de um numero de dimensdes
inferior aquela desta forma. Assim a figura de um cubo ou de uma
piramide (3D/2D) é decomposta em uma configuragdo de quadrados, de
triangulos etc. (unidades figurais 2D/2D). E os poligonos séo por sua vez
decompostos em segmentos de retas (unidades figurais 1D/2D). E as retas,
ou seus segmentos, podem ser decompostos em “pontos” (unidades
0D/2D) (infra Figura 2). Notemos que com 0s pontos saimos de
qualquer visualizacdo. De fato, os pontos s6 sdo visiveis quando
aparecem como a interseccdo de unidades 1D/2D (tracados secantes ou

9 A

tracados que formam uma ponta (“vértices”, “a4ngulos” ...). Dito de outra

6«pq production de chaque trace correspond a la fois & une instruction formulable (les “ figures téléphonées
) ou formulée (dans le menu d’un logiciel) et a la mobilisation d’une propriété géométrique en relation avec
I’instrument utilisée (compas, régle non graduée, régle graduée...). Autrement dit 1’activité de construction de
figures, presque toujours des configurations de formes 2D/2D ou 3D/2D, repose sur leur déconstruction en
tracés 1D/2D et 0D/2D. Mais dans cette activité de déconstruction toute I’attention porte sur la reconstruction,
car la deconstruction des formes 2D/2D est automatiquement faite par l’instrument tandis que la
reconstruction exige que 1’on se focalise sur I’ordre dans les instructions a donner pour les opérations de
tracage a faire.” (DUVAL, 2005, p.17)
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forma, a demarcacdo de um ponto sobre um tracado ou forma desse
tracado (por exemplo, para fixar as extremidades de um segmento ou seu
meio) é uma codificacdo simbdlica. Além disso, é a essa codificacéo
simbolica que se associam geralmente as letras!”’ (DUVAL, 2005, p. 20,
traducdo nossa).

Neste caso, Duval se refere as formas de decomposicéo e reconstrucéo de figuras
que passando de certas dimensdes, como elas seriam percebidas na dimensao dois (2D), ou
seja, de uma figura na terceira dimensdo (3D) e sua percepcdo na segunda dimensdo
(3D/2D), como é o caso do cubo representado na dimensdo dois da Figura 2, ou um
tetraedro (3D) representado na dimens&o dois (2D). Ainda assim, se refere as figuras que na
dimensdo dois, como sdo percebidas na mesma dimensao dois (2D/2D), como é o caso do
quadrilatero da Figura 2; e ainda figuras que da dimensdo um, como seriam percebidas na
dimensdo dois (1D/2D), como € o caso da formacdo de quatro retas individuais que formam
o0 quadrilatero, e finalmente se refere a dimenséo zero, o ponto (0D), sendo percebido da
dimensdo dois (2D) (0D/2D), como é o caso dos pontos, vértices notaveis de intersec¢cdo
entre as quatro retas. Ver a Figura 2.

Como nos estabelece Duval (DUVAL, 2005, p.5) que

A visualizacdo ndo icbnica implica que se desconstruam as formas ja
visualmente reconhecidas. Ha trés tipos de desconstrucdo de formas: (a)
a desconstrucdo instrumental para construir uma figura, (b) a
decomposicdo heuristica e (c) desconstrucdo dimensional. A
desconstrucé@o dimensional constitui o processo central da visualizacao
geométrica.”® (DUVAL, 2005, p.5)

Neste caso, vamos destacar a parte final desta citacdo de Duval

" “La maniére de voir requise en géométrie : la déconstruction dimensionnelle des formes. La manicre
mathématique de voir les figures consiste a décomposer n’importe quelle forme discriminée, ¢’est-a-dire
reconnue comme une forme nD/2D, en unités figurales d’un nombre de dimensions inférieur a celui de
cette forme. Ainsi la figure d’un cube ou d’une pyramide (3D/2D) est décomposée en une configuration de
carrés, de triangles, etc. (unités figurales 2D/2D). Et les polygones sont a leur tour décomposés en segments
de droites (unités figurales 1D/2D). Et les droites, ou les segments, peuvent étre décomposés en “points”
(unités 0D/2D) (infra Figure 2). Notons qu’avec les points nous sortons de toute visualisation. En effet, les
points ne sont visibles que lorsqu’ils apparaissent comme I’intersection d’unités 1D/2D (tracés sécants ou
tracés formant un coin (“sommets”, “ angles ”...)). Autrement dit, le marquage d’un point sur un tracé ou hors
de ce tracé (par exemple pour fixer les extrémités d’un segment ou son milieu) reléve d’un codage
symbolique. C’est d’ailleurs a ce codage symbolique que 1’on associe généralement des lettres !” (DUVAL,
2005, p.20)

8 « La visualisation non iconique implique que [’on déconstruise les formes déja visuellement reconnues. Il y
trois types de déconstruction des formes: la déconstruction instrumentale pour construire une figure, la
décomposition heuristique et la déconstruction dimensionnelle. La déconstruction dimensionnelle constitue
le processus central de la visualisation géométrique.” (DUVAL, 2005, p.5)
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“A desconstrugdo dimensional constitui o processo central da

visualizacdo geométrica.” (DUVAL, 2005, p.5)

Este é o efeito fundamental em que nos baseamos para o desenvolvimento deste
trabalho. O desenvolvimento do ensino no paradigma da reconstrucdo ou desconstrucao
dimensional das figuras e das formas, é ressaltado pela questdo dimensional, como nos
reafirma Duval (2005).

O autor define a Desconstrucdo Instrumental (DI), como sendo a préatica de
separar em partes uma figura por meio da utilizacdo de instrumentacdo para sua
desconstrucéo.

No item seguinte, Duval denomina de Desconfiguracdo Heuristica Mereoldgica
(DHM) a decomposicdo de uma figura mais completa, em partes, como um quebra cabeca,
em que estas partes pertencem a mesma dimensdo da figura de partida.

E Duval define a Desconstrucdo Dimensional (DD) das formas, como sendo a
maneira de produzir a decomposi¢do de uma forma ou figura, em dada dimenséo definida,
em unidades figurais de dimens&o inferior a dimensao da forma.

Utilizar-se-a4 no Capitulo 4, da construcdo das partes dos elementos da Geometria
das DimensGes sempre a partir de uma dimenséo inferior para uma dimensao superior. Este
seria um mecanismo inverso de Desconstru¢do Dimensional. Partiremos de uma dimenséo
inferior completa, retaliada em infinitas formas, quebra cabeca de formas de todo o espaco
dimensional inferior, ou seja, uma desconfiguracdo mereologica heuristica. Em cada um
desses pedacos se acresce um infinitésimo ortogonal a eles, em direcdo a nova dimensao. E
somente ai se realiza a Reconstru¢do Dimensional.

A metodologia principal que se utiliza para a pesquisa da reconstrugéo
dimensional das formas e sugerido por Duval, esta especificado, como segue, trazendo
varios elementos distintos para essa reconstrucao.

Portanto, haverd o que se denomina de Reconstrucédo Dimensional por meio de
ReconfiguracGes Mereoldgicas. Assim, as partes da figura em dimensédo inferior, sdo
recolocadas repetidas vezes, de maneiras distintas, e por meio destas partes sua geometria
ficard completa na dimenséo superior. Assim, faremos uma Reconstru¢cdo Dimensional a
partir da realizacdo de uma Recomposicdo Mereoldgica das partes da dimensdo inferior

com seu posterior acréscimo de incrementos infinitesimais. Este é o principal e universal
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modo de Reconstrucdo Dimensional e método fundamental que nos utilizaremos sempre no
decorrer dos procedimentos de crescimento dimensional que realizaremos para cada
elemento em andlise de cada Familia Dimensional e mesmos nas dimensfes que ja ndo
enxergamos tdo bem figuralmente, como além da quarta dimensao.

Estabelecemos os elementos fundamentais abaixo que sempre nos utilizaremos

como Metodologia Fundamental, sine qua non, para as Reconstru¢6es Dimensionais.

PARA CADA FIGURA GEOMETRICA DESENVOLVIDA NO CAPITULO 4, SE PROPOE VISUALIZAGOES
EM QUATRO DIFERENTES TIPOS DE RECONSTRUCAO DIMENSIONAL, SEJA POR MEIO DE UMA
RECONFIGURACAO HEURISTICA MEREOLOGICA DA DIMENSAO IMEDIATAMENTE INFERIOR OU
POR MEIO DE UMA RECONSTRUCAO INSTRUMENTAL, OU POR MEIO DE UMA DIMENSAO
INFERIOR PARTINDO DE UMA SEMENTE-INFINITESIMA (Rpo, Rp1, Rp2, Rpz, Rpas )

PARTINDO DE UMA DIMENSAO IMEDIATAMENTE INFERIOR, USANDO UMA RECONFIGURAGCAO
MEREOLOGICA HEURISTICA, PARA RESULTAR EM UMA RECONSTRUGAO DIMENSIONAL
CRESCENTE ACIMA PODEMOS DESTACAR TRES PARTES FUNDAMENTAIS:

1. SE ESTABELECE UMA SUBDIVISAO OU UM RECORTE DE TODA A DIMENSAO INFERIOR, EM
INFINITAS PARTES DEFINIDAS DE ACORDO COM A CONSTRUGCAO FIGURAL QUE SE DESEJA, E O
QUE DUVAL DENOMINA DE RECONFIGURAGAO HEURISTICA MEREOLOGICA

2. TODAS ESTAS PARTES SUBDIVIDAS RECEBEM UM INCREMENTO INFINITESIMAL NA
DIRECAO DA NOVA DIMENSAO

3. CADA UM DESSES ELEMENTOS SERAO POSISIONADOS PARALELAMENTE AO INCREMENTO
RECEBIDO, NA DIRECAO DA NOVA DIMENSAO (SUPERIOR), ATE UMA DISTANCIA PRE-
DETERMINADA, PERFAZENDO ENTAO A RECONSTRUGCAO DIMENSIONAL, FINALIZANDO A
COMPOSIGCAO DA NOVA FIGURA GEOMETRICA NA DIMENSAO SUPERIOR

PODE-SE REALIZAR TAMBEM DIRETAMENTE SUA RECONSTRUCAO, NA DIMENSAO DADA (OU
PROJECAO EM DIMENSAO INFERIOR) POR MEIO DE UMA RECONSTRUGAO INSTRUMENTAL.

PODE-SE REALIZAR A RECONSTRUGCAO DIMENSIONAL PARTINDO DE UMA DIMENSAO
INFERIOR QUALQUER, PRINCIPALMENTE A DIMENSAO ZERO, UTILIZANDO UMA SEMENTE-
INFINITESIMA ALGEBRICA.

E O QUE VEREMOS PARA CADA FAMILIA GEOMETRICA NAS RECONSTRUCOES DIMENSIONAIS
CRESCENTES QUE APLICAREMOS NO CAPITULO 4.

A Mereologia constitui o estudo l6gico-matematico das relagdes entre as partes e o
todo, e das relagdes entre as partes no interior do todo.
Na Figura 2, Duval nos apresenta a formacgéo das partes de cada dimensdo (0D,

2D, 2D, 3D), vista sob a Gtica ou representacdo da dimenséo dois.
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Figura 2 - Figura apresentada por Duval (DUVAL, p.47, 2005), com traducdo com a Representacio das
dimens@es 0D,1D,2D e 3D vista da 2D em uma desconstrugdo dimensional

NOME DAS
DIMENSOES

VISUALIZACAO DISCURSO <<FORMAL>> DE
EXPOSICAQ

3D/2D

Um poliedro

A

2D/2D

Um poligono que &, seja uma FACE do
poliedro, ou, seja a FIGURA OBTIDA POR
UM PLANO DE INTERSECGAO de um
outro poliedro

A

‘Illl

1D/2D

0D/2D

: _ \ « Asretas tém entre elas, relagdes  *
A (PERPENDICULARES, PARALELAS,
' / \ CONCORRENTES, etc.) que permitem
/ \ distinguir as propriedades de poligonos e’
/ \ as retas se reduzem a segmentos.
— = Dai a possibilidade de compara-las, e a
/ nogdo de MILIEU

n @ Os pontos podem ser a intersec¢do de
retas ou pontos de um poligono
E que ndo sdo arbitrdrias que se marcam
. sobre uma reta ou sobre um plano e que
parecem independentes

<

?llllllll ll,lllllllllll man

Fonte: DUVAL (2005, p.47)

Os pontos, Vértices, da dimensdo zero (0D/2D), que pelo poliedro apresentado na

figura superior, o cubo

, poderiam ser o0s vértices posicionados de um quadrado, mas como

generalizacdo, Duval colocou a figura de um quadrilatero qualquer.

Na ligacdo desses pontos por meio de retas, surgem as retas como formacgdes

(1D/2D) unidimensionais, ou poderia ser 0s segmentos de retas.

Caracterizando os segmentos terminados nos vertices, haveria a formacéo da face,

0 que caracteriza na dimensdo dois a formagéo do poligono (2D/2D).

Finalmente essas faces, no caso o poligono quadrado, se colocados lado a lado na

direcdo da nova dimensdo, ou na direcao ortogonal a face, havera a formacgéo do poliedro

no caso, 0 cubo.

Sobre a reconstrucgéo e desconstrugdo dimensional com exemplos, se refere Duval.

A desconstrucdo dimensional apresenta duas caracteristicas que a opdem
ndo somente & decomposicdo mereoldgica, mas igualmente a
desconstrugdo instrumental. Ela se faz necessariamente em articulacdo
com uma atividade discursiva. Seria possivel até mesmo dizer que ela é
essencialmente de ordem discursiva. Para representa-la graficamente, é
preciso de certa forma transformar as figuras geométricas em esquemas.
Assim a Unica enunciacdo das propriedades caracteristicas de um
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paralelogramo, por exemplo, implica que se desconstrua
dimensionalmente uma figura simples 2D/2D em uma configuracdo de
unidades figurais 1D ou 0D/2D. Pois as propriedades de um objeto 2D/2D
(por exemplo, um paralelogramo representado abaixo por A) sao relagdes
entre objetos representados por unidades figurais 1D/2D (as configuracGes
B e C abaixo) ou 0D/2D. °* (DUVAL, 2005, p.23, traducéo nossa)

Neste discurso, Duval argumenta que como a representacdo é 2D, a figura 3D
representada em 2D, acaba por manter-se essencialmente dentro do registro discursivo (da
lingua materna), uma vez que na representacdo da dimenséo inferior a figura fica defasada,
tendo-se que justifica-la por meio dos conceitos discursivos associados. E o que ira
acontecer essencialmente na representacdo da estrutura de representacdo 4D/2D ou (nD/2D)

qualquer, onde utiliza-se o Registro discursivo, tabelar e o algébrico.

Figura 3 - Decomposicao de unidades figurais do paralelogramo por desconstrucéo dimensional.
(DUVAL, 2005, p. 23)

Fonte: Duval (2005, p. 23)
Como exemplo de desconstrucdo, as propriedades caracteristicas de um

paralelogramo de 2D percebido em 2D (2D/2D), de 1D percebido em 2D (1D/2D) e 0D
percebido em 2D (0D/2D), como mostra a Figura 3.

Do paralelogramo (A) mostra-se a desconstrucdo em quatro segmentos de reta

externas (B) ou o tracado das diagonais, passando pelos vértices.

% La déconstruction dimensionnelle présente deux caractéristiques qui 1’opposent non seulement a la
décomposition méréologique mais également a la déconstruction instrumentale. Elle se fait nécessairement en
articulation avec une activité discursive. On pourrait méme dire qu’elle est essentiellement d’ordre discursif.
Pour la représenter graphiquement, il faut en quelque sorte transformer les figures géométriques em schémas.
Ainsi la seule énonciation des propriétés caractéristiques d’un parallélogramme par exemple implique que
’on déconstruise dimensionnellement une figure simple 2D/2D en une configuration d’unités figurales 1D ou
0D/2D. Car les propriétés d’un objet 2D/2D (par exemple un parallélogramme représenté par A ci-dessous)
sont des relations entre des objets représentés par des unités figurales 1D/2D (les configurations B et C ci-
dessous) ou 0D/2D.” (DUVAL, 2005, p.23)
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Como nos justifica Duval.

A decomposicdo por desconstrugdo dimensional de formas
percebidas corresponde ao funcionamento profundo da visualizacédo
na geometria. Quando dizemos “funcionamento profundo”, queremos
dizer por essa qualificagéo que outras maneiras de ver, sdo as maneiras de
ver que ficam na superficie. E isso leva a modificar a no¢ao de “figura”,
quer se entenda essa palavra em seu sentido classico ou segundo a
oposicao entre desenho e figura, oposi¢do que na verdade é aquela entre o
carater particular de qualquer visualizacdo realizada e o carater geral das
propriedades do objeto representado. Para que uma figura dé lugar a uma
visualizacdo geométrica, ela deve emergir do que chamamos
anteriormente de um “circuito de visualizagdo” organizado em torno de
uma trama de tracados 1D/2D, pois a partir de uma rede de retas pode-se
fazer aparecer uma grande diversidade de formas 2D/2D. A resolugdo do
problema abaixo (Figura 4) da reproducao de uma figura com uma régua
ndo graduada permite colocar bem em evidéncia este processo.
(DUVAL, 2005, p. 25, traducéo nossa)

Esta primeira frase de Duval, na citacdo acima, nos motiva ao desenvolvimento da

pesquisa na Geometria das Dimensdes.

“A decomposi¢cdo por desconstrugdo dimensional de
formas percebidas corresponde ao funcionamento

profundo da visualizagdo na geometria.” (ouval, 2005, p. 25)

A Figura 4, mostra uma trama de desenhos de Duval (2005, p, 25) indicando a
decomposicdo de tracos, na decomposicdo de objetos, que juntos irdo compor a
reconstrucdo e desconstrucdo da figura em uma trama de amostragens de dimensdes. Veja
como nos relata Duval sobre ela, no texto que se segue. Observar que o reconhecimento de
varios tipos de figuras nesta trama faz parte do aprendizado geométrico, mostrando as

possibilidades de tracos e figuras que podem resultar de uma rede de retas, intersecdes,

0 La décomposition par déconstruction dimensionnelle des formes percues correspond au
fonctionnement profond de la visualisation en géométrie. Quand nous disons “fonctionnement profond”,
nous signifions par cette qualification que les autres maniéres de voir sont des maniéres de voir qui restent en
surface. Et cela conduit a modifier la notion de “ figure”, qu’on entende ce mot dans son sens classique ou
quon D’entende selon I’opposition entre dessin et figure, opposition qui en fait est celle entre le
caractere particulier de toute visualisation réalisée et le caractére général des propriétés de ’objet représenté.
Pour qu’une figure donne lieu a une visualisation géométrique elle doit émerger de ce que nous avons appelé
ailleurs un “circuit de visualisation” organisé autour d’une trame de tracés 1D/2D, car a partir d’un réseau de
droites on peut faire apparaitre une grande diversité de Formes 2D/2D. La résolution du probleme ci-dessous
(Figure 6) de la reproduction d’une figure avec une régle non graduée permet de bien mettre en évidence ce
processus.” (DUVAL, 2005, p.25)
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pontos, geracdo de poligonos, figuras inscritas, diagonais, multiplas visualizagfes em

geometria.

Figura 4 - Circuito de visualiza¢io organizado a partir de uma trama de desenhos (D) em
desconstrucao dimensional por meio de desconfiguracdes mereologicas em dimensdes menores: retas
(2D) e pontos (1D)

Um quadrildtero (pontilhado) inscrito > Coloque o quadrildtero pontilhado (sem
dentro de outro quadrildtero utilizar uma régua graduada)

—_ A

——-!1__,___ \ -,

©/ T

E muitas outras
figures

destacaveis deste

Quatro pontos de Vértice quadro elastico

Rede ou trama de retas geradas
-~

Fonte: Artigo de Duval (DUVAL, 2005, p.25)
Veja como nos acrescenta Duval nesta desconstrucdo do quadrilatero da Figura 4.

Para reproduzir dentro do quadrilatero (B) o quadrilatero pontilhado que
se inscreve no quadrilatero A, é preciso comecar a tragar as retas suportes
do quadrilatero (B). Obtém-se assim uma primeira rede de retas que pode
ser desenvolvida ao prolongé-las para fazer aparecer novos pontos de
intersec¢do e construir assim novas retas passando por esses pontos de
intersec¢do. Sobre a rede de retas (D) assim gerada, pode-se ver, isto é,
destacar uma grande variedade de poligonos, dentre os quais aqueles que
correspondem & configuracéo inicial (A). E esta trama subjacente que
permite passar de uma figura a outra, e entdo reproduzir a figura
requerida. Naturalmente, para pensar nessa solucao, é necessario ser capaz
de reconhecer nesta rede uma grande variedade de figuras.” ** (DUVAL,
2005, p.25, traducdo nossa)

L «pour reproduire dans le quadrilatére (B) le quadrilatere en pointillés qui est inscrit dans le quadrilatere A,
il faut commencer par tracer les droites, support du quadrilatere (B). On obtient ainsi un premier réseau de
droites qui peut étre développé en les prolongeant pour faire apparaitre de nouveaux points d’intersection et
construire ainsi de nouvelles droites passant par ces points d’intersection. Sur réseau de droites (D) ainsi
généré, on peut voir, ¢’est-a-dire détacher une grande variété de polygones dont ceux correspondant a la
configuration initiale (A). C’est cette trame sous-jacente qui permet de passer de passer d’une figure a une
autre, et donc de reproduire la figure demandée. Naturellement, pour penser a cette solution, il faut étre
capable de reconnaitre dans ce réseau une grande variété de figures.” (Raymond Duval, 2005, p.25)
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Duval (2017, p. 59) nos reporta sobre as dimensées em uma diversidade de
propésitos.

Podemos considerar as dimensfes das unidades figurais para analisar suas
funcionalidades cognitivas e suas variagdes, da maneira de olhar. As
unidades figurais que podem ser consideradas sdo cubos, pirdmides
esferas (3D), ou poligonos, circulos (2D), ou linhas retas, curvas (1D), ou
mesmo pontos (0D). Com respeito aos pontos, somente pontos marcantes,
como Vértices, intersecdes e extremidades, sao visiveis. Os outros pontos
podem ser marcados por uma codificacdo. Neste sentido uma unidade
figural (1D) em um visual continuo, representa em um caminho ambiguo
a matematica continua da linha real. Contudo isto ndo é suficiente, no que
precisamos para o substrato fisico destas unidades figurais, como o
modelo do cubo de madeira (3D/3D), moldes em cartolina (2D/3D). fios
extensivos ou um feixe de laser (1D/3D), as representagdes semioticas em
perspectiva (3D/2D), ou superficies de contorno fechadas (2D/2D) ou
curvas plotadas e linhas retas (1D/2D).”*? (DUVAL 2017, p.59, traducéo
nossa)

O autor nos alerta para as diferencas geométricas das dimensoes e suas diferentes
representacdes semioticas, como, poliedros, cubos, piramides, esferas (3D/2D), poligonos,
superficies de contorno fechadas, moldes em cartolina (2D/2D), linhas retas (1D/1D),
curvas plotadas (1D/2D) e pontos (0D/2D).

Duval (2005, 2017) assevera que a consideracdo dimensional é de grande
importancia didatica para o aprendizado do estudante. Esta é a base do desenvolvimento de
nosso trabalho, delinear e pesquisar todas as constru¢des dimensionais a partir da dimensao
zero, com o intuito do desenvolvimento do ensino, para que seja utilizado no ensino basico,
das criancas em suas primeiras percepcdes geomeétricas até o ensino universitario, dentro da

Geometria das Dimensoes.

2.5- ANOESE e a SEMIOSE

Ao debater sobre Registros de Representacdo, Duval se reporta muito sobre dois
elementos fundamentais do universo de representacdo, a nous, (voul, em grego) OU noese

(vonoif) em grego ou noesis em latim, e a semiose (onueiov, semeion), em grego, e

12 \We must consider the dimensions of the figural units to analyze the cognitive functioning of this change in
the way of looking. The figural units that can be recognized are cubes, pyramids, spheres (3D) or polygons,
circles (2D) or straight lines, curves (1D) or even points (OD). With respect to points, only the remarkable
points (vertices, intersection, and extremities) are visible. The other points should be marked by a coding. In
this sense, a figural unit 1D is a visual continuum that represents in an ambiguous way the mathematical
continuum of the real line. However, this is not enough, one must also distinguish the physical substrat of
these figural units, such as cube wooden models (3D/3D) or cardboard templates (2D/3D) or the extended
wires or a laser beam (1D/3D), from the semiotic representations in perspective (3D/2D) or closed contour
surfaces (2D/2D) or plotted curves and straight lines (1D/2D). (DUVAL, 2017, p.59)
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semiosis em latim. Assim fui buscar em sua origem de existéncia, esses dois conceitos, na

historia dos gregos, Grécia, 500 a.C.

Semio vem do grego e significa simbolo. A semiéticaestuda os simbolos
ou signos. Registrado por Parménides de Elea (520-455a.C.,75), na Grécia como semeion,
(onueiov) ou semiose. Parménides defendia a ideia de que existia um local de ideias
abstratas, o0 nous, ou noese, (vonol{ em grego) em que as mudancas ou as variagdes nao
ocorreriam e a existéncia era sem tempo. E que 0 nosso mundo era um mundo de
aparéncias e que representdvamos esse mundo de aparéncias como representagdes diversas
do nous, e estas representacOes resultaria na semeion, ou semiose, atualizada como
semidtica (MARIAS, 2015).

No universo do nous ou da noese, o entendimento das coisas ndo é no universo de
palavras, € no universo da intuicdo, sem linguagens, sem representagdes. O conhecimento
é, porque eu o conheco, eu sei, eu compreendo, e ocorre em um bloco de entendimento.
Quando gueremos nos comunicar, temos que transportar-nos a esse conhecimento incito,
intuitivo, para um tipo de representacdo. Traduzindo esta representacdo, dizemos que temos
que passa-la do estado da noese (sem representacdo, mas com o conhecimento abstrato,
mais completo), e lembrar dele na sua totalidade, para poder traduzi-lo em um tipo de
semiose (um dos tipos de representacdo dessa ideia original, a noese), utilizando uma das
representacdes escolhidas, em que a primeira delas acaba por ser o registro discursivo da
linguagem falada, para depois podemos passa-lo para o registro da linguagem escrita,
elaborando conceitos, hipoteses, formas, dissertacdes, teses, demonstracfes, refutacoes,
raciocinios, analogias, deducdes, inducdes, argumentacdes, elaborando estudos mais
aprofundados na matematica, se dirigindo aos registros figurais geométricos, aos
numericos, aos tabelar e aos registros algébricos, graficos, etc. Somente na semiética
podemos nos comunicar mutuamente, 0 modo da educacdo, no meio formalizado, até que

outros estudantes possam chegar a noese do conhecimento. Ou se lembrar ou se inserir.

A semidtica estuda a manifestacdo de véarios fendbmenos culturais, no estudo da
epistemologia generalizada: Linguagens distintas, Matematicas variadas, Fisicas modelares,
Biologias diversas, Psicologias em contrastes, Histdrias comparadas, Sociologias de
diversidades, Politicas possiveis, Justicas na eética, Artes em liberdade, Religides
ecuménicas, Ciéncias em geral, de forma que todas tem aplicacGes direcionadas e

semidticas, manifestacdes dirigidas e especificas da noese do pensamento. Ambos 0s
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termos, semiose e semiotica, sdo derivados da palavra grega semeion, onueiov. Estdo na

dimenséo da epistemologia, ou 0 estudo do conhecimento (MARIAS, 2015).

Parménides, Socrates e Platdo usavam a palavra noese, ou nous, (vonoil) para
designar as ideias em estado de abstracdo, que juntamente com a episteme, émictiun, o
conhecimento, compdem a verdadeira sabedoria, para desenhar os contornos da inteleccéo
mental, o raciocinio em abstracdo, ligada as compreensdes conceituais sem nomes, com
ideias genéricas, sem aplicabilidades especificas, sem direcdo objetiva, ideias produzidas
em diversidade e recebidas pelo pensamento. Ligadas a intuicdo, ao pressentimento, a
inspiracdo, ao insight, a sintonia, a afinizacdo, ao rapport, a sensibilizacdo, a percepcao

sutil, a serendipite, ao “cair da ficha”.

A noese ou 0 nous € o0 ato da inteleccdo virtual ou abstracdo maior. E Platdo a
emprega para evocar as coisas que sdo proprias do pensamento, a estimular o ato de
conceber pelo pensamento. Ao se traduzir o pensamento em simbologias e linguagem, ele
se transforma em uma diavoia, diavota, cujo significado é “traduzido pelo pensamento”,
para se tornar possivel uma compreensdo ou transmissdo conceitual ao outro. (DUVAL,
2009, p.15)

Sobre Parménides de Eléa (520-455) temos:

Parménides de Eléa falava dos objetos como entes, éos, €ov, 6n, ov, que
seria 0 conceito anterior ligado a eles, e junto com estes entes esta o0 nous,
0 vou(, ou a noese, vonoll que é o método junto a eles. Traduzido em
latim como mente, as vezes, pensamento e até espirito é o nous ou a
noese. Esta noese estd em essencial unidade com o 6n. Em seus escritos, a
deusa satda Parménides e lhe diz que é necessario conhecer-se tudo,
“tanto o coracdo inquebrantavel da verdade bem redonda, como as
opinides dos mortais, que ndo t€m a certeza verdadeira”, e lhe diz que
existe uma Unica via de que se possa falar, o desvelar, o descobrir, a
aleteia, aAnOet. A deusa lhe fala de duas vias, a da verdade e a da
opinido. A via da verdade ligada a noese e ao ente tem duas vertentes, a
via do que é, e a via do que ndo é. Ja a via da opinido esta ligada a
sensacdo das coisas, que possui a via do “que é e ndo é”. (MARIAS,
2015)

Esta fala da deusa em Parménides nos reporta a uma situacdo de analogia atual que
foi a descoberta dos conceitos da atual Mecanica Quantica. Na mecanica quantica,
aparecem as particulas que trazem em si a manifestacdo simultanea de particula (matéria) e
de onda (energia), comportamentos excludentes um do outro na pratica do mundo real, mas
ndo em sua existéncia virtual anterior a manifestacdo fisica, mas que quando observada e

dependendo da maneira como que € observada, ela se transforma, em apenas uma de suas
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duas manifestacdes fisicas, ou matéria ou onda, em um ou em outro, deixando a
ambiguidade da sua maneira de ser, esta manifestacdo fisica no momento da observacao é
chamada de “o colapso da fungdo de onda i (psi)”. Podemos fazer a analogia a Parménides
de que no virtual do pensamento, podem existir as duas coisas, como na matéria da
Mecanica Quantica, o é e 0 ndo é, sua manifestacdo fisica vai ser colapsada no momento da

escolha adequada.

Na Fisica, um ou outro estado séo totalmente excludentes um do outro e por isso
este fendmeno é denominado de dualidade onda-matéria. No entanto, em outras ocasides,
elas podem se encontrar em um estado virtual tal, ndo colapsados a um desses estados, em
gue nem tempo (sem causalidade), nem espaco (sem localidade) os limitam, perdem a
localidade no espaco e no tempo, e contém em si, ambos 0s estados coexistentes, energia e
matéria. No entanto, existem outros estados fisicos como, por exemplo, na observagdo de
um feixe de elétrons, eles a priori se encontram carregando os estados ambiguos de spin
meio e spin menos meio, rotacdo em um sentido e no sentido inverso, no virtual, no
momento da manifestacdo fisica € que ele escolhe um dos dois, ndo antes. Antes ele carrega
consigo as duas caracteristicas.

Quando estdo neste estado, ndo estdo em um estado de manifestacdo fisica, mas
um estado de virtualidade de ndo medicédo fisica.

Isto nos reporta ao estado nao fisico em que as ideias assim como a matéria, tem
um estado que é uno, completo, contém todas as manifestaces, mas quando nos utilizamos
dela, a trazemos para a vivéncia fisica, a colapsamos para uma das nossas realidades, ela
deixa de ser una e se manifesta como uma das realidades que nos interessa.

Reportando-se sobre 0s atributos dos entes, Parménides nos alerta:

Nos atributos do on, ov, do ente, para a noese, 0 on esta sempre presente,
mas para 0s sentidos as coisas podem estar longe ou perto, presentes ou
ausentes, mas para a noese, vou(, a mente, 0 pensamento, estd sempre
presente. Todos os entes, sdo, ficam envolvidos pelo ser, ficam reunidos,
sdo unos. Toda a multiplicidade de coisas ndo tem nada a ver com a
unidade do ente. O 6n é uno. Por isso, Parménides chega a dizer que o
ente é uma esfera, sem orificios de ndo ser. Este ente é imovel. O
movimento é entendido como um modo de ser, uma dualidade, mas o ente
é uno. Se eu divido uma coisa em duas, o ente fica tdo indivisivel como
antes, envolve igualmente as duas partes: a divisdo ndo o afeta em nada. O
ente é cheio, sem vazios, e 0 problema do vazio é muito importante em
toda a filosofia grega. E continua e o todo. Se houvesse algo fora do ente,
néo seria, e se houvesse algo fora do ente, este seria 0 ente. Pela mesma
razdo é ingénito e imperecivel. O contrario seria um ndo ser, o que é
impossivel. Estes sdo atributos dos entes e ndo das coisas, e € isto é algo
que se descobre da primeira via, a da verdade. (MARIAS, 2015)
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Sobre a opinido, a segunda via, ela pode ser verdade e erro. Quando existe um e
outro, s6 pode ser decidido a partir da verdade. A opinido ou doxa, do&a, Se atém as
informagdes do mundo, das coisas. Estas informagGes sd&o muitas e cambiantes.
Transformam-se umas nas outras e estdo em constante variacdo. A doxa entende esse
movimento, como um vir a ser, mas o ser, ndo se d& nos sentidos, mas na noese. Assim
sendo, a doxa, movendo-se na sensacdo e emocao, que € o que se tem, salta para o ser, sem
utilizar a noese, de que carece. E esta sua falsidade. A doxa tem como principal 6rgéo, a
sensacdo, aitcOnoil, aistosis, e esta, se compde de contrérios e por isso é perecivel como
as coisas. A opinido nem sempre tem a noese, que é imperecivel como o ser. (MARIAS,
2015).

Assim, Parménides interpreta 0 movimento como luz e trevas, como um iluminar-se
e obscurecer. O vir a ser € um vir a ser aparente, na realidade, o vir a ser das coisas, ja era,
mas ainda estava nas trevas (virtual). O movimento ¢ varia¢do, ndo geragdo, portanto: “nao
existe do ponto de vista do ser”. Tudo isso é convengdo, nomes, vouol, que se apdem as
coisas (MARIAS, 2015). Realidades maiores que tem que ser reduzidas as semidticas
existentes como conceitos pré-estabelecidos pelo entendimento do pensamento.

A noese seria diferente da diavoia, dtavoia, cujo significado é “traduzido pelo
pensamento”. A traducdo feita pelo pensamento é uma forma de ver uma abstracdo, uma
ideia genérica, proxima a noese, de um lado, mas ja caminhante para a semiose, do outro
lado. Saindo do pensamento, traduzindo para as palavras ja estamos no caminho da
semiose, pois transforma a noese, saindo da ideia genérica para uma ideia com uma forma
especifica, traduzida de uma forma comparativa, com conceitos conhecidos pela
consciéncia analisadora, feita com semelhancas ja vivenciadas ou feita de analogias, com
palavras, nomes e significados proximos, aos conceitos associados, formas, similitudes, ou

a semiose.

Essa associacdo especifica recebe 0 nome de semiose, onueiwotl, produzir signos,
marcas, distin¢do, aplicagfes variadas da mesma ideia. Quando se tenta materializar ou
traduzir a noese do pensamento, temos que reduzi-la, estraga-la, torna-la menor, para que

ganhe representatividade.

A semiose apesar de uma reducdo do pensamento é a forma que se tem, a fim de

que, para 0s que a obtiveram, através da autodescoberta, ou do autoconhecimento,
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aprendizado ou do ensinamento, aquele mais original, mais natural, ter a possibilidade de

disseminar este conhecimento para outras pessoas.

Aproximamo-nos mais da noese, quando obtemos modelos e teorias generalizadas,
das quais podemos com elas, caminhar facilmente para as aplicabilidades que desejarmos.

Assim é a matematica e seus modelos.

E a noese do conhecimento, que se transforma em pragma, a pratica, o que a faz
reproduzir o contetido, com todos os detalhes e, portanto, da certo. E o dom do
discernimento. Cria-se na mente com perfeicdo, para executar na pratica com sucesso. A

imaginacdo cria todos os detalhes para obter o sucesso de realiza¢do na pratica.

Teorizar com sucesso, portanto, € partir de uma noese, com sua origem na mente,
pelo sentimento interno de completude e chegar a sua tradugdo, em um tipo qualquer de
semiose ou semiotica. Descrever a noese com todos os detalhes é tornd-la em um formato,
que todos possam conhecé-la € o que recebe o nome de semiose de base, com maxima
proximidade a noese, procurando manter sua generalidade. Todo conhecimento que pode
ser passado tem que ser teorizado em semiose. A semiose reorganizada com melhor
estética, tirada suas confusbes de descricdo, corresponde a uma melhoria dos processos de

ensino e aprendizagem.

A medicina se utiliza muito da palavra “semiologia”, no estudo e interpretagdo dos
sinais, dos sintomas, das formas, que levam a determinada doenga ou comportamento. A
palavra semiologia foi usada pelo médico inglés Henry Stubbes, no ramo da ciéncia médica
em 1670. Hoje em dia existem grandes tratados de semiologia médica. John Locke em
1690, usou os termos "semeiotike" e "semeiotics” no livro 4, capitulo 21 do “Ensaio acerca
do Entendimento Humano”. Charles Sanders Peirce usou em 1860, os termos Semiose e
semiotica em seu livro “Semiotica”, que estd ligado ao saber, a forma, aos nomes
(significantes) ao contetdo e seu significado (conceito associado), as maneiras diferentes de

se apresentar o0 mesmo conteudo (PEIRCE, 2015).

Podemos dar um exemplo ligado a uma area da engenharia. Existe a ideia simples
de um circuito elétrico fechado, por onde passa uma corrente elétrica, através de um fio
metalico e ligado de forma distinta a cinco elementos. Os cinco elementos séo resisténcias
(impde resisténcia a passagem de corrente), indutores (bobina ou enrolamento de fio,
atrasam a onda da corrente alternada no tempo), capacitores (duas placas paralelas,
adiantam a onda da corrente alternada no tempo), diodos (elementos de dois materiais
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semicondutores como silicio e germanio, deixam a corrente passar somente em um sentido)
e interruptores (deixam ou ndo passar a corrente). Apenas este sistema em conformagoes
diferentes pode constituir inUmeras aparelhagens com distintas representa¢cdes, como 0

ferro elétrico, o chuveiro, o liquidificador, o computador, o celular.

Pode-se dizer que o discernimento desses elementos idealizados compbe na
consciéncia, uma estrutura noética genérica, a partir da posse desses conceitos
fundamentais, elas podem se transformar em muitas semioses. Pode-se construir através de
suas funcdes e variacBes uma imensidade de aplicabilidades ou reducionismos, em vinculos
diversos, para se atingir uma finalidade determinada. Com o discernimento de vinculo, de
cada elemento destes, se é capaz de produzir rearranjos pela criatividade da consciéncia.
Estes arranjos pensados geram produtos semidticos de aplicabilidades diversas e desejadas.
Mas todas estas aplicacOes, geradas, saem da mesma idealizacdo: o discernimento dos
elementos fundamentais, que compdem e se aperfeicoam no ndus ou na noese da

consciéncia.

O que torna a ideia fundamental mais poderosa na educacdo € ela ir se tornando,
mais simples nas aplicabilidades, e a0 mesmo tempo, mais abstrata ou mais noética em seu
conteddo. Assim toda semidtica produz uma ligacdo automatica a sua noese, que se

sofistica, tornando-se um mecanismo uno.

No momento em que se paralisa 0 mecanismo de velocidade na criacdo material
do hardware do computador, a maquina, passa a marcar passos em loops de repetibilidade,
em seus patamares passam a ser limitagdes momentaneas. Sua evolugdo, neste momento,
passa a ser de outro setor, 0 da melhoria dos programas idealizados, o software. O que
objetiva tornar, agora, suas informacBes mais leves e rapidas, sdo as mudancas de
modelagem e de didatica do software. Estas manifestacfes vdo se multiplicando, nas
infinitas aplicabilidades da informacdo, atraves de variadas e novas Reconstrucdes de
representacdo, na linguagem binaria dos circuitos. E a semidtica das informages com seus

inimeros modelos de representacdo que invadem os limites da criatividade humana.

Platdo considerava a Matematica, a ciéncia das ciéncias, uma vez que ela era a
noese de uma infinidade de aplicagdes. Se aprendia com ela o pensamento mais abstrato,
apesar de ldgico e consistente, uma vez que ndo seriam necessarias existirem aplicagdes

para sua existéncia, mas se fossem necessarias, bastaria um simples ato de manifestacéo da
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imaginacdo, que formas de aplicabilidade apareceriam a partir desse conhecimento

matematico.

Até a primeira metade do século XIX, a riqueza da humanidade estava sediada na
méo dos plantadores do campo, e dos mineradores nas montanhas, na producdo de
diferentes tipos de alimento e de diferentes tipos de materiais. Na segunda metade do
século XIX, e a maior parte do século XX, a riqueza passou para 0s donos da energia:
caldeiras, eletricidade, petréleo. No final do seculo XX, toda a riqueza passou para 0S
donos da informacdo. Portanto, matéria, energia e informacdo, em ordem crescente de
importancia sdo grandes elementos que compdem a evolucdo do ser humano, pois

caminham da materialidade maior (semiose) para a abstracéo da (noese).

A entropia representa o nivel de desorganizacdo da matéria e da energia, quanto
mais desorganizado um sistema, maior a entropia, menor a capacidade util da sua energia.
Quanto maior a entropia, menos informacdo existe agregada ao sistema, menos util o
sistema se revela. Por isso, a energia com pouca informagéo é uma energia com mais
entropia, ou seja, mais desorganizacdo, menos eficiéncia, assim a informacao acaba por
ser importante na eficiéncia da energia. Assim em ordem de importancia, a energia
ultrapassa a da matéria, e a informacao ultrapassa a da energia. Conjecturando, no futuro,
provavelmente a importancia do sentimento ético, ultrapassard o advento da informacéo.
E o pensamento com discernimento no interior de cada consciéncia ultrapassard o do
sentimento ético, como esta delineado na Figura 5. Todos esses elementos tém grande
importancia na evolugdo do ser humano para que ganhemos novos horizontes na caminhada
de adquirir novas noeses, multiplicando as semidticas e representacdes com carater mais

nobre.

As emogdes no ser humano s&o nossos sensores generalizados de como sentir o
mundo de forma impulsiva e com todos os elementos de habitos associados a evolucdo para
preservacdo da vida. No entanto, eles se manifestam muitas vezes de forma desordenada e
ndo sadia a vida moderna, com sua evolucdo de valores. Mas se agregarmos razao, logica e
utilidade racionalmente pacifica as emocdes, elas podem se revelar mais Gteis. A medida
gue nossas emocgOes passam a ter mais controle de utilidade, nds dizemos que elas se
transformaram ou evoluiram para os sentimentos, que sdo percep¢fes do mundo com

serenidade. Talvez o ponto proximo de ganho, importancia e evolugédo, do ser humano, seja

82



a evolucdo do sentimento, elemento essencial na manifestacdo da serenidade das emogdes,

sem solavancos, sem medo, sem imprudéncias.

O sentimento e suas percepgOes, sem isolamentos com o todo, buscam uma
unificacdo de forma, busca uma unido, com todos os outros pontos do conhecimento e
I6gica. E assim o pensamento do ser humano, direcionado ao sentimento e percepcdes
auténticas teria ligacao direta com a sabedoria, o discernimento, e 0 amor. A completude da
evolucgéo da consciéncia em todos esses patamares de crescimento estaria se condensando
no caminho da complementacdo da consciéncia para sua percepcdo em todas as direcoes
com maxima autenticidade e sem tolhimentos. O sentimento, sem palavras, € o caminho

para a noese de Parménides.

Figura 5 - Inter-relacdo dos elementos quantitativos aos qualitativos que promovem a evolucéo do ser
humano e do conhecimento

Consciéncia
Pensamento

Sentimento

Informacéo

Matéria

Energia

Fonte: Elaborado pelo autor

A Figura 5 mostra as inter-relacfes na valorizagdo dos elementos de evolucdo dos
elementos da consciéncia do ser humano pelo seu poder de realimentacdo Gtil. O caminho
para os elementos de percepcdo mais complementares do conhecimento, indo em dire¢éo a
complementacdo das noeses. O caminho de enriquecimento desses elementos, é também
em direcdo a construcdo mais perfeita de semioses. As interagdes mutuas entre os dois,
noese e semiose, amplificam a visédo do ser humano. A semiose evolui a noese e a noese

evolui a semiose.

O sentimento seria uma evolucdo da emocdo, uma vez que a emogao seria uma
impulsdo do ser humano nem sempre aperfeicoado, mas que somado a razéo e a informacao
atil, a emocéo se aperfeigoa e se transforma em sentimento, mais sereno e saudavel, na sua

avaliacdo. Considerando assim, emoc¢do, mais razdo e informacdo Util, isto resulta no
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sentimento, elaborado pelo tempo e pela repetibilidade, na evolugdo dos habitos e
criatividade das mudancas, mais proximo da noese. O pensamento atributo essencial e mais
proximo da consciéncia, € superior, e norteia e alimenta os sentimentos, sendo que o

mecanismo inverso também realimenta a consciéncia.

O conhecimento pode chegar a consciéncia, inicialmente por intermedio de uma
aplicabilidade em um unico registro, e esta seria, temporariamente, a unica “noese” da
consciéncia. Mas com o tempo, a medida que esta aplicabilidade vai se diversificando,
novos registros distintos vao surgindo, faz com que a consciéncia crie em si uma ideia
noética, mais genérica e abstrata, mais proxima de uma abstracdo, cuja interioridade é um
conhecer mais maduro, conduz a muitas outras capacidades e aplicabilidades conhecidas,
manifestando todas as suas solugdes.

Este é um dos caminhos da ciéncia, da educacéo e da evolucgédo da consciéncia.

Para a inteligéncia, € como se conhecéssemos 0s pedacos de uma estoria, mas ndo
soubéssemos fazer com que suas partes incompletas, componha uma Unica estdria
consistente em todas as suas juncdes de partes. Quando descobrimos as juncées, e vemos 0
seu poder e podemos completa-la em todos os seus meandros, e podemos construir muitas

outras estorias consistentes com ela.

A generalizagdo das ideias e o poder de sua aplicabilidade se transforma em uma
simples ideia noética na consciéncia que é capaz de produzir uma compreensao genérica e
aplicabilidades a uma infinidade de semidticas. A percepcdo da consciéncia para essa ideia
noética é a manifestacdo da inteligéncia, da capacidade de ensino e da capacidade de

aprendizado na didatica, amplificados.

Enquanto a consciéncia estiver se debatendo com as infinitas semidticas, ela ira ser
lenta, ter dificuldades de lidar com todas elas. Apesar de que, para o autoaprendizado, ao se
ter contato com uma ideia inicial, muitas vezes, o inicio deve ocorrer desta maneira.
Principalmente quando o primeiro contato ocorre sem a ajuda de um professor que ja

enxergou a ideia noeética ligada aquela semidtica.

Quando a consciéncia trabalha muito tempo com as aplicabilidades, sua
inteligéncia e as varias associagdes realizadas, acaba por produzir uma percepc¢do agucada
naquele setor. Neste aspecto, se é capaz de produzir uma noese pessoal da realidade, e a
partir dai, ndo se erra mais naquele setor de aplicabilidades, tem seu dominio pleno, diz-se,

entdo, que se tornou-se um especialista.



Um simples raciocinio fara aquela consciéncia madura que ja percorreu 0sS
caminhos até obter a noese do pensamento complementar, chegar de forma répida a
solugdo. Enquanto as outras consciéncias ainda imaturas, terdo que ir pelos caminhos
tortuosos da pesquisa, das leis, das metodologias, das aplicabilidades especificas, da
experiéncia e erro, da jurisprudéncia, da repetibilidade, do contato com as semioticas
existentes e semelhantes, habitos, doutrinas, teorias, formulas, representacdes, pela ainda
falta de percepgdo mais apurada do essencial. Tudo isso resulta em habitos positivos que
unidos a inteligéncia e a capacidade de realizar analogias, leva a transformar-se em uma

noese, uma posse real do conhecimento, com a capacidade de resolver inUmeras semioses.

Se a experiéncia noética de uma consciéncia, de compreensdo genérica nao for
contextualizada, ndo chegara de forma mais facil a outras consciéncias que terdo que
redescobri-la. Mas, se a partir de percepc¢des e contextualizacGes corretas, a consciéncia
ganha o discernimento e a capacidade de realizacdo, a transmissdo pode ser facilitada e
aplicada a muitas soluges de muitas outras consciéncias, consciéncias do futuro, criando
um referencial tedrico, um modelo, uma teoria, que aperfeicoada em suas semioses,
didaticas, irdo mais rapidamente chegar a posse de conhecimento e a criacdo de outras

semioses.

A ciéncia, o saber demonstrativo, se chama em grego, episteme. Existe a praxis,
cuja finalidade ndo é a obra, o érgon, mas o proprio fazer, por meio da atividade, ou
energéia. Outra estrutura importante é a contemplacéo, a teoria, que trata de ver, discernir,
0 ser das coisas, em sua maxima totalidade, e de acordo com o0s gregos, a forma suprema do
pensar. (MARIAS, 2015)

Diz a pesquisa, que uma serendipite, ou seja, 0 ato da descoberta de uma noese, se
repete para inimeras consciéncias, até que seja contextualizada para servir a muitas outras
de forma mais rapida. Um exemplo é o da penicilina, que parece ter sido descoberta ao
acaso em um momento crucial da historia. Como diz Louis Pasteur, “0 acaso, sO favorece a
mentes preparadas”. Esta frase ndo deixa de ser uma mencéo aos efeitos de sincronicidades

sucessivas de Carl Jung.

Em 1929, Alexander Fleming, realizava uma pesquisa com um tipo de bactérias,
os estafilococos. Saiu de férias e esqueceu algumas placas com colbnias destes micro-
organismos. Quando retornou, verificou que havia algumas placas que tinham sido atacadas

por um bolor, e formavam um halo em volta da placa, onde ndo havia mais bactérias. Como
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uma de suas pesquisas anteriores havia sido sobre a eliminacdo de bactérias nocivas ao
organismo, considerou isso importante e ndo jogou fora as ldaminas. Isolou a substéncia, o
penicillium, com a ajuda de outros colegas e em 1941, aplicaram em humanos, salvando
milhares de vidas durante a segunda guerra mundial. E em 1945 ele e seus colaboradores

ganharam o prémio Nobel de Medicina.

Anos mais tarde, Ronald Hare, colega de Fleming, tentou reproduzir vérias vezes o
experimento de Fleming no laboratério e ndo conseguiu, e verificou que a obtencdo de
Fleming foi obra de uma série de coincidéncias. O fungo que contaminou a placa ao acaso
era um dos trés melhores produtores de penicilina dentre todas as espécies do género
Penicillium. O fungo contaminante veio pela escada do andar inferior, onde se realizavam
pesquisas sobre fungos. O crescimento do fungo e dos estafilococos se fez lentamente,
condicdo necessaria para se evidenciar a destruicdo bacteriana. No més de agosto daquele
ano, em pleno verdo, sobreveio uma inesperada onda de frio em Londres, que proporcionou
a temperatura ideal ao crescimento lento da cultura. Foi providencial que Fleming
reexaminasse as placas contaminadas e observasse o halo transparente em torno, dos

fungos, e ja tivesse feito pesquisa sobre isso antes de inutiliza-las.

A descoberta e desenvolvimento da substancia coincidiu por se antecipar a
ocorréncia de uma das maiores guerras ja ocorridas na humanidade e foi capaz de salvar
milhares de vidas. Apesar de todas essas felizes coincidéncias, se Fleming néo tivesse a
mente preparada néo teria valorizado o halo transparente em torno do fungo e descoberto a

penicilina. Uma sincronicidade em cima da outra facilitou sua descoberta.

Tantas pessoas ao longo da histéria no passado se curavam de infeccGes por comer
pdo embolorado, comidas com fungos que era considerado por alguns médicos como
possivel remédio, sem saber o porqué e sem ter razdes suficientes para contextualizar sua
relacdo. No entanto, tinha-se um volume suficiente de opinides para se tornar uma pratica

0OU uma ciéncia.

Imaginemos como sera a Educacao daqui a 400 anos na frente. Calcula-se que a
ciéncia dobra a cada oito anos, a quantidade de conhecimentos e informagdes vai ser

impressionantemente grande. Como serd uma faculdade de quatro anos no futuro?

A Educacdo Matematica, como todas as ciéncias, esta em constante, permanente
evolucéo, e portanto, deve estar permanentemente aperfeicoando sua didatica para abarcar
cada vez mais um numero maior de representacdes semioticas distintas em um futuro
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distante. Ou do contrario a inteligéncia humana tera que ter muito mais capacidade de
assimilacdo e memdria. Os programas, softwares, realizardo com automatismos muitas das
praticas, bastando conhecerem-se os fundamentos e leis da criacdo, sendo que o trabalho

repetitivo ficard a custa dos programas e seus habitos acumulativos de criacao.

As ideias fundamentais e genéricas na matematica associadas ao ponto, reta, plano
e espaco, sdo ideias que fazem parte de uma noese de Euclides para construir toda uma
Geometria. E aparecem também sobre estados fundamentais, outras construgdes abstratas,
usando estes elementos construidos, como triangulo, quadrilatero, pentdgono, hexagono e

outros, que também fazem parte de uma outra noese, construcao abstrata.

Dessas reflexdes asseveramos a semiose e a noese se realimentam mutuamente
dentro da consciéncia, e fazem por aumentar cada vez mais seus registros de representagdoes
no tempo, até que a noese se generalize na consciéncia e passe a ser capaz de criar

multiddes de semioses.

A noese nao pode ter, para 0 pensamento, uma generalidade absoluta, do contrério
ela somente teria representatividade no mental puro. Ela precisa de vinculos, de
discernimento, os limites necessarios, de multiplicidades de registros de representacdo, da
capacidade de migrar de um registro para o outro com facilidade da abstracdo do
pensamento, para sO ai ganhar capacidade de inovar em inimeras outras criatividades de
semioses necessarias. Por isso a semiose a realimenta com os discernimentos e as multiplas
linguagens de possibilidades de registros para sua evolucdo. Por sua vez, a noese realimenta
as semioses com suas generalizacdes que podem produzir aplicabilidades ainda mais

diversas, estendendo seus limites.

Uma estende os limites da outra a medida que se realimentam e se sofisticam. As
atividades cognitivas precisam das duas e a medida que a consciéncia trabalha com ideias e

aplicabilidades, elas amplificam sempre seus limites.

2.6 - AFORCA DA ANALOGIA

A Analogia é uma das figuras da argumentacdo, introduzida por Aristoteles,
fendmeno da aprendizagem e do ensino, relacionada ao pensamento abstrato e a

inteligéncia humana.
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Em Marias (MARIAS, 2015), na sua obra “Historia da Filosofia”, a analogia foi
usada por Aristoteles como terceiro elemento de argumentacéo cientifica: deducdo, indugdo
e analogia. E quando se incluem relagbes mais intimas e estreitas, como a emogao, a razo
e o carater. Produz-se uma intensificacdo na memdria, uma vez que atingem trés setores
importantes do cérebro: a memoria emocional ou psicossomatica: o pathos; a memoria de
uso da racionalidade, a partir do mental, a inteligibilidade da raz&o: o logos; e finalmente, a
memoria ética ou da autenticidade, do uso do caréter, no caso: o ethos. As argumentagdes
que caem dentro de um nivel cientifico para Aristoteles, de tal forma a produzir estudos
cognitivos para realizar uma pesquisa, sdo a deducdo, a inducdo e a analogia, a analogia

sendo o elemento criativo e coadjuvante para realizar a deducéo e a indugéo.

A abducdo foi um quarto elemento, ao modo de Aristoteles, acrescentado por
Charles Sanders Peirce (PEIRCE, 2015, p. 32-35). Este conceito de abducdo dado por
Peirce coincide com o conceito semelhante em muitos de seus elementos ao conceito de
sincronicidade dado pelo psicologo analitico alemdo, Carl Gustav Jung (1875-1961)
(JUNG, 2011, p.5-124). Assim, este quarto elemento, denominaremos sincronicidade,
devido ao desgaste do nome abducdo, utilizado em outros conceitos e situacGes na

atualidade.

Assim a deducdo, a inducéo, a analogia e a sincronicidade sdo procedimentos
gerados para a aquisicdo de conhecimentos novos, sejam historicos, artisticos,
adivinhatdrios, detetivescos, cientificos, ou de pesquisa.

Enquanto a deducdo € um procedimento racional saido do estudo antecipado
para verificar ou enquadrar/comprovar um novo conhecimento como sendo ja previsto por
teorias mais gerais, a inducdo € um processo inverso, em que se parte das partes para se

chegar a uma teoria geral.

Em suas definicBes, temos que analogia € uma relacdo de correspondéncia ou de
semelhanca de objetos ou pessoas, que apesar de serem diferentes, tem pontos em comum.
Como exemplo, temos a analogia entre o diamante e o grafite, que apesar de serem
totalmente diferentes em suas formas, ambos tem a semelhanca interna de que séo feitos
somente de atomos de carbono, tém estruturas geométricas diferentes, pois enguanto o
grafite tem geometria hexagonal e plana, portanto bidimensional, em que um hexagono
desliza sobre o outro, sem solidez tridimensional, o diamante tem estrutura geométrica

tridimensional cubica, caracterizando a solidez tridimensional. No entanto, se o grafite é
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submetido a altas pressoes, ele se transforma em diamante. O grafite no interior de uma
montanha, sujeito a altas pressfes gravitacionais, 0 peso das rochas acima dele, durante

muito tempo, se transformara no futuro, em diamante.

No contexto juridico, a analogia € utilizada, para certos casos, em gque ndo havendo
leis previstas para o caso, elas recebem um procedimento analogo, através de citacdo de
semelhanga, de uma mesma norma juridica tomada em acbes analogas ocorridas
anteriormente. Esta normatizacdo da analogia é chamada no direito de Jurisprudéncia. Em
paises como a Inglaterra onde ndo existem leis, sempre se utiliza 0 mecanismo do bom
senso e da Jurisprudéncia que é a analogia aplicada como argumentacdo anterior. A
analogia é usada em escritas linguisticas, no caso em que aparecem palavras repetidas na
mesma frase, assim se busca trocé-las por palavras sinbnimas, que representam significados
analogos, neste caso para maior diversidade de palavras, e neste caso se consulta um
dicionario analogico. Fenémenos analogos recebem experimentos parecidos para checagem

de suas variaveis.

Na biologia, a analogia no campo da zoologia ou da anatomia ou da fisiologia é
empregada na relacdo de semelhancas no ambito da parte funcional ou da parte morfologica
dos organismos vivos. Caracteristicas morfologicas (razdo de forma) ocorrem
geometricamente em inimeras realiza¢c@es, como no caso da construcdo de um edificio, que
deve conter forma semelhante em todos os andares exceto nos materiais, na quantidade da
dureza do cimento a cada andar, que a medida que sobe o edificio, gradativamente, deve
receber menos cimento, em quantidades cada vez menores, em quantidade, pois deve
suportar menor peso dos andares superiores e a0 mesmo tempo precisara segurar menos

peso acima dele.

A assimilacdo necessaria a memoria, ocorre gracas as multiplas comparacdes
associativas, por semelhanca, por repeticdo e por logica. Muito da logica é justificada pela
semelhanga de raciocinios anteriores, espécie de jurisprudéncia do pensamento. As
linguagens utilizadas pelo pensamento, transformadas pela expressdo linguistica
contextualizada, ou pela linguagem logico-matematica, sdo transformadas atraves da
estrutura semiotica do que percebemos. A analogia abrange todas as figuras de Didatica e

promove grandes finalidades ao desenvolvimento Cientifico.
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Como compreender mais o que chamamos de Analogia, de maneira que se possa
contribuir e realizar mais, para o desenvolvimento do Pensamento Cientifico, Matematico e

Linguistico?

A mimese ou imitacdo &€ um elemento utilizado quase todo o tempo,
principalmente pelas artes cénicas e dramaticas. E a mimese nada mais é do que a
semelhanca de uma atitude, uma linguagem, uma jeito de ser, um trejeito, uma forma do
rosto, uma frase caracteristica, um jeito de andar, se vestir, uma ideia repetida, uma atitude
analogica a da pessoa que se admira ou que se imita. A mimese foi e é, um dos elementos
essenciais para a evolucio da inteligéncia animal e do ser humano. E como a inteligéncia se
mistura as outras consciéncias, tedrica ou virtualmente, para atingir o mesmo patamar da
outra, nem que seja por pequenos detalhes de semelhanca, imitagdo parecida, pensar-se

momentaneamente da mesma maneira.

E como a consciéncia pode se misturar &s outras consciéncias, por analogia, e por
um momento para se deixar ser semelhante e entender o ponto de vista do outro. Esta € a
base do ensino e fundamento da aprendizagem do fenémeno da sintonia e também do
fendmeno de humanizacéo, ou seja, quando saimos de nGs mesmos para nos sentirmos no
lugar do outro de forma analoga n6s ajudamos o outro a superar-se, NGS cooperamos, Nos
humanizamos, nos unificamos ao outro, nos tornamos menos separados, mais universais,

mais unidos, mais assistenciais, mais analogo ou semelhante ao outro.

E a grande funcéo do trabalho voluntario, o aprendizado de se fazer gratuitamente,
apenas pelo fato de ajudar, estar junto, compartilhar, doando sua capacidade, sem pensar
em trocas, se humanizar, se universalizar, por amor a convivéncia, sem moeda de troca,
sendo que a moeda de troca € virtual, ou seja, é ver a evolugdo do outro, o prazer de ver o
outro crescer, € ver a universalidade de um conjunto melhor de pessoas, tendo-se
consciéncia de que se cresce em conjunto, na unidade da convivéncia impagavel. Tem-se a
consciéncia de que se cresceu em compreensdo na forma mais eficiente de auxiliar o
crescimento do outro. Esta € um dos maiores treinamentos que de alguma forma o professor
em atuagdo coorporativa com consciéncia de aperfeicoamento constante, realiza. E seus
alunos também devem aprender a realizar, ao ensinar o colega de suas proprias percepgdes

e sentir que o outro também cresceu.
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O mesmo pode ocorrer com o0 médico, se ele trabalha de forma corporativa, sem
que cuide do proprio negdcio, do contrario ao misturar fungdes, faz analogias indevidas,

suas decisdes podem servir ao negocio e ndo ao curar com eficiéncia.

O amor pela eficiéncia do bem ensinar (professor), ndo pode se misturar ou se
produzir analogia, com a falsidade do discernimento, no egoismo do ganhar mais dinheiro,

atrasando o saber ou a falsidade do ensinar, ou o sonegar de conhecimento.

O amor pela eficiéncia e do aperfeicoamento, do auxiliar bem, a um conjunto de
pessoas (funcdo do politico, ou do administrador) ao se construir para o uso de todos, ndo
pode se misturar ao egoismo do ganhar poder, enganando que Sse construiu sem nunca
terminar, alegando-se que esta se fazendo, ao propagandear enganosamente, ao se criar
falsas analogias quando se relaciona boas atitudes com falsas solugdes, ideologicamente.
Este é 0 uso indevido e o errar-se ao aplicar a analogia. Analogias escusas podem ser

criadas para beneficios indevidos.

O amor pela eficiéncia do bem curar o individuo (médico), ndo poderia se misturar
ao egoismo de se ligar analogicamente o procedimento do uso de um medicamente caro, ou
tratamento longo, ao uma resultado da falsa promessa de cura, ou de se associar a analogia
do lucro pessoal, ao da indicacdo de uma cirurgia sem precisdo de consequéncias
duvidosas, ou mesmo se alegar o acréscimo falso de salde futura ou de se matar pela

indicacdo erronea de um tratamento com a finalidade de ganho pessoal.

O se relacionar por analogia o servigo falso pelo servigco real visando ganhos
escusos, este acaba por produzir o atraso do bom caminhar da humanidade, é o burlar a
unidade do conjunto para justificar ganhos corporativos sem servico real, o atrasar da
evolucdo do conhecimento visando ganhos pessoais, € o ndo realizar pelo bem de todos,

usando formas ineficientes e burlando o trabalho real.

Portanto o uso da analogia é a capacidade natural do ser humano de relacionar
tudo o que se aprende, no momento em que se consulta os préprios arquivos mentais, com
tudo o que ja se aprendeu no passado ou no presente, em arquivos internos de significados e
atividades analogicas, semelhantes, onde a memoria é auxiliada por essa universalidade de

relacionamentos que se tornam unas.

Mas a autenticidade da consciéncia deve vir junto com analogias construtivas e

honestas.
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Por isso as analogias errbneas podem também serem usadas para propagandear
situacOes de falsidade ideoldgica ao unir um feito de bondade a uma atitude egoistica de um
grupo sem rendimento de trabalho em troca da evolucdo ineficiente do todo, na realizacéo
da bondade ndo honesta, desprovida de autenticidade. No entanto, na Matematica, a logica
ndo daréa forcas as falsidades que terdo vida curta, pois sua linguagem racional e axiomatica
ndo dé& vazdo a argumentacdo discursiva sem a devida demonstracdo axiomatica légica o
que a faz uma ciéncia que se realizadas analogias falsas, elas de forma evidente,

imediatamente serdo reveladas.

Usaremos na Geometria das Dimensdes, algumas vezes este principio Analogico
nos diversos elementos dimensionais crescentes em caracteristicas que se repetem
semelhantemente a cada nova dimensdo. A visdo do todo ndo pode ser substituida pela
visdo de uma Unica peca solta de forma incompleta. A analogia vem com o conhecimento
de todas as pecas, direcionando-as para a noese do conhecimento. Na Educacdo Matematica
0s elementos que se mantiverem resistentes a todas as passagens de solucdes de situagdes
propostas se mostrardo fortes, e ainda mais, através de demonstracGes matematicas, pode-se
fortalecer essas convicc¢des analogicas ad infinitum, podendo-se ter plena confianga nos

seus propasitos.

Brousseau, também, faz uma chamada a utilizagdo da analogia e diz o seguinte:

A analogia é um excelente meio heuristico quando é utilizado sob a
responsabilidade daquele que a utiliza. Mas a sua utilizacdo na relacéo
didatica faz dela um temivel meio de produgdo de efeitos “topazio”.
Trata-se, contudo, de uma préatica natural: se os estudantes falharam na
sua aprendizagem, é necessario dar-lhes uma nova oportunidade de
aprenderem o mesmo assunto. Eles sabem que é assim. Mesmo que o
professor dissimule o fato de que o novo problema se assemelha ao
antigo, os estudantes procurardo - legitimamente - as semelhancas entre
eles, a fim de transportarem - j& pronta — a solucéo que Ihes foi dada. Esta
resposta significa que a considere idénea para a questdo colocada, mas
apenas que reconheceram, por meio de determinados indicios, talvez
perfeitamente exdgenas e ndo controlados, que o professor queria que eles
a produzissem (BROUSSEAU, 1996, p. 84).

Como Brousseau nos indica, a analogia € um excelente instrumento de criacdo. Se
existem metodos ou referenciais tedricos, que ja se conhece, e que podem ser utilizados,
para resolver parte do problema, ndo se necessitaria aprender o problema ateé ali novamente,
uma vez, que seu mecanismo e seu método sdo andlogos a outros ja conhecidos. Isto
facilitaria de realiza-lo da mesma forma até ali, mas ndo significa que fica-se livre de se

acrescentar as diferencas de representacOes, ou falhar na falta de conhecimento de saber
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migrar de uma representacdo a outra com a destreza dos detalhes do conhecimento
complementar, realizando a analogia simplesmente sem a necessidade da complementacéo
do discernimento necessario, ou do aperfeicoamento decorrente da consciéncia dos erros
cometidos nas tentativas realizadas.

Mas, se for utilizado de forma apressada ndo se consegue perceber as pequenas
diferencas e discernimentos que dever-se-ia ter, assim acaba-Se por cometer pequenos
erros, obter formas e resultados enganosos. Por isso o cuidado de assimilagdo de todos os
detalhes da modelagem é essencial.

Brousseau se refere ao efeito Topdzio em que o professor ja se adiantando a
ignorancia do estudante, tenta suprir suas falhas por antecipacdo, mas como esta acdo do
professor ndo se origina do esforco pessoal do estudante, ele ndo resulta em um
aprendizado completo. Assim, o aluno percebe as analogias com problemas anteriores e ao
tentar transpor para os atuais, falha por falta do discernimento adequado.

Deve-se deixar o estudante perceber seus erros de forma auténtica e encoraja-lo a
trazer para si 0 conhecimento, memorizar, mimetizar, para que o conhecimento de forma
natural passe a pertencer a ele, ap6s bem-sucedidas repeticdes, permitindo que 0s enganos
sejam aperfeicoados, de tal forma que os detalhes sejam percebidos em toda sua extensao,
migrando de uma representacdo para outra sem as falhas previstas.

Principios Analdgicos tiveram que ser construidos para a Geometria das
Dimensdes, sendo necessarios para que a medida que se avance no crescimento das
dimensGes tenha-se semelhancas de ocorréncias que irdo ocorrer em formas analogas mas
ndo iguais, a medida que as variaveis dimensionais crescentes e distintas, fazem repeticao
de resultados e modelagens semelhantes. Existem sempre resultados e procedimentos que
se repetem analogamente. Ao longo dessa pesquisa percebemos que existem quatro grandes
principios anal6gicos dimensionais e validos para todas as dimens@es, que serdo delineados

no Capitulo 4, apds o delineamento da dimenséo um.

Os Principios Analdégicos Dimensionais, tiveram a finalidade de auxiliar o
Professor em sala de aula, no momento em que forem aplicados os jogos para descobertas
dimensionais em sala de aula por meio da Teoria das Situagdes Didaticas (TSD), em
trabalhos futuros, estes principios poderado ser percebidos pelo estudante, e se ndo forem, no
momento em que o Professor for aplicar a fase de Institucionalizacdo ao final de jogos

preparados ele devera citar esses Principios Analdgicos Dimensionais.
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2.7 - TEORIA DAS SITUACOES DIDATICAS (TSD)

“No fundo, o ato de conhecer da-se contra um conhecimento anterior,
destruindo conhecimentos mal estabelecidos, superando o que,

no proprio espirito é obstdaculo a espiritualizacdo.”

GASTON BACHELARD, 1938

Deixo aqui registrado os principais momentos da TSD, uma vez que considero que
esta teoria deve ser uma das melhores possibilidades de aplicagdo ao ensino, e ao uso da
aprendizagem pelos estudantes, em trabalho posterior futuro no ensino da Geometria das

Dimensoes.

Chegamos a desenvolver um Capitulo nesta pesquisa, fazendo a aplicacdo da
Teoria das Situagdes Didaticas ao estudo das Dimensdes na Geometria, no entanto, ndo foi
adicionado a esta tese, por ja estar muito extensa. No entanto, desejamos deixar registrado
que a aplicacdo da TSD a este estudo nos fez gerar um aprofundamento maior na
generalidade do estudo das Dimensdes que estdo aqui distribuidas ao longo desta pesquisa
apesar de retirado seus elementos de foco que nos aplicamos. E interessante observar como
as metodologias nos ajudam na sintese e extensdo dos estudos a serem desenvolvidos,

ampliando os horizontes e as aplicabilidades dos assuntos de interesse.

Brousseau (2002) ressalta, na Teoria das SituacGes Didaticas, a busca de um
modelo de interacdo preparado pelo professor e que se adéqua a uma situacdo de eficiéncia
do ensino que facilita o aprendizado.

De acordo com Brousseau, o0 estudante aprende se adaptando ao ambiente que o
rodeia, enfrentando dificuldades, contradicdo, desequilibrio, a maneira como ocorre na vida
social. Neste processo de adaptacdo, 0 estudante se manifesta com respostas novas,
buscando solucbes para se manifestar e sobreviver. O professor cria formas,
guestionamentos e adapta o milieu (ambiente, meio, caracteristicas conceituais, objetos,
instrumentos de manipulacdo do saber), para que haja um direcionamento que objetiva a

aquisicdo dos novos conhecimentos matematicos.

A situacdo didatica é uma relacéo entre o estudante, grupo de estudantes, milieu e

o professor, para obtencdo de um saber instituido.
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Uma situacdo adidatica € planejada sem que a intencdo de ensinar seja revelada,
mas o0 conhecimento passa a ser adquirido informalmente, pelo interesse ao assunto, pelo

jogo previamente preparado, pela interacdo do estudante com a situagdo-problema proposta.

Segundo Brousseau (2002), cada conhecimento pode ser construido por meio de
um conjunto de situacbes adidaticas, chamadas de situacbes. Para Almouloud
(ALMOULOUD, 2010, p. 34), uma situagdo fundamental “determina o conhecimento
ensinado a um dado momento e o significado particular que esse conhecimento vai tomar
do fato tendo em vista as escolhidas das varidveis didaticas e as restricoes e reformulagdes

sofridas no processo de organizacgdo e reorganizacao dela”.

Na modelagem das situacdes didaticas é possivel decompor a situacdo em quatro

fases ou dialéticas dominantes: acdo, formulacdo, validacéo e institucionalizacéo.

A dialética da acdo ocorre quando se coloca um problema ao estudante, e ele
comeca a agir sobre esta situacdo até que ocorra um retorno de informacdes do estudante,
resultado de suas ac¢bes. O estudante julga o resultado de sua acdo e a reajusta, sem a
intervengdo do professor, ou mesmo abandona o seu modelo criado para criar outro que
melhor se adapte a solucdo e seus resultados. Sendo assim, necessarias sdo as retroacées no

ambiente de situacdes criadas. Nas palavras de Brousseau (2002).

“Agir” consiste para um sujeito, escolher diretamente os estados do milieu
antagonista em funcdo das proprias motivagfes. Se o milieu reage com
uma certa regularidade, o sujeito pode ser conduzido a antecipar essas
reacOes e a leva-las em conta em suas préprias aces. Os conhecimentos
S80 0 que permite produzir e mudar essas “antecipagdes”. O aprendizado ¢
0 processo pelo qual os conhecimentos se modificam. Podemos
representar esses conhecimentos pelas descricbes de taticas (ou
procedimentos) que o sujeito parece seguir ou pelas declaragcBes que o
sujeito parece levar em conta, mas aqui, trata-se de projecdes. A
manifestacdo observavel mostra um padrdo de resposta explicado por um
“modelo implicito de ac&o.”®® (BROUSSEAU, 1997, p. 6, traducdo nossa)

A dialética da formulacdo busca formular um modelo, em uma linguagem
escolhida, compreensivel, aplicavel a solucdo do problema. Como nos estabelece

Brousseau abaixo.

3 “Agir” consiste pour un sujet a choisir directement les états du milieu antagoniste en fonction de ses

propres motivations. Si le milieu réagit avec une certaine régularité, le sujet peut étre conduit a anticiper ces
réactions et & en tenir compte dans ses propres actions. Les connaissances sont ce qui permet de produire et de
changer ces “anticipations”. L’apprentissage est le processus par lequel les connaissances se modifient. Nous
pouvons représenter ces connaissances par des descriptions de tactiques (ou procédures) que le sujet semble
suivre ou par des déclarations dont le sujet semble tenir compte, mais il ne s’agit que de projections. La
manifestation observable est un patron de réponse expliqué par un “modéle implicite d’action.”
(BROUSSEAU, 1997, p.6,)
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O repertdrio dos “modelos implicitos de agdo” é muito complexo e seus
modos de estabelecimento também. Pode-se suspeitar com Bateson (1986)
que a possibilidade de formular um conhecimento implicito muda por sua
vez suas possibilidades de tratamento, de aprendizagem e de aquisicdo. A
formulacdo de um conhecimento corresponderia a uma capacidade do
sujeito em retomé-lo (reconhecé-lo, identificad-lo, decompd-lo e
reconstrui-lo em um sistema linguistico). O meio que deve tornar
necessario o uso pelo sujeito de uma formulacdo deve comportar
(efetivamente ou de forma ficticia) um outro sujeito a quem o primeiro
deverd transmitir uma informacéo. A situacdo deverd entdo realizar o
esquema de Osgood. Contudo, se queremos determinar o contetido da
comunicacao, é necessario também que os dois interlocutores cooperem
no controle de um meio externo, de tal maneira que nem um, nem ou
outro possa fazé-lo sozinho e que o Unico meio de sucesso seja obter do
outro a formulagédo dos conhecimentos visados.” ** (BROUSSEAU, 1997,
p. 7, traducdo nossa)

A dialética da validagcdo busca validar o modelo criado, pedindo mais

explicacOes, rejeitando explicagfes ndo claras, discordando, apresentando um modelo
melhor, refutando afirmacgdes, produzindo comparacGes, estabelecendo aproximacdes,
gerando inteligibilidade, retirando partes sem sentido, mantendo a relacdo entre a emissao,
0 recepcdo, o intercambio, 0 modelo, o professor, o milieu, na validagdo dos elementos em
debate.

Na dialética da institucionalizacdo busca-se usar os modelos desenvolvidos pelos
estudantes, para fixacdo do saber, em que, nesta fase entra o professor para relacionar e
colocar de forma organizada as ideias desenvolvidas na situagéo, tornando-a oficial para os
estudantes e visando sua incorporacdo, a posse do saber com ganho de causa ao
conhecimento. (ALMOULOUD, 2010, p.31-54).

A dialética desenvolve as principais formas de como se pensar e de se argumentar,
remonta a antiga Grécia. A dialética inicia-se com duas principais composic¢des: a deducao
e a inducdo (Parménides), vindo apds a analogia (Aristoteles) e posteriormente a

sincronicidade (Peirce e Jung).

As dialéticas. Cada situagdo pode fazer evoluir o sujeito, mas também
pode evoluir, por sua vez, de modo que a génese de um conhecimento

14 “Le répertoire des “modeles implicites d’action” est trés complexe et leurs modes d’établissement aussi. On
peut soupgonner avec Bateson que la possibilité de formuler une connaissance implicite change a la fois ses
possibilités de traitement, d’apprentissage et d’acquisition. La formulation d’une connaissance correspondrait
a une capacité du sujet a la reprendre (la reconnaitre, 1’identifier, la décomposer et la reconstruire dans un
systeme linguistique). Le milieu qui doit rendre nécessaire 1’'usage par le sujet d’une formulation doit donc
comporter (effectivement ou fictivement) un autre sujet a qui le premier devra adresser une information. La
situation devra donc réaliser le schéma d’Osgood. Mais si nous voulons déterminer le contenu de la
communication, il est nécessaire aussi que les deux interlocuteurs coopérent dans le contréle d’un milieu
externe, de telle sorte que ni 1'un ni 1’autre ne puisse le faire seul et que le seul moyen d’y réussir soit
d’obtenir de I’autre la formulation des connaissances visées.” (BROUSSEAU, p.7, Cours, 1997)
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possa ser o resultado de uma sucessdo (espontdnea ou ndo) de novas
perguntas e respostas em um processo que eu tinha qualificado na época
de dialética. Nesses processos, as sucessivas situacdes de acdo,
formulacdo e prova podem ser combinadas para acelerar o aprendizado
(espontaneamente ou voluntariamente provocado)®. (BROUSSEAU,
1997, p. 8, tradugdo nossa)

Sécrates (em torno de 300 A.C) a utilizou apresentando seu conjunto com o
método da maiéutica, que tem o significado de “dar a luz”, “parir”, que pressupde a ideia de
que a verdade esta latente em todo ser humano, podendo aflorar aos poucos a medida que
se responde a uma série de perguntas simples, quase ingénuas, porém perspicazes.

Segundo Avristételes (1952) a dialética, diatextixi, foi criada por Zendo de Eléa,
que significa “caminho entre as ideias” sendo um método de dialogo, cujo uso inclui a
contraposicdo e a contradicdo de ideias. E a arte de perguntar, responder e refutar. E o
caminho para a l6gica do provavel. Atualmente tem o significado da arte do dialogo, da
argumentacdo, capaz de esclarecer e definir os conceitos envolvidos nos assuntos
propostos. A maiéutica passa entdo a ser um importante componente pedagdgico, que
estimula o estudante a construir o seu proprio conhecimento por meio de perguntas e
respostas formuladas pelo seu mestre.

A dialética Helegiana, de Georg Wilhelm Friedrich Hegel (1770-1831) estabelece
quatro momentos: um primeiro momento o axiomatico, que corresponde a tese, (agao), UM
segundo momento, a definicdo (formulagio), OU @ COMpPOSiICA0 de inUmeras perspectivas,
seguindo-se a antitese, (refutacio, devolutiva), € finalmente em um terceiro momento, o
teorema ou a sintese, (institucionalizagio). EStes elementos criados por Zendo e aperfeicoados
por Parménides, Heréclito, Socrates, Platdo e Aristoteles, Hegel e Brousseau, sdo
considerados os elementos da argumentacdo humana desenvolvida ao longo dos dois
ultimos milénios e utilizada para inducdo a criatividade do pensamento daquele que
aprende, ajudado por aquele que ensina.

A deducéo consiste em partir de verdades conhecidas, ou por intuicdo ou por
demonstragfes anteriores, por meio de um principio geral (noese), na qual se demonstra e
busca se explicar suas partes, distribuindo aplicabilidades diversas (semioses ou

semidticas). Aplica-se a todos os outros estados particulares semelhantes (semioses). A

15 Les dialectiques. Chaque situation peut faire évoluer le sujet mais peut aussi, de ce fait, évoluer a son tour,
de sorte que la geneése d’une connaissance peut étre le fruit d’une succession (spontanée ou non) de questions
nouvelles et de réponses dans un processus que j’avais qualifi¢ a 1’époque de dialectique. Dans de tels
processus les successions de situations d’action, de formulation et de preuve peuvent se conjuguer pour
accélérer les apprentissages (qu’elles se présentent spontanément ou qu’elles soient provoquées
volontairement) (BROUSSEAU, p.8)
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deducéo se aplica a objetos e fatos particulares que se originam de uma teoria geral. Esta
associada a seguinte formula: todos os x séo y (por defini¢do ou teoria geral), se A é x (caso
particular) entdo A é y (deducdo), se enquadrando na teoria geral.

A razdo, necessita de regras especiais e ldgica para realizar uma deducao e se tais
regras ndo forem respeitadas a deducdo pode ser falsa. Aristoteles chamava o raciocinio
dedutivo de silogismo. A deducdo nédo traz conhecimento novo, mas um rigor logico. Este
rigor logico foi utilizado na Matematica exaustivamente, fazendo surgir os mais belos

raciocinios confiaveis das Ciéncias.

A Inducdo, segundo elemento dialético, realiza o caminho inverso da deducao, a
realimentacdo. Parte-se de casos particulares, iguais ou semelhantes de mesmas
propriedades, aplicabilidades (semioses ou semidticas) procurando uma lei geral que
explica e subordina todos os casos particulares (noese). A razdo também estabelece regras

para guiar a inducdo.

A Analogia, outro elemento dialético da argumentacdo, se caracteriza por gerar
novos conhecimentos, ao se produzir relacionamentos entre partes, pela semelhanca a
outras teorias, simetrias observadas em multiplos casos de ocorréncias ja catalogadas. A
analogia pode produzir uma rapidez maior a aquisicdo de conhecimentos, incremento ao
ensino, e como consequéncia a aprendizagem, fazendo com que ndo se precise partir do
zero para a compreensdo dos fenébmenos. Os Principios Anal6gicos Dimensionais que serdo
aqui introduzidos em desenvolvimento a frente, secdo 4.5.8, podem permitir aos fenémenos
geométricos e suas aplicabilidades a Ciéncia, produzir-se novos discernimentos anal0gicos
de tal maneira a permitir o desenvolvimento do conhecimento com novas percepcbes de

simetrias e estabelecer semelhancas de pensamento em varios niveis de aplicabilidade.

A Sincronicidade, quarto elemento dialético da argumentacdo € uma extensdo em
que se acresce a criagdo cientifica, maltiplas formas de producdo. Foi introduzido com o
nome de abducdo, pelo filésofo inglés Charles Sanders Peirce (1839-1914) (2015), mas
devido ao desgaste desta palavra ao longo do tempo, por meio de outros conceitos,
denomina-se por analogias de definicéo, este conceito de Sincronicidade, nome dado pelo
psicologo alemédo, Carl Gustav Jung (1875-1861)(2011), por ter um significado semelhante
ao definido por Peirce. Esta troca se deve a super utilizacdo do nome abducdo para outras

fungdes, ficando desgastado na atualidade.
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A sincronicidade se caracteriza por um conjunto de insights, coincidéncias
acausais, ligadas entre si pelo mesmo significado, que vao surgindo, junto com oS
acontecimentos do dia a dia. Isto ocorre por meio de sinais, indicios, pistas, numeros,
acontecimentos naturais, que aparentam ndo terem nenhuma relacdo com a pesquisa, mas
que acabam se incluindo, desde que a mente preparada, se interligue com o conjunto de
acontecimentos a sua volta e as relacione com seus estudos. A pessoa que esteja pensando o
tempo todo nos problemas que tem a resolver vai gerar um conjunto sincronico de
acontecimentos, insights, solucbes para seu problema, que virdo junto com seus
acontecimentos aleatorios do seu dia. Sua ligagdo mental com sua pesquisa ird gerar a
chegada de pessoas e acontecimentos significativos a sua volta com conversas aleatorias,
sobre assuntos correlatos que enriquecem o proprio trabalho, de acordo com o Principio da
Sincronicidade de Jung (JUNG, 2011).

Parece que o fato de estar se pesquisando alguma coisa e se pensando
intensamente naquele assunto, isto produz um conjunto de sincronicidades de significados
que somente o pesquisador sabe que ocorreu, de tal forma que isso permite a ele encontrar

as respostas que procura nos acontecimentos e sinais que ocorrem no seu dia a dia.

A sincronicidade fornece diversos significados, respostas a mente preparada que
ird perceber logo que os acontecimentos se procedem e estdo interligados. Faz-se
instantaneamente a ligacdo ao assunto dedicado, e ocorre junto com a racionalidade a
juncdo com a ideia original procurada e a ser criada. No momento da pesquisa, a
consciéncia deve se manter ligada ao assunto, na busca de fontes que fardo surgir varios
inputs, dicas, dando o0 passo a passo do encaminhamento necessario para 0 que se necessita

e precisa ser feito.

A sincronicidade também pode ocorrer no sentido inverso, na condigdo em que a
personalidade, a vontade, a descrenca, o ceticismo do experimentador influencia
diretamente no resultado da pesquisa produzindo um resultado contrario ao experimento e a

compreens&o.

Atividades de ensino e de aprendizagem apoiadas na TSD, foi pensada neste
trabalho a fim de mobilizar os processos mentais disponiveis na estrutura cognitiva do
estudante, no que tange as Dimensdes na Geometria, dentre 0s quais inclui-se 0s processos
dialéticos. E para que a mente do estudante se mantenha ligada ao aprendizado, sé&o

disponibilizados jogos, incentivos, para induzir o ensino e facilitar sua aprendizagem por
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meio da autodescoberta diante da situacdo proposta, contando que a mente do estudante se

mantenha ligada a disposi¢do dos problemas colocados a prépria volta.

A aprendizagem é uma conquista da consciéncia que a busca e ocorre em dmbito
interno em relacdo ao aprendiz. Mas pode-se pressupor mediacdes diversificadas como
aquelas induzidas por estimulos externos, como intervencdes, direcionamentos,
treinamentos, reconfiguracdes, tipos distintos de aprendizagem. A autoaprendizagem nao

inclui intervencdo direta de ensino, mas a capacidade pessoal de observacdo e memadria.

Se o aprendiz ndo buscar, ndo se interessar, ndo colocar seu ponteiro da
consciéncia, sua lucidez, seu foco, ndo atentar aos detalhes, ndo refletir com analogias
internas, ndo fazer comparagdes, ndo produzir aperfeicoamentos, ndo havera contato, nao
haverd entendimento, ndo havera aprendizagem. O maior obstaculo a aprendizagem € a
apatia. Por isso, a importancia de o professor buscar formas distintas de incluir o estudante
em situacbes de conluio com os elementos do aprendizado, como emocoes, relacdes ao
objeto em estudo, afinidade, relagdo de contagio, entre o estudante e a situacdo de
conhecimento a ser apreendido, o milieu deve preparado para chamar a atencao a situacao
de jogo preparada pelo professor, que deve colocar o estudante dentro do problema,

convivendo com ele.

Isto faz com que os estudantes, ao se depararem com as situacdes propostas pelo
professor, com objetivo do conhecimento a ser adquirido, se utilizem de seus meios
préprios, inteligéncia, capacidade de adaptacdo, experiéncia pessoal, sensacdes, debate no
grupo, para propor solu¢Ges que gerem a propria percepcdo do saber e do conhecimento

gue se deseja passar, no meio do debate da situacdo que necessita de solucéo.

No Capitulo 3, discorrer-se-a sobre os varios aspectos das Dimensdes, finalizando
com o grande Teorema Dimensional de Pappus, do séc. Ill, d.C., onde as dimensdes se

associam em forma de construgdo umas as outras.
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CAPITULO 3 - ESTUDO DAS DIMENSOES - OBJETO
MATEMATICO DAS ESTRUTURAS DIMENSIONAIS

’

“E impossivel o ser humano aprender aquilo que ele acha que jd sabe.’

EPITECTUS de Hierapolis (55-135, 80)

“Um especialista é alguém que conhece alguns dos piores erros que podem ser cometidos na sua
especialidade e como evita-los. ”

Werner HEISEMBERG (1901-1976, 75)

“Duas coisas sao infinitas: o universo e a estupidez humana. Mas, em relacdo ao universo, ainda

’

ndo tenho certeza absoluta.’

Albert EINSTEIN (1989-1955, 76)

i3]

“Um estado é governado melhor por um homem bom do que por boas leis.
ARISTOTELES de Estagira (384-322, 62)

“O perimetro de nossa ignordncia aumenta com o raio do nosso conhecimento. Portanto quanto
mais sabemos, mais temos consciéncia do que ndo sabemos. Assim, sejamos cautelosos e
universalistas nas nossas andlises, pois, o conhecimento é finito, mas a ignorancia, infinita.”

3.1- INTRODUCAO

No capitulo presente, fizemos uma busca histdrica, da utilizacdo das dimensdes,
principalmente na area da matematica. Nos livros sobre dimenséo, fizemos uma busca na
algebra linear na Fisica. Fizemos isso para discernir os outros usos, do que nds vamos

desenvolver neste trabalho na area da Geometria, nosso assunto principal.

Na area da Fisica, existem trés significados para a palavra dimensdo. Uma delas é
relativa as unidades em que sdo medidas suas variaveis. Podemos ter dimensdo de
velocidade ligada a grandeza comprimento (L) dividida pela grandeza de tempo (T), assim
a dimens&o de velocidade é [V] = L.T. A forga é o produto da grandeza de massa (M),
pela grandeza de comprimento (L), dividida por uma grandeza de tempo quadrética (T?),

assim a dimens&o de forca é [F] = M.L.T

Um outro conceito ligado a palavra dimensao dentro da Fisica é que uma mesma
grandeza, velocidade, por exemplo, pode ter uma dimensdo de valores numéricos
proporcionais ou iguais, mas em unidades distintas. Assim, a mesma grandeza pode ter
dimensodes distintas de valores, por exemplo, “a velocidade que um carro passou o outro,
foi trés vezes superior a dimensdo do outro”. Outro exemplo seria ligado a velocidade de
um carro que é de 30 m/s ou de 108 km/h, portanto tém dimensdes de valores diferentes,

mas é a mesma velocidade uma vez que as unidades sdo distintas.
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Em uma outra significacao, a palavra dimensao esta ligada a questdo da Geometria
dos corpos, ou seja, a Geometria das Dimens@es que é o principal objetivo dessa pesquisa e
que sera objeto de nosso estudo. Toda a Fisica do século XX necessitou dessa Geometria
para se estabelecer. Iremos detalhar a Geometria das Dimensdes no Capitulo 4, aplicando a

metodologia sugerida por Duval.

Na area da Matematica, o conceito de Dimensdo aparece nos (1) sistemas de
equacdes de vérias variaveis, (2) nos tensores, (3) na algebra de funces, (4) nas matrizes,

(5) na algebra linear, (5) na geometria ndo euclidiana etc.

3.2 - LIVROS SOBRE DIMENSOES NO SECULO XIX

Encontramos trabalhos que discorrem sobre a Geometria das Dimensdes, de forma
esparsa, mas principalmente na forma de Geometrias ndo euclidianas. Encontramos
trabalhos que manifestam sobre a quarta dimensdo ou dimensdes maiores como as
mencionadas na Fisica. Ndo encontramos trabalhos, que descrevessem com detalhes
ReconstrucGes Dimensionais na Geometria na forma como desenvolvemos nesta pesquisa.

Utilizamo-nos na descricdo da Geometria das DimensGes, do método usado nos
Elementos de Euclides, o método de particionar a geometria em elementos parciais,
anatomizando e analisando suas partes e propriedades em modos de diferentes abordagens.
Realizamos a cada elemento definido, diferentes formas de visualizacdo das Reconstrucdes
Dimensionais, para melhor compreenséo desses elementos.

O livro, “Flatland, A Romance of many dimensions”, de Edwin A. Abbott, Ed.
Dover (ABBOTT, 1992, p.3-83), editado pela primeira vez em 1884, revela um local onde
todos os seres vivem em duas dimensdes, terra dos superficialinos, seres planares, cujo
principal personagem é o Sr. Quadrado (Sir Square), cavalheiro conservador. Fala do clima,
das casas e que as mulheres, no romance, ocupam um escaldo mais baixo, pois sdo linhas,
unidimensionais, seres linearinos. Os nobres sdo poligonos que quanto maior nimero de
lados, maior sua categoria social, e 0s sacerdotes sdo circulos. Discutir a terceira dimensao
¢ proibido, atitude sujeita a condenacdo de severa punigdo. Square € uma pessoa
presuncosa, hipdcrita, que nunca pensa em questionar sobre as coisas, como elas séo.

Até que Square se encontra com o Lord Sphere que se parece com um circulo, mas
gue magicamente pode mudar de tamanho. Ele tenta explicar que vem de outro mundo, a

Spaceland, onde os objetos tém trés dimensdes, terra dos espacialinos. Square resiste a
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acreditar na existéncia da terceira dimensdo. Frustrado, Lord Sphere tira 0 Sr. Square da
dimensdo dois e 0 joga na Spaceland. Square, flutua como uma folha na Spaceland, levado
pelo vento, mas s6 consegue ver as fatias bidimensionais da Spaceland, seccGes
transversais dos objetos e pessoas, onde estes mudam de tamanho, sdo multimodas,
crescem ou evaporam fantasticamente no ar.

No livro “A Maquina do Tempo”, “The Time Machine, o escritor inglés H.G.
Wells (Herbert George Wells,1866-1946,80), livro de 1894, relata na p. 3 deste livro
(WELLS, 2006, p.3,4) , a quarta dimensdo, temporal, interligada a terceira dimensao
espacial, de forma a fazer uma precognicéo a constatacéo real do funcionamento do espaco-
tempo como interagentes e interligados fisicamente. Uma vez que, este romance de fic¢do
foi escrito bem antes da teoria da relatividade, 1905, e do trabalho do mateméatico Hermann
Minkowski (1864-1909, 45), em 1908, este trecho do livro, acaba por ser quase que um
conhecimento prévio do que estava por vir. Hermann Minkowski (1864-1909,45) de
nacionalidade Russa, cresceu e estudou na Alemanha, uma vez que sua familia alguns anos
apos o seu nascimento logo migrou para a Alemanha.

H.G. Wells relata em seu livro “The Time Machine” de 1894, p. 3 (WELLS, 2006,
p.3):16

‘Claramente, o Viajante do Tempo prosseguiu, ’qualquer objeto real
precisa ter uma extensdo em QUATRO direcOes: ele precisa ter
Comprimento, Largura, Espessura, e — Duracdo. Mas através de uma
natural enfermidade da carne, da qual exporemos a vocés em um
momento, somos inclinados a ndo notar esse fato. Ha realmente quatro
dimensdes, trés das quais chamamos os trés planos do espaco, e uma
guarta, o tempo. H4, contudo, uma tendéncia de se configurar uma irreal
distingdo entre as primeiras trés dimensdes e a Ultima, pela ocorréncia de
gue nossa consciéncia se move intermitentemente em uma direcdo ao
longo da Gltima, do comeco ao fim de nossas vidas. (WELLS,H.G. 1894,
traducéo nossa)

O matematico inglés Charles Howard HINTON (1853-1907,54) trabalhava, em
1905, em um cartorio de patentes nos Estados Unidos, Washington, D.C., na mesma época

em que Einstein trabalhava em um cartorio de patentes na Suica, e escrevia seus cinco

16 ‘Clearly,” the Time Traveller proceeded, ‘any real body must have extension in FOUR directions: it must
have Length, Breadth, Thickness, and— Duration. But through a natural infirmity of the flesh, which 1 will
explain to you in a moment, we incline to overlook this fact. There are really four dimensions, three which we
call the three planes of Space, and a fourth, Time. There is, however, a tendency to draw an unreal distinction
between the former three dimensions and the latter, because it happens that our consciousness moves
intermittently in one direction along the latter from the beginning to the end of our lives.”(H.G.WELLS, 1894)
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artigos que publicou neste ano de 1905, inclusive o da relatividade. Nunca se encontraram
mais tinham varios cruzamentos de vida.

Desde pequeno, Hinton, tinha uma obsessédo pela quarta dimensdo. Divulgou e
escreveu artigos como, “What is the Fourth Dimension?”, na Dublin University Magazine,
e 0 Cheltenham Ladies no College Magazine, reproduzido em 1884 da qual acrescentaram
o subtitulo “Fantasmas Explicados” (HINTON, 1908). Hinton mostrava como obter o cubo
a partir do corte de suas faces na segunda dimenséo e sua dobradura, estabeleceu cubos na
terceira dimensdo, que dobrados para a quarta dimensdo obteria o hipercubo. Hinton
influenciou Salvador Dali que fez uma pintura do Christus Hipercubus, como mostram as
figuras6 e 7.

A Figura 6 mostra a representacdo de um cubo com suas faces externas,
espalhadas e abertas, em duas dimensbes, tendo sua gradativa montagem feita de
dobraduras indo para trés dimensdes. Note-se que as quatro faces laranja e verde, séo
dobradas perpendicularmente a dimensdo dois, a qual a face azul permanece na dimensdo
dois, e as outras quatro faces, duas laranja e duas verde, serdo dobradas,
perpendicularmente a dimensao dois, ou seja, para a terceira dimensdo, levando junto a
outra face, a azul, que ao final, se dobra em distancia igual ao seu lado do outro lado na

dimensao trés e paralelamente a sua outra face azul que permanece na dimenséo dois.

Figura 6 - Cubo com suas faces externas, espalhadas e abertas em duas dimens6es

—> ~©
€)] (b)

Fonte: Elaborado pelo autor

Podemos observar que para preencher o cubo de forma volumétrica, temos que
acrescentar infinitas faces paralelas, quadrados planos, de cores iguais, pode ser paralela as
faces azuis, com um incremento infinitesimal em cada uma destas infinitas faces azuis, que

preenchem o cubo paralelamente, entre cada uma das faces de cores iguais, no caso, diregcéo
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paralela a cor azul, ou poderia ser laranja ou verde, a fim de formar o volume solido do
cubo.

A Figura 7 mostra a representacdo de um Hipercubo com suas faces externas,
espalhadas e abertas em trés dimensdes, sendo que nao é mostrada sua gradativa montagem
em quatro dimensdes ficando esta questdo para ser esclarecida no Capitulo 4.

Na Figura 6(a), o cubo esta aberto e projetado em 2D e em (b) em 3D. Em
Analogia, com o Cubo, na Figura 7, o Hipercubo (ou Tesseract) aparece representado
somente aberto e projetado em 3D, ndo aparece em 4D. Em 4D deixamos para o Capitulo
4. A Figura 7, os oito solidos cubicos externos, cuja dobradura em direcdo a quarta
dimensdo, que néo foi feita, que ficaria com infinitos cubos internos entre cada dupla de
cubos externos, de cores iguais, dois azuis, dois vermelhos, dois laranjas e dois verdes,
mostrando as quatro direcdes do espago. Sua montagem em quatro dimensdes sera mais
bem explorada no Capitulo 4.

Figura 7 - Hipercubo com suas faces externas, espalhadas e abertas, projetado em trés dimensdes

> Quadridimensionalidade

Fonte: Elaborado pelo autor

Vemos que os oito cubos do hipercubo em quatro dimensdes, estdo abertos na
terceira dimensdo, de forma analoga, ao cubo tridimensional em duas dimensdes. Usaremos
a seguir termos analogos aos conceitos que usamos em trés dimensdes, portanto, quando
dissermos “dobrar” (dobrar da dimensdo dois (superficie) para a dimenséo trés (espacgo)) o
conceito real sera outro, poderia ser “tribrar”, (tribrar da dimensao trés (espaco) para a
dimensédo quatro (hiperespago)) seria “dobrar em trés dimensdes”. Quando esses cubos sdo

“tribrados” para um “quarto eixo” a noventa graus dos outros trés, o outro cubo azul, que
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ndo aparece, uma vez que estd escondido no interior dos outros cubos, verde, azul e
vermelho, ficard na dimensdo trés, enquanto todos os outros sdo “tribrados” para a quarta
dimensdo. Havera assim, oito cubos externos no hipercubo da quarta dimenséo, dois verdes,
dois vermelhos, dois azuis e dois laranjas, além de infinitos cubos, que preencherdo o seu
interior. Entender-se-a melhor isso quando estivermos na constru¢do do hipercubo no

Capitulo 4.

’

Na sequéncia, 0s cubos, vermelho, verde e laranja ¢ um azul serdo “tribrados’
(dobrados por analogia) para a quarta dimensdo, e levardo junto o cubo azul de baixo, para
ser “tribrado” duas vezes e ficard oposto ao cubo da dimensdo trés, o azul. Podemos
“observar” por analogia que havera infinitos cubos “paralelos” de cores iguais, que se
preencherdo entre cada um deles, em direcdo ao outro, nas quatro dire¢cdes azul-azul, ou
poderia ser verde-verde, laranja-laranja ou vermelho-vermelho, a fim de formar o
hipervolume do hipercubo. Entre cada dois cubos externos de cores iguais e que estdo
“paralelos”, onde seus centros estdo perpendiculares a direcdo de um dos eixos, existem

infinitos cubos internos entre eles, como veremos no Capitulo 4.

Figura 8 - Pintura do Christus Hipercubus, de 1954, pelo pintor surrealista espanhol Salvador Dali

Fonte: Metropolitan Museum of Art, New York City
http://www.looklateral.com/wp-content/uploads/2015/02/Salvador-Dali-Crucifiction.jpg

A Figura 8 mostra como 0 assunto da quarta dimensdo influenciou o pintor
surrealista espanhol Salvador Dali (1904-1959). Realizou a pintura do cubo
quadridimensional projetado na terceira dimensdo, e como tem a aparéncia de uma cruz,

quando aberto em trés dimensdes fez o Christus Hipercubus em 1954,
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3.3 - AS GEOMETRIAS NAO-EUCLIDIANAS NO SECULO XIX

Em 1905-1906, 0 matematico francés Henri Poincaré (1854-1012) (POINCARE,
1905, p. 129-176) mostrou que fazendo o tempo ser uma quarta coordenada do espago-
tempo, ict, onde c € a velocidade da luz no vacuo e i a unidade imaginéria, haveria uma
regularidade entre os acontecimentos nas equagdes mecanicas e do eletromagnetismo.

Em sua publicagdo, e conferéncia em 1908 sobre seu artigo “Space and Time”, o
matematico russo Herman MINKOWSKI (1964-1909) (1907-1909, p.75-88) e também no
seu artigo “The Fundamental Equation for Eletromagnetic Processes in Moving Bodies”
(1907-1908, p.53-111) definiu o “cone de luz” mostrando que espago e tempo formam um
espago vetorial real (x,y,z,ct) em quatro dimensdes e que 0s eventos se classificariam,
dentro do cone de luz, como timelike (tipo ou género tempo) e fora do cone de luz como
spacelike (tipo ou género espaco). Ele analisa as equacOes do eletromagnetismo e as
transformacdes de Lorentz, mostrando-as compativeis com o continuum espago-tempo.

Em uma famosa palestra, em 1854, em que estava presente o grande matematico
Johann Carl Friedrich GAUSS (1777-1855,78), 0 matematico Georg Friedrich Bernhard
RIEMANN (1826-1866,40), rompe os limites da geometria Euclidiana, em uma das mais
importantes conferéncias pablicas da histéria da matematica. Riemann comeca com 0 mais
famoso teorema da matematica, 0 Teorema de Pitagoras, na relacdo entre os trés lados de
um tridngulo retangulo, a® + b? = ¢ E estabelece que o Teorema pode facilmente ser
generalizado para a terceira dimensdo, a? + b? + ¢? = d?, como na Figura 9. E torna-se
simples generaliza-lo para D-dimensdes, a2+ b?+ ¢+ d? + ... = D? (KAKU, 2000).

Figura 9 - Figura relativa ao Teorema de Pitdgoras em trés dimensdes

Fonte: Elaborado pelo autor

Em seguida, Riemann generalizou vérias equacgdes para 0s espacos de dimensdes

arbitrarias, e mostrou como esses espacos podiam ser planos ou curvos.
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3.3.1 - A Geometria Plana de Euclides
Se o espaco for plano, temos a Geometria Plana, formada por superficies com
“curvatura zero”. Os axiomas de Euclides se aplicam para estabelecer as afirmagdes

como estéo ditas a seqguir.

Figura 10 - Exemplo em representacio da Geometria Euclidiana ou Geometria Plana

Fonte: Elaborado pelo autor

Como mostra a Figura 10, a Geometria Euclidiana ou Geometria Plana possui

caracteristicas que valem sobre uma superficie plana, superficie com “curvatura zero”.
Sendo que a soma dos angulos internos de um triangulo € sempre igual a 180°.
A distancia mais curta entre dois pontos € uma reta. Linhas paralelas nunca se encontram.
Por um ponto fora da reta, passa Unica reta paralela. A soma das medidas dos angulos
internos de um triangulo é 180°. Uma circunferéncia tem seu perimetro igual a m vezes o
diametro. (EUCLIDES p.97-99 p.481-483, 2009)

3.3.2 - A Geometria Curva de Lobachevsky-Bolyai-Gauss ou Geometria

Hiperbolica

Considerando uma superficie curva, a menor distancia entre dois pontos é uma
geodésica, que se denomina de reta. Riemann mostra que, além de existirem as superficies
com “curvatura negativa” que ja tinham sido descritas, existem também superficies com

“curvatura positiva”.

A Figura 11 mostra as caracteristicas da Geometria de Lobachevski-Bolyai-Gauss
ou Geometria Hiperbolica, sobre uma superficie de uma Sela de cavalo ou a superficie de
uma Trombeta, que € uma superficie com “curvatura negativa”, sendo a soma das medidas
dos angulos internos de um triangulo sempre menor do que 180° e funcdo do comprimento
de seus lados, sendo ainda, que, por um ponto fora de uma reta, pode passar mais de uma
reta paralela.
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Figura 11 - Exemplo em representacdo da Geometria Lobachevski-Bolyai-Gauss ou Geometria
Hiperbdlica

\ﬁa

Fonte: Elaborado pelo autor

As superficies com “curvatura negativa” foram pesquisadas pelos matematicos: o
russo, Nicolai lvanovich LOBACHEVSKY (1792-1856,66), o hdngaro Janos BOLYAI
(1802-1860,58) e principalmente, o alemdo, Johann Carl Friedrich GAUSS (1777-
1855,78), considerado o maior matematico de todos os tempos e que influenciou os outros
dois. Gauss sempre pensou nestas geometrias desde 1800 e influenciou indiretamente os
matematicos que construiram e desenvolveram estas geometrias: Lobachevsky, Bolyai e

Riemann.

Os matematicos, Nicolai Lobachevsky e Janos Bolyai apresentaram, de forma
independente, a chamada Geometria Hiperbolica, ou a geometria em superficies com
“curvatura negativa” como é o caso de uma superficie em forma de sela ou trombeta que
tém as caracteristicas da Figura 11. De certa forma, Gauss tinha uma reputacdo a zelar, e
tinha receio de introduzir tais mudancas e passar a ser malvisto na comunidade cientifica,
gue costumava alijar muitos matematicos por praticas ndo ortodoxas. Por isso influenciava
novos matematicos de talento a desenvolver suas ideias ndo ortodoxas que formigavam em

sua cabeca.

Para a geometria ndo euclidiana, a geometria hiperbolica, valida em superficies
como a sela de um cavalo ou uma trombeta ou uma geometria com curvatura “negativa”,
valem as seguintes afirmacGes a seguir, para figuras geométricas em uma superficie

hiperbolica.

e A soma dos angulos internos de um triangulo é menor do que 180°.
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e A soma dos angulos internos desse tridngulo depende do comprimento dos lados.

e Quanto maiores os lados do tridngulo menor a soma dos angulos internos do
tridngulo, e se o tridngulo for bem mindsculo ela tende a 180°.

e Por um ponto fora de uma reta pode-se tracar mais de uma reta paralela a ela.

e Uma circunferéncia tem seu perimetro maior do que 7 vezes o seu diametro.
3.3.3 - A Geometria Curva Riemanniana ou Geometria Esférica

A Figura 12 mostra as caracteristicas da Geometria Riemanniana ou Geometria
Esférica. Sobre a superficie de uma Esfera, uma superficie com “curvatura positiva”, a
soma dos angulos internos de um tridngulo é sempre maior do que 180° as retas sdo
circulos maximos sobre a esfera, com centro coincidente com o da esfera, e por uma reta e

um ponto fora da reta ndo passa nenhuma reta paralela.

Figura 12 - Exemplo de representacdo da Geometria Riemanniana ou Geometria Esférica

Fonte: Elaborado pelo autor

A Geometria Esférica em superficies com “curvatura positiva”, como a esfera,
descoberta por Friedrich Riemann, que também foi influenciado por Gauss, tém-se as

seguintes caracteristicas:

e A soma dos angulos internos de um tridngulo é maior que 180°.

e As geodésicas, a menor distancia entre dois pontos, ou linha reta, sdo circulos
maximos na esfera, e cujo centro desses circulos coincidem com o centro da esfera.

e Por uma reta e um ponto fora dessa reta ndo passa nenhuma reta paralela.

e Uma circunferéncia tem seu perimetro menor do que m vezes o seu didmetro.
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A matematica trazida por Gauss, Riemann, Cantor, Lobachevski, Bolyai sobre as

geometrias na matematica, e desenvolvida no seculo XX, serviram para o desenvolvimento

da Fisica do século XX.

3.4 - A GEOMETRIA DAS DIMENSOES E REFERENCIAIS

Na Geometria das Dimensfes procura-se aplicar o método estratégico dos

Elementos de Euclides, & forma de ir buscando cada um dos Elementos parciais, um a um e

ir classificando-os dentro das dimensoes.

Para a reconstrucdo dimensional usamos a metodologia sugerida por Duval, em

todos os elementos dimensionais elaborados:

a)

b)

c)

d)

Reconfiguracdo Mereoldgica Heuristica de toda a dimenséo inferior em infinitos
cortes de formato especifico para cada elemento.
Incremento infinitesimal em todos os infinitos elementos, reconfigurados
mereologicamente, na dire¢do da nova dimensao.
Reconstrucdo dimensional colocando todas as pecas em colagem dos infinitésimos,
da forma especifica de cada elemento.
Reconstrucdo Instrumental da figura quando conveniente e facil visualizacéo.
Seguindo Duval, aplicaremos periodicamente, no desenvolvimento do Capitulo4, os
quatro tipos de Registros de Representacdo Semidtica, o Figural Geométrico, o
Discursivo da Lingua Materna, o Tabelar e o Algébrico, para diversificar o ensino e
facilitar a diversidade de visdes do aprendizado.
Ressaltamos as Varidveis Geométricas de cada dimensao.

0D, o ponto, variavel dimensional, o Vértice, V

1D, a linha, variavel dimensional, a Aresta, A

2D, a superficie, a superficie, variavel dimensional, a Face, F

3D, o objeto, variavel dimensional, o Sélido, S

4D, o hiper-objeto variavel dimensional, o Hipersélido H ...

5D, o hiper-5-objeto variavel dimensional, o Hiper-5-solido Hs ...

A Equacdo Geomeétrica das Dimensdes foi usada e se mostrou valida para todas as

dimensdes e todas as figuras convexas.

A equacdo de Euler, é a equacdo com maior proximidade a Equacdo Geométrica

das Dimensdes, mas valida apenas para a terceira dimensdo. E a equacdo de Leonhard

EULER (1707-1783), do século XVIII, que relaciona trés dessas variaveis dimensionais,
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Vértice, Aresta e Face, valida para as figuras tridimensionais convexas (COURANT E
ROBBINS, 2000),
V—A+F=2

Veremos como se aplicar nas diversas dimensdes no Capitulo 4, a Equacédo
Geométrica nas Dimensdes (EGD), que serd de importancia no futuro deste trabalho de
forma pratica ao ensino e aprendizado desta equacao de interesse no estudo da Geometria
das Dimens0oes.

Nesta parte do presente capitulo, debateremos as mdltiplas definicbes de
dimensao, seus Varios usos, até chegar ao ponto de vista desta pesquisa.

Da dimensdo zero, utilizando as referéncias de Duval fazemos todas as
Reconstrucbes Dimensionais, indo a construcbes crescentes até a dimensdo quatro
geometricamente. A partir da dimenséo 5, passamos a desenvolver as Equagdes por meio
dos Registros Discursivo, Tabelar e o Algébrico, ja que a partir dai perderemos 0 Registro
Figural Geométrico.

Desenvolvemos as dimensdes fracionarias influenciadas principalmente pelas
geometrias néo euclidianas, e pelas aplicacOes na Teoria da Relatividade Geral e Geometria
Riemanniana, que ja havia trabalhado com dimensdes maiores que quatro.

Existe o conceito de fractal, desenvolvido na matematica e aplicado
principalmente no desenvolvimento da Teoria do Caos, 0 qual se atribui a um objeto
geométrico, que pode ser dividido em partes repetitivas e que essas partes, tém
semelhancas, com o seu objeto original. Tais fractais ttm uma infinidade de partes que séo
congruentes e similares, aparecendo em escalas diferentes, e apresentando-se repetidas
vezes, de forma recorrente ou iterativa. O modelo dos fractais foi criado na década de
setenta, pelo matematico, Benoit Mandelbrot (1924-2010,86), Polonés. O conceito de
Fractal esta mais ligado ao conceito de Reconfiguracdes Mereoldgicas que se mantém na
mesma dimens&o espacial, e ndo ao conceito de Reconstrugdo Dimensional que estamos
desenvolvendo nesta pesquisa. Assim também, o desenvolvimento que faremos neste
trabalho, das dimensdes fracionarias estd ligada ao do crescimento dimensional, indo em
direcdo a dimensbes maiores, e ndo ligada ao conceito desenvolvido pela definicdo dos
fractais que se mantém fixa na mesma dimensdo geométrica, como a definimos nesta

pesquisa.
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3.5 - A GEOMETRIA DE EUCLIDES E AS DIMENSOES

O intuito € discutir, em termos da Geometria das dimensdes os elementos
primitivos que fundamentaram a geometria euclidiana, que sao ponto, reta, plano e espaco,
associados as suas grandezas dimensionais. Nas palavras de Euclides (323-283 a.C., 40),
no seu “Os Elementos”, livro I, que possui 23 defini¢des, 5 postulados, 9 no¢des comuns e
48 demonstracoes, ele estabelece, os elementos estruturais dimensionais de forma precisa,
como ponto, linha reta, superficie e solido:

Ponto € aquilo que nada é parte

E linha é comprimento sem largura

E extremidade de uma linha sdo pontos

E linha reta é a que esté posta igual com os pontos sobre si mesma.

E superficie é aquilo que tem somente comprimento e largura.

E extremidades de uma superficie sao retas.

Superficie plana é a que estd posta por igual com as retas sobre si mesma.
(EUCLIDES, 2009, p. 97)

E logo no inicio do livro XI ele estabelece: “1. S6lido é o que tem comprimento e largura e

NogkrwbdE

profundidade”. (EUCLIDES, 2009, p. 481)

Euclides, na classificacdo dimensional que estamos fazendo nesta pesquisa, em seu
primeiro item, do livro |, descreve sucintamente, a zerodimensionalidade, dizendo sobre o

“ponto que é aquilo que nada é parte”.

O universo zerodimensional é uno, € como se nada pudesse altera-lo, ndo ha
partes, portanto, ndo ha conflitos, de si retorna a si mesmo, o produto de um por um da um,
a divisdo de um por um d& um, e se colocarmos infinitos pontos em coincidéncia com o

ponto, ele continua sendo o ponto, uno em esséncia.

Nos itens 2 e 3, Euclides define o que chamamos de dimensdo um, ou seja, a linha

ou segmento de reta e seus pontos terminais em namero de dois.

No item 5, Euclides define o que chamamos de dimensdo dois, ou seja, “a

superficie como aquilo que tem somente comprimento e largura.”.
E no item 1 do Cap. XI, ele define 0 que se denomina de dimenséo trés, o solido.

Sobre a bidimensionalidade, Euclides define, de forma simples, como nos dias de
hoje, os dois eixos ortogonais e linearmente independentes X, y da geometria analitica
definida no século XV, por René Descartes (1596-1650,54). Mas aqui, Euclides conceitua

com simplicidade, o retangulo, citando seu comprimento, sua largura e sua area.

No mesmo livro I, Euclides trata em seguida, dos seus cinco Postulados:
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1. Fique postulado tracar uma reta a partir de todo ponto até todo ponto.

2. Também prolongar uma reta limitada, continuamente, sobre uma
reta.

E, com todo centro e distancia, descrever um circulo.

4. E serem iguais entre si todos os angulos retos.

5. E, caso uma reta, caindo sobre duas retas, faca os angulos interiores e
do mesmo lado menores do que dois retos, sendo prolongadas as
duas retas, ilimitadamente, encontrarem-se no lado no qual estdo os
menores do que dois retos. (EUCLIDES, 2009, p. 98)

Euclides, em seu “Elementos”, desenvolveu a geometria em treze livros, os livros I
ao X tratam da geometria plana, e os livros XI, XII e XIII tratam da geometria espacial,
corpos soélidos (EUCLIDES, 2009). A teoria axiomatica de Euclides foi debatida e
reorganizada, pelos matematicos alemdes Richard Dedekind (1831, 1916) e David Hilbert
(1862-1843) (M. J. Greenberg, Euclidian and Non-Euclidian Geometries, 2008, p.138), os
quais selecionaram os postulados que fundamentam a geometria, e partir deles saem as

demonstracdes de outras propriedades e conclusdes geométricas.

3.5.1 - Primeiro Postulado de Euclides
“Por todo ponto P e por todo ponto Q ndo igual a P, existe uma unica linha que

passa através de P e Q.”

Figura 13 - Primeiro Postulado de Euclides

Q

P

Fonte: Elaborado pelo autor

3.5.2 - Segundo Postulado de Euclides
“Por cada segmento AB e por cada segmento CD, existe um unico ponto E na

linha AB tal que B esta entre 4 e E e o segmento CD é congruente ao segmento BE.”
Figura 14 - Segundo Postulado de Euclides

Fonte: Elaborado pelo autor
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3.5.3 - Terceiro Postulado de Euclides
“Para todo ponto O e todo ponto A nio igual a O, existe um circulo com centro
O e raio AO.”

Figura 15 - Terceiro Postulado de Euclides

A

Fonte: Elaborado pelo autor

3.5.4 - Quarto Postulado de Euclides
“Todo certo angulo é congruente com um certo outro.”

Figura 16 - Quarto Postulado de Euclides

C

AAB O‘LD

0]
Fonte: Elaborado pelo autor

3.5.5 - Quinto Postulado de Euclides

“Para toda reta r e para todo ponto P que ndo pertence a r, existe uma unica

reta s que é paralela a r.” (Greenberg, 2007, p. 15-23)
Figura 17 - Quinto Postulado de Euclides

S
Fonte: Elaborado pelo autor

No entanto, o quinto postulado entrou em polémica e debates constantes na
primeira metade do século XIX, cuja alternancia de raciocinios, resultaram na criacdo de
duas geometrias ndo euclidianas: a Geometria Bolyai-Lobacheviskyana ou Geometria

Hiperbdlica e a Geometria Riemanniana ou Geometria Eliptica.
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Na associacdo tridimensional, do livro XI, Euclides comeca a estruturagdo dos
corpos solidos, e define no item 1, que “solido é o que tem comprimento e largura e
profundidade” (EUCLIDES, 2009, p. 481), descrevendo, portanto, o espaco tridimensional
como aquele que tem comprimento (eixo x), largura (eixo y) e profundidade ou espessura

(eixo 2).

Estes elementos citados por Euclides, ponto, reta, superficie e sélido, estdo
associados as percepcdes dimensionais crescentes. O conceito associado a dimensao zero
define o elemento que ressoa em dimensdes posteriores ao vértice (V), ou ponto da
dimensdo zero. A linha ou segmento de reta, que associa 0 conceito de comprimento,
dimensdo um, define o novo elemento, a aresta (A) (edge (E)). A superficie ou plano,
associado aos elementos, comprimento e largura, na dimensdo dois, associa 0 novo
elemento de face (F). E finalmente na concepc¢do de espaco, que relne os trés elementos
citados, comprimento, largura e profundidade, dimenséo trés, se liga ao conceito de unidade

do novo elemento surgido de sélido (S).

3.6 - O TEOREMA DIMENSIONAL DE PAPPUS

Descreveremos agora um Teorema de grande relevancia para esta pesquisa, sobre

as dimensoes, que € o teorema de Pappus do século 111, d.C.

O Teorema Pappus afirma que ao se rotacionar um corpo unidimensional, uma
linha, em torno de um eixo fixo, por reverberacdo no espago, obtém-se um corpo
bidimensional, a partir do qual se determina uma forma universal e recorrente para

determinar a medida da area dessa Superficie resultante dessa rotacao.

E em uma segunda parte desse teorema, Pappus afirma que, ao rotacionar um
corpo bidimensional, uma superficie, em torno de um eixo fixo, por reverberagdo no
espaco, obtém-se um corpo tridimensional, a partir do qual se determina uma forma

universal e recorrente de determinar o VVolume desse Solido resultante dessa rotacao.

O matematico grego, Pappus de Alexandria (290-350,60), foi um dos grandes
matematicos da antiguidade, e é conhecido por seus oito livros de matematica, reunidos em
“Synagoge” (Colegdo). Foi mais um gedmetra que trabalhou e estudou toda a Matematica ja
existente até entdo, e langou um Teorema novo, justamente ligado as dimens@es crescentes,

apesar de ndo mencionar esse conceito.
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Pouco é conhecida de sua vida, sabe-se de seus escritos e que tinha um filho
Hermodorus que foi um professor em Alexandria. Pappus floresceu com seus trabalhos no
século 1V, um século antes da queda do Império Romano. Seu livro | foi perdido, e os
outros se tem partes, mas ndo a totalidade. No seu livro VII, no prefacio sdo explanados os
termos analise e sintese, e a diferenca entre teorema e problema. Pappus entdo enumera 0s
trabalhos de Euclides, Apollonius, Aristaeus e Eratosthenes, nos seus trinta e trés livros ao
todo, que dao a substancia que ele entende, ddo a elucidacdo dos temas necessarios. E é

neste livro sétimo que Pappus enuncia e demonstra o teorema que levou o seu home.

O Teorema de Pappus tem a ver com a geometria das dimensdes, uma vez que 0
teorema permite calcular medidas de areas e volumes de figuras geométricas, partindo de
uma figura geométrica de dimensdo inferior para chegar a uma figura geométrica de

dimensao superior.

Esse teorema foi redescoberto pelo matematico jesuita e astrbnomo Suico, Paul
Guldin (1577-1643). Guldin ficou conhecido por sua associagdo com 0 astronomo e
matematico alemdo Johannes Kepler e por ter composto uma critica ao método dos
indivisiveis de Cavalieri. Por isso o teorema também € conhecido pelo nome de Teorema de
Pappus-Guldinus, ou pelo nome de Teorema do Centroide de Pappus ou simplesmente
Teorema de Pappus (DE SOUZA, 2016, p.66-68).

O teorema dimensional de Pappus estabelece de uma constru¢do geométrica pode-
se calcular a medida de area ou de volume de uma figura geométrica, que pode ser feita
geometricamente pela rotacdo ou revolucdo de uma figura geométrica de dimensdo menor,
gerando uma figura geométrica de dimensdo maior. Desta forma, ao rotacionarmos, uma
linha em torno de um eixo fixo, gera-se uma superficie de area A ou se rotacionarmos uma
area A em torno de um eixo fixo, obteremos a geracdo de um solido de volume V, como

resultado.

Para isso, ao rotacionarmos uma figura geométrica, e calcularmos sua area ou
volume, temos que ter a distancia r da figura que ird ser rotacionada até o eixo e de rotacao.
Como a figura a ser rotacionada esta espalhada com muitos pontos no espaco tem-se que
reduzir essa figura a apenas um ponto representativo dela, para poder obter-se a distancia
Unica r. Este ponto a ser reduzida toda uma figura, teria que ser o ponto central de todos 0s
pontos pertencentes a figura, para que possa assim representar toda a figura a ser

rotacionada. Este ponto especial, teria que ser a média ponderada de todas as posi¢des da
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figura geometrica, para que possa representa-la como um todo. Este ponto representante de
toda uma figura (superficie ou solido), Pappus chamou de centroide ou centro geométrico
dessa figura.

Os centroides de algumas figuras geométricas notaveis estdo mostrados na Figura
18. Em (a) o centroide C de um ponto é o proprio ponto. Em (b) o centroide C de um

segmento de reta, esta no centro deste segmento de reta. Em (c) o centroide C do segmento
.. A . p: - A .2 ~
de uma semicircunferéncia esta a uma distancia ;r do seu centro A, de construcdo, da

semicircunferéncia. No item (d), o centroide C da &rea de um retangulo esta bem no centro

do retangulo, ou seja, no ponto de encontro de suas diagonais.

Em (e), o centroide C de um triangulo retdngulo estd a uma distancia de um terco
da sua base e a um terco de sua altura do vértice que contém o angulo de 90°, do triangulo

retangulo, ou seja, do vértice de encontro dos catetos. E finalmente em (f) o centroide C de
- . A - 4 . .
um semicirculo estd a uma distancia 3—; do centro A, em sua simetria. Estes valores de

centroides dessas figuras geométricas notaveis, faz com que se possa determinar a distancia
do eixo de rotacdo da figura até o centro geomeétrico da figura (), onde a figura como um
todo fica representada por um ponto. O teorema dimensional de Pappus, sera como

veremos adiante.

Figura 18 - Posicéo do centroide de 6 figuras geomeétricas

(d)

Fonte: Elaborado pelo autor

A expressao geral do centroide de uma linha seria dada pela expressao a seguir,
onde integra-se no numerador o produto de cada pedacinho infinitesimal de linha pela sua
posicdo em relacdo a um sistema referencial, e divide-se este valor pela medida de

comprimento total da linha. Esta posic¢ao representa o ponto centroide da linha.

7dL _ xdL ydL _ ZdL
7ol . g Iy _!
fdL

© fdL Y= fdL ;Z_de
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Para se calcular o centroide de uma superficie de medida de area A seria por meio
da média ponderada de cada pedacinho infinitesimal de area (dA) pela posicdo (7) desse
pedacinho (dA). Neste caso, serd dado pela integral do produto de cada pedacinho
infinitesimal de &rea pela posi¢do em um sistema de referéncia, dividida pela area total da
figura.

S 7dA _ xdA  _ ydA
_ = L5

€™ faa faa '7 7 faa

_  [zda
s 7=
fdA

O centroide é portanto, a média ponderada da distribuicdo geométrica de todos o0s
pontos do corpo, ponto em que todos os outros pontos estdo distribuidos igualmente em
torno dele. Representa o ponto, que se apenas nele apoiado, ele equilibra perfeitamente a
figura toda no campo gravitacional, como o centro especial do corpo (seja linha, seja
superficie, seja volume).

No que segue, vamos detalhar sobre o teorema dimensional de Pappus.
3.6.1 - Primeira Parte do Teorema Dimensional de Pappus

A primeira parte do Teorema Dimensional de Pappus é estabelecida abaixo.

Teorema Dimensional de Pappus de 1D — 2D:

Uma linha de comprimento L (1D) ao ser rotacionada em torno de um eixo fixo,
gera uma superficie (2D), cuja medida de area (A) € igual ao produto da medida
do comprimento da linha L a ser rotacionada em torno de um eixo de rotagéo, o
angulo 6 em radianos (0 < 6 < 2m), e a distancia 7, entre o0 eixo de rotacdo e o

centroide da figura (linha de comprimento L) , ou seja

A=L.0O6.7

Esta distancia 7 seria a distancia entre um ponto e uma reta, ou seja, seria dada
pela distancia entre o centroide da figura, ou centro geométrico da linha (figura), até o eixo

de rotagdo em que se girara a linha (figura).

119



Figura 19 - Teorema dimensional de Pappus, partindo-se de uma linha (1D) gera-se uma superficie

A=L.07=().2n).(r) =2nrlL

Area da Casca cilindrica Area da Casca conica Area da Casca esférica

Fonte: Elaboragdo prépria

Como ilustracdo deste teorema, temos a Figura 19.

Na Primeira Parte do Teorema Dimensional de Pappus mostrado na Figura 19 (a),
um segmento de reta paralelo ao eixo de rotacdo ¢ posto para girar de um angulo 2w
radianos, uma volta completa, gerando a superficie de uma casca cilindrica. Sua dimensao
sobe de uma escala dimensional, passando de uma linha (1D) para uma superficie (2D). A

medida da area, usando-se o teorema dimensional de Pappus é dado abaixo.

A=1L1.60.t =(L).(2m).(r) = 2nrL = area da casca cilindrica
Na Figura 19 (b), consideramos um segmento de reta diagonal de medida de
comprimento L = g, (g = geratriz do cone) e um eixo de rotagdo vertical. O eixo de rotagéo
é tocado pela extremidade superior do segmento de reta, e fica a uma distancia r da outra
extremidade do segmento de reta. Ao rotacionarmos o eixo vertical de rotacdo, com uma
rotacdo completa, o segmento de reta ird gerar a superficie de uma casca cbnica. A
expressdo da medida da &rea é dada pelo Teorema Dimensional de Pappus que fica como

mostrado a sequir.

A=06.Lt=(g9).(2n). (%) =nrg

Na Figura 19 (c), uma semicircunferéncia de raio r, comprimento L = mr é posta
para rotacionar em torno do eixo que passa pelo seu didmetro, gerando uma medida de area
da superficie de uma casca esférica. Pelo Teorema Dimensional de Pappus, lembrando que

a posicdo do centroide de uma semicircunferéncia fica a uma distancia 2r/m do eixo de
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rotacdo. Assim a medida da area da superficie gerada, a casca esferica, fica como dado na
expressao a sequir.
2nr 2r
A=L.0.r= (—) .(2m). (—) = 4mr?

2 T
Na Figura 20, temos que um segmento de reta e 0 seu eixo de rotacdo estdo
localizados em um mesmo plano, com o eixo de rotacdo perpendicular a linha a ser
rotacionada. O eixo e, designado pelo ponto A cujo eixo e perpendicular a pagina, esta na
mesma linha do segmento, fica a uma distancia a da extremidade do segmento de reta. A
superficie gerada é uma superficie em duas dimensdes, bidimensional, cuja medida de area

é uma faixa circular plana.

Figura 20 - Rotacdo de uma linha de comprimento L (1D), em torno de um eixo A perpendicular a
péagina, a distancia a, de uma das extremidades da linha. Esta rotacdo faz gerar uma superficie de
medida de area (2D), uma faixa circular plana, onde sua area ¢ calculada pela formula do Teorema
Dimensional de Pappus.

A=1.6.7=(L).2n). (a + g)

Fonte: Elaboracdo propria

Na Figura 20, o segmento de reta de medida de comprimento L, (1D)
unidimensional, e seu eixo de rotacdo e sdo perpendiculares entre si, ou seja, 0 eixo e que
passa por A é perpendicular a pagina e o segmento de reta L esta no plano da pagina. O
eixo e, que passa no ponto A na mesma linha do segmento, fica a uma distancia a do final
ou da extremidade do segmento de reta. A superficie bidimensional gerada, ao se rotacionar
a linha L em torno do eixo e é um circulo com um buraco no centro. O segmento de reta
varrera a area bidimensional da pagina gerando um arco de circulo completo, com um furo
no centro. A &rea gerada é calculada pela mesma formula do Teorema Dimensional de
Pappus. O centroide da linha esta no meio dela, portanto a distancia r entre o centréide e o
eixo de rotacédo é (a+L/2) (DE SOUZA, 2016).
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A=1.07=1.Cn0.(a+ L)

3.6.2 - Segunda Parte do Teorema Dimensional de Pappus

Da mesma forma, ou por analogia a primeira parte do Teorema, Pappus
apresenta uma segunda parte do seu teorema dimensional (sec. 111), que parte de uma figura
bidimensional (2D), figura de origem, ou seja, uma superficie de medida de &rea A, e segue
procedimento analogo ao primeiro, que é rotaciona-la me torno de um eixo fixo, resultando
estroboscopicamente em uma dimensdo superior, uma figura tridimensional, cuja formula

anéloga, leva ao calculo da medida de VVolume da figura gerada.

Teorema dimensional de Pappus de 2D — 3D:

Uma superficie de medida de area A (2D) ao ser rotacionada em torno de um
eixo fixo, gera um solido (3D), cuja medida de volume (V) é igual ao produto da
medida da area A da superficie a ser rotacionada em torno do eixo de rotacdo e, o
angulo 0 de rotacdo em radianos (0 < 8 < 2m), e a distancia r, entre o centroide

da figura superficial e o eixo de rotacéo e, ou seja

V=A40.r71

A superficie de medida de area A e o0 eixo de rotacdo pertencem a um mesmo
plano, a dimensdo dois, cuja superficie ao ser rotacionada em torno do eixo e, em uma
direcdo perpendicular a esse plano, gera um sélido de medida de volume V, dada pela

férmula do Teorema de Pappus.

Figura 21 - Solidos gerados pela rotacao de superficies cujos volumes sdo calculados pelo Teorema
dimensional de Pappus de 2D para 3D

(©
F=4r/31:-\
V=A6.7r= (g) .(2m). (g) = %Tcrzh

V=A.9.r’=(hr).(2n)(%):rtrzh V=A0.71= (2 ) §nr

Volume do Cilindro Volume do Cone Volume da Esfera

Fonte: Elaborado pelo autor
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De acordo com a Figura 21, temos seguintes casos.
(a) Um retangulo, rotacionado (360°) em torno de um dos seus lados, produz um cilindro.
(b) Um tridngulo retangulo, rotacionado (360°) em torno de um dos seus catetos, gera um cone.
(c) Um semicirculo, rotacionado (360°) em torno de seu didmetro, gera uma esfera.

Na Figura 21 (a), temos a superficie de uma retangulo, cuja medida de &rea, base
r e altura h, ao ser rotacionado de uma volta completa, em torno de um eixo coincidente
com a sua altura h, gera um sélido cilindrico. A distancia 7 entre o centroide do retangulo e
0 eixo de rotacgdo € r/2, e que rotacionado de um angulo de 2x radianos, obtém-se a geracao

de um cilindro (Figura 21(a)) cuja medida de volume desta superficie dada por:
V =A.0.7 = (rh).(2n).(r/2) = nr?h

Na Figura 21 (b), estd a formacdo do sélido cone, cujo volume calculado pela
formula do Teorema dimensional de Pappus, gerado por meio da rotacdo da area de um
tridngulo retangulo em uma rotagcdo completa, cuja distancia do centroide do triangulo ao
eixo de rotacdo coincidente com seu cateto vertical é um terco do cateto da base (¥ = b/3).

A formula do teorema dimensional de Pappus fica,

|4

A.0.7 = (%) .(2m). (g) = %nrzh

Na Figura 21 (c), esta a formacgdo de um solido esférico, gerado a partir da rotacao
2
da superficie de um semicirculo de medida de area % , de uma volta completa de 360° ou

. A s . ~ ‘ . . , 4
2m rad, e cuja distancia do eixo de rotagéo até o centroide do semicirculo é é Portanto, a

férmula do teorema da Pappus de 2D para 3D é dada por,

VAo mr? (2)<4r)_4 5
=A.0.7=|—).Qm.(5-) = gmr

3.6.3 - Extrapolando o Teorema Dimensional de Pappus para dimensoées

superiores

Como ndo encontramos estas extrapolagcdes em nenhum trabalho, ndo poderiamos
deixar de fazé-lo nesta pesquisa cuja finalidade especifica é esta. Em uma extrapolacéo do
Teorema Dimensional de Pappus, para as outras dimensdes, no caso da dimensao zero, 0
ponto (OD), para a dimensdao um (1D), e da dimensdo trés (3D) para a quatro (4D) e da

dimensdo D qualquer (nD) para a dimensdo D+1 [(n+1)D].
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3.6.3.1 - Extrapolacéo do Teorema Dimensional de Pappus de 0D para 1D

Para isso, vamos considerar que partindo de um ponto, dimenséo zero (0D), e 0
girando em torno de um eixo e, a uma distancia r do ponto, de um angulo de &
radianos (0 < 8 < 2m), como um compasso, ird gerar uma linha em forma de um arco,

fazendo sua dimens&o subir de uma ordem para 1D.
Um exemplo instrumental dessa realizagdo é o compasso.

O teorema dimensional de Pappus, para este caso OD para 1D, pode ser enunciado

por analogia ao das outras passagens dimensionais.

Vamos enunciar, portanto o Teorema dimensional de Pappus, da dimensao

zero para a dimensao um.

Teorema dimensional de Pappus de 0D — 1D:

Um ponto no espaco (0D) ao ser rotacionada em torno de um eixo fixo, gera uma
linha (1D) em formato de arco de circunferéncia, cuja medida de seu
comprimento (L) é igual ao produto do nimero de pontos equidistantes do eixo
n; rotacionados em torno do eixo e, 0 angulo 6 de rotacdo em radianos (0 < 6 <

2m), e a distancia 7, entre 0 ponto e o0 eixo de rotacdo, ou seja
L = 2 niGir_',-

Exemplos: Ao rotacionarmos um ponto, dimenséo zero (0D, ou n pontos, em torno

de um eixo de rotagéo, gera-se uma linha, na dimensao um (1D), um arco de circunferéncia
cujo comprimento L seria proporcional: ao nimero de pontos, n, a serem rotacionados; ao

angulo de rotagdo 0, em radianos, e a distancia r do ponto em rotagéo até o eixo de giro,

assim, L = n.6.7. Vejaa Figura 22.

Figura 22 - Exemplo de transformacéo dada pelo Teorema Dimensional de Pappus de 0D para 1D

e
<1

L=1.6.7=(2n).(r) L=n6.r=0.Cn.0 L=16.(f +7»).= 2n).(r, +13)

Fonte: Elaborado pelo autor
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A Figura 22, mostra um ou mais pontos (n), sendo rotacionados em torno de um
eixo, de um angulo de (2m) gerando uma ou mais circunferéncias. A medida do
comprimento L, dessas circunferéncias, € dado pela expressdo anédloga ao proposto pelo
teorema dimensional de Pappus.

Na Figura 22 (a), temos um ponto (n = 1), a uma mesma distancia do eixo de
rotagdo 7 = r, que ao ser rotacionado de um angulo maximo 6 = 2m gera a linha fechada
de uma circunferéncia cujo comprimento é

L=n.0.r =2nr.

Na Figura 22 (b) temos trés pontos (n = 3), a uma mesma distancia do eixo de
rotagdo 7 = r, que ao serem rotacionados de um angulo méximo 6 = 2w geram as linhas de
trés circunferéncias fechadas, cujo comprimento total é

L=n.0.r=3.2m)r = 6nr .

E na Figura 22 (c) temos dois pontos (n = 2) alinhados em uma direcdo que passa
pelo eixo de rotacdo, ©; = r; e , = r, que ao serem rotacionados de um angulo maximo
6 = 2m geram duas linhas de duas circunferéncias fechadas, no mesmo plano com raios
distintos, cujo comprimento total é

L=n,.0.73 +n,.0.7, =1.2m)r; + 1. 2m)r, = 21 (1 + 1).

3.6.3.2 - Rotacdo de um sélido gerando um hipervolume

Também podemos generalizar o Teorema Dimensional de Pappus da terceira
dimensdo (3D) para a quarta dimensao (4D), na formacdo de objetos quadridimensionais,
fazendo outra extrapolacdo dimensional do teorema de Pappus, como segue. Ao
rotacionarmos um Sélido, dimensdo trés, em torno de um eixo de rotacdo, em direcdo a
uma quarta dimensdo, gera-se a formacdo da Figura de um Hipersolido, cujo valor seria
proporcional: @ medida do Volume tridimensional rotacionado em dire¢do ao quarto eixo;
pela medida do &ngulo de rotac¢ao 6, em radianos, ¢ pela medida da distancia  do centroide
do volume em rotacdo até o eixo de giro. O que é expresso pela formula, H =V.6.r.

Assim podemos enunciar o Teorema Dimensional de Pappus abaixo em uma quarta parte.

Teorema Dimensional de Pappus da dimensao trés para a dimensao quatro: 3D — 4D:
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Um Sélido de medida de volume V (3D), ao ser rotacionado em torno de um eixo fixo,
na direcdo do quarto eixo, perpendicular aos outros trés, gera um corpo Hipersdlido
(4D), cuja medida de seu Hipervolume (H*) é igual ao produto da medida de Volume
V do soélido a ser rotacionada em torno do eixo e, o angulo 0 de rotagdo em radianos

(0 <6 < 2m), e adistancia r do centroide deste solido até o eixo de rotacdo e, ou seja,

H=V.0.r

Usando esta Analogia, consideremos o caso de uma Semiesfera, que sabemos que
0 seu centroide estd a uma distancia (3r/8) do seu centro de simetria A, como mostra a
Figura 23 e que sendo rotacionada em direcdo a um quarto eixo, em torno do seu diametro,

gera, assim, uma hiperesfera, cuja medida do hipervolume é calcula analogamente.

Figura 23 - Medida do Hipervolume de uma hiperesfera gerado pela férmula do Teorema dimensional
de Pappus a partir do Volume da esfera

2r

2

_ (4nr3 3\, w
H*=V.0.7 = ( - ).(271).(?) =

Fonte: Elaborado pelo autor
Sabemos que a expressédo geral da medida do volume ou mais precisamente Hiper-
D-volume de qualquer hiper-D-esfera seria dada pela expressdo genérica abaixo, onde D

representa a dimensdo em que ela se encontra.

D/2 ..D

T .r

Hpifera = —f——
re+1)

esfera

Para a quarta dimenséo, D = 4, a medida do Hiper-4-volume, V*# seria dada por
4/2 4 2.4
4 — 4 — . —
Hesfera =H"= F(3) - 2

Usando o teorema dimensional de Pappus, a rotacdo necessaria da semiesfera seria

de 2=n radianos, como na Figura 23.
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2

_ (Anr3 3ry mir*
HY=V.0.7 = (= .(271).(3) =

2

O que concorda com o valor teérico de quatro dimensdes.

Portanto, estd generalizada a validade do Teorema Dimensional de Pappus para o
calculo da medida de um Hiper-(D+1)-volume, a partir da medida de um Hiper-D-volume
em uma dimensédo D qualquer.

HP*1 =HP 6.7

Enunciado do Teorema Dimensional de Pappus da dimensdo D para a dimensdo D+1:

D—-D+1.

Um Hiper-D-sélido de medida de Hiper-D-volume, H?(DD), ao ser rotacionado em
torno de um eixo fixo, na diregdo (D+1) do eixo hiper-D+1-volumétrico [(D+1)D],
perpendicular aos outros D eixos, gera um corpo Hiper-D+1-sélido, cuja medida do
Hiper-D+1-volume, HP*!, ¢ igual ao produto da medida do Hiper-D-volume HP, da
figura do Hiper-D-sélido de dimensdo inferior a ser rotacionada em torno do eixo de
rotacéo e, o angulo O de rotacdo em radianos (0 < 6 < 2m), e a distancia r do centroide

deste Hiper-D-solido até o eixo de rotacédo e, ou seja,

HP+1 = HD 9.7

3.7 - Distribui¢6es volumetrica, superficial, linear e pontual

Conforme um corpo se apresenta no espacgo, podemos caracterizar lhe como tendo
certa distribuicdo geométrica, dependendo do seu formato, e podemos classifica-lo,
conforme sua distribuicdo geométrica como sendo volumétrica, superficial, linear ou
pontual.

Conforme as caracteristicas apresentadas, podem ser feitas reducdes dimensionais,
de solido para superficie, de superficie para linha, de linha para ponto, o que caracteriza um
importante aspecto dentro do estudo de nossa pesquisa e para as dimensdes reais no mundo
da engenharia (DE SOUZA, 2016).
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A extensdo espacial mensuravel, ocupada por um corpo, ou a regido na qual esse
corpo ocupa no espaco pode definir sua dimensdo. Do ponto de vista do ser humano, que
percebe sempre trés dimensdes, um corpo de formato qualquer, tem suas dimensdes
espalhadas nas direcdes do espaco, portanto, a priori ocupa uma distribuicdo volumétrica no

espaco.

Na préatica da realidade fisica, a matéria é distribuida tendo como estrutura seus
atomos, formatando o espago fisico. Um atomo é uma estrutura que tem um nucleo
extremamente menor do que seu tamanho, toda sua densidade esta no nudcleo. O nucleo
atdbmico, é formado de prétons e néutrons rodeado por elétrons em movimento. Portanto a
matéria total do &tomo estd em seu nucleo, uma vez que toda a densidade do atomo esta no
seu nucleo. Se tivéssemos o nlcleo de um atomo, representado na nossa escala como tendo
0 tamanho de um liméo, seu Ultimo elétron estaria girando a uma distancia equivalente de 3
km, na proporcionalidade do 4&tomo. Portanto, o atomo é um vazio total, toda sua massa
esta concentrada em um ponto muito mindsculo, o ndcleo. Neste caso temos que olha-lo
pelo seu aspecto do microcosmo da imaginacao ja que nao podemos enxerga-lo diretamente
pelos nossos sentidos e nem mesmo nossos instrumentos fisicos, mas por experimentos
indiretos. Vemos que todos 0s objetos acabam por se formar de pontos com vazios ao
redor. Do ponto surge, ao ponto retorna, COmo veremos em uma expressao de recorréncia

na Geometria das Dimensoes.

Teriamos 0 microcosmo, 0 mediumcosmo, e 0 macrocosmo. No macrocosmo
estariam os corpos celestes e o universo, muito maiores que as dimensdes naturais com que
lidamos. O microcosmo o mundo que participamos em imaginacao e conceitos, dos virus,
bactérias, células, atomos, moléculas. Assim, consideramos 0s objetos no tamanho que

lidamos, nas nossas dimensdes naturais, seria 0 mediumcosmo.

Esses corpos, do mediumcosmo, apesar de grandes vazios, caracterizarem-se por
pontos rigidos, e mantém uma aparéncia sélida, extensa, aparentemente continua e
homogénea, devido as estruturas moleculares rigidas cristalinas formadas entre seus

atomos, Figura 24.
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Figura 24 - Corpo Solido ocupando uma distribui¢éo volumétrica no espago

Fonte: Elaborado pelo autor

Um corpo como este, da Figura 24, que ndo tem nenhum tipo de simetria, ndo tem
a possibilidade de ser reduzido a uma area equivalente ou a uma linha equivalente, mas
sempre se tem a possibilidade de reduzi-lo a um ponto, equivalente, seu centroide. Veja-se
que o centroide, que tem dimenséo zero, 0 ponto, é o termo de acesso de todos 0s corpos, a
unidade, de onde reverbera a existéncia de todos os corpos, como se do ponto, a unidade,
mantivesse a virtualidade da existéncia de todos os corpos do Universo, assim como
emanasse a existéncia de cada um desses corpos, e também dessa unidade emanasse a
existéncia de tudo que existe. Como se todos os objetos estivessem interligados pelo ponto,
a unidade, e dessa unidade emanasse virtualmente a existéncia do todo.

Este estado matematico da dimensdo zero, explicaremos melhor quando
desenvolvermos, na secdo 4.3, de como o ponto, dimensdo zero, uma singularidade, pode
conter a semente de todas as formas geométricas existentes em diversas dimensdes. Dai,
fazemos uma homenagem a unidade do ponto, dimenséo zero, no Capitulo 4, secdo 4.3, por
intermédio de trés grandes citacbes da Historia que homenagearam o poder da unidade em
épocas distinta do pensamento humano e em paises distintos : 0 Quadrivium, da Idade
Média que estabelece o desenvolvimento das quatro artes liberais da Historia, a Aritmética,
a Geometria, a Musica e a Cosmologia na Europa; a Xenofanes (570 a.C.) na Grécia; e Lao
Zi (ou Lao Tsé) (601 a.C.) na China.

Um corpo que ocupa uma distribuicdo superficial no espaco, como uma placa,
teria uma espessura desprezivel em comparagdo com as suas duas dimensdes da superficie,
extremamente maiores que sua espessura, ou até poderia ter considerada sua espessura

notavel, mas constante. Uma folha de papel pode ser caracterizada como um corpo
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superficial, neste caso, podemos reduzi-la, ou seja, fazer um reducionismo dimensional por
simplificacdo, a dimensdo dois, uma estrutura superficial plana, como mostra Figura 25(a).

Mesmo que a placa tenha uma &rea A de qualquer formato, e espessura
desprezivel, podemos reduzi-la a uma estrutura dimensional dois, uma superficie, como
mostra a Figura 25(b).

Ou mesmo que tenhamos uma figura plana que ocupe o espago, se estendendo a
uma espessura ndo desprezivel de sua superficie, mas com essa espessura e = constante,
como mostra a Figura 25(c) podemos trata-la, ainda assim, com o reducionismo de uma

figura plana.

Figura 25 - Distribuigdes superficiais de &rea

@

Fonte: Elaborado pelo autor

Assim, se determinarmos o centroide (C) da superficie S, devemos manter esse
centroide da figura como um todo, mas deslocé-lo, para dentro da espessura, na mesma
linha do centroide da superficie, e coloca-lo, sob um aspecto volumétrico, no ponto
intermediario da sua espessura, e/2 como mostra a Figura 25(c).

Continuando em nossa trajetoria de reducdo dimensional, podemos considerar
agora um corpo com uma distribuicdo geométrica linear, que se mostra no formato de uma
barra, como na Figura 26. Neste caso, ele ocupa um comprimento no espaco com uma area
da seccdo transversal constante, podendo ser desprezivel ou ndo, mas pelo menos constante,
como mostra a Figura 26(a) e (d).

A Figura 26(b) apesar de ndo ter uma secdo transversal desprezivel, mas
consideremo-la constante e ndo desprezivel, podemos reduzi-la, ainda assim, a uma linha
passando no seu eixo central. Isto ocorre também na linha toda encurvada da Figura 26(c).

No caso de um cilindro de secéo transversal constante e ndo desprezivel, podemos
também aproxima-lo ou reduzi-lo a uma linha no centro, no seu eixo de simetria central,

dimensdo um.
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Figura 26 - Estrutura Linear com area de secao transversal constante

@) (b) © (d)

Fonte: Elaborado pelo autor

A figura 26 mostra uma estrutura com érea de secdo transversal constante, que
pode ser tratada como uma figura unidimensional. A area da secdo transversal constante
pode ser reduzida a uma linha central e com o calculo seu centro geométrico ou centroide

reduzido ao seu centroide de linha, unidimensional.

Um conjunto de pontos, podemos caracterizar como corpos pontuais, como na
Figura 27, sdo corpos nos quais as trés dimensfGes do espaco em torno desses corpos
podem ser consideradas despreziveis, em comparacdo com as distancias entre eles. Como
exemplo os esporos de uma flor, ou 0 mesmo o Sol e os planetas. Os corpos estdo téo

distantes em comparacdo com seus tamanhos que podem ser considerados despreziveis.

Figura 27 - Distribuigdo pontual. Dimens@es despreziveis em comparag¢do com suas distancias,
zerodimensionalidade

Fonte: Elaborado pelo autor

Esses casos, portanto, representam reducionismos de dimensdo, em uma, duas ou
trés dimensdes e sempre sdo aproximacdes da dimensdo trés, que enxergamos na sua
totalidade, dimensdo maxima que percebemos, na qual se despreza uma, duas, ou trés
dimens@es, conforme suas configuracdes de reducionismo aproximadas em tratamento

matematico.
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3.1.1 - Forma da reducgdo dimensional dependendo do formato do corpo

Como se poderia reduzir dimensionalmente um corpo sélido e homogéneo como o
da Figura 28, para uma area representativa ou uma linha representativa do mesmo corpo ou
um ponto (centroide) representativo?

Um corpo, da maneira como o encontramos, pode ser tratado como: em primeiro
lugar como um volume, em segundo lugar como area, uma vez que tém uma espessura
constante, em terceiro lugar como linha, uma vez que tem secéo transversal constante, ou
em quarto lugar como ponto, ou o centroide do corpo. Dependendo da necessidade pode-se
fazer a Desconstrucdo Dimensional, seja de forma integral como volume, ou a reducédo
como area, ou a reducdo como linha ou reducdo como ponto (centroide), mesmo se ndo se
consegue fazer o reducionismo do corpo como area (espessura constante) ou como linha
(seccdo transversal constante), por falta de simetria, sempre se pode fazer sua redugdo a um
ponto, seu centroide equivalente. Vamos fazer gradativamente esse reducionismo

dimensional para o caso do paralelepipedo da Figura 28.

Um corpo com simetria geométrica (Figura 28) pode ser reduzido
dimensionalmente a uma area A representativa, ou a uma linha L representativa ou sempre
a um ponto C representativo ou seu Centroide. De fato, considerando o corpo soélido da
Figura 28: uma barra, de comprimento L, altura h e espessura e, com volume V = L. h.e.
Podemos definir para manutencdo dos aspectos dimensionais anteriores, realizando o seu
reducionismo dimensional, o que vamos denominar densidade volumétrica geométrica, p =
V/V =1, que é igual a unidade do sélido. Consideramos que a dimensdo volumétrica é a

méaxima dimensdo de percepc¢do. O centro geométrico ou centroide seria um ponto, e ficaria
. . . . = L h
na posicao de simetria do volume, ou seja, C = (E i T g ).

Figura 28 - Um corpo com simetria geométrica

<<

(0)

Fonte: Elaborado pelo autor
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Este volume pode ser reduzido a uma estrutura superficial, por ter espessura
constante, e=const., onde essa superficie equivalente deve ficar na posicdo central dessa
espessuraA = (0<x<L;0<y<h;z= —g). A densidade superficial geométrica de

. . 14 L.h.e ;- N T o .
areasera, 0 =~ =—-=¢,¢€ igual a espessura e do solido geométrico, que é constante, e

onde o produto da densidade superficial o, pela area da superficie A, restitui-lhe o volume,
da qual ela foi reduzida, V = 0.4 = e. (L. h).

Este volume também pode ser reduzido diretamente a uma estrutura linear L, por
ter a medida da area da secdo transversal S; do corpo, um valor constante, S; = h.e =

const., onde essa estrutura linear constante equivalente, deve ficar na posicao central dessa

Secdo transversal, de valor no espaco, L = (0 SxSL;%;—g). A densidade linear

P p %4 L.h.e . \ ~
geométrica de volume, Ay, sera, A, = == h.e, igual a secdo transversal da barra

geométrica, constante, sendo que o produto da densidade linear geométrica pela linha,
restitui-lhe o volume, da qual ela foi reduzida, V = A;,.L = L. (h.e).

A area A reduzida a partir do volume V, pode também ser novamente reduzida a
unidimensionalidade. No caso, havera a reducdo de uma area A, a uma linha L. Sendo a fita
plana de largura constante, h = constante, e que na simetria da fita, com densidade linear
geométrica de medida de area, 14, serd, A, = % = % =h, igual a altura h do
paralelepipedo , constante, onde restitui-lhe o valor da éarea, o produto da densidade linear
de area 1, pelo comprimento da linha L, da qual a Area foi reduzida, A = A4.L = h. L.

O centro geométrico dessa area ¢ bem no meio do retangulo, C = (g;g;—g),

reduzindo-o a um ponto, C , posicdo do centroide do retdngulo, da mesma estrutura

volumétrica reduzida a um ponto, por equivaléncia.
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Figura 29 - Uma figura com simetria geométrica pode ser reduzida dimensionalmente a uma area de
simetria ou @ uma linha de simetria ou sempre a um ponto

ty

b a 0 a b
Z

Fonte: Elaborado pelo autor

Este volume da Figura 29, de simetria mais complexa do que o da Figura 28,
pode também ser reduzido a uma Area A, ou uma linha L, ou um ponto, seu Centroide,
devido & sua simetria.

Considerando entdo esse volume da Figura 29, um arco volumétrico, com raio que
varia de a para b e espessura constante e. A densidade volumétrica do volume, p =V /V =
1, igual a unidade do so6lido. A medida do volume da figura seria dado pela medida da area
da face da frente, do semicirculo maior, A, = mh?/2, menos a medida da area do
semicirculo menor, A; = ma?/2, e pelo produto da espessura e, resultando, assim, o
produto da medida da area da superficie por sua espessura constante, a medida do volume
da peca,

V =n(b? —a?)e/2.

O célculo do centro geométrico ou centroide desta estrutura, peca, ou figura, ndo
seria de normalidade da pratica no ensino basico, uma vez que envolve integrais, portanto,
vamos proceder seus resultados sem seu calculo, ndo sendo tdo intuitivo como no exemplo

da Figura 29, e ficaria na posicdo de simetria do volume, com coordenada vertical igual a

4 b%+a’+ba

y= , onde o centroide seria entdo dado pelas coordenadas C =
3n  (b+a)

. 4 b?+a*+ba

e
(0' 3n (b+a) ’ _E)

Este volume pode ser reduzido a uma estrutura superficial A, por ser de espessura

constante, e=constante, e sua superficie equivalente, deve ficar na posi¢cdo central da
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profundidade em z = —e/2. A densidade superficial do volume seria oy, = % = e, onde
V =n(b? —a?)e/2, e a area da superficie A = n(b? — a?)/2 e oy é igual a espessura e
do solido geométrico, constante, onde o produto da densidade oy, pela area A da superficie,
restitui o volume, da qual ele foi reduzido, V = a. A. O centroide da superficie seria igual
a da estrutura volumétrica, por equivaléncia.

Reduzindo o volume a uma linha teriamos que centro de linha desta faixa de area
estaria a uma distancia igual a
2(b* —a®)  2(b*+a®+ba)(b—a)
3(b? —a?) 3 (b+a)(b—a)

E, portanto, teria comprimento L = r7. de tal forma que o centroide dessa linha seria igual

r =

27 4 b%+a?+ba .. , )
— = ————, que coincide com outras estruturas de volume e area equivalentes.
T 3t (b+a)

Considerando supostos valores dados, apenas para efeito de resultados da Figura
29, consideremos: a =3me b = 6m e ¢ = 0,5m, assim temos como resultado, com trés
algarismos significativos: V =2,12m3; A=4,24m? r=4,67m; L=147m; e 0

centro geométrico ou centroide tem coordenadas, x = 0; ¥y =2,97m; Z= —0,250 m.

3.6.3.5 - Reducéo ao uno

Todas essas distribui¢fes narradas acima, mesmo que ndo tenham simetria, podem
ser reduzidas sempre a um unico ponto, dimensdo zero, chamada centroide ou centro
geométrico da figura geométrica, que representa a posicdo de uma média ponderada
considerando todas as posi¢des do corpo. O centroide representa o corpo como um todo, a
sua posicdo média, a média ponderada de todas as posicdes geométricas do corpo.

Como estabelecemos no Teorema de Pappus, o centroide € 0 ponto que representa
0 corpo como um todo, e para se obter a distancia do corpo até o ponto, sabemos que uma
distancia precisa de dois pontos, sendo que o ponto do corpo é seu centroide e sua distancia
até um eixo de rotacdo que é uma reta, tem sempre que ser a menor distancia, ou seja,
aquela que faz 90° entre o ponto (centroide) e a reta (eixo de rotacdo). fazer rotagdes
geométricas em torno de um eixo, podendo-se considerar uma Unica distancia entre o corpo
e 0 eixo de rotagéo.

Uma reducdo geométrica pode ser feita considerando a distribuicdo geomeétrica

volumetrica especial do corpo.
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Para um corpo qualquer mesmo sem simetria, sempre pode-se reduzir tal estrutura
ao seu centroide, o centro geométrico do corpo, que represente o centro equilibrado de toda
a distribuicdo geométrica no espaco.

Se o corpo volumétrico tem uma distribuicdo geométrica homogénea, e uma
espessura e = constante, entdo, sempre podemos reduzir o volume a uma placa de area A
e espessura constante e.

Se o corpo volumétrico tiver uma secdo transversal constante ao longo de seu
comprimento L, sempre podemos reduzir a figura geométrica, a uma estrutura
unidimensional, ou seja, a uma linha L de secdo transversal constante.

Passaremos no Capitulo 4, a seguir, a dar a definicdo das caracteristicas essenciais
para as dimensfes do espaco, em ordem crescente de suas passagens: a dimensdo zero
(OD); as dimensdes fracionarias entre a dimensdo zero e a um; a dimensdo um (1D); as
dimens0es fracionarias entre a dimensdo um e a dimensdo dois; a dimenséo dois (2D); as
transformac6es de figuras em sua enantiomorfa (figura espelhada) da dimensdo dois com
dobra de torcdo para a trés; as dimensdes fracionarias entre a dimensdo dois e a trés; as
transformacdes de figuras em sua enantiomorfa, da dimensao trés, pela passagem de uma
dobra de torcdo para a dimensdo quatro; a dimensao trés (3D); a dimensao fracionéria entre
a dimensdo trés e quatro; a dimensdo quatro (4D).

A dimensdo quatro ¢ uma dimensdo que, sobre o ponto de vista da percepcao
biol6gica e fisica, ndo estamos acostumados a ter experiéncias com ela; mas pode ser
perfeitamente pensdvel geometricamente, discursiva de explicacbes onde as analogias
ajudam como veremos adiante no Capitulo 4. Assim para a Matematica e a Fisica, é
necessaria uma linguagem de forma para representar a natureza, e a representacao
geométrica dessa quarta dimensdo esta mais proxima por analogia, dentro dos Registros
figural geométrico, discursivo, tabelar e algébrico. No entanto, para se prosseguir para
dimensBes da cinco em diante, as analogias geométricas até a quarta sdo Uteis para se
formar o arcabouco mental de geometrias superiores, sendo que os Registros Discursivo da
Lingua Materna, o Tabelar e o Algébrico nos garante o célculo e certeza da sua existéncia e
realidade, até uma D-ésima dimenséo inteira qualquer ao caminho do infinito.

Necessitamos, para isso, compreender as analogias, que se repetem e se
empreendem de forma crescente, assim podemos produzir construgdes dimensionais mais
complexas. Tal discernimento das estruturas anal0gicas serd necessario para que no

momento em que se chega as estruturas quadridimensionais, onde a experiéncia espacial
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ndo ajuda, possamos percebé-las através das analogias e da logica, criando o habito do
mesmo proceder, através do que chamamos de Principio das Analogias, e da variedade de
Reconstru¢bes Dimensionais, para as construgdes de complexidade experiencial e néo
experiencial.

Com o héabito do proceder analdgico, fazemos surgir, no crescimento dimensional,
inimeras construgdes que inovam. S&o propriedades ndo perceptiveis se ndo realizadas. No
entanto, muitas vezes, com o atavismo da repetibilidade bem-sucedida através de
raciocinios ja realizados no passado, existe ainda o0 medo do associar-se ou aventurar-se no
universo de novas analogias. Como ocorre e existe a falta de descri¢cdo crescente do ébvio,
engessamos 0 pensamento nas impossibilidades ou no comodismo, impedindo o
aparecimento de novas possibilidades, emperrando a estrutura do pensamento em loops
repetitivos, mantendo somente 0s mesmos signos da geometria passada, sem ampliar novas
perspectivas, que criam novas possibilidades, por contrapor-se as semioticas de costume.

Essas estruturas que se revelam com simplicidade de construgdo, mostram-se Uteis
para 0 exercicio da compreensdo e dos questionamentos, em estruturas analdgicas e
inovadoras. Este apoio de novos enfoques, ocorre em varias areas do conhecimento, como
no caso da jurisprudéncia no direito, do ensino-aprendizado nas imagens
multidimensionais, nos simbolos fisiol6gicos na biologia, nas simetrias na fisica, na busca
de resultados mais justos na ética, na conquista das compreensdes mais rapidas, na
educacao e no raciocinio mais completo da matematica.

No Capitulo seguinte, Capitulo 4, iremos desenvolver a aplicacdo do método de
Duval, usando as Reconstrucdes Dimensionais indo da dimensdo zero a dimensao 4. Para
cada Figura Geométrica de cada dimensdo desenvolve-se quatro tipos de visualizacfes
distintas de Reconstru¢des Dimensionais, variando as Reconfiguragcdes Mereoldgicas para
cada Dimensdo anterior ou Reconstrugdes Instrumentais. Para cada Figura dimensional,
usamos quatro tipos de Registros de Representagdo Semidtica, ou seja, 0 Registro Figural,

Registro Discursivo da Lingua Materna, o Registro Tabelar e o Registro Algébrico.
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CAPITULO 4 - GEOMETRIA DAS DIMENSOES

“O que observamos ndo é a natureza propriamente dita, mas a natureza exposta ao nosso método

>

de questionamento.’

Werner HEISEMBERG (1901-1976)

“Se em qualquer circunstancia, um homem ndo da voltas em torno das coisas
ou das ideias para examina-las sob as suas diferentes facetas,

’

esse homem é incompleto e fraco, portanto, ameagado de perecer.’

Honoré de BALZAC (1799-1850,51)

“Talento ¢ 1% de inspiragdo e 99% de transpiracdo.”

“Penso 99 vezes e nada descubro. Deixo de pensar, mergulho no siléncio e a verdade me é
revelada [..] A mente avanca até o ponto onde pode analisar,

2

mas depois vai para uma dimensdo superior, sem saber como chegou la.
“Algo é impossivel até que alguém duvide e acabe provando o contrario.”
Albert EINSTEIN (1879-1955,76)

“Ndo ha nada permanente, exceto a mudancga.”

HERACLITO de Ephesus (535-435,100)

”»

“O melhor uso da vida consiste em gasta-la em algo que dure mais do que a vida.
William JAMES (1842-1910,68)

“La déconstruction dimensionnelle constitue le processus central de la visualisation géométrique.”
“A decomposi¢ao por desconstrucao dimensional de formas percebidas, corresponde ao

funcionamento profundo da visualiza¢do na geometria.”
Raymond DUVAL (1937-,82)

4.1 - INTRODUCAO

O presente Capitulo tem o objetivo de desenvolver este Referencial
Epistemoldgico para a Geometria das Dimensbes, com a finalidade de implementar o
ensino desta Geometria no Ensino Basico e torna-la instrumento cognitivo da percepcéo
geométrica e diversidade de visualizagGes dimensionais por todos 0s estudantes.

O século XIX se aplicou no desenvolvimento da Geometria das DimensGes,
principalmente da Quadridimensionalidade, e os esfor¢os de Carl Friedrich Gauss (1777-
1855,78), de toda uma vida, resultou em inimeras contribui¢fes por ele inspiradas neste
assunto. Esta disciplina precisa ainda de uma aplicagdo mais incisiva, no desenvolvimento
cognitivo dos estudantes de Matematica.

Assim, a temética da Geometria das Dimensdes no ensino do Curriculo do Ensino
Béasico, em trabalhos que envolvam a sua visualizagdo por Reconstru¢do Dimensional no
sentido de Duval (2005), seria de alta valia aos estudantes que poderiam estar tendo a
percepcao do crescimento das dimensfes até a quarta, e com possibilidades de dimensdes

maiores, como elemento de cognicdo essencial, que facilitaria a compreensdo de outras
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abstracdes em desenvolvimentos futuros no ensino da Matematica. E como vertente ainda
de interesse premente as suas variadas aplicacGes na ciéncia moderna.

Fizeram parte desse desenvolvimento da Geometria Dimensional, no passado,
Euclides, Pappus e Descartes, e no século XIX, com esforcos para criacdo de uma
geometria quadridimensional os matematicos de Carl Friedrich Gauss (1777-1855,78),
Simeon Ferdinand Mdobius (1790-1868,78), Nikolai Ivanovich Lobachevski (1792-
1856,64), Janos Bolyai (1802-1860,58), Bernard Riemann (1826-1866,40) e Felix Klein
(1849-1925,76).

O Eletromagnetismo, em 1886, e a Teoria da Relatividade, em 1905, foram as
primeiras ciéncias que se utilizando diretamente da quadridimensionalidade sem que seus
criadores soubessem. Foi 0 momento em que apareceu uma primeira aplicacdo préatica util
usando a quadridimensionalidade e que posteriormente se reverberou para todas as teorias
na Fisica do século XX. No entanto, a descoberta ou percepcdo de seu carater
quadridimensional, foi somente descoberto posteriormente pelos matematicos Henry
Poincaré (1906) e Hermann Minkowski (1908) e depois adotadas em todas as teorias
posteriores da Fisica, e ainda sido ampliadas suas aplicacdes e dimensdes.

No presente capitulo, apresentamos uma série de desenvolvimentos,
principalmente inspirados pelas sugestdes Duval, dos acréscimos no tema da Geometria das
DimensBes, mais especificamente nos aspectos enderecados ao ensino basico, de
visualizacdo geométrica e entendimento cognitivo.

Ao longo desse desenvolvimento, obtivemos uma curiosa equagdo, denominada
Equacdo Geométrica das Dimensdes, envolvendo as varidveis dimensionais das figuras
geométricas, o “VAFSH” (Vértice (0D), Aresta (1D), Face (2D), Sélido (3D), Hipersolido
(4D)), em que se acrescenta uma variavel destas a cada nova dimensdo e que curiosamente,
resulta sempre igual a unidade, para qualquer figura geométrica convexa em qualquer
dimensdo, como demonstraremos.

N&o encontramos nos desenvolvimentos da Matematica, esta Equacdo de carater
Dimensional, por isso, neste trabalho, desenvolvemos varias expressdes recorrentes para
dimensdes superiores que se mostraram extremamente Uteis & demonstracdo final de que ela
vale para qualquer dimenséo D inteira.

A generalizacdo e validade para qualquer dimensdo, por meio da Equacles de
Recorréncia, demonstramos ao final do Capitulo 4, que elas séo validadas para a D-

dimensionalidade inteira qualquer que seja ela.

140



Como jéa foi dito no Capitulo 3, uma das equacgdes que encontramos catalogadas,
com semelhanca a Equacdo Geomeétrica das Dimensdes, mas ndo completa, e valida
somente para a terceira dimenséo, é a equacdo de Euler que relaciona as variaveis, Vértice,
Aresta (Edge) e Face, e que vale para as figuras tridimensionais fechadas e convexas
tridimensionais, V — A + F = 2. A equagdo de Euler, ndo relaciona a complementaridade
de todas as variaveis dimensionais, nem faz referéncia a questdo dimensional, mas é uma

Equacdo Dimensional.

A questdo dimensional unifica esta Equagdo Geométrica das Dimensdes como
universal para todas as dimensoes, e ela se mostra valida para a Geometria das Dimensdes,
em uma matematica mais completa até a D-ésima dimenséo, sendo que valida também para

figuras com partes circulares como demonstraremos.

Aqui a relacionamos, com o desenvolvimento dimensional crescente, sendo
aplicado em todas as dimensbes crescentes passo a passo. Mas a EGD, Equacéo
Geométrica das Dimensdes é aplicada da dimensdo zero a quarta dimensdo e extrapolada
posteriormente para qualquer dimensdo D inteira. Calculamos os valores mostrando sua
validade no Registro tabelar, por meio de equacgdes recorrentes até a 11% dimenséo e depois

demonstramos que ela é valida para todas as dimensdes inteiras, D=0, 1,2, 3, 4,5, 6, 7, ....

Essa Equacdo Geométrica das Dimensdes, que resulta sempre igual a unidade, de
qualquer figura geométrica fechada e convexa, mesmo circulos, esferas, cilindros, cones,
hiperesferas, em qualquer dimenséo, leva, ou retorna, esta relacdo, sempre, para a unidade,
como resultante, a maneira de uma equagdo “divina”, unitaria. O ponto na
zerodimensionalidade também se mostra como a unidade, da qual todas as figuras
dimensionalmente maiores sdo capazes de se originar, como se a unidade, a singularidade

do ponto, carregasse o 6nus de toda a criacdo geométrica dimensional.

Neste Capitulo, além da pesquisa do crescimento dimensional da dimensao zero a
quatro, a utilizacdo desse crescimento, faz-se uso de forma alternada dos Registros de
Representacdo Semiotica Figural, Discursivo, Tabelar e Algébrico. Ainda assim, para cada
elemento figural pesquisado separadamente, fizemos o estudo de quatro Visualizagdes
distintas. Posteriormente da dimensdo cinco até a dimensdo D qualquer, perdemos o
Registro Figural e passamos a analise dimensional pelos Registros Discursivo, Tabelar e

Algébrico.
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Em analise adicional e inspiracdo da Relatividade Geral do encurvamento da
dimensdo 3 (3D) até a 4 (4D), e as Geometrias ndo Euclidianas, fizemos a extrapolacéo

para as Dimens@es Fracionérias da dimensdo entre 0 até 1, de 2 até 3, e de 3 até 4.

E ainda estudamos as tor¢des em dimensdes maiores que entram em contato com a
dimensdo imediatamente inferior, e que resulta na transformacdo de uma figura em sua
figura espelhada oposta (enantiomorfa), ao passar por esta tor¢cdo de dimensdo superior,
assim como ocorre com a fita de Mdbius, da segunda para a terceira dimensao. Seria como
se pudéssemos transformar uma mao direita em uma mao esquerda ao passa-la por uma

torcdo na dimensao quatro.
4.2 -DIMENSAO ZERO (0) OU ESTRUTURA ZERODIMENSIONAL

A dimensdo zero é representada por um ponto, com volume nulo, e sem dimensdes
observaveis, ou seja, zerodimensional. Este conceito é de carater virtual, para a consciéncia,
ou um conceito tedrico, ou seja, sujeito a experiéncia do pensamento. Tem no seu aspecto
matematico, os elementos primitivos, axiomaticos ou postulados, como define Euclides em
seus “Elementos” (EUCLIDES, 2009, p.97).

Representa a reducdo ao zero no intervalo espacial s, s = 0, em todas as dire¢des,

no volume ou na “solidez” nula do ponto.

Representa-se a zerodimensionalidade em um ponto, pelo que se denomina de

singularidade, um ponto sem dimensdes.

Chamaremos este ponto singular de forma prima, ou forma primeira, e esta seria a
primeira  Construcdo  Dimensional da Geometria das Dimensdes, o da
zerodimensionalidade. Este seria um ramo ou tipo, ou Registro Figural da imaginagdo ou
do pensamento, e 0 representaremos como Reconstru¢do Zerodimensional Um, por meio

das letras RO1,, e da Figura 30.

E € s6 no nivel do pensamento que podemos chegar ao nivel das possibilidades e
variedades do comprimento infinitesimal, definido como zero. Sob o aspecto da realidade,
da semiose de Platdo, na nossa tridimensionalidade, o ponto, teria dimensdo nula. Do ponto
de vista da idealidade matematica, o nous ou noese de Platdo, o ponto, no pensamento
virtual da consciéncia, seria uma esfera de raio exatamente zero e poderiamos estabelecer

tal estrutura ideal como uma primeira estrutura dimensional no Registro de Representacéo
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Semiotica Figural, dentro de uma primeira Reconstrucdo Dimensional, origem de todas as
outras, a dimensdo zero (R01.), a abstragdo do ponto sem dimensdes, como estabelecido na

Figura 30.

Figura 30 - Zerodimensionalidade em uma Primeira Reconstrucdo Dimensional, a origem de todas as
outras, a primordial. Idealiza¢do ou representacdo do ponto com dimenséo nula

RO,

Fonte: Elaborado pelo autor
Portanto, estes diferentes modelos de representacdo dessa mesma estrutura

conceitual, dentro dos Registros de Representacdo Semidtica, temos o Registro Figural, o
Registro Discursivo em lingua materna, Tabelar e Algébrico. Iremos aqui caracterizar a
existéncia de diversas Reconstru¢cdes Dimensionais ao longo do desenvolvimento da
Geometria das Dimensdes, que, no caso, definimos para cada figura dimensional, em quatro

tipos de Visualizacdo de Reconstrucéo.

Consideremos agora um segundo modelo, ou segunda visualizacdo de
Reconstrucdo Zerodimensional (RO2. Figura 31) sempre dentro de quatro Registros (de
Representacdo Semidtica), o Registro Figural das figuras geométricas, o Registro
Discursivo em Lingua Materna, Registro Tabelar e o Registro Algébrico das equacbes que

regem suas variaveis dimensionais, que apresentaremos nesta secao.

Poderiamos visualizar aqui, um modelo da dimensdo zero representado por um

ponto cujas dimensdes de todos os lados tendem a zero.

Figura 31 - Zerodimensionalidade em uma segunda Reconstruc&o. E o caso de uma esfera, que pode se
tornar menor e menor mentalmente. E varias dimensfes mentais podem ser associadas

® o -
dL = dr

R02 dA=r.dr.de

dV = 1% sen.dr.do.d¢

Fonte: Elaborado pelo autor
A representacdo da dimensdo zero pode ser estabelecida de forma virtual, de

manifestacdo em coordenadas cilindricas, pois se manifestando de forma infinitesimal, mas
representada em uma, duas e trés dimensdes distintas, virtualmente, pois ainda se delineia
em suas expressdes infinitesimais, como sementes-pontuais-virtuais de formas futuras

representadas no ponto em direcéo a dimensdes superiores.
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A dimensdo zero, 0 ponto, poderia se expressar como uma manifestacdo de
representacdo de uma linha virtual, ou seja, apesar de ser pontual, se manifestar como
semente para construgdo de uma linha, na dimenséo um virtual: dL = dr, mas ainda sendo
uma manifestacdo da dimensdo zero, ou seja, 0 ponto, uma vez que dr é um intervalo, Ar
(delta r), infinitesimal, tendendo a zero, portanto ainda um ponto. Sabemos que entre dois
pontos de uma reta, por mais préximo que se escolha um do outro, ainda sempre vao existir
infinitos pontos entre esses dois pontos. No entanto, o infinitésimo seria um intervalo
virtual, menor de todos, realmente tendendo a zero. O infinitésimo dr, seria 0 menor
intervalo imaginavel entre dois pontos, portanto, se tendendo a zero, representa assim,
apenas o ponto, representacdo diferencial da dimensdo zero. Esta seria a representacdao do
ponto, como “semente” unitaria, mas com probabilidade virtual para a formagdo do
intervalo entre dois pontos, 0 segmento de reta, o “galho” surgido de uma “semente-linha”.
A formagdo da arvore a partir da “semente-linha” para formagao do segmento do “galho”
seria uma forma analdgica botanista (DUVAL, 2005) de ver a formacdo geométrica,
dimensionalmente se manifestando por analogia a biologia.

A zerodimensionalidade, o ponto, poderia também ter expressdo em uma semente-
area, “DNAlizada” como expressdo de representacdo de uma area virtual, ou seja, como
ainda infinitesimal, por isso se mantém como expressdo pontual, mas como uma
manifestacdo virtual para uma é&rea, representacdo de uma semente de manifestacdo
geométrica da dimensao dois, mas ainda estando na dimenséo zero, o ponto: dA = rd¢.dr.
Seria a manifestacdo de um ponto, uma vez que rd¢e é um intervalo curvo infinitesimal e
dr seria o0 outro intervalo infinitésimo reto, perpendicular ao primeiro, radial, portanto, ndo
interferentes, linearmente independentes e ortogonais. Sendo assim, ainda mais
rapidamente, seu produto tenderia a zero, portanto, um ponto, representacdo diferencial
virtual da dimenséo zero, como semente de probabilidade de ser manifestar na dimensao
dois. Na analogia botanista, uma “folha da planta”, geometricamente ja delineada, mas
ainda virtualmente na dimensao zero, a “semente”. Seria como se a “semente” do ponto,
neste seu aspecto, carregasse virtualmente a possibilidade de se manifestar na segunda
dimensao.

A dimensdo zero, o0 ponto, pode também ser representado como uma manifestacao
da representacdo de um volume virtual infinitesimal dV, ou seja, como infinitesimal
representa uma semente de manifestagdo para a dimensdo trés, mas ainda estando na

dimensdo zero, o ponto: dV =rsenfde.rd6.dr. Ainda, mesmo assim seria a
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manifestacdo de um ponto uma vez que rd8 é um intervalo curvo infinitesimal, o rsen8d¢p
seria outro intervalo curvo infinitesimal e o dr seria outro intervalo reto, radial,
infinitesimal. S&o perpendiculares entre si, portanto, ndo interferentes, linearmente
independentes e ortogonais, mas tendendo a zero, de forma ainda mais rapida, com o seu
triplo produto infinitésimo, portanto, um ponto, representacdo diferencial virtual da
dimensdo zero, com a probabilidade de ser manifestar na dimensdo trés, mas ainda
virtualmente. O ponto como “semente” unitaria de possibilidade de manifestagdo, para a
formacao do “tronco” da arvore, ou seja, o Sélido.

Em uma terceira Reconstrucdo da zerodimensionalidade, ROs, poderiamos
conceber um cilindro de raio e altura despreziveis e cada vez menores em tamanho, em
comparacdo com as distancias a sua volta, com suas dimens@es tendendo a zero, assim
infinitesimais, portanto um ponto, na dimenséo zero, como semente de manifestagdo de

outra geometria, como mostra a Figura 32.

Figura 32 - Zerodimensionalidade em uma terceira Reconstrucio Zerodimensional. Caso de cilindros
de raios e alturas cada vez com dimensdes mais despreziveis

. [ | ] [ .
dL=dp

RO3 dA =p.dp.de

dv =p.de.dp.dz
Fonte: Elaborado pelo autor

A representacdo da dimensdo zero pode ser representada de forma virtual, mas
manifestando-se de forma infinitesimal do ponto, em uma, duas, trés ou quatro dimensdes
distintas, virtualmente, pois ainda delineada em suas expressdes infinitesimais, como
sementes-infinitésimas de manifestacdo de um formato em dimensées superiores.

A dimensdo zero, o ponto, pode se manifestar em coordenadas cilindricas e com
expressdo de manifestagdo na representacdo infinitésima-linear por meio de uma linha
virtual, ou seja, j& indo para uma dimensdo um: dL = dp, mas mesmo assim, mantendo sua
manifestacdo na dimenséo zero, uma vez que dp é um intervalo Ap (delta p) infinitesimal,
tendendo a zero, ainda, portanto, um ponto. O infinitésimo dp, seria 0 menor intervalo
entre dois pontos imaginével, tendendo a zero, como representacdo diferencial da dimenséo
zero. O ponto como “semente-linha” unitaria para a formag¢do do “galho”, ou seja, o

segmento de reta.
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A dimensdo zero, como manifestacdo do ponto, poderia ser modelado agora como
uma representacdo de uma semente-ponto-area-infinitésima virtual em coordenadas
polares, ou seja, também infinitesimal, mas como manifestacdo virtual no plano das
coordenadas cilindricas, semente de uma manifestacdo geométrica da dimensdo dois, no
entanto, ainda estando na dimensdo zero, o ponto: dA = pd¢.dp. Ainda assim, seria a
manifestacdo de um ponto, uma vez que pd¢e é um intervalo curvo infinitesimal e o dp
seria 0 outro intervalo infinitésimo reto, perpendicular ao primeiro, portanto, nao
interferentes, linearmente independentes e ortogonais. Assim sendo, mais rapidamente seu
produto tenderia a zero, portanto, o ponto, representacdo diferencial virtual da dimensao
zero, como semente de probabilidade de ser manifestar na dimensao dois, uma “folha da
planta”, geometricamente ja delineada, mas ainda virtualmente na dimensdo zero, a
“semente”. Seria como se o ponto neste aspecto tivesse a ‘“‘semente-superficie” de
possibilidade para se manifestar, como “folha” na segunda dimens&o.

A zerodimensinalidade, o ponto, poderia também ser uma expressdo de uma
manifestacdo em representacdo de um volume virtual, ou seja, ainda infinitesimal, ja& como
semente-zerodimensional virtual de representacdo da dimensdo trés em coordenadas
cilindricas, mas ainda estando na dimensédo zero, o ponto: dV = pd¢.dp.dz . Assim sendo
seria a manifestacdo de um ponto uma vez que p.d¢ é um intervalo curvo infinitesimal, dp
seria um outro intervalo reto infinitesimal e dz seria outro intervalo infinitésimo reto. S&o
perpendiculares entre si, portanto, ndo interferentes, linearmente independentes e
ortogonais, tendendo a zero, de forma ainda mais rapida, pois tem um triplo produto
infinitesimal, portanto, o ponto, representacdo diferencial virtual da dimenséo zero, com a
probabilidade de se manifestar na dimensdo trés, mas ainda virtualmente. O ponto como
“semente-S01ido” unitaria de possibilidade de manifestacdo, para a formagdo do “tronco” da
arvore, ou seja, o Sélido.

Da zerodimensionalidade, poderiamos também conceber uma quarta Reconstrucéo
Zerodimensional R04., como cubos cada vez menores, com suas arestas cada vez menores,

na representacéo infinitésima de um microcubo virtual, como mostra a Figura 33.
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Figura 33 - Zerodimensionalidade em uma quarta Reconstruc¢do Zerodimensional. Como seria o caso
de cubo de tamanhos cada vez mais despreziveis dependendo das distancias do entorno nos seus estados
infinitésimos.

dL =dx
RO dA =dx.dy
4- dV =dx.dy.dz

dH = dx.dy.dz.dw

Fonte: Construcdo do autor

Temos que a representacdo da dimensdo zero, neste caso, também pode ser
estabelecida de forma virtual de reconstrucdo, em manifestacdes infinitesimais-retangulares
ou paralelepipedas, ou hiperctbicas, em representacdo de uma, duas, trés, ou quatro
dimensGes distintas, onde podemos conceber estas representacdes latentes de manifestacéo
como sementes-infinitésimas do cubo em seus estados virtuais manifestados no ponto.

A dimensdo zero, o ponto, poderia ser expresso como uma manifestacdo de
representacdo de uma semente-linha virtual, ou seja, ja indo para uma dimensdo um: dL =
dx, mas ainda mesmo assim, sendo uma manifestacdo da dimensdo zero, o ponto, uma vez
que dx é um intervalo Ax (delta x) infinitesimal, tendendo a zero, portanto ainda um ponto.
O infinitésimo dx, seria 0 menor intervalo entre dois pontos imaginavel, portanto, como
tende a zero, o ponto, mantém sua representacdo da dimensdo zero. Fica representado o
ponto como “semente-infinitésima-linear” unitaria para a formagdo do “galho”, ou seja, o
segmento de reta.

A representacdo da dimensdo zero pode ter sua representacdo virtual através de
uma semente bidimensional inserida no ponto, semente de manifestacdo geométrica da
dimensdo dois, porém ainda, estando na dimensdo zero, um ponto: dA = dx.dy. Assim,
seria a manifestacdo de um ponto, uma vez que, dx é um intervalo reto infinitesimal, e dy o
outro intervalo infinitésimo reto, perpendicular ao primeiro, portanto, ndo interferentes,
linearmente independentes e ortogonais. Sendo assim, seu produto tenderia a zero, portanto,
um ponto, representacdo diferencial virtual, da dimensdo zero, como semente de
probabilidade de ser manifestar na dimensdo dois. Seria a manifestacdo representativa da
semente de superficie infinitésima de construcdo, que na biologia seria a “folha da planta”,

geometricamente ja delineada na semente do ponto, mas ainda virtualmente na dimenséo
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zero. O ponto como semente-superficie, de possibilidade para se manifestar na dimensédo
dois.

No ponto, dimenséo zero, podemos representa-lo como uma semente-infinitésima
de volume, podendo ser representado por meio de um volume virtual, infinitesimal,
semente de manifestacdo na dimensdo trés, mas ainda na dimensdo zero, o ponto: dV =
dx.dy.dz. O solido virtual dV seria a manifestacdo ainda do ponto uma vez que dx € um
primeiro intervalo reto infinitesimal, e dy seria o outro intervalo reto infinitesimal e dz
seria 0 Ultimo intervalo infinitesimal reto. Sdo perpendiculares entre si, portanto, ndo
interferentes, linearmente independentes e ortogonais, mas tendendo a zero, de forma ainda
mais rapida, com o seu triplo produto infinitésimo, portanto, um ponto, representacdo
diferencial virtual da dimensdo zero, com a probabilidade de se manifestar na dimenséao
trés, mas ainda virtualmente. O ponto representado como “semente-infinitesimal do solido
tridimensional”, possibilidade de manifestacdo da semente biol6dgica da planta para a
formagao do “tronco” da arvore, ou seja, o Solido.

A dimensdo zero pode também estar representada em manifestacdo virtual de um
hipervolume, ou seja, também infinitesimal, como semente de manifestacdo para a
dimensdo quatro, mas ainda estando na zerodimensdo, o ponto, dV = dx.dy.dz.dw. A
manifestacdo de um ponto uma vez que dx é um primeiro “intervalo” reto infinitesimal, o
dy seria o segundo “intervalo” reto infinitésimo e dz outro “intervalo” infinitésimo reto, e
finalmente dw seria o ultimo “intervalo” infinitésimo reto. Sdo perpendiculares entre si,
portanto, ndo interferentes, linearmente independentes e ortogonais, tendendo a zero, da
forma mais rapida de todas, com o quadruplo produto de infinitésimos, portanto, um ponto,
em sua representacdo diferencial virtual da dimenséo zero, mantém a probabilidade de se
manifestar na dimensdo quatro, mas ainda virtualmente. O ponto como “semente-
hipersolido” quadridimensional de manifestacdo, na formagao de um objeto em que “ndo
temos exemplo fisico experiencial”, mas na representagdo virtual mantém-se como de um
Hipervolume.

Da zerodimensionalidade, poderiamos estabelecer outras inimeras Reconstrucdes
Dimensionais analdgicas, dentro do Registro de Representagdo Semidtico Geométrico
Figural, e discursivo da Lingua materna, estabelecendo novas representagdes semidticas de
diversos interesses, ou que fizessem necessarias, ROs, ROs, .., de acordo com a
aplicabilidade pratica ou da forma como gerirmos a forma de visualizagdo ou

representacéo.
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Podemos dizer que na dimensdo zero, como primeira nogdo que surge, em
analogia com o que conhecemos das figuras de dimensfes maiores, aparece a nogao de
veértice. Assim para 0 ponto ou a zerodimensionalidade, figura prima, o ponto, aparece a
nocado de vértice, e ele € s6 na dimensdo zero, um vértice, uno, V,. = 1.

Como veremos nas dimensdes maiores por analogia, sempre que aparecer uma
nova variavel dimensional, e quando ela aparece pela primeira vez ela vai ser una. E a
Equacdo Geométrica das Dimensdes, primeira que comecaremos a calcular e que
posteriormente, veremos, vai valer sempre para todas as dimensfes e figuras geométricas.
Apresenta-se assim de forma simples a primeira das equacgdes no estudo da Geometria das

Dimens6es dentro do Registro de Representacdo Semiotico Algébrico.

E interessante observar que a natureza sempre escolheu a singularidade do ponto,
ou seja, a manifestacdo da zerodimensionalidade, para representar inicialmente e

virtualmente os elementos da criacao.

Como exemplos, temos a criagdo do Universo, que através do Big Bang,
singularidade do ponto, deu origem a tudo o que existe no Universo, a Matéria, a Energia, a
Informagdo, os Sentimentos e as Consciéncias. E este Universo que se mantém em

permanente expansao a partir desta singularidade.

Outro advento que se inicia em um ponto, é a vida, tem sua origem, na dimensao
zero, 0 ponto, ou seja, de uma célula invisivel aos olhos, aparece a origem de todo um ser
vivo que ira nascer, onde neste ponto semente-infinitésima, j& estdo representados, o
formato do futuro ser que vai nascer, as informac6es de seu crescimento, e elementos da
sua férma virtual, uma semente da formacdo do solido, ser vivo, que se manifestara na
terceira dimenséo, e que contém todas as informacdes daquele ser vivo que a partir dai, vai
se originar, seja uma ovelhinha, ou seja um ser humano, ali estdo delineados, seu formato

futuro.

A Equacdo Geométrica das Dimensdes, cumpre seu papel, de levar todas as figuras
dimensionais, a expressdo candnica, que leva sempre a unidade. E é partindo dessa primeira

equacao nesta escalada que a escrevemos para a dimensao zero.

EQUACAO GEOMETRICA DAS DIMENSOES
para a zerodimensionalidade do ponto:
Vo. = 1
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Esta é, portanto, a chamada Equacdo Geométrica das Dimensbes para a
zerodimensionalidade, como primeira manifestacdo do Registro de Representacdo
Semiotica Algebrico da Geometria das DimensGes. Podemos considerar que o vértice seria
0 primeiro conceito ou primeira nocdo, ou primeira variavel dimensional, dos elementos
geométricos das dimensdes, surgida, na escala dimensional crescente, com sua origem,

portanto, na dimensé&o zero.

A originaria tabela da dimensdo zero, no quadro 3, que se fard crescente ad

infinitum, para todas as dimensdes.

Quadro 3 - Tabela prima (primeira) das dimensdes e caracteristicas da dimenséo zero do ponto

Dim.D Vértice Elementos no Equacao
X interior da Geométrica das
. \Y _ ~ . -~
Var. Dim. dimenséo zero Dimensdes
0D 1 1,00 V=1

Dimensdo zero do ponto
Formato de representagéo: Ponto
Nogdo nova: um Vértice

Iniciada e Finalizada pelo Nada

Dentro do ponto ndo ha nenhuma estrutura ou infinitas

Equacdo Geométrica das Dimensdes na Zerodimensao: V = 1

Fonte: Construcéo propria

Em primeira tabela e resumo dimensional do ponto temos o0 Quadro 3. Assim em
homenagem a UNIDADE, ao o UNO, que surge em cada nova variavel dimensional e
quando surge nova € sempre UNA, a UNIDADE do ponto, semente de todas as figuras
dimensionalmente maiores, a UNIDADE que resulta da Equacdo Geométrica das
Dimensoes, soma e subtragdo alternada de todas as variaveis dimensionais surgidas até D-
ésima dimensao, que faremos surgir valida para todas as familias e dimensdes. Aqui a nossa
homenagem ao Uno, unidade que une.

4.3 - REPRESENTATIVIDADES DA UNIDADE OU DO UNO

Do ponto de vista das representacdes, poder-se-ia fazer a representacdo de como

um ser vivo, viveria na dimensdo zero. Um ser vivo que soO fica parado no mesmo lugar,
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sem op¢des de movimento, para frente, para tras, para o lado esquerdo ou direito, para cima
ou para baixo, poderiamos dizer que ele esta confinado na dimenséo zero. Como exemplo,
poderiamos citar uma bactéria nascida em uma placa de Petri, vinculada a sua gelatina de
alimentacdo. Ela estaria vinculada em sua vivéncia a limitacdo da zerodimensionalidade,
naquela posicdo em que o alimento estd a sua volta e ela ali permanece. Um exemplo
antropologico da zero dimensionalidade seria o de um ser humano em uma prisdo, onde ali
confinado perde a possibilidade de se movimentar em qualquer direcdo, condicdo em que
por irresponsabilidade de seus atos anteriores, fica condenado a impossibilitado de realizar
mais atos antissociais. Assim sendo, seu livre arbitrio de possibilidades relativas, estariam
reduzidas a zerodimensionalidade espacial, ficando limitado em seu movimento para todas

as direcOes do espaco.

Outra analogia do desenvolvimento da vida no planeta que ficou aperfeicoando
seres unicelulares durante trés bilhGes de anos, e s entdo comecaram a existir os seres

multicelulares, multidimensionais e a se tornarem cada vez mais complexos.

Ainda assim, hoje, os seres multicelulares surgem, em origem, da unidade de uma

Unica célula.

O Universo também pela Fisica surgiu de um ponto singular, através do Big Bang,

de onde o Universo mantém sua expans&o.

Em razdo de todos os corpos existentes poderem surgir, aparecer, ganhar
representacdo geométrica no espaco, a partir de um unico ponto, a unidade, dimensdo zero,
faz-se aqui uma homenagem a unidade que cria todas as outras dimensdes. Faz-se isto
através de escritos de autores de um passado distante, berco do inicio das civilizacGes e seu
intelecto. Para isso recorremos a grandes citacGes da criacdo, ligadas a unidade, por autores
diferentes, de lugares diferentes da Terra e de épocas distintas.

Cita-se inicialmente ao Quadrivium, da idade média, cita-se, Xendfanes, da Grécia
e cita-se, Lao Zi ou Lao Tse, da China, na poesia, na prosa, na contextualizacdo de
interessantes homenagens ao uno, a unidade, de formas distintas, como se no uno tivesse
toda a origem da criagdo, como ocorre também neste trabalho em que a criacdo de todos 0s
corpos das mais diversas dimensdes, podem ser obtidas pelo uno, o ponto, na virtualidade
de todas as criagfes dimensionais, como se no uno, a unidade, a dimens&do zero,
reverberasse para toda a criacdo dimensional e toda a criacdo dimensional reverberasse para
0 uno.
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De acordo com o primeiro livro, o “Quadrivium, As Quatro Artes Liberais

Cléssicas da Aritmética, da Geometria, da Musica e da Cosmologia”, p. 14, organizado por

John Matineau, a representatividade da unidade, na Aritmética, receberia as denominaces

abaixo.

Unidade. O Uno. Deus. Espelho de maravilhas. A eternidade imovel.
Permanéncia. Ha incontaveis nomes para descrevé-lo.

De acordo com certa perspectiva, ndo se pode realmente falar do Uno, porque
falar dele é tornd-lo um objeto, que implica estar separado dele, deturpando,
assim, a esséncia da unidade desde o principio - que € um enigma misterioso.

O Uno é o limite de todas as coisas: 0 primeiro antes do principio e o Gltimo antes
do fim. alfa e édmega, 0 molde que da forma a todas as coisas e a Unica coisa
formada por todos os moldes; a origem a partir da qual o universo emerge; € o
proprio universo e o centro para o qual este retorna. E ponto, semente e destino.
O Uno ecoa em todas as coisas e trata a todos da mesma forma. Sua estabilidade
entre 0s numeros é sem igual, permanecendo ele mesmo quando multiplicado ou
dividido por si mesmo; e a unidade de qualquer coisa é aquela coisa. O Uno &,
por si s6 um todo e ndo pode existir nada que o descreva.

Todas as coisas estdo imersas no oceano sem fim da Unidade. A qualidade da
unidade a tudo permeia, e, enquanto ndo ha nada sem ela, também ndo ha nada
dentro dela — como ocorre até com uma comunica¢do ou uma ideia que necessita
de partes que se relacionem entre si. Como a luz do sol e a chuva suave, 0 Uno é
incondicional em seu amor, mas sua majestade e mistério permanecem velados e
fora do alcance da compreensédo, pois somente 0 Uno pode compreender-se a Si
mesmo. O Uno ¢, por si s6, um todo, e ndo pode existir nada que o descreva. O
Uno é simultaneamente circulo, centro e o mais puro som. (MARTINEAU, J.;
QUADRIVIUM, p.14, 2014).

Segundo Xenotfanes (570-475 a.C., 95 anos)):

“O Uno ndo ¢ nada semelhante ao homem, nem na forma, nem no pensamento.
V& inteiro, pensa inteiro, ouve inteiro. Mas sem esforco ele tudo governa com a
forca do mental. E sempre habita 0 mesmo lugar sem nada mover, nem convém
deslocar-se de um lado para o outro.”

Avristoteles (384-322 a.C.,62 anos) atribui a Xenofanes, como sendo o primeiro a

descrever um ser, que a partir de uma percepcao relativa, tinha caracteristicas unas e a tudo

representava. XenoOfanes fazia disso uma interpretacdo sua, desta forma de pensar,

comparando a outros pensadores da época. XenoOfanes, fundador da escola de Eléa,

considerava a unidade no todo.

Aristoteles em seu livro Metafisica, afirma que Xenofanes (570-475 a.C.,95) foi o

primeiro a postular a unidade e disse:
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A partir desta definicdo podemos entender o significado dado por esses antigos
ensinamentos de que os elementos do mundo natural sdo uma pluralidade.
Outros, no entanto, teorizaram sobre 0 universo como uma entidade Unica; mas
suas doutrinas ndo sdo todas semelhantes em questdo de robustez ou em respeito
a conformidade com os fatos da natureza. Para os propdsitos de nossa atual
pesquisa, um relato dos ensinamentos € bastante irrelevante, uma vez que eles
ndo sdo; enquanto assumem uma unidade, a0 mesmo tempo deduzem que o Ser é
gerado da unidade assim como da matéria, assim como para alguns fisicos, mas



fornecem uma explanacdo distinta; pois os fisicos presumem também o
movimento, de qualquer forma quando explanam a geragdo do universo; mas
esses pensadores defendem que ele é imdvel. Entretanto, assim, muito €
pertinente para a nossa presente investigacdo. Parece que Parménides idealizou da
unidade como una em definicdo, mas Melissus como materialmente una. Assim o
primeiro diz que ele é finito e o segundo que ele é infinito. Mas Xenophanes, o
primeiro expoente da unidade, (pois Parménides é dito ter sido seu discipulo), ndo
deu nenhum ensinamento definido, nem pareceu ter concebido quaisquer destas
definicbes de unicidade; mas considerando todo o universo material ele
estabeleceu que a unidade é Deus.

Esta escola, entdo, como temos dito, pode ser descartada para os propdsitos da
presente investigacdo; dois deles, Xenophanes e Melissus, podem ser
completamente ignorados, como sendo algo muito grosseiro em seus pontos de
vista. Parménides, contudo, pareceu falar com mais significado. Pois ao defender
como ele o faz, que o Nédo Ser, em contraste com o Ser, ndo € nada, ele
necessariamente supde que o Ser é Uno, e que ndo ha nada além (discutimos essa
questdo em maior detalhe na Fisica); mas sendo compelido a concordar com os
fendmenos, e assumindo que o Ser é uno por definicdo, mas multiplo com
respeito a sensacdo, ele afirma por sua vez duas causas, isto €, dois primeiros
principios, Quente e Frio; ou em outras palavras, Fogo e Terra (ARISTOTELES,
1952, p. 504) tradugéo nossa.*’

Ainda podemos citar Lao Zi ou Lao Tse (Tzu, Tze) (601-531a.C.,70) filésofo

chinés, autor do Dao De Jing ou Tao Te Ching, publicado na prépria China, em Chinés e

Portugués, que no Capitulo 39, nos fala sobre a unidade, o resultado fundamental da

Equacdo Geométrica das Dimensdes, através de todas as dimensdes criadas. Lao Tzi

menciona em forma de poesia, em 570 a.C., também relacionando a unidade, como nesta
equacdo, com todos os assuntos da vida e do mundo da época.

Desde a antiguidade, adquiria-se 0 Um; o céu adquiriu 0 Um e tornou-se limpido;

a terra adquiriu 0 Um e tornou-se serena; o espirito adquiriu 0 Um e tornou-se

vivificado; os vales adquiriram o Um e tornaram-se plenos; as miriades de seres
adquiriram o Um e tornaram-se vivos; 0s principes e reis adquiriram o Um e

7 Erom this survey we can sufficiently understand the meaning of those ancients who taught that the
elements of the natural world are a plurality. Others, however, theorized about the universe as though it were
a single entity; but their doctrines are not all alike either in point of soundness or in respect of conformity with
the facts of nature. For the purposes of our present inquiry an account of their teaching is quite irrelevant,
since they do not, while assuming a unity, at the same time make out that Being is generated from the unity as
from matter, as do some physicists, but give a different explanation; for the physicists assume motion also, at
any rate when explaining the generation of the universe; but these thinkers hold that it is immovable.
Nevertheless, thus much is pertinent to our present inquiry. It appears that Parmenides conceived of the Unity
as one in definition, [20] but Melissus as materially one. Hence the former says that it is finite, and the latter
that it is infinite. But Xenophanes, the first exponent of the Unity (for Parmenides is said to have been his
disciple), gave no definite teaching, nor does he seem to have grasped either of these conceptions of unity; but
regarding the whole material universe he stated that the Unity is God.

This school then, as we have said, may be disregarded for the purposes of our present inquiry; two of them,
Xenophanes and Melissus, may be completely ignored, as being somewhat too crude in their views.
Parmenides, however, seems to speak with rather more insight. For holding as he does that Not-being, as
contrasted with Being, is nothing, he necessarily supposes that Being is one and that there is nothing else (we
have discussed this point in greater detail in the Physics); but being compelled to accord with phenomena, and
assuming that Being is one in definition but many in respect of sensation, he posits in his turn two causes, i.e.
two first principles, Hot and Cold; or in other words, Fire and Earth.(Aristételes, 1952, p.504)
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tornaram-se justos. Alcancaram a supremacia do Um. Se o céu nao se tornou
limpido, corre o risco de dividir-se. Se a terra ndo se tornar serena, corre 0 risco
de estremecer. Se os vales ndo se tornarem plenos, correm o risco de esgotar-se.
Se 0s seres nao se tornarem vivos, correm o risco de extingdo. Se os principes e
reis ndo se tornarem justos, correm o risco de destronamento. Por isso 0 nobre
utiliza a humildade como Principio. O alto utiliza o baixo como base. Assim,
principes e reis se autodenominam de solitarios, de insuficientes e de
desvirtuosos. Isto ndo seria utilizar a humildade como Principio? Portanto, nem a
reputacdo plena é obtenivel; ndo desejar a brilho do jade nem a durabilidade da
pedra. (LAO ZI, China, Dao De Jing, Cap. 39)

Ainda no Capitulo 42, Lao Tzi nos diz: “O Tao gera 0 Um. O Um gera o Dois. O
dois gera o Trés. O Trés gera todas as criaturas.” Esta frase estd diretamente ligada a
intencdo desta pesquisa de reconstrugdo dimensional indo da dimenséo zero, a unidade do
ponto, que ird gerar a dimensdo um, que ird gerar a dimensdo dois, que ird gerar a dimensao

trés e assim por diante gerar todas as outras dimensdes superiores.

Esta mencdo ao uno, de forma poética, se refere a uma analogia que fazemos da
tendéncia de retorno de todas as figuras dimensionais a dimensao zero, 0 ponto, a unidade
do ponto, através de suas variaveis dimensionais, como se 0 ponto contivesse 0 uno e 0 uno
se reverberasse para todas as dimensdes maiores. Assim sendo, como veremos, atraves de
todas as variaveis adquiridas por toda a criacdo geométrica através de suas variaveis
geométricas dimensionais, hd uma expressdo de origem, de potencial unitario, que faz estas
variaveis se relacionarem em l6gica ao uno fazendo a unidade retornar sempre, por meio da
relacdo obtida de infinitas variaveis geométricas dimensionais nas infinitas dimensdes,
unidas suas construcdes por meio desta equacdo geométrica das dimensdes, como veremos

adiante.

4.4 - DIMENSAO FRACIONARIA ENTRE A DIMENSAO ZERO A UM

Um conjunto de pontos discretos ao longo de uma linha, postados
descontinuamente, podem deslizar, uns sobre os outros, de forma a estarem associados em
uma dimensdo maior que a zero, A unidade de cada uma delas, separadamente, esta
garantida, e associada a mesma dimensdo zero, o que é valida para cada um dos pontos
individualmente, mas estdo convivendo em conjunto dentro de um mesmo espago

dimensional.

Poderiamos nos perguntar qual seria a dimenséo fracionaria entre a dimenséo zero
e a dimensdo um? A dimensdo fracionaria entre a dimensdo zero e a dimensdo um, seria
representada por um conjunto de pontos deslizantes, penetrantes nas dimensoes superiores.
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Poderiamos comecar com um conjunto de pontos de particulas que penetrariam em
manifestacdo nas dimensdes superiores a dimensdo zero, apesar de se manterem pontos,
interpenetrantes nas linhas, nas superficies, no espaco, no hiperespago. Estes pontos na

pratica podem ser pontos de fogo, ou de um gas ou de um liquido ou de poeira.

Poderiamos pensar um conjunto de pontos discretos separados entre si, mas
alinhados, dispostos na configuracdo de uma reta, de uma nuvem, de uma neblina, de uma
tempestade de areia, seja em um tubo, ou em um bujdo, ou em alta velocidade sob um
avido. Poderiamos considerar esses pontos discretos e fluidos, separados entre si,

associados a uma dimensao fraciondaria entre a dimensdo zero e a dimensao um.

As menc0es bibliograficas a tais dimensdes fracionérias, estdo nas Geometrias ndo
euclidianas e nas curvaturas do espaco tridimensional do espago interplanetério pela Teoria
Relativistica e curvaturas do universo devido a presenca da matéria. Sendo assim,
desenvolveremos este aspecto dimensional como complementacéo construtiva a um modelo
em dimensdes menores. NOs referenciamos analogicamente também a dimensé&o fracionéaria

da Teoria Relativistica do espaco curvo.

Para estabelecer uma caracterizacdo numérica de valores dimensionais
intermediarios em ordem crescente de dependéncia dessa configuracdo comecaremos por

classificar sua relacdo crescente de dimenséo entre zero a um.

Consideremos inicialmente a dimensdo inicial zero, d, = 0, pontual, somados as
dimensdes fracionarias que se ampliam como se seguem nas caracteristicas adiante, por

penetrabilidade em dimensdes superiores.
Em uma primeira etapa, vamos caracterizar a distribuicdo dos pontos de forma
linear, atribuindo a dimens&o 0,10 ou maior.

4.4.1 - Dimensado: d, = 0,10, Particulas em um tubo filamentar, unidirecional

Atribuicdo da dimensdo d, = 0,10 a linha filamentar de particulas. Estas particulas podem
ser, particulas de fogo, gas, liquido, particulas solidas, em forma de equilibrio ou em uma
vazdo linear. Exemplo: vela, gas encanado, liquido em um encanamento, pasta em um tubo

longo, particulas s6lidas em um tubo cilindrico longo e fino.
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4.4.2 - Dimensao no intervalo: 0,10 < d;, < 0,19, Particulas distribuidas

em filamentos em direc¢odes variadas

Associagdo da dimensdo entre os valores, 0,10 < d;, < 0,19, em que as mesmas
particulas estariam em tubos filamentares que se dirigem a variadas diregdes. Em até
10 (1 < n < 10) diregdes diferentes, d, = 0,10 + (n — 1)/100. Se n passar de 10,

anota-se ao lado entre parénteses o nimero que passou, d, = 0,19(n — 10).
4.4.3 - Dimensao: d. = 0,20, Particulas distribuidas em uma superficie plana

Associacdo da dimensdo d,. = 0,20 para particulas distribuidas em uma superficie.
Exemplo: particulas sélidas de poeira na superficie de um mdvel, particulas de um liquido

na superficie de um piso.

4.4.4 - Dimensao: 0,20 <d; < 0,29, Superficies de particulas em direcgdes

variadas

Associagdo da dimensdo 0,20 < dy < 0,29 as particulas distribuidas em superficies, em
direcdes diversas. Em exemplo, liquido espalhado na superficie em uma escada, poeira em
toda a superficie sélida de um moével. Em até n=10 (1 < n < 10) superficies diferentes, dap

= 0,20+(n-1)/100. O que n passar de 10, anota-se ao lado entre parénteses, D=0,29(n-10).
4.4.5 - Dimensao: d, = 0,30, Particulas sdlidas distribuidas em volume

A dimensdo d, = 0,30, as particulas distribuidas em volume em um corpo
volumétrico, neblina ou fumaca em todo um ambiente, particulas de poeira ao

vento, pé de café ou de aglicar em um pote ou pacote.

4.4.6 - Dimensdo: d; > 0,30, Distribui¢cdo em hipervolumes

Associacao da dimensdo df > 0,30 as particulas distribuidas em hipersolidos.

Sem exemplos.

Consideremos assim, 0 Quadro 4 um resumo das dimensdes fracionarias entre as

dimensdes 0 e 1.
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Quadro 4 - As dimensdes fracionarias entre um e dois

Dimenséo Tabela Exemplo
dimensdes fraciondrias entre0e 1 dimensdes fraciondrias entre0e 1
do=0 ponto Teorica, Euclidiana, sem dimensodes
da=0,1 Particulas de fogo, gés, liquido, ou sélidas, gas encanado,
em tubo filamentar liguido em um encanamento
0,1< d» 80,19 Particulas em tubos em varias direg6es d, =014+ (n—-1)/100
variadas até 10 1 <n <10, se passar de 10, indica-se
de=0.2 Particulas distribuidas em superficie ,nebllna f'n,a.SOb um Iag9
p6 na superficie de um movel
0,2< dg <0,29 | Particulas distribuidas em superficie mas em dqg =020+ (n—1)/100
direcGes variadas até 10 1 <n <10, se passar de 10, indica-se
de=0,3 Particulas distribuidas em volume piscina cheia d’agua, sorvete em pote,
pote de café ou de farinha
df >0,30 Particulas em um hipersélidos Sem exemplos
1 Linhareta Tedrica, Euclidiana, Dimensao 1

Fonte: Construcdo do autor

4.5 - DIMENSAO UM (1D) OU ESTRUTURA UNIDIMENSIONAL

A unidimensionalidade é representada por uma linha, de espessura nula e
comprimento unidirecional. Como diz Euclides em seu “Os Elementos™: “1. Ponto é aquilo
de que nada é parte; 2. E linha é comprimento sem largura; 3. E extremidades de uma
linha sdo pontos”. (EUCLIDES, 2009, p. 97)

4.5.1 - Unidimensional Infinita

Uma reta pode ser construida por um conjunto infinito de pontos por meio de um
enfileiramento destes pontos de forma continua ao longo de uma Unica direcdo, sem fim em

ambos os lados.

Esta seria uma das Reconstru¢des Dimensionais por meio de Reconfiguracdes
Mereoldgicas na dimensdo um. Uma reta unidimensional, que tem a caracteristica de ser
infinita, de espessura nula, e que seria uma das primeiras representagdes que se poderia
estabelecer a priori. Podemos estabelecer como representacdo semiotica 0 modelo da
unidimensionalidade, como um eixo x infinito. Podemos denominar esta representacédo
como R1e«y, Reconstrugdo Unidimensional Um, de representagcdo semidtica unidimensional
infinita.

Vamos definir para cada dimenséo inteira, 0 que se denomina de intervalo entre
dois pontos, s, valor invariante da escalada em cada dimenséo, independente da rotacdo do

sistema de referéncia.

No caso da dimens&o zero, o intervalo entre dois pontos seria sempre nulo.
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So =0
No caso da dimensdo um, o intervalo s entre dois pontos, A e B (vértices do
segmento), seria dado pelo mddulo da distancia entre duas coordenadas da reta, ou seja, a
distancia entre dois pontos da reta, as coordenadas genéricas xa e xs de forma sempre

positiva, como na Figura 34.

s1 = |(xg — x| = \/(XB —x4)% = \/sz =1

Figura 34 - Representa¢io da dimensdo um, R1w\ , e representagéo do intervalo entre dois pontos

A B

Il " n —— ] N
I ! 1 1 | : | T I » X

Rl.
XA....3 2 1 0 1 2 3..Xs

5:|(x3_xA)|:\/(XB_xA)Zz\/W:f

Fonte: Elaborado pelo autor

4.5.2 - Uso do Principio da Analogia na Geometria das Dimensoées

Estes aspectos, nos remete ao uso de Principios de Analogia validas para qualquer
dimensdo crescente, que também podemos associar a um Principio da Simetria na
Geometria, ou Lei da Ldgica da Geometria das Dimensdes, ou como Lei de Formacédo da

Geometria das Dimensoes.

Os elementos que se repetem de forma semelhante, no desenrolar das
complexidades dimensionais superiores podem se relacionar por meio do uso da Analogia.
Assim podemos enunciar que uma simetria que se repete de forma anadloga em todas as
dimensGes, consideraremos que se estabelece como elemento que compBde uma norma de
institucionalizacdo para cada nova fase dimensional. Consideremos, pois, 0s seguintes
aspectos: Chamaremos de Conjunto de Elementos Geométricos Entrelacados
Dimensionalmente (CEGED) ou Familia Dimensional, aos elementos figurais criados em
cada dimensdo, com numero de analogias ou semelhancas ou caracteristicas que se
repetem, de forma evidente, em ordem crescente, como sejam, aqueles exemplos simétricos
que chamam a atencdo como elementos fundamentais de uma figura geometrica semelhante

em dimensodes crescentes, como estabelecemos abaixo.
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CEGED - Conjunto de Elementos Geométricos Entrelacados Dimensionalmente
Familia Dimensional 1 ou Familia quadrado-cubo:

ponto, segmento de reta, quadrado, cubo, hipercubo, ...

Familia Dimensional 2 ou Familia tridngulo-tetraedro:

ponto, segmento de reta, triangulo equilatero, tetraedro, hipertetraedro, ...

Familia Dimensional 3 ou Familia circulo-esfera:

ponto, segmento de reta ou semicircunferéncia, circulo, esfera, hiperesfera, ...

Principios analdgicos dimensionais, ou seja, que sdo validos, de forma semelhante
para qualquer dimensdo, pode ser repartido em quatro principios fundamentais nas

dimensdes.
4.5.3 - Primeira Reconstrug¢iao da Unidimensionalidade

Passamos agora a construcdo finita de um segmento de reta, primeira
Reconstrucdo Unidimensional finita da dimensdo um, R11, que indicamos pelo simbolo R,
em menc¢do a Reconstrucdo dimensional , o simbolo 1, é referente a Dimensdo um, 1D,
unidimensional, e o sub indice, simbolo 1 menor, como sendo Primeira das reconstrugdes

dimensionais finita, das quatro que serdo apresentadas.

A construcdo desse segmento, feita de forma continua, sai da dimensdo zero, o

ponto, e vai para a dimensdo um, de quatro formas como narraremos a seguir.

Escolhemos uma direcdo, das infinitas dire¢des radiais, saindo da “microesfera” do

ponto, diante dos 4 esterorradianos (sr) possiveis em trés dimensoes.

Assim, realizando uma Reconfiguracdo Heuristica Mereologica, tirariamos

infinitos pontos repetidas vezes do proprio ponto.

Em um segundo passo, a cada um desses pontos aplica-se um incremento

infinitesimal d¢ em uma unica direcéo.

E para Reconstrugdo dimensional do segmento de reta, apos a retirada dos infinitos
pontos da dimensdo zero, e dado a cada ponto, um infinitésimo dimensional d#, enfileira-se
continuamente os infinitos pontos, ligando linearmente os infinitésimos até formar o

segmento de reta de comprimento £.
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Ao se obter o segmento de reta continuo, entre dois pontos exteriores terminais,
perfazendo um comprimento ¢, tem-se como inicio e término um ponto inicial e final do

segmento, que denominamos veértices do segmento de reta.

Esta primeira Reconstrugdo Unidimensional (R11), caracteriza praticamente uma
Reconfiguracdo Mereoldgica do ponto e uma Reconstrucdo Dimensional do segmento de
reta na dimensdo um (R1y), finito, pode ser evocado, com uma imagem de pequenos
comprimentos infinitésimos colocados seguidamente, de comprimento d#, tendendo a zero,

que repetidos seguidamente infinitas vezes perfazem a distancia ¢.

Figura 35 - Segmento de reta da dimensdo um, construido a partir da dimensao zero, o ponto, R11

4

d? Rly

Fonte: Elaborado pelo autor

4.5.4 - Segunda Reconstrucao da Unidimensionalidade

Em uma segunda Reconstrugdo Unidimensional, do segmento de reta, dentro dos
Registros de representacdo semidtica figural e discursivo em lingua materna, temos a

Figura 36, onde para a mesmo segmento de reta, temos um segundo modo de reconstrucéo.

Forma-se assim 0 segmento de reta, através da repeticdo continua de infinitos
pontos sequenciados, em uma uUnica dire¢do com potencialidade de ponto “esférico” em
potencial, no formato dV = (rsenf.rde.rd6)dr, que se reduz a dL = dr com repeticdo
reverberada, como recomposicdo de repeticdo deste ponto, infinitas vezes, em uma

reconfiguracdo mereoldgica, e numa unica direcdo, o do raio infinitésimo, reto, dr.

Assim sendo, podemos observar que, a finalizagdo do segmento de reta, séo dois
elementos da dimenséo anterior, ou seja, dois pontos externos, dois Veértices.

E temos que entre estes dois vértices ou pontos externos, da dimensdo um, como
mostra a Figura 36, em que aparecem infinitos pontos interiores, ou seja, estruturas da
dimensdo anterior, no caso, da dimensdo zero: 0 ponto; e no exterior os dois pontos

externos ou vértices (pontos exteriores ou terminais), R1,.
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Figura 36 - Dimens&o um, representado uma segunda Reconstrugdo que se caracteriza por uma
Reconfiguracdo unidimensional Dois, R12

¥ Rl
WW

Fonte: Elaborado pelo autor

Portanto, ndo menosprezemos enfoques distintos de representacdo, novas formas
de se raciocinar, novas visualizacbes, novas evocacfes de analogia, pois elas levam o
estudante a novas didaticas de visualizacdo, trazendo o estudante, a novas formas que
facilitacdo ao entendimento, novas percepcdes, que levam a maior variedade de ensino e de
aprendizado, que por sua vez, levam a novas analogias sem fim, dentro de uma infinitude

de aplicacdes.
4.5.5 - Terceira Reconstrucao da Unidimensionalidade

Em uma terceira reconstrucdo da unidimensionalidade, o segmento de reta, ou
terceira  Reconstrucdo Unidimensional, teriamos como geometria de Reconstrucao
Instrumental, um Unico segmento unidimensional, em forma analdgica de um cilindro, de

raio desprezivel e altura [.

Esta terceira Reconfiguracdo mereoldgica, se caracteriza por segmentos infinitos e
sequenciados e repetidos, infinitésimos, ou pontos, de valor potencialmente cilindrico, de
valor dV = (pde.dp)dz, que se reduz a uma linha dL = dz mas com repetibilidade em
um unico sentido, de infinitésimos dz, observavel, em uma ampliagdo continua em uma
direcdo, com uma elongacéo, de segmento finito, de comprimento #, na dire¢éo da altura do
cilindro ou elongacédo natural de raio desprezivel, a fim de se construir o segmento de reta
de comprimento ¢, como terceira Reconstru¢cdo da unidimensionalidade finita (R13)
(Figura 37).

Figura 37 - Dimens&o um, representacdo da terceira Reconstrucdo Unidimensional

R1s
(- J J J J JJJJJJJJyzJgJzJJJ 7337373 JJ 3 0 JJ 7/ J° 7 /' ]

Fonte: Elaborado pelo autor
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Esta Reconstrugdo Unidimensional apresenta como exemplo e opcdo de
representacdo, a semelhanca dos desenhos realizados de um segmento de reta feito com o

mouse no computador, em espessuras distintas.
4.5.6 - Quarta Reconstrugdao da Unidimensionalidade

Em uma quarta Reconstrucdo Unidimensional, poderiamos representar a
construcdo do segmento de reta da unidimensionalidade, a partir da construcdo
instrumental, onde de dois pontos distintos no espaco, ocorreria um tragado de um
segmento de reta, entre esses dois pontos terminais, de comprimento genérico £, construcao
esta que pode ser feita com uma régua (R14\), numa quarta forma de construcdo ou quarta
Reconstrucdo Unidimensional do segmento de reta, Figura 38. Esta Reconstrugcdo se

caracterizaria como uma Reconstrugdo Instrumental, segundo Duval.

Figura 38 - Dimens&o um, representacdo da quarta Reconstrugédo unidimensional

4

Rl4\

Fonte: Elaborado pelo autor

Por isso, todos os modelos de representacdo semiotica possiveis em matematica,
devem ser buscados em sua apresentacdo, para o estudante, uma vez que delas, séo
percebidas situacGes distintas de entendimento, se fazendo atingir diferentes tipos de
compreensdo, o intelligere (tipos de leitura ao entendimento), nas variadas aplicacdes

didaticas, para os distintos estudantes, como nos apresenta Duval (2005).

A construcdo das regras dimensionais € facilitada pela variedade Reconstrugdes
Dimensionais por meio de Reconfiguracdes Mereoldgicas mostrando as distintas fases da

passagem dimensional, desde a dimens&o anterior para a construcao da proxima dimensao.
4.5.7 - Resumo das Caracteristicas do Segmento de Reta

Portanto, a nova variavel dimensional, da dimensdo um, a ARESTA, surge como
repeticdo infinita e continua do conceito precedente, o VERTICE, o ponto, conceito surgido

na dimensao anterior.

A nova variavel dimensional formada é o segmento de reta, e externamente a ele

aparecem dois Vértices, dois pontos exteriores e terminais.
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Nesta representacdo, o segmento de reta, tem infinitos pontos interiores e dois
pontos exteriores ou terminais, Vértices da nova aresta formada.

A aresta, surge como nova variavel dimensional, que aparece sempre como Unica.
A aresta A, da dimensdo um, A;, =1 . Aparecem assim, dois elementos da dimensdo
anterior, como elementos limitantes da nova figura criada, ou seja, os veértices V, em
nimero de dois, V1, = 2, na dimensdo um, nas extremidades do segmento de reta.

Além da formacdo da reta podemos ter também a formacdo analoga, em uma
geometria ndo Euclidiana, do segmento de arco de circunferéncia, que também teriam dois
vértices e um segmento de arco que se aplicaria também a Equacdo Geométrica das
Dimensdes.

A expressdo que chamamos de Equacdo Geométrica das Dimensdes, € sempre valida para
tais construcdes, em todas as dimensdes, e agora na dimensao um, ela seria também igual a

unidade:

EQUACAO GEOMETRICA DAS DIMENSOES
para a unidimensionalidade do segmento de reta ou semicircunferéncia:
Vl\—A1\= 2—1=1

Onde consideramos V o numero de vértices e A 0 nUmero de arestas de cada

construcdo, na Equacdo Geométrica das Dimensdes, que é sempre igual a unidade.

Veja um resumo das caracteristicas da unidimensionalidade no Quadro 5.

Quadro 5 - Tabela dimensional da dimensdo um e as caracteristicas da dimensdo um, do segmento de
reta ou semicircunferéncia

Dim.D Veértice Aresta Elementos interiores Equacdo
X da dimenséo Geométrica das
. \Y A ) )
Var. Dim. anterior Dimensdes
0D 1 0 1,00 V=1
1D 2 1 0 V-A4=1
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Dimensdo um, do Segmento de Reta ou semicircunferéncia
Formato de representacdo: Segmento de Reta ou semicircunferéncia
\Varidvel Dimensional: Aresta (Edge) Euclidiana ou Aresta Rimanniana
Finalizadas por duas estruturas externas da dimenséo anterior: Dois Vértices
Entre estas estruturas externas tém-se infinitas estruturas da dimensao
anterior: Infinitos Pontos.

Equagio Geométrica das Dimensdes: V;, —4;,=2—-1=1

?

Fonte: Elaborado pelo autor
Na estrutura de cada uma das pecas de cada nova dimensdo, cabe um universo

dimensional completo da dimensao anterior.

Seguindo um exemplo de unidimensionalidade, tem-se 0 caso de uma pessoa que
vivesse temporariamente em uma dimensao, na situacdo em que pudesse andar somente ao
longo de uma linha, uma baia reta, ou um tanel, um encanamento, em que pudesse se
movimentar apenas para frente ou para tras, mas ndo poderia ir para os lados, esquerda ou
direita, ou para cima ou para baixo. Deixa-se neste caso, apenas duas opcdes de

movimento, dois sentidos em uma Unica direcdo, a unidimensionalidade.

Um exemplo analogo biolégico, seria a ligacdo entre dois currais de bois, feito por
uma baia unidimensional, onde alguns deles séo selecionados e condicionadas a passar por
esta baia, cercada de mourdes, em que somente um pode passar por vez, e cada um pode
somente andar para frente, ao longo da linha definida, onde sdo escolhidos para passar por
essa unidimensionalidade até atingir o outro curral a fim de receber tratamentos

diferenciados especiais como vacinas, remédios, alimentos diferenciados, etc.

Selecionamos quando fizemos o Capitulo de TSD para a Geometria das
Dimensoes, ndo incluido nesta tese, alguns principios analdgicos que ocorrem para todas as
dimensGes como principios institucionalizados aos quais os estudantes em aprendizado
poderiam passar a concluir ao debater sobre as passagens dimensionais. S&o eles delineados

abaixo.

4.6- PRINCIPIOS ANALOGICOS DIMENSIONAIS

Os quatro Principios Analégicos Dimensionais aqui delineados, foram concluidos
a partir do desenvolvimento deste trabalho e sdo validos pelo que consideramos nesta
pesquisa, a todas as dimensdes criadas. Por isso 0s consideramos analogamente validos em

todas as dimensdes inteiras.
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4.6.1 - Principio Analdgico Dimensional 1

Principio Analogico Dimensional 1 dos Elementos Infinitos Interiores

“Uma figura geométrica formada em cada nova dimensao carrega consigo
internamente um numero infinito de elementos da varidvel dimensional da
dimensdo anterior, acrescidas de um incremento infinitesimal.”

Por que principio analdgico? Pelo fato de que, essa mesma analogia ou esta
semelhanca, valer para a reconstrucdo de cada uma das dimensGes. Este principio teria

simetria de existéncia para cada dimensdo D=1, 2, 3, 4, ....

O elemento novo e Unico que surgiu da dimensdo anterior (VAFSH, Vértice,
Aresta, Face, Sélido, Hipersdlido), reaparecera na dimensao posterior, no interior da nova

figura geométrica construida, com infinitos elementos repetidos.
Outros principios:

4.6.2 - Principio Analdgico Dimensional 2

Principio Analdgico Dimensional 2

dos Elementos Limitantes Exteriores

“Uma figura geométrica formada em cada nova dimensdo, carrega consigo
externamente, um numero finito de varidveis dimensionais geométricas (VDG) das
dimensdes anteriores e sempre apenas uma unidade, da variavel dimensional da
nova dimensao formada.”

As variaveis geométricas das dimensbes ou VAFSH, sdo, Vértice, Aresta, Face,

Sélido, Hipersodlido, Hiper-5-sélido, ..., ¢ assim por diante.”

A Variavel Dimensional que trouxemos da dimensdo zero, que é o Vertice, serd
aquele que se repete infinitamente de forma interna, entre dois vertices terminais da
dimensdo um e terd um numero de vértices terminais finito, multiplos e crescentes para
cada nova dimensdo posterior, dependente das figuras geométricas formadas. Para cada
Familia Dimensional ou CEGED diferente as caracteristicas que se formam terdo numero,
detalne de construcdo e potencialidades distintas, como veremos no desenrolar das

caracteristicas adiante.
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Logo, na nova dimensdo, 1D, o segmento de reta € o novo elemento que aparece e
que se caracteriza pela Aresta, A; = 1, formacdo do segmento de reta. Temos que 0
namero de Vvértices exteriores, dobrou, V; = 2, em relagdo a dimensdo anterior, o ponto,

que eraigualaV, = 1.

Para a Familia dimensional 1,2 ou 3 as variaveis dimensionais até a dimensao 2

sdo comuns: o ponto (Vértice) e o segmento de reta (Aresta).

Em cada dimensdo que surge, aparece uma nova Variavel Geométrica (Hn), ou
VAFSH, como sejam: VERTICE (0D, H=0), ARESTA (EDGE) (1D, H=1), FACE (2D,
H=2), SOLIDO (3D, H=3), HIPERSOLIDO (4D, H=4), HIPER5-SOLIDO (5D, H=5)...,
que irdo compor, na nova figura geométrica dimensionalmente seguinte, seus elementos

infinitos interiores e elementos finitos exteriores.

Nos limites exteriores da nova estrutura que se forma, no¢do nova que surge como
elemento completo na nova dimensdo, resulta sempre que na sua aparéncia exterior,

aparece sempre um numero finito dessas variaveis.

O novo elemento da dimensédo anterior (Varidvel Geométrica anterior) aparece na
figura dimensionalmente maior, como elemento exterior, sempre em um ndmero finito de
unidades e maior que a unidade, comportando-se como elemento término ou limitante dos
infinitos elementos idénticos no seu interior. A variavel dimensional nova é sempre igual a

unidade.

4.6.3 - Principio Analdgico Dimensional 3

Principio Analogico Dimensional 3

da Equagdo Geométrica das Dimensdes

“A Equacdo Geométrica das Dimensdes (EGD), relacdo que se obtém sempre igual
a unidade (can6nica) é resultante da sequéncia crescente alternada da soma e
subtracdo das Variaveis Dimensionais Geométricas (VDG) externas, (VAFSH), da
nova figura convexa formada, em qualquer dimenséo D.

V-A+F-S+H-...= 1"

O que caracteriza a Equagdo Geométrica das Dimensdes, de forma surpreendente é

que ela sempre retorna a unidade, para todos as figuras dimensionais.
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Esta Equacdo Geométrica das Dimensdes neste Principio Analdgico das
Dimensdes (3), por sua universalidade e aplicabilidade genérica se caracteriza por ser de
uma hipersimetria e imensa abrangéncia Geométrica, se caracterizando por ser de

prioritaria observacao e importancia para a Teoria do Conhecimento Universal.
4.6.4 - Principio Analdgico Dimensional 4

Principio Analogico Dimensional 4

De toda a dimensdo anterior recortada, se monta uma dimensdao superior

“Cada elemento figural formado numa nova dimensao carrega consigo, um universo
dimensional completo da dimensao anterior. Neste caso, podemos sempre aplicar
como Metodologia de Reconstru¢ido Dimensional superior, o uso de uma
Reconfiguragao Heuristica Mereolégica da dimensao anterior completa, e a cada um
desses infinitos recortes, aplicamos um incremento infinitesimal, que ao serem
sobrepostos lateralmente dardo origem a uma nova figura dimensionalmente superior
realizando assim a Reconstru¢cdao Dimensional dessa nova figura.”

Infinitos Elementos de uma figura retornando a dimensao anterior =
= Dimensao anterior completa

Exemplos:

a) Infinitos Pontos de um segmento de reta, retornando a um ponto =

formam um Ponto
b) Infinitos Segmentos de Reta tiradas do quadrado e colocados extremidade

a extremidade = formam uma Reta infinita completa

c) Infinitas Faces quadradas tiradas do cubo e colocadas lado a lado

= formam um Plano infinito completo

d) Infinitos Cubos do Hipercubo e colocados lado a lado

= formam o espaco tridimensional infinito completo

E assim por diante.

Estes Principios Analdgicos se caracterizam pela formacdo de leis analogas e
validas para todas as Familias Dimensionais, todas as dimensdes, e séo tiradas da formagéo
das dimensdes crescentes, caracteristica da Geometria das DimensGes, e que se pode

utilizar sempre. Séo resultados tedricos que se repetem para qualquer dimensao.
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A analogia é um elemento essencial da estrutura didatica do pensamento, do
raciocinio e da construcdo das ciéncias. Este conceito, o da analogia é de grande
importancia na educacdo, na criatividade, no entendimento. A analogia cria leis tedricas de
conservacao, as leis da ciéncia.

Estes Principios analdgicos € que deverdo ser concluidos como Institucionalizacédo

para cada Figura reconstruida dimensionalmente.

4.7 - ESTRUTURAS FRACIONARIAS ENTRE A DIMENSAO UM E A DOIS

A representacdo de uma linha encurvada para uma segunda dimensao, deve formar
uma dimensao fracionaria como 1,1 ou 1,2, 1,3...,1,4. Quanto maiores as curvaturas, maior
a sua aproximacdo da dimensdo dois. Este efeito ocorreria, uma vez que uma reta
encurvada deve ter sua curvatura feita em direcdo a outra dimensdo, distinta da qual ela
estava inserida. Seria seu inicio de insercdo na dimensdo do plano ou da

bidimensionalidade.
Caracterizariamos esta formagdo, como uma Reconstrucdo Unidimensional

Infinita Til, para representar o encurvamento desta representacdo (R1-~), como na Figura
39.

Figura 39 - Dimenséo fracionaria entre um e dois, representado por uma reta infinita encurvada.
Estrutura unidimensional curva, que se encurva para uma segunda dimenséo

Fonte: Elaborado pelo autor

Um “ser” unidimensional hipotético, que morasse nesta reta e que fizesse
experimentos de efeitos fisicos, na regido de maior encurvamento AB, veria diferencas
fisicas nos experimentos se 0s comparasse a mesma realizagdo de experimentos no local do

trecho CD dessa reta.

Esta afirmacdo fazemos em analogia ao que ocorre na terceira dimensdo, pois
quando fazemos experimentos em locais do espago cosmico tridimensional que esta
encurvado para uma quarta dimensdo, como perto de um corpo de massa muito grande,
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esses experimentos fisicos dardo resultados diferentes se o fizéssemos em local onde o

espaco tridimensional ndo tem esta curvatura.

4.8 - CONTAGEM DA DIMENSAO FRACIONARIA ENTRE UM E DOIS

A dimensdo fracionaria, teve inspiracdo na Teoria da Relatividade Geral, e nas
geometrias ndo euclidianas. A Relatividade Geral de Einstein se utilizou da Geometria ndo
Euclidiana para definir o espago tridimensional encurvado e montar um modelo bem-
sucedido para a Gravitagdo. Fizemos assim uma analogia para dimensdes menores,
fracionarias entre as dimensdes 0 e 1, e agora aqui entre 1 e 2, e faremos também entre 2 e
3. Para este caso de dimens@es fraciondrias entre a dimensdo 1 e a dimensao 2, comec¢amos
com um segmento de reta encurvada, j& ndo é mais a dimensdo um, mas sim a dimenséo
um, interpenetrando na dimenséo dois, ou seja, uma dimenséo fracionéria entre a um e a

dois. Comecamos com a dimensdo um e suas representacdes em mais dimensoes.

Comegamos pela dimenséo linear, do = 1, para uma linha unidimensional de

qualquer comprimento, e acrescentamos as faixas que se seguem.
4.8.1 - Dimensdo d,, podendo d, ser0<d, <0,10

(linha encurvada até uma volta)

A dimensdo de acréscimo da acima de 0 até 0,10, € uma dimensdo fracionaria
como sendo relativa ao angulo de curvatura 6 da linha correspondente, até no maximo uma
volta completa, dado por d, = (1/10)6/2m onde 0 < 6 < 2m. De outra maneira poderia
ser considerado o ndmero de voltas fracionarias até 1 volta completa onde 0 <n <1,
onde 0 < d, < n/10. Em uma volta completa, a dimensédo seria dada por 0,10, como na
Figura 40(g).
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Figura 40 - Representacdes das Dimensdes fracionarias D entre 1 e 1,10 dim, apresentando reta e
curvas em até uma volta

e S

(d) Dimensdo: D =1,05

(a) Dimenséo: D =do+da= 1,025

6 = /2 rad = 90° 0= mrad =180° (e) Dimensdo: D =1,05
da = 0,1x0,25=0,025 d=01x052005 o _jgn (f) Dimensdo: D = 1,075 h) Dimensio:D= 1,075
/ 2 da = n/10=0,5/10=0,05 0 = 30/2=270° (g) Dimensdo:D = 1,10 0=3n/2
d,=0,1x0,75=0,075  0=2% d=0.1x0,75=0,075
(b) Bimenséo: D=1,05;6=r; (c)Dimensdo: D =110 d.=01x1=0,10
n=0,5volta; d:=0,5/10=0,05 6 =2n; da = 0,1x1=0,10

Fonte: Elaborado pelo autor

4.8.2 - Dimensado d;, podendo 0 < dj, < 0,10 (linha encurvada de 1 a 11 voltas

ou mais)

Na faixa dimensional adicional dy entre 0 até 0,10 relacionamos o nimero de
voltas completas (n) em um mesmo plano, que passam de uma volta, em 10 voltas no
maximo, somando-se mais uma (11). Assim teriamos, d, = (n—1) /100 <0,1. Se n
passar de 11 voltas, o niUmero excedente deve ser mencionado entre parénteses, apos a
dimensdo de valor méaximo nesta faixa: d, =0,010(n — 1) para 1<n <11 . Na

Figura 41(d), um clipe de papel tem dimensdo D = 1,105 dim.

Figura 41 - Primeira Parte das Representacdes de Dimensoes fracionérias D entre 1,1 e 1,2

(a) Dimensao: D = 1,15 (c) Dimensao: D = 1,20 (0,25)

do=1: d.=01 : (b)_Dimenszi_c>: D = 1,1625 do=1: d,=01 :
n =1 volta + 5 voltas = 6 voltas do ‘_1 ; 9 da—i),l : | n = (1+5+5+0,25) voltas=11+0,25
d» = (6-1)/100=0,05 n=(025+1+6) voltas dy = (11-1)/100  (0,25)=0,10(0,25)

dy = (7,25-1)/100=0,0625

Fonte: Elaborado pelo autor
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Figura 42 - Segunda parte das Representacdes de Dimensdes fracionarias entre D = 1,20 até 1,40 dim

(e) Dimenséo: fungdo seno (ou cosseno). D=1,2 () (g) Dimensio: D =14 (9)

do=1; d:=0,1 ; n=o0 = dy =0,1 (x0) do=1: d,=01 :
_‘ n=(1+4+0,25+0,25+5+0,25+0,25+5)=11+5
(d) Dimensdo: D = 1,105 dy = (11-1)/100 (5) = 0,10 (5)
d _nlz’ 1 336%1: s () onda estacionaria na corda de violino:

dp = (1,5-1)/100=0,005 D =(1,2+(n-1) / 50) (n-11) ; n= nimero do harmdnico

Fonte: Elaborado pelo autor

4.8.3 - Dimensdao d., no intervalo, 0<d. < 0,10
(alinha em trés dimens6es em n planos de manifestag¢ao)

A dimensdo 0 < d. <0,10 pode estar associada a linha que sai do préprio plano,
para ir a planos diferentes, se dirigindo a dimensdo trés em vérias direcGes de planos
distintos do espaco. Para considerar esta condi¢do de planos distintos, consideraremos o
namero p de planos formados pelas linhas, e a dimensdo podera ter variacdes maximas de 0
até 0,1. Seu calculo seréa de acordo com a seguinte expressdo, d. = (p — 1) / 100, sendo,
p = namero de planos até 11 planos, p<11, acrescentando-se o primeiro plano. O que passar
de 11 planos completos de manifestagdo das linhas, seu nimero ira ser escrito a frente da
dimensdo entre parénteses com valor méximo 0,10, calculada como (p — 11), com p<11,
pdendo chegar até a dimensédo 1,3, e o restante dos planos em p, entre parénteses, ou seja,
d. = 0,10 (p — 11).

Ver representacdes de planos finitos nas dimensdes fracionarias nas Figuras 43 e
44. Especificamente na Figura 43, temos o caso de uma espiral cilindrica, como de um
caderno, que estaria localizada em infinitos planos, cada ponto em um plano paralelo

distinto, neste caso, contariamos, d. = o, veja o célculo nas figuras 43 e 45.
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Figura 43 - Representacfes das dimensoes fracionarias com penetrabilidade até na fase ¢ mas com
dimensdes D=1,06 dim e D=1,095 dim

Dimensao: D =d, + d, + dy + dc = 1,06 dim Dimensao: D =d, + da + dy + dc = 1,095 dim
(0)d, =1; (a) n=0,5 volta, d,=0,5/10 =0,05; (b) (0)d, =15 (a) n=0,75: d,=0,75/10 =0,075 ; (b) n=0;
dy=0; (c) p=2 planos ; p-1=2-1=1: d. = 1/100 = dy=0;(c) p=3; p-1=3-1=2: d. = 2/100 = 0,02 = d = 1,095 dim

0,01 = D=1,06 dim

Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 44 - Representacfes da dimensao fracionarias com linhas infinitas, resultando D=1,11 dim,
D=1,1325 dim e D=1,25 («) dim

0 . ( N
180 fﬁ S )

g - j—...
) / i

() Dimens&o: D = do + da + db + de = 1,11 dim (b) Dimensao: D = do + da + do + de = 1,135 dim (b) Dimenséo: D = 1,25 (o) dim

(0)do=1; (@) n=1: da=1/10=0,1 ; (b) dv=0; (C) (0)do=1; (@) n=1: do=1/10=0,1 ; (b) N=0,75+0,75+- (0) du_: 1;(a) n_:lz d.a: 1/10:9,1(? :
p=2; p-1= 2-1=1: de = 1/100 = 0,01 = D=1,11 dim  ,75=2,25; dy=(2,25-1)/100=0,0125 ; (c) p=3; p-1=3-  (P) d:=(6-1)/100=0,05; (c) p-1=wo: e
1=2: de = 2/100 = 0,02 = D=1,1325 dim =0,1() = D=1,25 () dim

Fonte: Elaborado pelo autor
Nem sempre a soma dos elementos anteriores atinge valores maximos e assim
complementamos valores das fases seguintes existentes, que fazem atingir patamares leves
de acréscimo dando o valor da dimenséo fracionaria atingida. VVejamos 0s outros elementos

a sequir.

A Figura 45 tem dimensbes de D = 1,24(24,5v) e D = 1,24(7,5v), parte-se do

plano que fornece maiores valores que 0s anteriores.
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Figura 45 - Representacfes das dimensoes fracionarias de D = 1,24 (24,5v) dim e D= 1,24 (6,5v) dim,
apresentando reta e curvas em uma ou mais voltas, em varios planos e varias voltas.

(a) Dimensdo: D = da+dp + dc =1,24 (24,5v) dim
Fase 0: do=1; Fase a: n = 1volta da=0,1 ;

Fase b: n-1= [0,5 +8+1+8+1,25 +8+0,75+8-1]=34,5 voltas, dy =0,1
(24,5v)=> do =p-1=5-1=4; d:=4/100=0,04 = D = 1,24 (24,5v) dim

(3]

o

3

(b) Dimens&o: D = da+ds + dc =1,24 (6,5v) dim
Fase 0: do=1; Fase a: n = 1volta d.=1/10=0,1 ;

Fonte: Elaborado pelo autor

4.8.4 - Dimensao dgy, no intervalo d4q > 0,30

Fase b: n-1= (6+0,5+5+0,5+5,5-1)=16,5 voltas=10+6,5, d»
=10/100=0,10 (6,5v); Fase c: 5 planos: p -1= 5-1=4 d. = 4/100 =
de=0,04; =D = 1,24 (6,5v) dim

Estruturas lineares penetrantes em dimensdes maiores que 3D

Em dimensdes maiores que 3D ndo temos exemplos.

Resumindo no Quadro 6, as dimensdes entre um e dois.

Quadro 6 - Dimensao fracionaria entre a dimensdo um e dois

Dimensdoentrele2 | F
pode atingir nesta a Estrutura de fases Formula utilizada
fase se
D= do +da+db+dc+...
do=1,00 0 linha unidimensional Dimenséo Euclidiana 1
0<da<0,10 a | linhaencurvadaematé uma | d,=(1/10)8/2% ou d,=n/10
volta sendo 0 <0 <2m e 0<n<l
0<dv<0,10 b | linha encurvada maior que 1 dy=(n-1) / 100
volta até 11 voltas, e/ou mais 1<n<1l1
voltas em um plano para n>11: dp=0,10(n-11)
0<dc<0,10 c a linha em dois ou mais dc=(p-1)/100; 1<p <11
planos, até 11 planos para p>11:d.=1,30 (p-11)
0,3<da<0,99 d Estruturas lineares
penetrantes em dimensdes Sem exemplos
maiores que 3D.
D=2,00 g plano Dimenséo Euclidiana 2

Fonte: Elaborado pelo autor

4.9 - DIMENSAO DOIS (2D) OU ESTRUTURA BIDIMENSIONAL

Uma estrutura bidimensional pode ser representada por um plano de espessura

nula, que preenche o espago em duas dimensdes.
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Seus pontos podem estar localizados analiticamente dentro de um plano de dois
eixos, ortogonais e linearmente independentes. Como sdo ortogonais e linearmente

independentes, 0 que um dos eixos representa, 0 Outro eixo ndo consegue representar.

Os dois eixos expressam por meio de duas coordenadas as duas dimensdes, como
indica a Geometria Analitica de Descartes. Essa estrutura bidimensional, com espessura
zero e coordenadas x e y, Vx e Vy, na terceira dimensao, a coordenada z, pode ter qualquer

valor fixo representando a posi¢éo da folha bidimensional em qualquer posic¢ao do eixo z.
4.9.1 - Reconstrucao bidimensional infinita

Os eixos cartesianos x e y, podem ser usados como representacdo de um plano
infinito, Reconstrucdo para um sistema bidimensional infinito (R2«1), Figura 46. O
intervalo s invariante na bidimensionalidade é calculado também. Outra forma dessa
Reconstrucdo dessa bidimensionalidade infinita (R2«2) pode ser representada na forma do

plano de Argand-Gauss dos nimeros complexos, Figura 46(b).

Existem alguns enfoques de representacdo dos numeros complexos: na forma
cartesiana, trigonométrica, exponencial ou forma polar angular. E podemos representa-lo

também no registro grafico como na Figura 46.

z=a+jb, Z =7 cos cos 8 + j send , z=rel?, z=146

Figura 46 - Dimensé&o dois e o seu intervalo entre dois pontos. Representacdo cartesiana bidimensional
(R20:01), e representacao complexa no plano de Argand-Gauss (R2x2)

4 Imag (2) z=a+jb

bj 12 s=c+jd

0 s =+/c?+ d?

°]

n

RS X a Real (2)

R2.

(a) Plano Cartesiano (b) Plano de Argand-Gauss

Fonte: Elaborado pelo autor

Passamos agora ao desenvolvimento da Familia Dimensional 1, ou Familia
Quadrado-Cubo, até a quadridimensdo geometricamente e até ad infinitum, a D-ésima

dimensdo, algebricamente. Junto com esta Familia Dimensional 1, do Quadrado, Cubo,
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desenvolveremos também as dimensdes fracionarias entre as dimensdes 2 e 3, e entre a 3 e
4. Assim como desenvolveremos a teoria topoldgica das tor¢bes do espago de dimensédo 2
para 3, fita de Mobius e Garrafa de Klein, e as tor¢Ges da dimensdo 3 para 4, futuro

caminho para dimensdes tridimensionais paralelas a quarta dimenséo.

4.10 - FAMILIA DIMENSIONAL 1 OU FAMILIA DO QUADRADO-
CuBO

Passamos entdo ao desenvolvimento da Familia do Quadrado-Cubo. E também as
dimens0es fracionarias entre 1 e 2, 2 e 3 e 3 e 4, e sobre as tor¢es dimensionais que levam

as figuras as suas formas enantiomorfas ou espelhadas.

4.10.1 - D=2 - Quadrado - Construc¢cdes Da Estrutura Bidimensional Do

Quadrado

A partir da estrutura finita do segmento de reta, de lado [, da dimens&o um,
podemos reconstruir a nova dimenséo, a dimenséao dois, inicialmente um quadrado, depois
o faremos para o tridngulo e entéo o circulo, em familias diferentes da geometria, mas todos

na bidimensionalidade.

Comecando pelo quadrado, vamos apresentar um conjunto de Quatro

Reconstruc@es Dimensionais por meio de Reconfiguracdes Mereoldgicas do quadrado.

Em uma primeira Reconstrucdo bidimensional do quadrado, que designaremos
por R21m, cujo simbolo teria o seguinte significado: o simbolo R, representa a referida
Reconstrugdo Bidimensional ; o simbolo 2, com sendo uma Reconstrugdo em dimensdo
dois; o simbolo 1, como sendo a primeira Reconstrugdo, das quatro que serdo apresentadas;

e 0 simbolo », como sendo uma das Reconstrugdes referentes a construcdo do quadrado.
4.10.2 - Reconstrucao Bidimensional Um do Quadrado

Para geometrizar essa primeira Reconstru¢do Bidimensional do quadrado,
comecamos produzindo uma Reconfiguracdo Heuristica Mereoldgica de cortar infinitos

segmentos de reta de comprimento [ de uma reta. No segundo passo, a cada um dos
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infinitos segmentos de reta surgidos da Reconfiguracdo Mereoldgica, incrementamos um

infinitésimo de segmento dy, em dire¢do a nova dimensdo dA = L. dy.

Figura 47 - Representacéo da Reconstrucdo do quadrado por meio da Reconfiguracdo dos segmentos
de reta na Reconstrucao Bidimensional R2,,do quadrado

4

R21D

Fonte: Elaborado pelo autor
Em um terceiro passo, se coloca cada segmento um ao lado do outro, perpendicularmente a
eles e na direcdo do incremento infinitésimo. um lateralmente a outra, partindo do
segmento de reta unidimensional anterior, até perfazer uma distancia igual a do préprio
segmento de reta inicial , ou seja, uma distancia igual a do lado ¢, do quadrado formado
(Figura 47).

4.10.3 - Segunda Reconstrucao Bidimensional do Quadrado

Em uma segunda Reconstrucdo Bidimensional por meio de uma Reconfiguragédo
Heuristica Mereologica de separacdo de segmentos de linha infinitésimos, d£. Em um cada
dos pedacinhos infinitésimos de linha se incrementa um infinitésimo ortogonal vertical dy,
dA = d¢.dy, (R227). partimos do mesmo segmento de reta da base, e o subdividimos em
infinitos segmentos infinitesimais de comprimento d#, e sobre cada um desses segmentos,
subimos em dy de cada segmento, e seguimos até perfazer um retangulo de altura h=¢ da
base infinitesimal d?, até completar toda a figura do quadrado de lado constante £, a partir
da extensdo e da soma das areas dos infinitos retangulos de altura £ e base infinitesimal d£.

Obtemos assim a figura geométrica, o quadrado, como mostra a Figura 48.
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Figura 48 - Representacdo da Construgdo do quadrado por meio da Reconfiguragdo Mereoldgica dos
segmentos de linha da base como pontos e sua potencial transformacéo de Reconstrugdo Mereologica
na area do quadrado

4

|

4

Fonte: Elaborado pelo autor

4.10.4 - Reconstrucgao Trés, da Representacdo Semioética Bidimensional do

Quadrado

Em uma terceira Reconstru¢do Bidimensional da construcdo do quadrado, (R23n),
partimos do ponto infinitesimal genérico dA = dx.dy como semente genérica de area da
dimensao zero, ou semente, bidimensional e a sequente producdo de uma variacdo de soma
continua desse infinitos infinitésimos em dx e os infinitos infinitésimos em dy, segmento
de reta virtual da dimensdo zero, mas com semente para a unidimensdo, variando dx e dy
de zero (0) ao comprimento maximo £, na horizontal, e na vertical. De tal forma a aparecer

toda a face do quadrado, por meio deste procedimento de integracdo, como mostra a Figura

49,
¢ v
AzfdA = fdx.dyzfdx.f dy = £2
0 0

Esses elementos infinitésimos sdo recriados a partir da dimensdo zero, o ponto,
que caracteriza, aquele que recria todas as outras dimensdes bastando-se pegar a semente

infinitésima ideal de formacéo daquele elemento que ira se reconstruir.
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Figura 49 - Representacéo da Construcéo do quadrado, de uma para duas dimens@es, em uma terceira
Reconstrugdo Bidimensional

4
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Fonte: Elaborado pelo autor

4.10.5 - Reconstrucao Quatro, Bidimensional do Quadrado

E finalmente, em uma quarta Reconstru¢do Bidimensional (R24¢), para obtengédo
da face quadrada, em uma construcdo instrumental. Marcamos um ponto de origem, e a
partir desse ponto, tracamos uma reta horizontal continua de comprimento ¢, e tragamos
outra reta vertical continua de comprimento ¢. Pelos pontos terminais dos segmentos
ortogonais, tragamos outra horizontal e outra vertical, até seu ponto de encontro, fechando o
quadrado. Preenchemos o interior do perimetro quadrado tracado, com pontos ou retas
horizontais, verticais ou diagonais, forma-se a face do quadrado de forma instrumental,
segundo Duval (DUVAL, 2005), como mostra a Figura 50.

A construcdo instrumental de uma figura somente € possivel se 0 estudante que a
faz vive em uma dimensdo maior ou igual a ela, do contrario ndo é possivel desenha-la. E
preciso participar dela como experiéncia figural, senti-la, saber dela. Nao seria possivel
para nos fazer uma construcdo instrumental de uma figura em quinta dimenséo, ja que ela
estd muito distante do que participamos experiencialmente. No entanto, por analogia das
outras figuras conseguimos fazer uma figura em quarta dimensédo, imagina-la, depois de
construir todas as dimensdes uma a uma e verificar a seu mecanismo de construcdo de

forma analoga.
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Figura 50 - Representacéo da Construcéo do quadrado, de uma para duas dimensdes, em uma quarta
Reconstrucéo Bidimensional
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Fonte: Elaborado pelo autor

Cada uma destas Reconstrugdes Dimensionais por meio de Reconfiguragdes
Mereoldgicas (ReDiReMe), pode se transformar em uma proposicdo de ensino da
geometria das dimensdes, proposta pelo Professor como forma de jogo de construgdes
diferentes, apoiando-se na TSD (Brousseau, G., 2002), em direcdo a um processo
Reconstrugcdo Dimensional do quadrado, para obtencdo da dimensdo dois a partir da
dimensdo do segmento de reta da dimensdo um, e indo em dire¢cdo a construcdo do
quadrado. Este deve ser um objetivo para um proximo trabalho de campo na pesquisa das

Dimensdes na Geometria.
4.10.6 -Resumo de Caracteristicas do Quadrado

Nesta nova dimensdo, a dimensdo dois, de figuras planas e fechadas, teriamos o
aparecimento de uma nova variavel dimensional, a Face. A Face do quadrado que surge
como nova variavel dimensional externa da dimensdo dois, teria infinitas retas e pontos no
seu interior, e no seu exterior teria como variaveis dimensionais, da dimensdo zero, 4
Vertices, V,; = 4, que sdo interligados por quatro segmentos de reta, unidimensionais,
que formam quatro arestas, A, = 4, externas e ainda forma a nova variavel dimensional

de Face (edge), Fop = 1.

E a Equacdo Geométrica das Dimensdes (EGD), para a segunda dimensdo na
formacdo do quadrado, correspondente ao CEGED3, ou familia 3, também se iguala a
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unidade, o que a torna valida, para todas as figuras geométricas fechadas desta dimenséo

como veremos, seja quantos lados tiver.

EQUACAO GEOMETRICA DAS DIMENSOES
para a bidimensionalidade do quadrado:
VZD_A2E|+F2E| = 4—4+1= 1

A representacdo geometrica do quadrado em varias formas de pontos de vista,
vista da dimenséo trés, dependendo do angulo de visdo ficariam dadas pela Figura 51
abaixo.

Figura 51 - Vistas do quadrado em diferentes posi¢oes desde a 3D

Fonte: Elaborado pelo autor

Em resumo, apresenta-se no Quadro 7, as caracteristicas da dimenséo dois, para o
quadrado, as beiradas da figura geométrica bidimensional com numero de variaveis
dimensionais geométricas finita, e com suas variaveis dimensionais geométricas internas
em numero infinito, ou seja, infinitas estruturas das dimensfes anteriores no interior
desta nova figura montada. Faz-se valida aqui na nova figura a equagcdo geométrica das

dimensoes.

Quadro 7 - Caracteristicas da dimensé&o dois do quadrado

Dimensao dois do Quadrado

Formato de representacdo: Face quadrada
Nova Variavel Dimensional: a Face

Finalizadas por quatro estruturas externas da dimenséo anterior: Quatro Arestas

Suas estruturas internas dimensionais de dimensGes anteriores sdo infinitas: Arestas e Vértices

Equagdo Geométrica Bidimensional: V —A+F=4—-4+1=1
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Fonte: Elaborado pelo autor
Colocados esses infinitos elementos da formacdo do quadrado bidimensional, nas

dimensGes anteriores, elas ficariam totalmente preenchidas por eles. Ou seja, a estrutura de
cada uma das pegas da nova dimensdo, cabe em um universo dimensional completo das

dimensdes anteriores.

Pode-se observar estas caracteristicas, como nos mostram as Quadro 8.

Quadro 8 - Namero de elementos geométricos da dimenséo zero a dimensdo um, a dimensao dois,
ponto, segmento de reta e o quadrado

Dim.X Vértice Aresta Face Elementos interiores Equagao
Var \Y A E da dime_nséu Geo@étric? das
anterior Dimensoes
0D 1 0 0 1,0 V-A+F=1
b 2 . 0 ® V-A+F=1
2D s 4 1 oo V-A+F=1

Fonte: Elaborado pelo autor

411-2<D<3-DIMENSAO FRACIONARIA ENTRE ADIMENSAO 2E A
DIMENSAO 3

E representada por um plano encurvado para uma terceira dimensdo, que
dependendo da forma vai ser fracionéria entre 2 e 3, em valores como: 2,1 ou 2,2 ou 2,3, ....

Seriam estas as dimensdes fracionarias do plano.

Na Figura 52 se representa um plano bidimensional infinito encurvado para a

dimensdo 3, R2.

Figura 52 - Espaco bidimensional curvo, que se encurva para a terceira dimenséo, Dimens&o
fracionariaentrea2e3

Fonte: Elaborado pelo autor
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4.12.1 - Contagem Da Dimensdo Fracionaria Entre A Dimensao2EA

Dimensao 3

Podemos associar o crescimento da dimensao fraciondria, entre dois e trés, através

modelo a seguir, analogo aos anteriores.

Apesar de continuar a ser dimensdo dois, ela teria penetrabilidades distintas em

dimensdes maiores.

Dimenséo do =2 (superficie plana finita ou infinita)

Comecamos por adicionar a dimensdo da superficie plana como d, = 2.
4.12.2 - Dimensdo d,: 0<d, <0,1

Superficie encurvada fora da dimensao dois em até uma superficie fechada

Dimensdes da entre 0 até 0,1, como sendo relativo ao angulo sélido de curvatura
da superficie correspondente, levando a expressdo para uma dimensdo adicional, acima de
2: D =do + da, sendo

1
o= (1537 = O35 =07
¢ = (1 — cosB) (sr)

O angulo solido ¢ é medido em esterorradiano (sr), sendo 0 < ¢ < 4m (sr). E 0s
angulos ¢ e 8, dados em coordenadas esféricas, sdo medidos em radianos. O angulo ¢ tem
seu Vvértice na origem no eixo x e indo no sentido do eixo y, no plano xy, nos seguintes
limites: 0 < ¢ < 2m rad, varrendo a longitude da esfera, o &ngulo 6, com origem no eixo z

e indo em sentido ao eixo z negativo, varrendo a latitude com limitesde 0 < 6 < w rad.

No caso dos angulos totais, sendo ¢ = 2mrad, e 8 = mwrad teriamos ¢ =
@(1 —cosO) = 2n(1 — cosm) = 4m sr, onde teriamos um angulo total de fechamento
superficial em todas as diregcdes da esfera, uma superficie bidimensional fechada em trés
dimens6es, D=2 + 0,10 = 2,10.

De outra maneira, considerando n como até uma volta espacial fechada completa,

O0<n=1, podemos também escrever.

= (=)o

Segue-se outras contagens dimensionais, como exemplo, a calota da Figura 64.
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Na Figura 53, em representacdo (a) temos uma calota esférica, proxima a
semiesfera norte, com um raio R, e angulo 6, indo de 0 até 45° (n/4) e o angulo ¢, indo
também de 0 até 45° (n/4), resultando em um angulo sélido de ¢ = 0,230037796

esterorradiano e portanto uma dimensao de D = 2,001830583.

Na Figura 53, na representacdo (b), temos a representacdo de uma calota esférica,
proxima a semiesfera norte, com um raio R, e angulo 6, indo de 0 até 90° (n/2) e o angulo ¢,
indo também de 0 até 45° (n/4), resultando em um angulo sélido de ¢ =0,785398163 sr,

esterorradiano e portanto uma dimensao de D = 2,00625 dim.

Figura 53 - Representacao de Dimensdes fracionarias entre dois e trés, apresentando planos encurvadas
de fechamento da superficie tridimensional

(a) Calota de angulo sélido: b) .
=9 =cost) "y = 4.(1-cos0) =(r/4)(1-cos(w/4)) = 0,230087796 s1 Ca'lota dg afgu/';r’ S;’"d": =
D=2+d, =2+ Dimensio: da=0,001830583; D = 2,001830583 ¢-(1-cos6) =(m/4)(1-

. 7 cos(n/2)) = 0,785398163 sr

Dimensdo: da=0,00625 ;
D =2,00625

De outra forma:
Porcentagem da Calota
coberta: n = 1/16 da calota
esférica esta coberta,
portanto: n=0,0625; onde da
=n/10=0,00625
Dimensdo: D =2,00625

Fonte: Elaborado pelo autor

S6 que, ainda neste caso do exemplo (b) podemos raciocinar em termos de 0<n<l,
e teriamos um encobrimento da calota de n = 1/16 do total da calota, portanto, n=0,0625, do
total, o que daria um percentual de dimensdo da = n/10 = 0,00625, dando uma dimenséo
total de D=2,00625 dim.

Na Figura 54, ndo precisamos usar as coordenadas esféricas pois ndo temos uma
simetria esférica. assim em coordenadas cartesianas ou retangulares, temos que, pensando
no fechamento do cubo, os lados vermelhos tampam 4 quadrados da caixa que no total,
atingem 24 quadrados ou ladrilhos que fecham a caixa como um todo. Considerando que o
fechamento da caixa toda, corresponda a um aumento de dimensédo de 0,1, e que n seja a
quantidade de fechamento, de 0 até uma volta completa de fechamento espacial em trés
dimensGes, ou seja considerando o nimero total de quadrados n, = 24 correspondente a

uma volta completa, temos o tapamento de parcial de apenas 4 quadrados, np = 4 quadrados
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de um total de n, = 24, o que resultaria uma fracdo de cobertura da superficie externa de

n = n,/n, = 4/24, o que na parcela dimensional além da dimenséo dois, teriamos um
aumento de dimensao nesta superficie de

d, =0,1n= (0,1).(n,/n,) = 0,1.(4/24) = 0,0166667
0 que daria uma dimensdo de D = 2,0166667 dim.

Figura 54 - Representacédo de Dimensdo fracionarias entre dois e trés, no encurvamento de figuras
planas na dimensao trés

Calota de angulo solido:

4
dy=(5).01=
0,016667
Dimensdo: D = 2,016667 | i

Fonte: Elaborado pelo autor

Para definir em trés dimensGes, as superficies e o quanto elas encobrem, temos que
ter um ponto de referéncia, ou ponto de observagdo, ou ponto de vista, uma vez que este

ponto modifica o angulo sélido a ser definido.

A Figura 55, nos exemplifica, uma casca cilindrica, vista de seu centro, em que 0
angulo 6 varia de 0 a 30°, até as aberturas circulares das tampas, e 0 angulo ¢, varia de em

todas as direcdes de 0 a 2m, a rotagdo completa.

Figura 55 - Casca Cilindrica com 600 ou /3 rad, de 4ngulo interno

Calota:
¢=4r—2x[27(1 — cos60°) = 2z sr
Dimensdo: d , = £ 0,05

407

6=60! D = 2.05dim

Fonte: Elaborado pelo autor
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Finalmente, na Figura 56, uma superficie cubica fechada, o angulo sélido seria
maximo, ou igual a 4m. Neste caso, a dimensdo nesta superficie de fechamento total

chegaria ao seu maximo valor nesta faixa, ou seja, dimensdo D = 2,10 dim.

Figura 56 - Casca superficial fechada cubica. Dimensdo D = 2,10

Casca cUbica Dimens&o:
D = 2,10dim
® =2z
0=r
¢ = 4x
d, = 0,10

Fonte: Elaborado pelo autor
Se considerarmos dois planos finitos perpendiculares, neste caso, a dimensao

dependeria do ponto de referéncia, o angulo sélido dependendo dos pontos P1 e P, Seria
para P1, uma fracdo de (2/24=1/12), fracdo do fechamento total de uma superficie na
dimensdo trés ou para P2, (2/6 = 1/3), outra fracdo de fechamento maior, do &ngulo
solido total, ou seja, para P1, d, = (0,1).(22—4) = 0,0083333 dim, mais dois, dando
dimensdo D = 2,0083333 dim, ou para 0 outro ponto de referéncia (P2), d, =
(0,1). (g) = 0,03333 dim, mais dois, dando dimensdo D = 2,03333 dim, como mostra
a Figura 57 (a).

Se for um plano infinito teriamos bloqueados (4/8=1/2) de 0,1, mais a dimenséo

dois, resultando a dimensdo, d = 2,05 como mostra a Figura 57 (b1).

Se forem dois planos infinitos teriamos bloqueados (6/8=3/4) de 0,1, mais dois,
resultando uma dimensdo, D = 2,075 dim, como mostra a Figura 57 (b).

E finalmente, trés planos infinitos, fecharia 1/1 todo o entorno do espaco

tridimensional e teriamos uma dimensado D = 2,10 dim.
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Figura 57 - Casca cubica aberta. (a) Planos finitos com ponto de referéncia. (b) Planos infinitos sem
ponto de referéncia

D=2 + (2/24).0,1 = 2,008333 dim D =2 +(3/24).0,1 = 2,0125 dim
(a) Planos finitos - . z
com ponto de DP2=2+(2/6).0,1 =2,03333 dim

referéncia.

(b) Planos
infinitos sem
ponto de
referéncia.

D =2+(1/2).0,1=2,05dim b &

D=2+ (3/4).0,1 = 2,075 dim D =2 +(7/8).0,1 = 2,0875 dim

Fonte: Elaborado pelo autor

4.12.3 - Dimensdo d;, sendo 0< d;, 0,10 - Uma superficie fechada e mais voltas

ocorrendo

O célculo de d;,, 0 < dj, <0,10, esta relacionada ao nimero de voltas fechadas

completas ou incompletas (n), em superficies fechadas na terceira dimensdo (planos

interiores ou exteriores do primeiro), sendo que 11 voltas completas ja se chega ao seu

valor maximo, a d, = 0,1, podendo ir de uma a onze voltas completas este ambito de

0<d,<01.

Se passar de 11 voltas fechadas, o numero de vezes que passar, devera ser

mencionado entre parentes na descri¢cdo dimensional numérica, entre parénteses a frente do

valor maximo em trés dimensdes, d, = 0,01 (n — 1), sendo n — 1 > 0. Se as voltas nao

forem completadas, elas sdo um percentual do angulo sélido, como na expressao abaixo.

1 21(P0)
=|— _— = — <
d, (10)< o 0,01(n—1)<0,1 1< n<11

De outra forma em funcdo do nimero de voltas fechadas ou partes, n, de 1 a 11
depois da primeira volta.

186



Passando de 11 voltas fechadas completas:
D=220 (n"=n-11) n' >0
Na Figura 58, nos temos n=3 voltas completas, (a partir de d.= 0,10), uma volta
completa, d,=0,1, mais duas voltas completas, n” =n—1 =2, uma dentro da outra,
portanto d, = (0,01).(n—1) = 0,02, assim D =d, +d,+d, = 2+01+
0,02 = 2,12, que seria a dimensdo destas superficies.

Figura 58 - Representacdo de Dimensdes fraciondrias entre dois e trés, apresentando trés planos
encurvadas fechados de superficies esféricas, (D=2,12)

Dimenséo:
D=2,12

Fonte: Elaborado pelo autor
4.12.4 - Dimensao 0,2<d. >0,99
Para extensdo em dimensfes acima de trés e na sequéncia dimensional, as
dimensdes ja foram até 2,2, para valores maiores seria a interpenetracdo em dimensdes

maiores que trés, em direcdo a dimensdo quatro ou maiores. Nao temos exemplos.

Apresentando o Resumo das Dimens@es Fracionarias entre dois e trés no Quadro

Quadro 9 - Dimens0es fracionarias entre 2 e 3

Resumo da Dimensao fracionaria entre dois e trés.

Dimensao entre 2 e 3 Estrutura Formula
do=2,00 Plano bidimensional Dimenséo Euclidiana 2
0<d.<0,10 plano_er)curva_ldo até uma d, = (011)41 — (0 1)n

volta tridimensional fechada 6 = o(1 - cosd) sr
completa 0<g<2nrad ; 0<6<mrad
0 < ¢ < 4m sr; coord. Esféricas; n<1
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0<dp<0,10 superficies tridimensionais |4, -2, +%(2124) =21+ (0,01)n—1)
fechadas em mais de uma volta, Paran>11: d, = 2,20 (n—11))
com n< 11, ou mais.
0<d.<0,7 Para extensdo em dimensdes Sem exemplos
acimade 3
D =3,00 Dimensao 3 - tridimensional Dimensado Euclidiana 3

Fonte: Elaborado pelo autor

4.13 - FIGURAS ENANTIOMORFAS DA DIMENSAO DOIS PARA A TRES

Antes de passarmos a dimensdo trés, vamos dar uma caracteristica fundamental da
dimenséo dois que daria induco & existéncia da dimens&o trés. E a propriedade dos corpos
enantiomorfos®, o enantiomorfismo. A palavra enantiomorfo, vem do grego, em que

enantios (évavtiog) é “oposto” + morphé (popen) é “forma”.

Os corpos enantiomorfos sdo diferenciados pela classificagdo em duas partes, a
parte destra ou direita ou dextrogiros e a parte esquerda ou sinistra ou levogira (GAMOW,
1988).

Um exemplo seria, a méo direita e a mao esquerda que sdo enantiomorfas, uma da

outra, conseguimos diferencia-las perfeitamente quando isoladas do corpo. Uma estrutura

18 Corpos enantiomorfos - sdo corpos que fisicamente tm uma mesma estrutura geométrica, mas que um é
espelhado do outro, é quiral ou isdmero, iguais na forma, mas diferentes na estrutura de constru¢do, como a
méo direita e a mdo esquerda que sdo enantiomorfas uma da outra. Existem objetos e substancias quimicas na
natureza que podem existir nas duas formas enantiomorfas. Em uma substancia quimica, da para separar as
moléculas espelhadas, que, quando diluidas em agua, e se faz passar por ela uma luz polarizada, se a luz girar
para a esquerda, recebe a denominagdo de substancia do tipo (£) ou levdgira (esquerda), e se a luz girar para a
direita, recebe a denominacéo de substancia do tipo (d) ou dextrdgira (direita). Sdo substancias isbmeras. Uma
mistura de substancias isdmeras é chamada de mistura racémica Tém a mesma estrutura, mesmo nimero de
atomos, mesmas ligacdes quimicas, mas tém suas formas geométricas figurais espelhadas. Um tipo tem
alguns efeitos fisicos diferentes do outro.

Levogiros e Dextrogiros — sdo caracteristicas de determinados objetos da natureza, em duas ou trés
dimensdes, que tém suas estruturas de forma idénticas, mas uma espelhada da outra, portanto, definidos em
duas formas, chamadas de figuras enantidmeras: uma delas recebe a denominacéo de levdgira (esquerda), por
ter certas caracteristicas diferentes da outra, que recebe a denominacdo de dextrogira (direita). Podem,
portanto, sempre existir objetos, sejam microscépicos ou macroscopicos que apresentam sua geometria com
estas caracteristicas neutras ou espelhas, portanto, chamadas figuras enantiomorfas da natureza, sejam, em
duas ou trés dimensdes. Quando se produzem substancias quimicas em um laboratério, suas moléculas podem
aparecer em ambas as formas, uma espelhada da outra. Podem ser separadas quimicamente uma da outra, e
quando separadas apresentam alguns efeitos fisicos idénticos, e outros efeitos fisicos diferentes, pelo seu
formato. Sdo moléculas que tém a mesma estrutura atdmica, mesmo nimero de atomos, mesma estrutura, mas
uma é a forma espelhada da outra. Se a simetria da figura for em dois planos distintos, neste caso, a sua forma
enantibmera é idéntica a sua forma comum.

Enatidbmeros — sdo objetos idénticos, mas que na sua forma geométrica, um é espelhado do outro. Sao
chamados de objetos figuralmente enantiomorfos, diferenciadas por definicdo em levogiros (esquerda) ou
dextrégiros (direita). O agUcar quando é produzido, apesar de receber 0s mesmos atomos, pode se apresentar
nestas duas formas geométricas uma espelhada da outra, levogiro e dextrégiro. A vida da Terra, nas células
animais e no metabolismo dos animais, somente pode ser absorvida nos agucares levogiros, quando aparecem

os agucares dextrogiros eles sdo eliminados pelo corpo. (PAULING, p.654-656, 1982)
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enantiomorfa tridimensional ndo pode ser transformada na outra, a ndo ser que a passemos
pela dimensdo quatro e facamos uma tor¢do dela no quarto eixo, e no retorno a dimenséao
trés, ela retornaria como enantiomorficamente oposta, analogamente ao que faremos com

uma figura enantiomorfa da dimenséo dois.

As moléculas enantiomorfas sé@o aquelas que no espelho, uma vira a outra. Sdo
figuras espelhadas uma da outra. Elas tém um fenémeno fisico que demonstra essa
caracteristica. E o fendmeno que ocorre que ao passar uma luz polarizada no liquido da
substancia ela sofre rotacdo dessa luz. Essa experiéncia € denominada de isomeria
geométrica espacial dptica. Moléculas dextrdgiras giram uma luz polarizada para a direita
(dextrogira) ou no sentido horério, ao olha-la numa tela de projecdo da luz. E moléculas

levdgiras, giram a luz no sentido para a esquerda (levégira) ou sentido anti-horario.

Existem muitas moléculas quimicamente enantiomorfas, ou seja, que possuem a
mesma estrutura em formatos enantiomorfos uma da outra e, portanto, tém propriedades
quimicas e fisicas idénticas e outras distintas. Interessante observar que as moléculas que
fazem parte dos corpos vivos, sdo levlgiras para 0s acucares ou carboidratos, mas
dextrdgiras para as proteinas. Consegue-se produzir ou sintetizar moléculas organicas em
laboratdrio, de agucares dextrégiros e de proteinas levdgiras, mas que ndo sdo absorvidas
pelos organismos vivos. Porque a vida se desenvolveu praticamente com moléculas

levdgiras para carboidratos e dextrdgiras para proteinas.

No espelho a méo direita se transforma em esquerda e a mao esquerda se
transforma em direita. O espelho mostra a existéncia e a diferenca entre 0s corpos

enantiomorfos. Olhando-nos no espelho, vemos 0 nosso corpo enantiomorfo.
4.13.1 - Fita de Moebius

A fita de M0ebius estabelece que através de uma torgdo (na tridimensionalidade)
de uma fita (que estd na bidimensionalidade) e sua posterior colagem em suas
extremidades, pode-se transformar a ligagéo entre a passagem do que se chama, do lado de
dentro de uma fita e do lado de fora desta fita. Ao caminhar-se na superficie da fita de
Moebius, em determinados momentos fica-se do lado de fora da fita, em outros momentos
fica-se do lado de dentro da mesma fita. Esta seria uma forma de se passar um corpo
bidimensional, por essa tor¢édo e transformar um corpo em enantiomorfo (espelhado) dele

mesmo.
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Esta interferéncia de tor¢do na superficie da fita que esta na segunda dimenséo,
produzida na terceira dimensdo, s6 pode ser feita por quem enxerga uma dimensdo
superior, neste caso a dimensdo trés, pois quem vivencia apenas a dimensdo dois, ndo

saberia como fazé-lo. Esta fita de Mdebius é mostrada na Figura 59.

Figura 59 - Fita de Mdebius ou Faixa de Mdéebius, com formigas caminhando sobre sua superficie, hora
caminham do lado de dentro, hora caminham do lado de fora da superficie da fita

Fonte: Elaborado pelo autor
Na Figura 59, observe que a formiga ao caminhar pela superficie da fita, existe

momentos que ela caminha na parte interna da fita e outros momentos ela caminha na parte
externa da fita, sem mudar de lado ao caminhar. Veja que a formiga ao caminha do lado de
fora, passa a ser vista pela formiga que caminha na superficie de dentro, como uma formiga

enantiomorfa (espelhada) de si mesmo.

A passagem por uma tor¢do na dimensao trés faz a figura bidimensional, virar de
lado. Uma moeda tridimensional ao passar por uma fita de Mdebius ela volta virada do lado

inverso.

Faz-se uma superficie criar um vinculo com a tridimensionalidade.
Momentaneamente a formiga caminha na parte interna da fita e tem uma perspectiva do
ambiente interno, e sem mudar de caminho, se movimentando no mesmo universo da
superficie, sempre reto, em outro momento ela passa a caminhar do lado de fora da fita e ter
uma outra perspectiva do que era 0 ambiente interior da fita para 0 que agora é o ambiente
exterior da fita, o lado aberto da fita. Se a fita for transparente, a formiga que caminha do
lado de fora vai ser enantiomorfa a formiga que caminha do lado de dentro. Se a fita tiver
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espessura zero (matematicamente na mesma dimenséo), ela se mantém no mesmo universo

inicial, uma formiga se transforma em sua forma espelhada ao passar pela torcéo.

Se existisse uma espessura, € a fita fosse transparente, uma enxergaria a outra, mas
ndo poderia ter constato com a outra, ou seja, 0 universo 1 de uma teria uma espessura com

0 universo 2 da outra.

4.13.2 -Passagem de uma figura bidimensional para sua forma

enantiomorfa

Através da Figura 60, vemos na dimensdo dois, dois corpos no item (a) que sao
duas faces bidimensionais iguais e dextrdgiras, sdo idénticas e na mesma dimensao; ja no
item (b) as mesmas duas faces sdo dextrogiras, mas uma foi rotacionada de 180°, na propria
dimensdo dois e fica virada uma para a outra; e no item (c) as duas figuras, uma é
enantiomorfa da outra, uma dextrogira e outra levogira, neste caso a segunda do item (b) foi
rotacionada na terceira dimensdo, (em uma fita de Md&bius) para poder se transformar na

enantiomorfa (espelhada) da outra.

Com apenas uma rotacdo simples, de uma das figuras, na propria dimenséo dois,
ndo é possivel transformar uma das figuras na enantiomorfa (espelhado) da outra. Assim, 0s
dois corpos do item (c), enantiomorfos entre si no mesmo universo, um enantiomorfo
(espelhado) do outro, um ndo pode ficar coincidente com o outro se pudessem se fundir.
Sdo essencialmente diferentes, exceto se um deles passar pela fita de Mobius, sofrer uma
torcdo na terceira dimensdo e I& voltar. Assim os dois corpos enantiomorfos um do outro
apos passar pela torcdo, vao estar hd uma espessura de distancia do universo da fita do lado
de c4, os dois poderdo ficar coincidentes, sé que ndo se tocam, pois, a espessura impede.
Neste caso ndo poderiam ficar quase coincidentes na mesma dimensdo, mas em dimensdes

paralelas sim, separados por uma espessura minima.
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Figura 60 - Exemplos de: (a) dois seres na dimensdo dois normais e iguais; (b) o segundo ser, sofreu
uma rotacgdo de 180° na prépria dimensédo dois; (c) o segundo ser passou por uma rotagédo na dimensao
trés e se transformou no seu enantiomorfo (espelhado se si mesmo)

06 69 0.0

Fonte: Elaborado pelo autor

No exemplo da Figura 60 (a), duas Figuras iguais. Em (b) uma das figuras, a
segunda foi rotacionada na prépria dimensdo dois e fica de cabeca para baixo para a outra.
Em (c) a segunda figura sofreu uma tor¢do na terceira dimenséo e foi recolocada na
dimensdo dois, se transformou assim em enantiomorfa (espelhada) da primeira. Podemos
transformar uma das figuras iguais do exemplo (a) em uma figura enantiomorfa sua, se a
rotacionarmos na dimensdo trés e a devolvermos para a dimensdo dois, como no exemplo
(c). Essa torgdo na dimensdo trés, a figura ndo sai de seu universo bidimensional, sua

superficie, mas deve passar pela tor¢do da fita de Mdbius (d) na terceira dimensao.

Assim a Figura 60, (a) mostra uma figura plana, da dimensao dois, que ao entrar
em A, passa por uma tor¢do na dimenséo trés, atraves de uma fita de Moebius, e ao retornar
a dimensao dois, em A’, se transformou em sua figura enantiomorfa (espelhada) de si
mesma. O processo inverso faria ela retornar a forma anterior, se fizesse o caminho inverso,
entrasse na fita (de Mdebius) em B’e sofresse novamente a tor¢éo inversa na fita de Mobius

e retornasse em B, para a dimenséo dois sua forma estaria restituida a primeira.

192



Vamos usar esta mesma analogia para uma dimensao superior. Somente podemos
transformar um corpo tridimensional em enantiomorfo dele mesmo, por exemplo,
poderiamos transformar uma mdo direita em uma esquerda, se a rotacionarmos na quarta
dimensdo, através de uma fita de Mobius de terceira dimensdo com tor¢do na quarta,
analoga a da segunda para a terceira dimensdo, s6 que sai da dimensao trés e produz uma
torcdo na quarta dimensdo, retornando a terceira. A mdo direita se transformaria em
esquerda em seu retorno. Se uma mao esquerda e uma méo direita, se a colocamos uma
sobre a outra, elas ndo ficam coincidentes, mas se passar uma mao esquerda para uma
torcdo na quarta dimensdo, ela se transforma em uma direita e ai podemos torna-las
coincidentes uma com a outra. No entanto, se houver uma pequena espessura entre elas
para a quarta dimensdo, apesar de poderem ficar coincidentes elas ndo poderdo mais se
tocar, estdo separadas dimensionalmente, levemente distantes na pequena espessura para a
guarta dimensdo. Como € dificil entender da terceira para a quarta dimensdo, temos a
facilidade de pensar da segunda para a terceira e fazer a analogia da transposi¢cdo mental da

terceira para a quarta analogamente.

Na Figura 61, vamos considerar dois seres bidimensionais (mundo superficialino
da fita) vivendo na fita bidimensional de Mdbius (d). Se o segundo ser passar pela
superficie em rotacdo na terceira dimensdo da fita de Moebius, ele é transformado em sua
figura enantiomorfa (espelhada) correspondente (€) ao retornar a mesma posicao.

Se a fita da Figura 61 tiver espessura zero eles moram na mesma dimenséo (a) 0s
dois inicialmente sdo iguais e poderiam ficar coincidentes na mesma posi¢ao um do lado do
outro (d). Se um deles resolve fazer uma viagem e passar pelo caminho da fita de Moebius,
sofrendo uma torcdo na terceira dimensdo em sua propria superficie, ao final, quando
retornar para perto do outro, ele se encontrara no formato enantidmero (espelhado) do outro
(e), ou seja, uma figura espelhada da outra. Se considerarmos que a superficie da fita de
Mdobius em que moram o0s dois seres € matematicamente bidimensional, ou seja, de
espessura zero, 0 outro estard enxergando ao amigo, e 0 amigo a ele, um enantiomorfo do
outro de frente. No entanto, se estdo do mesmo lado da fita e sdo enantiomorfos entre si, e

se um se girar para o outro na mesma superficie, um fica de cabeca para baixo para o outro

(b).
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Figura 61 - Na fita de Mdebius (d) duas figuras sdo coincidentes mas separadas pela sua espessura
(dimensdes paralelas), a primeira de dentro da fita e a segunda de fora; se rotacionarmos a segunda
figura fazendo-a passar pela torcéo da fita, () ela passara para o lado de dentro da fita, na mesma

dimenséo da primeira, s6 que na mesma dimensdo uma seré enantiomorfa da outra (ndo coincidentes);
isto mostra que as figuras em dimensdes paralelas sdo coincidentes, sé que uma ¢é enantiomorfa da
outra para a dimensao interna ou universo interno

Fonte: Elaborado pelo autor

Agora vamos considerar a Figura 61 (d) onde mostra dois seres, 0 primeiro
morando na superficie interna da fita de Mébius (mundo superficialino da fita) e o segundo
morando na parte externa da fita de Mdbius. A fita tem uma pequena espessura, 0 que 0S

separara dimensionalmente.

Se os dois, portanto, o primeiro ser que esta do lado de dentro da fita, vamos dizer
que ele esta no universo 1, e o segundo do lado de fora da fita, vamos dizer que ele esta no
universo 2, e a fita tem uma pequena espessa , em gque um consegue ficar coincidente com o
outro, um em baixo (0 segundo) e o outro em cima (0 primeiro) sem se tocarem, devido a
espessura dos universos paralelos. Mas um é o anantibmero do outro, uma vez que se um
deles passasse pela tor¢do da fita e viesse a0 mesmo universo um seria espelhado do outro.
Se a pequena espessa for transparente apenas para quem esta do lado de fora, o que esta do
lado de fora, enxergard o que esta do lado de dentro, inclusive os objetos do primeiro
(paredes, moveis) que estdo do lado de dentro, mas estes estardo espelhados para ele, pois

por ter uma torcdo em relacdo ao outro, estara como se estivesse no espelho do outro (Alice
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no pais do espelho), enantiomorfo, mas como esta dimensionalmente paralelo, podera até
estar coincidente com o outro. O que esta do lado de dentro ndo enxergara o que estd do
lado de fora. Os obstaculos que existirem do lado de dentro, ndo existira para o que esta do

lado de fora, pois estard em um universo paralelo distinto, a uma leve espessura do outro.

Para o ser que esta do lado de fora da fita, ele estara em um universo paralelo,
enantiomorfo de si e ndo sentird mais os obstaculos que existiam no universo de dentro
(paredes, objetos, mdveis) e podera atravessa-los como se fossem transparentes. O amigo
ndo podera mais enxerga-lo, e ele do universo 2 ndo tera os obstaculos que antes sentia no
universo 1, apesar de ele estar tdo perto, a uma tdo pequena espessura da fita interna. E se
ele ainda enxerga o universo 1, dessa espessura paralela, estard vendo o seu universo 1,
todo de forma espelhada a si mesmo, ndo conseguira ler as placas uma vez que elas estao

escritas de forma espelhada, nem encontrara os obstaculos que antes ele encontrava.

Extrapolando para o0 nosso mundo tridimensional, se um ser tridimensional viajar e
passar por uma equivalente fita de Mobius tridimensional, sofrendo uma tor¢cdo na quarta
dimensdo, ao passar por uma torcdo neste espaco da quarta dimensdo, ele retornara
enantiomorfo a todos que aqui se encontram, e se houver uma “espessura” para a quarta
dimensao ele estard enantiomorfo de si mesmo. Quem esta no universo 1, ndo mais o vera,
e ele ndo poderd mais interagir com o universo 1, e se ainda tiver vendo o universo 1 de seu
universo 2 a uma espessura, ndo sofrera os obstaculos que esse universo 1 oferece. Ele
poderad construir apenas simulacros energéticos, do seu mundo anterior, em seu espaco
paralelo. Se ele tentar ler as placas do universo 1, essas placas estardo espelhadas a si

mesmo e assim ndo conseguira Ié-las.

Talvez as energias movimentadas pela sua consciéncia, possa estreitar a espessura
existente entre os dois mundos. Talvez as energias movimentadas pela consciéncia
estreitem esta espessura paralela entre o universo 1 e o universo 2. E se ele chegar perto de
uma pessoa que consiga estreitar a sua volta a espessura entre os dois “Universos paralelos”

a outra podera sentir essas energias e se comunicar com ela?

Cabem aqui questdes interessantes a esta topografia da garrafa de Klein. Sera que
cada ser tridimensional fisico, teria em um espaco quadridimensional a si, este espaco
“paralelo” a terceira dimensdo, hd uma pequena espessura para a quarta dimensdo, no
universo 2, um simulacro espelhado de si mesmo, enantiomorfo, mais coincidente com seu

corpo, e que vivesse do outro lado dessa espessura, e que a relacéo entre esses dois seres do
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universo 1 e no universo 2, seria tdo proxima que compartilhassem sensacdes, energias,
sentimentos e usariam a mesma consciéncia, ambas tendo acesso a ela? Serd que apos a
morte do corpo fisico, este ser simulacro do ser fisico, no universo paralelo 2 e a uma
espessura pequena um do outro, interligados pelas bioenergias comum aos dois, mantivesse
e levaria consigo a consciéncia compartilhada entre os dois universos, mantendo todas as
experiéncias vividas, mantendo sua existéncia, agora somente no universo 2, sobrevivendo

dessa maneira, portanto, a morte e a perda do corpo fisico?

Este seria um modelo interessante, e um questionamento de interesse, oferecido
pela Topografia da Geometria das Dimensdes na Matematica, modelo este, que por
exceléncia é um candidato a explicar fisicamente, esta funcdo de efeitos recorrentes no ser
humano, de que todos se questionam recorrentemente, desde que o ser humano se entende
por ser humano, e que se manifesta em todas as eépocas e locais da Terra, em todas as
religiGes, vinculada a essa questdo magna. Existiria a manutencdo e a sobrevivéncia da

consciéncia, apos a morte do corpo fisico?

Esta é uma grande questdo e a fita de Mdbius ou a garrafa de Klein se adapta a

uma possivel resposta topografica interessante a estas questfes interessantes.

A nossa mao e 0 nosso pé direito sdo enantiomorfos (espelhados) a nossa mao e o
nosso pé esquerdo. Sera que na biologia das moléculas de DNA, que ddo a formacdo das
maos e dos pés, existem genes enantiomorfos um do outro, dando informacdo enantiomorfa
para construcdo dessas partes no corpo fisico, que também sdo enantiomorfas uma da outra
para dar caracteristicas distintas a sua formacdo? A informacao que temos hoje, na biologia
€ que as partes constituintes das proteinas que sdo 0s aminoacidos sdo todos levogiros, com
excec¢do da glicina que ndo tem isomeria Optica. Assim como 0s agucares do nosso corpo
também séo todos levogiros. A maneira como se justifica este fato € que no inicio da vida, a
natureza usou moléculas somente desse tipo e isso se manteve até hoje. Como as
caracteristicas do DNA e dos genes procedem na informacdo de construgdo de nossas
partes do corpo que se desenvolvem enantiomorfas? Ja nasceu alguém com estas partes

trocadas?

Surge uma grande gama de perguntas para satisfazer nossa compreensao na teoria
do conhecimento. Mas a matematica das dimensdes se apresenta ativa para recorrermos a
estas respostas em mudltiplas aplicabilidades apds o seu aprendizado proporcionado pela

Educacdo Matematica.
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4.13.3 - Garrafa de Klein

A Figura 62 mostra a garrafa de Felix Klein, uma superficie, como a superficie da
Fita de Mdbius, so que fechada e encurvada em trés dimensdes, sem beiradas. Ela difere da
curva de Moebius que é bidimensional aberta e com beirada. A garrafa de Klein tem
momentos que € aberta, tem momentos que é fechada tridimensionalmente, sendo que sua
superficie bidimensional é sempre fechada e tem, portanto, uma topologia inteirica sem
beiradas. Se um ser bidimensional caminhar sobre a superficie, terd momentos que ele
estard do lado de fora da superficie e momentos em que ele estard do lado de dentro da
superficie da garrafa, ap0s passar por seu gargalo ao exterior ou ao interior. No momento
em que estiver do lado de dentro da superficie, ele ser4 enantiomorfo de si mesmo que
quando do lado de fora da superficie. Se a espessura da garrafa for matematicamente
bidimensional, de espessura zero, os seres quando dentro da garrafa se transformardo em
figuras espelhadas de si mesmos. Do contrario, se a superficie tiver espessura, ela se vera
em um universo 1 do lado de dentro e um universo 2 do lado de fora, e os seres do lado de
fora serdo seres espelhados aos mesmos seres do lado de dentro. Se enantiomorfos, um do
outro, eles se acoplam em coincidéncia quando em lados opostos. Os que sairem pelo
gargalo da garrafa para o lado de fora da garrafa se apresentardo para os que estdo do lado
de dentro, como enantiomorfos de si mesmo, e ndo conseguirdo entrar em contato direto

mais com o universo 1, assim como verdo o universo 1, espelhados para si mesmo.

Felix Christian Klein, matematico alemé&o, casou-se com a neta do grande filésofo
Hegel, estudou teoria de grupos e trabalhou na geometria para unificar a geometria
Euclidiana com as geometrias ndo- Euclidianas, unificando-as a uma geometria projetiva. A
partir de 1886, passa a trabalhar para transformar a Universidade de Gottingen em um
Centro Mundial de Investigacdo Matematica. Levou Hilbert para trabalhar com ele.
Contribuiu para o desenvolvimento das Geometrias ndo Euclidianas assim como foi um dos
primeiros matematicos a contribuirem para um desenvolvimento mundial da Educacdo
Matematica. Em 1908 criou a Comissdo Internacional de Instrucdo Matematica, se
dedicando a fazer avangar a Educagcdo Matematica. Trabalhou seus ultimos 17 anos de vida,

de 1908 a 1925, em funcdo de fazer evoluir a Educacdo Matematica.

De que maneira seria uma fita de Mdobius e uma garrafa de Klein em quatro

dimensdes?
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Figura 62 - Garrafa de Klein

-v V'

Fonte: Elaborado pelo autor

A Figura 62, a garrafa de Klein, mostra o gargalho, que representa, a tor¢do
sofrida pelo ser bidimensional, andloga a tor¢do da fita de Mdebius, e que ao passar por ela,
e sair da garrafa, se transforma em seu enantiomorfo, se distanciando do universo 1 interior,
mas ficando a uma espessura de distancia dele, no universo 2, sem sofrer o empecilho dos
obstaculos do universo 1, interior. Vera o interior espelhado do que via de quando dentro da
garrafa. Podera se sobrepor ao ser enantiomorfo interior e interferir em sua consciéncia que

se manifesta nos dois universos assim como 0s processos energéticos.
4.14 - DIMENSAO 3 (3D) OU ESTRUTURA TRIDIMENSIONAL

E 0 espaco (comprimento, largura e altura) que se pode caracterizar através de trés

eixos, X, y, z, um a 90° do outro, portanto, ortogonais e linearmente independentes.
4.14.1 - Reconstrucao Tridimensional Infinita

A estrutura tridimensional pode ser representada, atraves de trés eixos, x,y e z,
usando todas as direcOes espaciais, conhecidas pelos nossos sentidos fisicos. O intervalo s,
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distancia entre dois pontos em trés dimensdes é o intervalo espacial invariante da
tridimensionalidade que independe do sistema de referéncia x’,y’ e z escolhido, e é
mostrado na Figura 63. Essa Reconstrucdo tridimensional e infinita, a denotaremos por
R3.

Figura 63 - Espago tridimensional infinito, R3 .

Ay =Yg —
A Yy yB yA

s=AB= \/Ax2+Ay2+A22
S

Ye
/. - - - -
\B/// y
zg 4
________________________ 3

Fonte: Elaborado pelo autor
Na estrutura finita de lado [, poderiamos construir o cubo, o tetraedro e a esfera

Como veremos a seguir.
4.15 - CONSTRUCAO DA ESTRUTURA TRIDIMENSIONAL DO CUBO

Vamos estabelecer quatro tipos de Reconstrucdes Dimensionais por meio de

Reconfiguracdes Mereologicas para o cubo.
4.15.1 - Primeira Reconstrugao Tridimensional do Cubo

Em uma primeira Reconstru¢do tridimensional do cubo (R3;g), por
Reconfiguracdo Mereologica bidimensional de quadrados justapostos. Assim, em passo
inicial, podemos subdividir todo o plano bidimensional em faces quadradas, iguais, de lado
£, por meio de uma reconfiguragdo heuristica mereologica. Em um segundo passo vamos
incrementar cada um desses infinitos quadrados com um infinitésimo dz, perpendicular ao

plano dos quadrados
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Figura 64 - Cubo construido por meio reconfiguracio mereoldgica de infinitas face do quadrado da
bidimensao, incremento infinitesimal dz, e Reconstrucéo Tridimensional do cubo (R3_(1H))

R3:
'4
dz
° ° = ?
'4
° ° . t
dz
P dz

Fonte: Elaborado pelo autor

. E em um terceiro passo vamos fazer uma reconstrucdo dimensional do cubo,
colocando os infinitos quadrados lado a lado, paralelamente entre si, para perfazer o
preenchimento da distancia £, na nova direcéo z, da terceira dimensdo, na como na Figura
64.

4.15.2 - Segunda Reconstrucao Tridimensional do Cubo

Em uma segunda Reconstru¢do Tridimensional do cubo (R3,5), podemos
construir o cubo partindo de uma linha de comprimento ¢ em direcdo a nova dimensao z,
cuja espessura da secdo transversal é quadrada, bidimensional, virtual e infinitesimal.
Separa-se assim, por reconfiguracao heuristica mereoldgica, o corte de uma reta na direcéo
z, em infinitos segmentos de reta, linhas unidimensionais de comprimento £, e estes
segmentos associamos uma sec¢do transversal virtual infinitesimal de area dA = dx.dy , e
reverbera-se assim, cada um destes segmentos de reta paralelamente nas direcGes
incrementadas, perpendicularmente as linhas, até perfazer uma distancia ¢, nas direcdes x e
y, construindo-se infinitos quadrados interiores extroboscopicamente, nesta face e infinitos

segmentos de reta em z, na direcédo da terceira dimenséo.

Sendo assim, pegamos uma “semente” de um segmento de reta (“galho”) z = ¢, e
em uma configuracdo mereoldgica separamos infinitos segmentos de retas de uma reta
infinita da dimensdo um. Com essa mereologia realizada, incrementamos cada um dos

infinitos segmentos de reta, de uma seccdo transversal de area, dA = dx. dy, assim teremos
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a semente do segmento de reta (“galho”) para gerar a geometria tridimensional do cubo,
dV = f.dx.dy. Assim feito, podemos realizar a reconstru¢cdo dimensional do cubo,
reverberando o dx de 0 a £ ,e 0 dy de 0 a £, ou seja, repetindo esses infinitos segmentos
de reta ao longo do eixo x pela distancia de 0 a #, e repetindo esses infinitos segmentos de
reta ao longo do eixo y pela distancia de 0 a £ (R3,5), como na Figura 65.

Figura 65 - Cubo construido através da repeticdo de infinitas arestas paralelas de Secao infinitesimal
quadrada na direcéo perpendicular & esta face (R3,5), em uma Segunda Reconstrugéo Tridimensional
a partir da unidimensionalidade (3D/1D)

y £

R3,g

£

Fonte: Elaborado pelo autor

4.15.3 - Terceira Reconstrugao Tridimensional do Cubo

Em uma Terceira Reconstrugdo Tridimensional do Cubo (R33g), constroi-se o
cubo a partir de cada “ponto”, 0D, ou semente infinitesimal virtual de um ponto para a
terceira dimensdo, dV = dx.dy.dz, 3D. A partir desse ponto, tira-se infinitos pontos,
enfileirando-os na direcdo x,y e z, até perfazer uma distancia £, na reverberacdo destes
“pontos”, dando completude a formagdo do cubo total (R33g), volumétrico e
tridimensional, 3D, a partir da figura zerodimensional do ponto, 0D, semente virtual

infinitesimal em 3D, reverberado nas trés dire¢des do espaco, como a Figura 66.
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Figura 66 - Cubo volumétrico e tridimensional construido em 3D a partir de 0D (3D/0D)

Fonte: Elaborado pelo autor

4.15.4 - Quarta Reconstrucao Tridimensional do Cubo

A Figura 67 uma representacdo em quarta dimensdo a Reconstrugdo

Tridimensional do Cubo.

Figura 67 - Cubo construido no espaco tridimensional - Quarta Reconstrucéo Tridimensional do cubo

(R3:m)
4 £ V,
£
{
Y '
{ ; Vs
P - s ° s R 34—5

Fonte: Elaborado pelo autor
Em uma Quarta Reconstrucdo Tridimensional do Cubo, de forma instrumental,
parte-se da Face quadrada, da dimensdo anterior, e traca-se perpendicularmente a Face, a
partir de cada um de seus quatro vértices, linhas em direcéo a terceira dimensdo, de mesmo
comprimento £, e apos isso, interliga-se o final dessas linhas, cada uma, através de suas
extremidades, com comprimentos de analoga dimensdo ¢, fechando o cubo com quatro

linhas paralelas as arestas externas do quadrado original (R3,g), preenchendo
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posteriormente o seu interior com infinitos pontos, ou infinitas linhas, ou infinitas

superficies, ou infinitos cubos menores, como mostra a Figura 67.

Perfazem-se, portanto, seus 8 Vértices, suas 12 Arestas, suas 6 Faces, e o Solido

Geométrico, o Cubo, caracteristicas notaveis definidas de sua geometria

Cada uma dessas quatro Reconstrucbes Dimensionais por meio de
Reconfiguracdes Mereoldgicas, ou Instrumental do cubo, pode ser proposta, pelo professor,
aos estudantes, para criagdo de formas diferentes e semelhantes desses modelos.

4.15.5 - Resumo de Caracteristicas do Cubo

O Sélido volumétrico, seja formado pelas infinitas faces internas, ou pelas infinitas
linhas internas ou infinitos pontos internos, ou de forma instrumental, faz com que o cubo
se feche externamente, ao olha-lo geometricamente da terceira dimensdo, em 6 Faces
externas, 12 Arestas externas, 8 Veértices externos, formando 1 unico Soélido volumétrico, o

cubo.

Neste caso, a expressdo completa, considerado este novo elemento ou variavel
dimensional, surgida e acompanhada pelas outras variaveis dimensionais das dimensdes
crescentes, se complementaria na Equacdo Geométrica das Dimensdes para o Cubo,
resultando na unidade como resultado. Assim séo, 8 Veértices, Vs = 8; 12 Arestas; Az =
12 ; 6 Faces, F3; = 6; 1 Solido, S3; = 1; portanto a unidade na Equacdo Geomeétrica das

Dimensoes prevalece.

EQUACAO GEOMETRICA DAS DIMENSOES
para a tridimensionalidade do cubo:
V3E|_A3E+F3E|_ 535 :8—12+6—1:1

As vistas das projecOes do cubo de trés dimensfes para duas dimensdes seriam
como nas figuras abaixo dependendo do angulo observado e a distancia de observacao.
Estas projecdes colocaremos como uma Reconstrugéo tridimensional do cubo a partir de

sua visdo na segunda dimensdo, Figura 68.
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Figura 68 - Cubos vistos da dimensao trés em varios angulos

(b) © () ®

(a)

Fonte: Elaborado pelo autor

Resume-se no Quadro 14 as caracteristicas do Cubo formado.

Quadro 10 - Caracteristicas da dimensao trés do cubo

Dimensao trés do Cubo

Formato de representacéo: Cubo Tridimensional

Variavel Dimensional: um Sélido

Finalizadas por infinitas estruturas externas da dimens&o dois: seis Faces

Entre estas estruturas externas tém-se infinitas estruturas da dimens&o anterior:

Infinitas Faces, Infinitas Linhas, infinitos Pontos.
Equacdo Geométrica das Dimensdes para o Cubo:
V—-A+F-§=8-12+6-1=1

Fonte: Elaborado pelo autor
Se estas infinitas faces quadradas do cubo, fossem colocadas na dimenséao

imediatamente anterior das quais elas vieram, dimensdo dois, propria, lado a lado, criaria

um plano infinito de &rea infinita, ocupando toda a dimensao anterior.

Quadro 11 - Variaveis Dimensionais da Familia 1, ou Familia H-quadrado, ou CEGED 1, Matriz
dimensional de Figuras Geométricas do cubo

Dim.D X | Vértice | Aresta | Face | Solido | Elementos | Equacdo Geométrica

Var. Dim. \% A F S interiores das Dimensbes
0D 1 0 0 0 1, V-A+F-S=1
1D 2 1 0 0 00 V-A+F-S=1
2D 4 4 1 0 e V-A+F-S=1
3D 8 12 6 1 o V-A+F-S=1

Fonte: Elaborado pelo autor
No entanto, quando essas infinitas faces sdo colocadas em diregdo a nova

dimensdo (trés), saimos do infinito e ganhamos uma dimensdo finita de arestas de
comprimento £, e a medida do volume finita do Cubo, de valor V = £2, sem a explosio do

infinito da dimenséo anterior.
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4.16 - FIGURAS ENANTIOMORFAS DA DIMENSAO TRES PARA A QUATRO

Antes de passarmos da dimenséo trés, vamos dar caracteristicas fundamentais da

dimensao trés que fornecem inducdes de existéncia da dimensao quatro.

Uma delas é a propriedade dos corpos enantiomorfos da terceira dimensdo, o

enantiomorfismo, como fizemos da dimensao dois para a trés.

Os corpos enantiomorfos em trés dimensdes sdo diferenciados pela classificacéo
em destros e esquerdos (sinistros), ou dextrogiros e levagiros, da mesma forma que a méo
direita e a mao esquerda sdo enantiomorfas uma da outra. Pois, conseguimos diferencia-las,
ndo porque sdo diferentes, mas por serem uma o espelho da outra e uma mao direita ndo
pode ser transformada em uma mao esquerda. No espelho a méo direita se transforma em
esquerda e a mao esquerda se transforma em direita. Vejamos a Figura 69. O espelho

mostra a existéncia do enantiomorfismo.

Figura 69 - M&os direita e esquerda sdo enantiomorfas no espaco. Sao idénticas, mas enantiomorfas
uma da outra

Fonte: Elaborado pelo autor

Olhando-nos no espelho, vemos 0 nosso corpo enantiomorfo.

Na Figura 69, vemos na dimensdo trés: (a) duas moléculas bidimensionais apenas
rotacionadas; e (b) duas moléculas bidimensionais enantiomorfas, ou seja, que s6 podem
ser rotacionados na dimensdo quatro, para se tornarem iguais, uma igual a outra na
dimensdo trés. Sdo chamadas de substancias quimicas isdmeras espaciais, e quando sdo

produzidas em mistura L e D (Levogira e Dextrdgira) se diz que € uma mistura racémica

Sendo assim, podemos transformar uma mao direita em uma méo esquerda se a

rotacionarmos na dimensao quatro, e a retornarmos para a dimensao trés. Uma rotacdo na
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quarta dimensao, pode transformar uma figura enantiomorfa tridimensional, idéntica ao seu
par enantiomorfo, na dimensdo trés. Seria como se uma mao esquerda fosse dar um giro na

quarta dimenséo e voltasse uma mao direita.

Como seria a Fita de Mdebius na dimensdo quatro? Uma “dobra” volumétrica
colada na quarta dimensdo, uma torgdo e a outra “dobra” volumétrica e colada na dimensao
trés. Tridimensionalmente teriam 0s momentos em que o tigre esta andando dentro da jaula
fechada e ao passar pela “dobra” quadridimensional, o tigre passa a andar do lado de fora

da jaula.

As moléculas em quimica ocorrem de serem produzidas naturalmente com
enantiomorfismos e sdo chamadas de moléculas quirais, possuem propriedade de
quiralidade (dextrdégira e levogira) ou estereocisomeria, onde se constituem compostos

enantidmeros.

Cada um dos enantidmeros exibem propriedades fisicas diferentes, por exemplo,
quando passam por eles uma luz polarizada, um deles faz a polarizagdo da luz girar no
sentido horario, dextrogiro e o outro par molecular, faz a luz girar no sentido anti-horério,
levégiro. A Figura 70 (c) e (d), sdo dois enantiomorfos, a L-alanina (Levdgira) é um dos
20 aminoéacidos usados na sintese celular das proteinas animais e a D-alanina (Dextrégira),

encontrada nas paredes celulares de algumas bactérias, Figura 70.

A grande maioria das moléculas dos corpos vivos sao levogiros, por exemplo, 0s
acucares, os carboidratos do corpo. A Criacdo da Vida na Terra deu preferéncia para as
substancias levogiras, a mdo esquerda da evolucdo. Existem algumas enzimas que séo
dextrdgiras, a mdo direita da evolucdo. Somente em algumas bactérias encontra-se

moléculas dextrdgiras, em proteinas e actcares.

A remédio talidomida indicada como sedativo € racémico, ou Seja, Se apresenta
nas duas formas enantibmeras, L e D. Mulheres jovens que consumiram a talidomida, nos
anos 50, produziram criangas deformadas, pois atuavam na m& formacgdo no
desenvolvimento do feto. Somente D-talidomida era sedativo, a L-talidomida produziu mas

formagdes nos fetos. Mais de 12.000 criangas sofreram com esta ma formacéo.
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Figura 70 - Moléculas enantiomorfas

(@ P (b)
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L-Alanina D-Alanina

© (d)
Fonte: Elaborado pelo autor

Na Figura 70, ilustramos as moléculas enantiomorfas: a) Moléculas iguais e
rotacionadas na dimensdo trés; (b) Moléculas enantiomorfas, que s6 se transformaria uma
na outra se uma delas passasse por uma tor¢do na dimensao quatro. (c) L-Alanina, molécula
Levogira da Alanina e (d) D-Alanina, isomeria Optica, carbono assimétrico, molécula

Dextrégira da Alanina.
4.17 - DIMENSAO FRACIONARIA ENTRE A DIMENSAO TRES E QUATRO

A Dimensédo fracionaria, entre a dimensao trés e quatro, corresponderia a um
espaco curvo. Assim, pode-se também, apesar de ndo ser facil “enxergar” fisicamente, ter-
se um espaco tridimensional curvo. Mas, para qué direcdo do espaco fisico tridimensional,

nos poderiamos encurvar este espaco, se tudo a nossa volta é tridimensional?

Seria em direcdo a uma quarta dimensdo, que 0s nossos sentidos fisicos, do Nosso
corpo humano, ndo sdo capazes de perceber, mas nossa mente, nossa consciéncia é capaz,
uma vez que ela é independente e maior do que esses sentidos que nds estamos
acostumados a perceber no dia a dia. Foi este fendmeno fisico da curvatura do espago
tridimensional, na relatividade geral e a existéncia das geometrias ndo euclidianas que nos
motivaram a pesquisar as dimensdes fracionarias em dimensdes menores apoiando-nos na
curvatura do espago de Einstein (EINSTEIN, 1961).

Pode-se ndo se dar conta de se imaginar um espago curvo fisicamente, uma vez

que toda nossa experiéncia diéria é por meio de percepces fisicas, visual, auditiva, tactil,
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olfativa, gustativa, energética, emocional, estimulada, com toda sua semidtica de vivéncia,
experiencial perceptivamente da fisica no dia a dia, por meio de nossos sentidos biofisicos
de trés dimensdes, na aparéncia e conceitualmente. S&o as trés dimensfes do espaco com a
passagem do tempo. Mas, apenas experienciarmos 0 mundo que esta a nossa volta, ndo nos
da a capacidade de interpretad-lo semioticamente de outras maneiras, se ndo temos novos
conceitos dimensionais, se desconhecermos novos elementos da matematica, se néo
permitirmos a introducéo de novos registros de representacdo semiotica, novas linguagens
semidticas. Visualizar, repensar, reinteligir, colocar o ponteiro consciencial em novos
entendimentos, necessita novas semioticas, novos registros de representacao,

enriquecimento intelectual da consciéncia, com modéstia e autenticidade.

Se ndo conhecemos conceitualmente dimensGes maiores que trés, ndo podemos
enquadrar nossas percepces em outras visdes. Isto, a partir do préprio conhecimento, passa
a ser um bom exercicio de novas linguagens de interpretacdo, do pensamento extrapolador,
para novas condicdes, novas semidticas, uma vez que a matematica, o pensamento abstrato,
abarca tais situacdes, e a fisica somente consegue ter explicacGes e entendimentos para

certos fendmenos fisicos, se recorrer a estes conceitos.

No mundo fisico, a aceleracdo gravitacional pode ser vista, de acordo com 0s
calculos de Albert Einstein (1879-1955) de 1916, (EINSTEIN, A., 1961), como a producdo
na natureza, de um encurvamento do espaco tridimensional para uma quarta dimensé&o,
conduzindo-o a um espacgo tridimensional curvo positivo esférico como previsto pelo
matematico George Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866), em sua Geometria
Riemanniana, ndo-Euclidiana. Assim, um ser unidimensional que segue em movimento
uma linha reta ou uma linha curva, conceitualmente para ele é a mesma coisa, desde que
seja a distdncia menor entre dois pontos, a geodésica, de um espaco existente. Um cientista
que faca experimentos, verificard diferencas fisicas no seu espago se ele for reto ou se ele
for naturalmente curvo. A experiéncia da curvatura do espaco que diferencia seus efeitos

fisicos, que diferencia suas dimensoes.

Isto pode ser calculado matematicamente, de forma geomeétrica, ou algébrica, ou
matricial, ou tensorial. E a estrutura relativistica do espago-tempo, resultando em novas
teorias para a Estrutura do Universo (em quatro dimensdes do espago-tempo curvo) ou

entdo através da Teoria das Supercordas, em 10 dimensGes, onde trés das dimensdes
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espaciais estdo abertas e sete estdo fechadas, ou entdo pela Teoria M, das membranas, ou

pela teoria bosonica das supercordas com 26 dimensdes espago-tempo.

Como representacdo da dimensdo fracionaria entre a dimensdo trés e a quatro, da
Relatividade Geral, pode-se apresentar a Figura 71, em uma representacao bidimensional

analogica, em que ha um unico plano de curvatura para compreenséo.

A Figura 71, mostra o efeito da curvatura do espaco tridimensional para uma

quarta dimenséo.

Portanto, a Figura 71 representa um espaco tridimensional encurvado pela
presenca da grande massa do Sol, em direcdo a uma quarta dimensdo, que produz o
fendmeno fisico da gravitacdo, seja para um Planeta girando nesta curvatura em torno do
Sol ou uma onda eletromagnética de luz que ndo tem massa e se curva no espago encurvado

da massa do Sol.

Figura 71 - Espago tridimensional encurvado
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Fonte: Elaborado pelo autor

Neste exemplo a presenca da massa do Sol, no espaco fisico, encurva o espago a
sua volta, representado na Figura 71, somente por um Unico plano de encurvamento em
uma Unica direcdo, como a que podemos enxergar coerentemente, mas este encurvamento
seria em todas as direcbes a volta do Sol, em todos os pontos do espaco,
tridimensionalmente em direcdo a uma quarta dimensao. Isto faz com que os corpos fisicos,
incluindo planetas, asteroides e a luz, em torno do Sol, sigam uma trajetoria curva, da
geodésica tridimensional no espaco, mas que representa uma “reta” no espago curvo, mas

caracteriza o fendmeno fisico de uma trajetoria curva, no espaco tridimensional. Para um
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planeta, sua trajetdria curva, seria como uma trajetoria “reta” naquele espa¢0O curvo, uma

geodésica, ou seja, a trajetdria de menor tempo entre dois pontos.

Isaac Newton no século XVII definiu esta trajetéria curva dos planetas em torno
do Sol, como uma for¢a de “atracdo gravitacional” do Sol. Os planetas ficavam em sua

Orbita em movimento, “caindo lentamente em dire¢do ao Sol”.

Einstein, interpretou esta trajetdria curva dos planetas que giram em torno do Sol,
ndo como Forca de atracdo, mas como uma curvatura do espaco tridimensional que
produziria uma geodésica do espaco curvo, distancia mais curta entre dois pontos de um
espaco, ndo do espaco plano Euclidiano, mas de um espaco encurvado Riemanniano. No
caso do espaco tridimensional esta curvatura estd em direcdo a um quarto eixo espacial que

néo o “enxergamos” ou experienciamos visualmente.

Uma analogia de duas dimensoes e vista da terceira dimensao, o que se torna mais
simples para nossa percepcao, seria a um piloto de avido, que esta indo pelo caminho mais
curto entre duas cidades na superficie terrestre. Seria uma trajetéria de menor tempo entre
as cidades, portanto uma geodésica, e seria uma trajetoria curva sobre a superficie esférica
terrestre. A geodésica nesta superficie curva seria a trajetoria que desse um arco do circulo
méaximo dado pelo raio Terrestre. Mantendo-se 0 movimento “reto” retorna-Se a0 mesmo

ponto de onde se saiu.

Se o Universo é curvo e fechado, mas sem beiradas, se sairmos em “linha reta” de

um ponto, retornaremos a este mesmo ponto.

Um outro exemplo bidimensional para se entender a ‘for¢a gravitacional’
explicada por Einstein, no caso, em apenas uma Unica superficie, seria 0 de cama de
borracha esticada. Se colocarmos nesta cama uma grande esfera de metal em seu centro,
esta cama de borracha se encurva em torno dessa esfera. Se soltarmos uma pequena esfera
na lateral da cama encurvada, a esferinha cai em dire¢do a curvatura e se choca com a
esferona. Considerando que né@o haja atrito entre a borracha e a pequena esfera, e a
lancassemos com certa velocidade em uma direcdo perpendicular a direcdo radial, a

pequena esfera entraria em Orbita da grande esfera.

Ocorre algo semelhante durante algum tempo, se langarmos uma pequena esfera
lateralmente em uma pia de banheiro. Ela entra em orbita eliptica em torno do bocal de

saida da &gua.

210



No espagco fisico tridimensional, o Sol encurva o espaco fisico tridimensional para
uma quarta dimensdo fracionaria maior que trés: 3,1; 3,2; 3, 3;..., e 0s planetas, cometas e
raios de luz, seguem esta trajetdria geodésica curva (“reta”) em torno dele, que na realidade
é do espaco curvo, em forma de geodésica. Esta curvatura produziria um efeito fisico
analogo ao da atragdo gravitacional dos corpos, mas com diferencas essenciais e sutis de
calculo e de comportamentos, o que permite criar modelos para o Universo. O indice de
encurvamento gravitacional, depende da velocidade do corpo.

Com esta representacdo e seus célculos, a Teoria da Relatividade Geral de
Einstein, conseguiu explica¢fes para inUmeras observacfes fisicas que ndo se conseguia
explicar até entdo. O Universo pode ser visualizado de forma l6gica, com suas curvaturas

devido as distribuicdes de massa.

A compreensdo da expansdo do Universo para uma quarta dimensdo pbde ser
compreendida, a partir das experiéncias feitas por Edwin Hubble (1989-1953,64), de que
todas as galéxias se afastam da nossa galaxia, com maior velocidade, a medida que estéo
mais distantes de ndés. Isto aparentava que estdvamos no centro do Universo. A Unica
maneira de ndo estarmos no centro do Universo para essa observagdo é que o espaco do
Universo se estica e portanto, se expande para uma quarta dimensdo. Assim posto, de
qualquer galéxia do Universo que observassemos o restante do Universo, aparentaria que
esta galaxia estd no Centro do Universo, ou seja, todas as outras galéxias estariam se
afastando desta, com uma velocidade proporcional a sua distancia, mostrando uma simetria
para todo o Universo em geodésicas curvas. Para isso temos que entender de duas pra trés

dimens0es, ou seja, uma bexiga (bidimensional) e na sua superficie

Definimos assim uma configuragdo de Reconstrucdo Tridimensional Encurvada
Infinita (R3~~). A presen¢a de um grande corpo de massa, encurva o espaco fisico para

uma quarta dimensao.

Se este encurvamento for provocado por uma massa extremamente grande, que
nem a luz consegue escapar deste corpo, ai nos teriamos o que se denomina de buraco
negro. A luz ao tentar sair de um corpo de massa imensa, seria atraida de volta, ou seja, 0
espaco esta tdo encurvado que nem mesmo a luz na sua grande velocidade ndo conseguiria
escapar de l&. O buraco negro produz um espago extremamente encurvado em suas

imediacdes.
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Esta condicdo de encurvamento que inspiraram as extrapolacfes para as outras

dimensBes menores que trés existentes neste trabalho.

As matematicas ndo euclidianas, se baseiam, devido a Riemann, na Geometria de
curvaturas positivas, e, devido a Lobachevisky, em curvaturas negativas. (COURANT,
ROBBINS, 2000).

4.18 - DIMENSAO QUATRO (4D) OU ESTRUTURA QUADRIDIMENSIONAL

E caracterizado pelo hiperespaco ou espaco de 4 dimensdes, representado por 4
eixos, um a 90° do outro, X, y, z, w, resultando em uma estrutura quadridimensional

ortogonal e linearmente independente.
4.18.1 - Perspectiva Quadridimensional Espaco-Tempo

A teoria da relatividade, trabalha com 4 dimensGes, sendo que a dimenséo 4 pode
ser dada pelo produto do tempo pela velocidade da luz: w = jct ; sendo ¢ = velocidade da

luz no vacuo = 300.000 km/s = maxima velocidade na natureza; t = tempo; j = variavel

imaginaria dos nimeros complexos = v—1.

Costuma-se designar os quatro eixos da relatividade restrita por estas quatro
coordenadas do espaco, x, = jct, x; = x, x, = y,x3 = z, tendo seu intervalo s, como
invariante em todos os sistemas de referéncia inercial, dado pela Figura 72, o que
denominaremos esta configuracdo de Reconstrucdo quadridimensional infinita (R4«). Este
intervalo ds ou s, acaba por ser um invariante quadridimensional em qualquer sistema

referencial.

As? = Ax2 + Ax? + Ax3 + Ax?
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Figura 72 - Espaco quadridimensional. Como ndo conseguimos enxergar para que lado aponta o quarto
eiX0 0 representamos como uma projecdo na dimensao trés (eixo Xo)

As? = AB = Ax2 + Ax? + AxZ + Ax?
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Fonte: Elaborado pelo autor

4.19 - HIPERCUBO ou TESSERACT ou OCTOCORO ou 4-CUBO ou 4-
ORTOPLEX ou 4-OCTAEDRO

Chamado de Hipercubo ou Tesseract ou Octocoro, ou 8-cell ou C8 ou Octaedroid
ou Quadricubo (4-cubo), iremos construir sua geometria em 4 dimensfes, mantendo sempre
0s quatro tipos de Reconstrucdes Dimensionais por meio de Reconfiguracdes Mereoldgicas
ou Reconstrucdo Instrumental. Para o hipercubo, seguimos procedimento analogo ao das

construcdes anteriores.
4.19.1 - Primeira Reconstru¢gdao Quadridimensional do Hipercubo

Nesta primeira configuragdo mereoldgica de infinitos cubos, incrementados de
infinitésimo para a dimensdo quatro e colocados paralelamente para sua reconstrucéo
dimensional, mostra a Figura 73. Preocuparemo-nos com 0 modo de construcdo
instrumental agora, para estudar propriedades e facilitar a visualizag&o.

Firmamo-nos aqui em encontrar mais Reconstrugdes dimensionais instrumentais,
para que se possa ter sua visualizacdo através de suas propriedades de constru¢do. Em uma
Reconstrugdo geomeétrica instrumental, tracemos de cada um dos oito vértices do cubo
tridimensional, uma aresta em direcdo a quarta dimensédo, que ndo a vemos, € unimos suas

pontas do outro lado. O que resultaria do outro lado da unido das pontas, outro cubo de
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mesmo tamanho do primeiro em perspectiva totalmente na dimensdo quatro. Esta seria, a
Primeira Reconstrucéo Quadridimensional do Hipercubo, (R4,g), Figura 73.

O que representamos na Figura 73, (R4,g), seria a projecédo do Hipercubo, da
dimensdo quatro em perspectiva da dimenséo trés, mas representado na dimenséo dois do
plano do papel com suas respectivas perspectivas.

O Hipercubo ou Tesseract, da Figura 73, tem oito cubos externos, da qual de
cada vértice do cubo na tridimensdo, sai uma aresta em direcdo ao quarto eixo da quarta
dimenséo (R4;p), na direcdo projetada “para dentro” do cubo, até perfazer um cubo final
na outra dimensdo do lado externo no fundo da dimensdo quatro. Nesta representacdo é
mais facil de enxergar os oito cubos externos notando: os seis cubos laterais em vista, mais
o cubo externo, o “maior” e o interno, o “menor”. Todos esses cubos tém tamanhos iguais
na dimensdo quatro (R4,g), Mas que nesta projecao ficariam assim em perspectiva.

O Hipercubo ou Tesseract, da Figura 73, tém portanto, oito cubos ou so6lidos
externos, S4m; = 8, de onde da para se ver o cubo amarelo destacado, mais 0s outros seis
cubos laterais, e mais o cubo grande e o cubo pequeno do outro lado na dimensdo quatro,
que forma o Hipercubo, Hyg = 1,

Formam 24 Faces externas, F,m = 24, que podem ser contadas na Figura, seis (6)
do cubo amarelo, mais seis (6) do cubo oposto ao cubo amarelo, mais quatro (4) do cubo do
fundo, mais quatro (4) do cubo de frente, mais duas (2) no cubo de cima, mais duas (2) no
cubo de baixo.

Aparecem 32 Arestas, Ay = 32, lineares de comprimento [, bastando se contar
as arestas que aparecem no desenho da Figura 73, 12 arestas do cubo “maior”, 12 arestas
do cubo “menor” mais 8 ligagcdes entre os cubos maior € 0 menor.

Pontuam nas mudancas de direcdo das arestas ortogonalmente, completando 16
vértices externos, V4m = 16, bastando se contar o nimero de vértices, oito no cubo maior
da dimens&o trés e oito no cubo menor do outro lado na dimensdo quatro.

Veja as cores diferentes de cada um dos oito (8) cubos ou Solidos externos, azul
“maior” externo, vermelho “menor” interno, cor de rosa de frente, violeta ao fundo, azul
marinho superior, bordd inferior da base, cor terra lateral direito, amarelo lateral
esquerdo, mostrados na Figura 73.

A Equacdo Geométrica das Dimensdes, assim se mantém, e o0 resultado como
esperado € a unidade.

Vi - Asg + Fag - Sa + Ham = 16-32 + 24-8+1= 1
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Figura 73 - (a) Hipercubo ou Tesseract em 4D e (b) Em movimento em posic¢6es diferente mostrando
todos os cubos em um mesmo tamanho
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Fonte: https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/5/55/8-cell-simple.qif;

https://pt.wikipedia.org/wiki/Hipercubo

A Figura 73 ilustra: (a) Hipercubo ou Tesseract em 4D com desenho de aparéncia em 3D,
mostrando a aparéncia de 1 Hipersélido, com 8 Sélidos Cubicos externos (mostrado no
detalhe um deles em amarelo), 24 Faces, 32 Arestas e 16 Vértices. Em (b) do hipercubo em
4D mas desenhado em 2D, Compreensdo extensiva de que a face maior do lado de cé é de
igual tamanho a face, na perspectiva, menor e externa do outro lado da dimens&o trés. Em
(c) Oito posicdes diversas do Hipercubo, mostrando que todos os cubos externos sdo de

igual tamanho, dependendo do &ngulo e posic¢éo de visao.
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4.19.2 - Segunda Reconstrucao Quadridimensional do Hipercubo

Em uma Segunda Reconstrucdo Quadridimensional do Hipercubo, consideremos
que estamos representando o0 Tesseract, como uma figura na terceira dimensdo, mas
pensando na quarta dimensdo, através da imaginacdo e dos conceitos analdgicos
associados, pensamos sua percepcdo em extrapolacdo para a quarta dimenséo.

Nesta segunda configuracdo mereoldgica de infinitos cubos, incrementados de um
infinitésimo dw para a dimenséo quatro e colocados paralelamente para uma reconstrucao
dimensional, como na Figura 74.

Vamos enviar os eixos de cada um dos vértices do cubo da terceira dimensdo em
direcdo a quarta dimensao, em arestas paralelas entre si, mas para fora do cubo, que fica na
terceira dimenséo, até o vértice do cubo exterior que fica na quarta dimenséo. Todos esses
eixos vao em direcéo a quarta dimensé&o.

Esta seria, outra forma de obtencdo do hipercubo, que denominaremos de Segunda
Reconstrucdo Quadridimensional do Hipercubo em que daria a real percepcdo de que o
tamanho dos cubos do hipercubo s&o todos iguais. Esta Reconstrucdo Quadridimensional
dois (E4,m) deveria ser visualizado de uma quarta dimenséo, o que dificulta visualiza-lo

apenas pensando na terceira ou na segunda dimensdes.

Figura 74 - (a) Hipercubo ou Tesseract onde de cada vértice saem em direcdo ao quarto eixo da quarta
dimenséo (R4,g), até perfazer a dimenséo de um lado. Nesta representagéo de cada vértice sai um lado
para outra aresta todas em direcdo a uma quarta dimenséo (R4,g)

Fonte: Elaborado pelo autor
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4.19.3 - Terceira Reconstrugao Quadridimensional do Hipercubo

Em uma Terceira Reconstru¢do Quadridimensional, por analogia de dimensdes
anteriores, podemos repetir para a quarta dimensdo, infinitos cubos, continuamente
repetidos na direcdo do quarto eixo, a 90° dos outros trés, até perfazer um comprimento de
linha €.

A analogia de que se pode fazer é como se estar dentro da bidimensionalidade e
querer desenhar o cubo dentro da prdpria bidimensionalidade, com infinitos quadrados
internos e paralelos indo para a terceira dimensdo de que ndo se participa ou se “enxerga”.

Todas essas ligacdes dos vertices do cubo tridimensional, estariam ligados a outros
cubos, na realidade infinitos cubos, que seriam iguais e paralelos e colocados lado a lado
para a quarta dimenséo até finalizar em um cubo final de fechamento do hipercubo.

Apesar de o hipercubo ter oito cubos tridimensionais externos, estes sao apenas 0s
cubos que finalizam externamente o hipercubo a quarta dimensdo, mas internamente
existiriam infinitos cubos.

Nesta Reconfiguragdo, portanto, vamos ressaltar os infinitos cubos internos, como

podemos ver por meio desta terceira Reconstrucdo Quadridimensional do hipercubo
(R43m). Os oito cubos que temos a capacidade de “enxergar” da terceira dimensdo sdo

cubos externos finalizados a estrutura de infinitos cubos, Figura 75. Por analogia,
concluimos que na ida ao novo eixo quadridimensional, de dimensdo €, haveria infinitos
cubos, se sobrepondo, da mesma forma que, analogamente, de duas para trés dimensdes se

sucedem infinitas faces quadradas.
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Figura 75 - Outra forma de representacéo do tesseract (R43g)

£

Fonte: Elaborado pelo autor

Na Figura 75, apresentamos outa forma de representagéo do tesseract(R43m) em que

agora se mostra os infinitos volumes sélidos que aparecem ao longo da dimenséo 4, em

dire¢do ao “interior” do outro cubo externo do hipercubo
4.19.4 - Quarta Reconstrugao Quadridimensional do Hipercubo

Em uma quarta Reconstru¢édo Quadridimensional do tesseract, R4,g, mostra-se 0s

infinitos volumes internos, se sucedendo no interior até o limite dos oito cubos externos.
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Figura 76 - Outra forma de representacdo do tesseract R1 — 4, agora mostrando os infinitos sélidos
volumétricos que aparecem ao longo da dimenséo quatro, em uma direcdo para a quarta dimensao,
para “fora” do cubo tridimensional

Fonte: Elaborado pelo autor

Com suas arestas que saem do cubo na terceira dimensdo, saem em direcdo a
quarta dimensdo para o exterior, saindo todas na mesma direcdo e ndo para o centro do
cubo como na Figura 75, mas representadas em uma direcdo paralela e com os cubos

infinitos no interior todos do mesmo tamanho, Figura 76.

Cada uma dessas quatro Reconstrugdes Dimensionais na construgdo do hipercubo,
pode ser proposto, pelo professor, aos estudantes, no intuito da obtencdo da dimenséo

quatro, por meio da construcao do hipercubo, a partir do volume cubico da dimensao trés.

4.19.5 - Resumo de Caracteristicas do Hipercubo

Na matematica é permitido se trabalhar com vetores de 3 eixos curvos ou mesmo 4
eixos ortogonais curvos, através da algebra tensorial. Nao ¢ simples “enxergar” dimensdes
acima de trés, devido ao fato de que toda nossa experiéncia sensorial bioldgica é
experimentalmente limitada a trés dimensdes espaciais. No entanto, a matematica permite
trabalhar, algébrica e geometricamente, com quantas dimensfes se desejar. Com o habito

de trabalhar-se com estas geometrias, a mente pode chegar a enxergar tais configuragdes
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sob o0 aspecto da consciéncia que na sua virtualidade, a tudo € capaz de abranger. Muitas
coisas apenas a consciéncia tem sua percepg¢do através de um conjunto de propriedades e
por isso, passa a conhecer aquele fendmeno. Na Figura 77, as projecOes padrdes do

tesseract.

Figura 77 - Hipercubo ou Tesseract em projecao na dimensdo dois

L

Fonte: Elaborado pelo autor

Fonte: Elaborado pelo autor
Assim as caracteristicas geométricas definidas e observaveis do Hipercubo

construido, serdo, 1 Hipersolido, Hyx = 1, 8 Solidos, Sux = 8, 24 Faces, Fyg = 24, 32
Arestas, Ay = 32, 16 Vértices, Vg = 16. E a Formula que leva a unidade ou Equacéo

Geométrica das Dimensdes se configura abaixo.

EQUACAO GEOMETRICA DAS DIMENSOES
para a quadridimensionalidade do Hipercubo:
V4®_A4IZ+F4IZ_ S4|Z+H4|Z = 16—32+24—8+1 == 1

A Expressdo, a Equacdo Geométrica das DimensGes, aparece ao modo de uma
equacdo “divina”, por resultar sempre sua tendéncia a unidade, ou seja, todas as varidveis
geométricas das dimensdes (VAFSH) de qualquer figura leva sempre a unidade, que
mantém o mesmo resultado desde a dimensdo zero, por simetria ou analogia, 0 uno, a

unidade, da qual se demonstra, posteriormente, valer para qualquer dimenséo inteira.

Faz-se o resumo do Hipercubo, por meio do Quadro 12.
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Quadro 12 - Caracteristicas do hipercubo na dimenséo quatro

Dimens&o quatro do Hipercubo

Formato de representagdo: Hipercubo ou Tesseract

Varidvel Dimensional: Hipersolido

Intermediadas internamente por infinitas estruturas do cubo e com 8 cubos externos.

Entre um cubo e o seu oposto externo existem infinitos cubos da dimenséo anterior

paralelos em direcéo ao quarto eixo: ladeados por 8 cubos externos.

Equagdo Geométrica Dimensional: V —A+F -S4+ H=16—-32+24-8+1=1

Fonte: Elaborado pelo autor

Usando os elementos de analogia, como ja fizemos na dimensdo zero para a
dimensdo um, da dimenséo um para a dimensdo dois, e da dimensdo dois para a dimensédo
trés, agora raciocinemos em termo da dimens&o trés para a dimensao quatro. Nota-se que 0s
elementos da dimensdo anterior, o volume de valor I3, se repete infinitamente na nova
dimensdo, a dimensdo quatro, para formacao do hipercubo, produzindo com essa infinitude
de cubos, 0 novo conceito quadridimensional que é o conceito de hipersélido, ou hipercubo,

cujo valor do hipervolume é I*.

Observa-se também que o elemento geométrico surgido na dimensdo anterior, 0
solido cubico, que era unico na dimensao anterior, 1(3D) figura agora na nova dimenséo, a
quarta, com oito sélidos exteriores, 8(4D), na presente dimensdo quatro, além dos infinitos

sélidos interiores. Para 0o CEGED1, ou Familia Dimensional 1 temos 0os nimeros abaixo.

e VERTICES de 0D para 1D para 2D para 3D para 4D ... para DD :
Voe =12V =2o5V,q=4—>V353=8>Vyp=16>Vsg =32—...Vpg =2" ..
e ARESTAS de 1D para 2D para 3D para 4D ... paraDD :
A =1->A4,0=4—>A35=12 5 Ay = 32 - A5 = 80 — Agg = 192
e FACES de 2D para 3D para 4D ... para DD :
Fy;=4—>F353=6—> Fyu5 =24 —> Fg =80 — Fgy = 240 ->F ;5 = 672 ...
e SOLIDOS de 3D para4D ... paraDD:
S33=1—> 843 =8—> S5 =40 - Sgg = 160 — S, = 560 ...
e HIPERSOLIDOS de 4D para 5D ... para DD :
Hyp=1—Hg5g =10 - Hgg = 60 - H; = 280 ...

Em resumo no Quadro 13.
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Quadro 13 - Tabela das Dimensdes X Numero das Variaveis Dimensionais

D V=HoA=H.| F | S | H SH [EG
xH|OH [ 1IH | 2H | 3H | 4H |5H |6H | 7H [=%5»| Hi | Dp
oOD| 1 0 0 0 0 |0|0|0|3|1,o 1
1D| 2 1 0 0 0 |0|0|0 |3 0|1
2D | 4 4 1 0 0 |0|0|0|3|w|1
3D| 8 |12 | 6 1 0 [0]0|0|3| o 1
4D| 16 | 32 | 24 | 8 1 |0|0]0[3*| 0|1
5D| 32 | 80 | 80 | 40 | 10 |1 |0 |0 |3 || 1
6D| 64 [ 192 240|160 | 60 [12| 1| 0 [3%| 0| 1
7D | 128 | 448 | 672 | 560 | 280 |84 |14 | 1 | 3" | o | 1

Fonte: Elaborado pelo autor

S&o necessarios infinitos elementos, Sélidos (cubos), ou Faces (quadrados), ou
Segmentos de reta, ou Pontos, das dimensdes anteriores, com incrementos infinitésimos,

para a construcdo desse Hipersdlido quadridimensional do Hipercubo.

Colocados esses infinitos elementos da formacdo do Hipersolido
quadridimensional do Hipercubo, de volta na dimensdo anterior, ela ficaria totalmente
preenchida por eles. Ou seja, na estrutura de cada uma das pecas da nova dimenséo, cabe

um universo dimensional completo da dimensdo anterior (Universo Tridimensional).

Relacionada o nimero dessas variaveis dimensionais externas e finitas da nova
figura dimensional formada, Vértice, Aresta e Face e Solido e Hipersolido, elas obedecem a

Equacdo Geométrica das Dimensdes, levando-a a unidade:

V—-A+F-S+H=16—-32+24-8+1=1
Determinando as Equagdes de Recorréncia para as variaveis dimensionais entre
D X H, para a Matriz da Familia Dimensional 1, onde escrevemos até a 11? dimens&o, ou
D-esima dimenséo, no Quadro 22, na determinacéo de qualquer variavel dimensional Gp,

em cada D-ésima dimensdo D inteira, para cada variavel dimensional H.

4.20 - FORMULAS RECURSIVAS PARA A FAMILIA 1

As formulas recursivas a seguir ndo as encontrei em trabalhos, ou bibliografia,
apesar de uma busca extensa. Se elas ja existirem novamente as criei. Por meio de uma
constante observacdo das tabelas, fui produzindo as relacbes e com o tempo fui
conseguindo modifica-las até conseguir reduzi-las a uma formula geral para a Familia
Dimensional 1 ou CEGED 1. Lembrando que esta Familia dimensional 1 sdo: ponto,

segmento de reta, quadrado, cubo, hipercubo, hiper5-cubo, hiper6-cubo, hiper7-cubo, ...
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4.20.1 - Primeira Formula Recursiva Matricial (FRM), valida para cada

elemento da matriz da Familia Dimensional 1

Esta é a formula recursiva para cada elemento da matriz da Familia 1, conforme a
dimensdao D e o numero de variaveis dimensionais H onde H = 0 = H, =V (Vértice),
H=1=H;=A (Aresta ou Edge (E)), H=2=H,=F (Face)y H=3=>H; =S
(Solido), H = 4 = H, = H (Hipersélido), H =5 = Hg (Hiper5-solidos), H = 6 = H
(Hiper6-s6lidos),...

Definicdo de cada termo Gp,n da matriz dimensional da familia 1.

Gpu>p =0

D! 2P-H

— — D—-H _ D D—H

H

sendo

D = Dimensao D ligada as Varidveis Geométricas Dimensionais 0 < H < D

H = Variavel Geométrica Dimensional = 0(V), 1(4), 2(F),3(S),4(H),5,6, ..., D.
H =0 (V ou Hy ou Vértices),H = 1 (A ou H, ou Arestas (Edges)),

H =2 (F ou H, ou Faces),H = 3 (S ou H; ou Sélidos),
H = 4 (H ou H, ou Hipersélidos),H = 5 (Hs ou Hiper — 5 — s6lidos) ...

Gpy = Elemento da Matriz Dimensional que relaciona na dimensao D,

o namero de elementos da variavel H,da figura geométrica (0 < H < D)

Cpy = Combinacgdo de D elementos, H a H, ou nimero binomial (Z)

D . . . . x . - . .
(H) = ndmero binomial de dimensdo D e varidvel geométrica dimensional H

4.20.2 - Segunda Formula Recursiva (Universal) das Dimensodes, a Soma
alternada das Variaveis Geométricas das Dimensdes (VGD) ou Equacao

Geométrica das Dimensdes (EGD) ou Equagdo Candnica das Dimensdes

A Equacdo Geometrica das Dimensdes (EGD), ou Equacdo Canbnica das
Dimensdes (que levam a unidade) composta pela soma e subtracéo alternada de todas as
variaveis dimensionais (Hi) soma dos elementos de linha H par, e subtragdo dos elementos
de linha H impar (Gimpar). Pelo fato dessa equacéo resultar sempre na unidade, e a unidade
ser uma caracteristica divina, nos referimos a esta equacdo também como uma Equacdo de

caracteristica canonica.
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EGDD = GD,O - GD,I + GD,Z - GD,3 i GD,H 1

par(+) ou impar(—)SD =

D
EGDD ES Z(_l)HGD,H == 1
H=0

D
o (=Df pr 2P-H
EGD) = =1
H=0

H! (D — H)!

D
EGD, = Z (—D)H (Z) 2D-H — 1
H=0

4.20.3 - Terceira Formula Recursiva das Dimensbes, ou Soma dos
Elementos de Linha da Matriz ou Equag¢ao do Expoente Dimensional da

Trindade

A Terceira Formula Recursiva Horizontal das Dimens@es, ou Soma dos Elementos
de Linha da Matriz da Familia Dimensional 1, ou Equacdo do Expoente Dimensional da
Trindade é composta pela soma dimensional (S,) de todos os elementos de linha ou

variaveis dimensionais H+ geométricas, para uma dada dimenséo D.

Quadro 14 - Matriz de Elementos das Variaveis Geométricas Dimensionais de Figuras Poliédricas e
Convexas da Familia Dimensional 1 da dimenséo zero a dimenséo onze, das Férmulas Recursivas

Gp,n| H=0 H=1 H=2 H=3 H=4 H=5 H=6 H=7 H=8 H=9 | H=10 |H=11 Z HEQ

Ho=V | H=A | H=F | Hs=S | Hs=H Hs He H, He Ho | Hio | Hu 44 Do
Vértiice| Aresta Face S6lido _ [Hiperslido| Hiperssélido | Hiper6sdlido B
D=0| 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 [3°1
D=1| 2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 |31
=1x2'| =1x2°

D=2| 4 4 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 321
=1x22| =2x2! | =1x2°

D=3| 8 12 6 1 0 0 0 0 0 0 0 0 331
=1x2%| =3x2%2 | =3x2! | =1x2°

D=4| 16 32 24 8 1 0 0 0 0 0 0 0 |3%1
=1x24| =4x2% | =6x2%2 | =4x2! | =1x2°

D=5| 32 80 80 40 10 1 0 0 0 0 0 0 |3°|1
=1x25| =5x2* | =10x2°|=10x2?| =5x2! | =1x2°

D=6| 64 192 240 160 60 12 1 0 0 0 0 0 [3%1
=1x28| =6x2° | =15x2*|=20x2°|=15x2% | =6x2! | =1x2°

D=7| 128 448 672 560 280 84 14 1 0 0 0 0 (371

=1x27| =7x2% | =21x25|=35x2* | =35x2°% | =21x2% | =7x2! | =1x2°
D=8| 256 | 1024 | 1792 | 1792 | 1120 448 112 16 1 0 0 0 (381
=1x28| =8x27 | =28x25|=56x2° | =70x2* | =56x2° | =28x2% | =8x2! | =1x2°
D=9| 512 | 2304 | 4608 | 5376 | 4032 | 2016 672 144 18 1 0 0 [3°1
=1x2°| =9x28 | =36x27 | =84x25 |=126%25|-126x2*| =84x2° | =36x22 | =9x2! [=1x2°
D=10/ 1024 | 5120 | 11520 | 15360 | 13440 | 8064 | 3360 960 180 20 1 31011
=1x210| =10x2° | =45x28 |=120x27|=210x2°|=252x2°|=210x2*|=120x23| =45x22 |=10x2%| =1x2°| 0

D=11/ 2048 | 11264 | 28160 | 42240 | 42240 | 29568 | 14784 | 5280 | 1320 | 220 | 22 | 1 371
=1x2M[=11x210| =55x2° |-165x28|-330X27|-462x25|=462x25|-330%24|=165%23|-55x22-11x21-1.2°
+ | - + - + - + - + -+ |-
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Fonte: Elaborado pelo autor

E por resultar essa equacdo sempre em multiplos de trés, para cada dimens&o,

denominamos esta equacdo de Equacdo da Trindade Dimensional. Ver Quadro 14.

SD = GD,HQ + GD,H] + GD,HZ + -+ GD,HD = 3D

D
SD == Z GD,H == 3D
H=0

D

D! 2b-H >
Sp= Y ———=3
b H' (D — H)!

H=0
D

_ D\ ,p-H _ 4D

Sp = (H)z =3
H=0

Da mesma forma que encontramos estas formulas recursivas, podem existir outras
formulas recursivas, que relacionam esses elementos dimensionais da matriz, através de
expressoes diferentes. Este efeito sempre enriquece a teoria e traz novas formas de se
visualizar a geometria. Este é o mecanismo em que a Matematica se faz, uma das mais
aplicativas ciéncias da humanidade. Mecanismo que fara também das outras ciéncias cada

vez mais aplicativas ao longo do tempo.

4.21 - DEMONSTRAGAO DE QUE AS EXPRESSOES MATEMATICAS DA
FAMILIA 1 VALE PARA QUALQUER DIMENSAO

Estudamos durante varios meses de como fazer a demonstragdo das expressdes
deduzidas, e de como elas seriam vélidas para qualquer dimensdo D. Durante muito tempo,
tentamos fazé-lo pelo Método da Inducdo ou pelo Método do Absurdo. Faltava alguma
técnica, ou maneira de formalizacdo, ou habilidade especial de visdo, por ndo estarmos
conseguindo. Ao esmiucar todos os detalhes de visdo, nos deparamos com 0s nUmeros
binomiais e como a Geometria das Dimensdes obedeciam as sequéncias binomiais a Série
Binomial de Newton que ja4 estava pronta o que nos levou a utilizad-la aqui, para
demonstracdo de que as expressdes matematicas das familias 1 e 2 sdo vélidas até a D-
ésima dimensdo inteira qualquer.
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4.21.1- Série Binomial de Newton e a demonstracao da validade das
Variaveis Dimensionais para as Familias 1 e 2 até a D-ésima

Dimensao inteira qualquer

Vamos considerar as propriedades da Série Binomial de Newton, pois as
EquacBes dimensionais caem bem nesta série, que ira nds auxiliar na demonstragdo das
equacOes dimensionais, de que sua validade vai até a D-ésima Dimensdo inteira e qualquer,
como faremos a seguir. Vejamos as caracteristicas da Serie Binomial de Newton.

Serie binomial de Newton. O desenvolvimento de produtos notdveis tem como

coeficientes os nimeros binomiais do tridngulo de Pascal.

(a+b)° = () a®p°

0
(a+b)! = ((1)) al.b® + (i) a®. bt
(a+b)? = ((2)) a?. b + (i) al.b! + (;) a®.b? = a? + 2ab + b?
(@a+b)3 = (g) a3.b® + (i) a?.b! + (;) al.b? + (g) a®. b3 = a3 + 3a?b + +3ab? + b’

(@+b)=(g)am b’ +(7)a bt +(5) a2 b2+ + (1) al b

Portanto, temos que as séries binomiais, sdo dadas pelas expressdes abaixo.

n

> () av b = @+ by

p=0

n

(Z) a™P.(—b)? = (a — b)"
p=0
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4.21.2 - Demonstracao de que a Equacao Geométrica das Dimensodes da
Familia Dimensional 1, resulta sempre igual a (“divina”) candnica
unidade, e é valida para qualquer dimensdo inteira D

Quadro 15 - Elementos dos termos das variaveis geométricas da Familia Dimensional 1 para dimens@es
crescentes sua relacdo com os niimeros binomiais

DH| 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12

0 120

1 1ot | 120

2 122 | 220 | 1.2°

3 128 | 322 | 3.2 | 1.2°

4 120 | 420 | 622 | 420 | 12°

5 125 | 52 | 102° | 10.22 | 5.2t | 1.2°

6 126 | 6.25 | 1524 | 2022 | 1522 | 6.2t | 12°

7 127 | 72° | 2125 | 352 | 352% | 2122 | 72t | 12°

8 128 | 827 | 28.2° | 56.2° | 70.2 | 56.23 | 2822 | 82t | 12°

9 120 | 928 | 36.27 | 84.2° |126.2°|126.2*| 84.2° | 3622 | 9.2t | 12°

10 | 1.2° | 10.2° | 4528 {120.27|210.2°| 252.2°| 210.2¢| 120.2°| 4522 | 10.2* | 1.2°

11 | 12w | 112w | 55.2° [165.28|330.27|462.2°| 462.2°| 330.2| 16528 | 55.2 | 112t | 1.2°

12 | 12» | 12.2v| 66.2© |220.2°|495.28| 792.27|924.25| 792.2° | 495.2¢ | 220.23| 66.22 | 1220 | 1.2°
212=4006(21'=2048[21°=1024( 2°=504 | 2°=256 | 2'=128 | 2°=64 | 2°=32 | 2%=16 | 2°=8 | 22=4 | 2!=2 | 2°=1

+ - + - + - + - + - + - +

Fonte: Elaborado pelo autor

Vale para a Familia Dimensional 1 ou Familia quadrado-cubo, para todas as
dimensfes, 0os numeros abaixo dados, dos Elementos Geométricos das Dimensdes, para
cada uma das infinitas dimensdes, sendo que eles obedecem as expressdes deduzidas
abaixo, valendo todas as rela¢Ges deduzidas.

Demonstraremos, pois, aqui que as expressdes deduzidas, valem para qualquer
dimensao inteira, D = 0,1, 2,3,4,5,6,7,..., qualquer que seja ela.

Consideremos a Equacdo Geomeétrica das Dimensdes para a Familia Dimensional

D

(-1)fp!2P-H
EGD”:z ORI

Colocando esta expressdo como funcdo dos nimeros binomiais.
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D
EGD, = z(—n" (g) 2D-H _ 1
H=0

Utilizando a Série binomial de Newton, temos que

n

z (Z) a™?.(—b)? = (a— b)"

p=0
Fazendo na Série binomial de Newton, n=D, p =H, a =2, b = 1, teremos a

expressao demonstrativa abaixo.
D

Z (Z) 20-H (1) = (2-1)? =1

H=0
Assim, como queriamos demonstrar a expressdao da Equacdo Geométrica das
Dimensdes para a Familia Dimensional 2 € sempre igual a (“divina”) unidade para qualquer

Dimensédo D inteira.

D
EGDy = ) (—1)" (P)2r-H =1 c.q.d.
P ;) (H)

4.21.3 - Demonstracao de que a Equag¢ao Soma da Linha da Matriz dos
Elementos Geomeétricos das Dimensodes da Familia Dimensional 1, resulta

na solucao do expoente da D-ésima Trindade

A Equacdo Soma dos Elementos das variaveis geométricas, ou Equagdo da
Trindade Dimensional, para a Familia Dimensional 1 é dada abaixo, sempre igual a
trindade elevada a D-ésima poténcia, dependendo da dimensédo. E para demonstrarmos que
ela vale para qualquer dimenséo procederemos relacionando-a com a Série do binémio de
Newton.

D! 2D-H

e ———
| — |
4 HI (D — H)!

ETD, =
Colocando os fatoriais com a notagdo dos nimeros binomiais.
D
_ D\ ,p-H _ 9p
ETDp = Z (H)z =3
H=0
Utilizando a Série binomial de Newton, temos que

n

> () arr.b? =@+ by

p=0
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Fazendo na Série binomial de Newton, n =D, p=H, a =2, b =1, teremos a

expressao demonstrativa abaixo.

D
Z (Z).ZD‘Hl" —(2+1)P =3P c.q.d.

H=0

E como queriamos demonstrar (c.g.d.) a expressdo da Equacdo das multiplas
Trindades que resulta da Soma dos Elementos Geométrico das Dimens@es para a Familia
Dimensional 1 é sempre igual ao trés elevado a dimensdo D correspondente, expressao
valida para qualquer dimensao inteira.

Estas expressdes sao validas para todas as dimens@es das figuras geométricas da
Familia Dimensional 1, como queriamos demonstrar, D = 0,1, 2,3,4,5,6, 7, ..., dimenséo
como um numero inteiro qualquer.

Passamos agora ao desenvolvimento da Familia 2, do tridangulo-tetraedro, até a

quadridimensdo geometricamente e até ad infinitum, a D-ésima dimensao, algebricamente.

4.22 - FAMILIA 2 OU FAMILIA TRIANGULO-TETRAEDRO

4.22.1 - D=2 - Triangulo Equilatero - Construcao Da Estrutura

Bidimensional Do Triangulo Equilatero

Na estrutura finita de lado ¢, da dimensdo um, o segmento de reta pode também
passar para a nova dimensdo, a dimensdo dois, na constru¢cdo de um triangulo. No que

segue, apresentamos o processo de reconstrucdo de triangulo.

4.22.2 - Reconstru¢cao Um para Representagdao Semiodtica Bidimensional do

Triangulo

Facamos, entdo, a primeira Reconstrucdo Bidimensional do Triangulo Equilatero,
(R214).

Partindo de uma reconfiguracdo mereologica de uma reta colocada na horizontal,
estrutura infinita de pontos até o infinito dos dois lados, cortamos esta reta em pedagos de
tamanhos diferentes, ou seja, realizamos uma Reconfiguracdo Mereologica Heuristica,
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desde o segmento de comprimento inicial £ maximo até o comprimento tendendo a zero.
Fazemos esses comprimentos de segmento de reta estarem todos a na horizontal, e a cada
um deles dar-se-a um incremento dw, na direcdo perpendicular (vertical) as retas.
Colocando-as com valores decrescentes de ordem de tamanho até que elas zerem seu valor
produzindo a reconstrugdo dimensional da face do triangulo mostrada na Figura 78. Esta
Reconstrucdo mostrado na Figura 78, nesta reconfiguracdo mereoldgica de segmentos de

retas de tamanhos variados, indode 0 < L < 4.

Figura 78 - Dimenséo dois (2D), da construgéo do triangulo equilatero em uma primeira Reconstrucao
Bidimensional a partir da dimensdo um

R21a

Fonte: Elaborado pelo autor

4.22.3 - Reconstruc¢ao Dois Bidimensional do Triangulo

Em uma segunda Reconstrucdo bidimensional por meio de Reconfiguracdes
Mereoldgicas (R2:2a), partindo da reta unidimensional na horizontal, repartimos este
segmento de reta horizontal, em infinitos segmentos de reta, de comprimentos
infinitesimais d¢ = dx. E elevando a altura destes segmentos, em retangulos de alturas
distintas, que partem da altura zero, no primeiro segmento do vértice da esquerda, 0s outros

segmentos seguintes irdo aumentando linearmente sua altura, proporcionalmente a uma reta

diagonal crescente que faz um angulo de 60° com a horizontal ( y = +/3x ). Estas alturas
irdo se ampliando, até o meio do segmento, x = g atingindo a altura h = v/3£/2. A partir

dai, da metade do segmento da base em diante, os retdngulo comegam a decrescer de

tamanho de forma simétrica a realizacdo anterior, em um decrescimento linear,
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acompanhando a reta diagonal decrescente que faz 60° com a horizontal até zerar sua altura

novamente ( y = —/3x + v/3#), como mostra a Figura 79.

£/2 V3x V382
dx. f dy =
0

AFace do triangulo equil. — f dA = f dx.dy = Zf 4

0

Figura 79 - Dimenséo dois (2D), na construgdo do triangulo equilatero em uma segunda Reconstrucao
Bidimensional por Reconfiguragéo Mereoldgica em retangulos infinitesimais

y = —V3x +3¢

1

0
R22a t

Fonte: Elaborado pelo autor

4.22.4 - Reconstrucao Trés Bidimensional do Triangulo

Veremos agora uma terceira construcdo ou terceira Reconstrucdo bidimensional
(R23a) do tridngulo equilétero por Reconstrugdo Instrumental. A partir de um segmento de
reta, unidimensional, horizontal de comprimento £, vamos girar um outro segmento de reta
idéntico e coincidente com este, em torno de um dos Vértices fixo, até que perfaca um
angulo de 60°. Nesta posicdo interligamos os dois vértices afastados, e o preenchemos,

formando a figura plana da face do triangulo equilatero, como mostra a Figura 80.

Figura 80 - Dimensé&o dois (2D), Reconstrucéo Instrumental, onde preenchemos a face com pontos ou
retas.

Fonte: Elaborado pelo autor

231



4.22.5 - Reconstrucao Quatro Bidimensional do Triangulo

Em uma quarta Reconstru¢cdo Bidimensional do tridngulo equildtero (R24a),
também instrumental, tragcamos a partir do ponto médio do segmento de reta

unidimensional horizontal de comprimento ¢ da base do triangulo, uma reta perpendicular

ao segmento, de uma altura, h = £ sen60 =?, interligam-se os dois vértices do

segmento horizontal com o topo desta altura h. Preenche-se a parte interna dos segmentos
com infinitas retas horizontais, ou verticais ou diagonais, ou mesmo infinitos pontos. Esta
reconstrucdo se caracteriza por ser instrumental, como nos denomina Duval, dada pela

Figura 81.

Figura 81 - Dimens&o dois (2D), da construc¢éo do tridngulo equilatero em uma quarta Reconstrugédo
Bidimensional Instrumental a partir da dimensao um e zero (1D e 0D)

“‘h =+3¢/2
o
@ L
R24a ¢

Fonte: Elaborado pelo autor

Cada uma destas Reconstrugdes Dimensionais, por meio de Reconfiguragdes
Mereoldgicas Heuristicas de infinitas formas das dimensdes anteriores, para a formacao do
triangulo equilatero, pode ser proposta pelo professor, aos estudantes, mediante

questionamentos orientados, de acordo com os principios da TSD (Brousseau, G., 2002).
4.22.6 - Resumo das Carateristicas do Triangulo

A Equacdo Geométrica das Dimensdes (EGD), para a segunda dimensdo na
formacéo do triangulo, ou do CEGED?2, ou familia 2, ou os H-triangulos, também se iguala
a unidade, o que a torna, valida para todas as figuras geométricas fechadas desta dimenséo

como veremos, seja quantos lados tiver.
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EQUACAO GEOMETRICA DAS DIMENSOES
para a bidimensionalidade do triangulo:
VZA_AZA+F2A= 3—3+1=1

A representacdo do triangulo em varias formas de vista, geométrica, desde a
terceira dimensdo, aqui representado, depende do angulo de visdo deste triangulo, e seriam

dados pelas representacdes da Figura 82.

Figura 82 - Vistas do triangulo em diferentes posi¢des desde a 3D

Fonte: Elaborado pelo autor
Quadro 16 - Caracteristicas da dimensao dois do triangulo equilatero

Dimens&o dois do triangulo equilatero

Formato de representacdo: Triangulo equilatero
Nova Variavel dimensional: a Face triangular

Varidveis Dimensionais Externas do triangulo: 3 Arestas e 3 Vértices

Reconfiguracdo Mereoldgica: Infinitas Arestas de diferentes tamanhos.

Equagdo Geométrica das Dimensdes: V —A+F=3-34+1=1

Fonte: Elaborado pelo autor
Pode-se observar estas caracteristicas, como nos mostram os Quadros 16 e 17.

Quadro 17 - Nimero de elementos geométricos da dimensao zero a dimensao dois para o triangulo

Dim.X Var Vértice Aresta Face Elementos interiores Equacéo
v A = da dimetnséo Geor.nétric? das
anterior DimensGes
(0]D] 1 0 0 1 V-A+F=1
1D 2 1 0 © V-A+F=1
2D 3 3 1 () V-A+F=1

Fonte: Elaborado pelo autor
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S&@o0 necessarios infinitos elementos dos segmentos de reta e de pontos, das
dimensdes anteriores, com incrementos infinitésimos, para a constru¢do agora dessa face

bidimensional do triangulo.

Colocados esses infinitos elementos da formacdo do tridngulo bidimensional, nas
dimensGes anteriores, elas ficariam totalmente preenchidas por eles. Ou seja, a estrutura de
cada uma das pecgas da nova dimensdo, cabe em um universo dimensional completo da

dimens&o anterior, como esta relacionado no Principio Analdgico Dimensional 4.

4.23 - CONSTRUCAO DA ESTRUTURA TRIDIMENSIONAL DO TETRAEDRO

Vamos agora passar para uma nova construcdo dentro do CEGED2, ou Familia 2
de Figuras Geométricas, ou Familia H-triangulo, na construcdo do tetraedro em trés

dimensoes.

Vamos apresentar como antes, também quatro Reconstrucdes Dimensionais,

Instrumentais ou por meio de Reconfiguragdes Mereoldgicas.
4.23.1 - Primeira Reconstrucao Tridimensional do Tetraedro

Em uma primeira Reconstrucdo tridimensional de um tetraedro, (R3;.), por meio
de Reconfigurac@es justapostas de tridngulos equilateros bidimensionais, podemos produzir
a construcdo do tetraedro a partir do triangulo equiléatero de lado ¢, da dimensdo dois, face
triangular. Assim o triangulo equilatero de lado ¢, com sua face triangular, reverbera em
outras faces triangulares, em uma direcdo perpendicular a esta face, em repeticdo de
infinitas faces triangulares paralelas, mas linearmente diminuindo seus lados, até que atinja
a configuragdo de um ponto, ou seja, area nula, com seus Vertices iniciais, apos percorrer

arestas de comprimento ¢, lateralmente, se encontram neste Ultimo vértice de forma

simétrica. A altura ou distancia da face até este vertice superior seria h = g{’. A partir de

sua base até a Aresta, faz-se um angulo de 54,73561° com o plano do triangulo, como
mostra a Figura 83.
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Figura 83 - Primeira Reconstrucdo Tridimensional do Tetraedro com tridngulos paralelos
reverberados em direcao ao terceiro eixo. Em dois pontos de vista, reducéo dos lados e reducéo da area

Fonte: Elaborado pelo autor

Assim obtemos as outras trés Arestas, além das trés do tridngulo bidimensional da
base (6A) para formar um Sélido (1S), o Tetraedro. Partindo de cada um dos trés vertices
do triangulo equilatero da base, em duas dimensdes, e indo em direcdo ao quarto vértice do

Tetraedro (4°V) em direcdo a dimensdo trés.

Assim, em um primeiro passo partimos da reconfiguracdo heuristica mereoldgica
de recortar todo o plano bidimensional infinito, em tridngulos equilateros, cujas faces

tenham seus lados desde £ até 0.

Em um segundo passo, incrementamos esses infinitos tridngulos equilateros de um

infinitésimo dz na direcdo perpendicular a sua face.
Em um terceiro passo, sequenciamos esses infinitos triangulos em ordem

decrescente de tamanho, até perfazer a altura, h = \/3—5{’, ou a sua Aresta de subida ser igual

a £, em uma Reconstru¢do Dimensional do Tetraedro, como mostra a Figura 83.

Portanto em outro tipo de argumentacdo da descrigdo semiotica da Primeira

Reconstrucdo Tridimensional (R31 =) do Tetraedro, de acordo com a Figura 83, parte-se de

V6
= , . th _t5t e . i
um tridngulo de area maior A = 5= % = ?t’z, para areas decrescentes de triangulos

equilateros paralelos, até uma area nula, a uma distancia perpendicular ao primeiro

o a , . 6
triangulo de area maior, de valor d= \/3——{’.
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4.23.2 - Segunda Reconstrucao Tridimensional do Tetraedro
Em uma Segunda Reconstrucdo Tridimensional do tetraedro, (R3,.), de forma
instrumental, podemos produzir a sua reconstrucao, partindo do triangulo equilatero de lado

£, da base, da dimensé&o dois, face triangular. Se construirmos a partir de seu centro, a haste

de sua altura h = g{’, tracamos de cada ponto do perimetro do triangulo da base, linhas

incrementadas de infinitésimo, que ligam o perimetro ao topo da altura. Se construira mais
trés faces e trés arestas laterais do restante do Sélido. Preenche-se o seu interior com faces,
linhas e /ou pontos reverberados, ou seja, com incrementos infinitésimos de volume, como

mostra a Figura 84.

Figura 84 - Dimenséo trés (3D), da construgdo do tetraedro a partir da dimenséo dois (2D), em uma
Segunda Reconstrucdo Tridimensional

Fonte: Elaborado pelo autor

4.23.3 - Terceira Reconstrugdo Tridimensional do Tetraedro

Em uma terceira Reconstru¢do Tridimensional do Tetraedro (R35.), de forma
pratica instrumental, se parte de duas faces do triangulo equilatero da base, estando os dois
coincidentes no plano horizontal. Sua cdpia superior passa a ser rotacionada desde o
triangulo da base, em torno de um dos lados, até que os dois triangulos, perfagam, com uma
aresta em comum, o angulo de 70,5288°, e neste ponto faz-se a interligacdo entre os dois

vértices afastados, soltos dos dois triangulos, o da horizontal e o rotacionado, que chegou
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ao topo da altura do primeiro, formando assim a face externa de mais dois tridngulos.
Forma-se assim as quatro faces do solido tetraédrico. Preenche-se o seu interior com faces,
linhas e /ou pontos, reverberados, ou seja, com incrementos infinitésimos de volume como

mostra a Figura 85.

Figura 85 - Dimenséo trés (3D), da construgéo do tetraedro a partir da dimensédo dois (2D), em uma
terceira Reconstrucéo Tridimensional

Fonte: Elaborado pelo autor

Sabendo-se que a altura de cada vértice do tetraedro fica a distancia h = ?t’, do

centro de sua base e que a distancia d do centro da base do triangulo equilatero até sua
aresta € um terco de sua altura, ou seja d = %h’ = é(t’ cos30°) = gt’, a face do tetraedro

A h
faz um angulo com a outra face do mesmo tetraedro, de @ = arc tg - = arctg2\2 =

70,5288°, como mostra a Figura 85, em evidéncia o angulo a entre os dois planos das

faces.
4.23.4 - Quarta Reconstrugao Tridimensional do Tetraedro

Em uma quarta Reconstrucgéo tridimensional do tetraedro, (R34 =), pode-se tracar a
partir do ponto médio do triangulo equilatero de apoio na horizontal, uma, altura
perpendicular & face do tridngulo, em direcdo & terceira dimensdo, com uma altura do

centro da base ao topo do tetraedro de valor h = \/S—gf. A distancia perpendicular a aresta do

. . . , 3 c A - ,
triangulo, ou seja, a altura do triangulo k' = ‘/2——& sendo que, nesta altura a distancia até o
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centroide do triangulo de sua base é h’/3, e de seu vértice é 2h’/3. Sdo dados os angulos
a =70,5288° e f = 54,7356° da Figura 86.
Figura 86 - Dimenséo trés (3D), da construgéo do tetraedro a partir da dimensédo dois (2D), em uma

guarta Reconstrucéo Tridimensional

V="
12

6
p= Y6
3
h="
a = 70,5288°
B = 54,7356° ?

Fonte: Elaborado pelo autor

Assim, interliga-se os trés vértices do triangulo de base ao topo da altura, montando-se o
tetraedro, preenchendo seu interior com pontos (com infinitésimos de linha), ou retas (com
infinitésimos de &rea), ou planos (com infinitésimos de volume), ou minitetraedros (como

reconfiguracdo mereoldgica do tetraedro), dada na Figura 86.
4.23.5 - Resumo de Caracteristicas do Tetraedro

A representacdo do tetraedro em varios pontos de vista geométrico, desde a
terceira dimensao, representada no plano, depende do angulo de visdo deste tetraedro, e
seriam dadas pela Figura 87 e suas caracteristicas no Quadro 18.
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Figura 87 - Vistas do tetraedro em diferentes posicdes desde a 3D

/N A

Fonte: Elaborado pelo autor
Pode-se observar as varidveis dimensionais do Tetraedro, estas caracteristicas,

como nos mostram as Quadro 18.

Quadro 18 - Caracteristicas da dimensao trés do tetraedro

Dimenséo trés para o Tetraedro

Formato de representagdo: Tetraedro

Variavel Dimensional nova: Sélido Tetraédrico

Finalizadas por quatro estruturas externas da dimens&o anterior: Quatro Faces
Entre uma face e o vértice oposto existem infinitos tridngulos da dimens&o anterior
diminuindo linearmente de tamanho: Infinitas Faces internas.

Equagdo Geométrica Dimensional: V-A+F-S5S=4-6+4-1=1

Fonte: Elaborado pelo autor

Assim as caracteristicas geométricas definidas e observaveis no tetraedro
construido, serdo, 4 Vértices, Vs, = 4, 6 Arestas, A;. = 6, 4 Faces, F;, = 4, 1 Sélido,
S;o =1. E a Formula que leva a unidade ou Equacdo Geométrica das Dimensdes se

configura abaixo.

EQUACAO GEOMETRICA DAS DIMENSOES
para a tridimensionalidade do tetraedro:
V3<,_A3<1+F3<1_ S3<1 =4-6+4—-1=1

, ~ Sph .
O volume do tetraedro é dado pela expresséo, V = % , sendo Sy a area da base do

2 3
tetraedro dado por S, = %g ecomo h = %g terd volume, portanto, V = {)1‘2/5.
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Quadro 19 - Variaveis Dimensionais da Familia 2, ou Familia H-triangulo, ou CEGED 2, Matriz
dimensional de Figuras Geométricas do Tetraedro

DimD | Vértice | Aresta | Face | S6lido | Elementos | Equacdo Geométrica
V{a(r. Vv A = S interiores das Dimensoes
Dim.

0D 1 0 0 0 1,00 V-A+F-S=1
1D 2 1 0 0 © V-A+F-S=1
2D 3 3 1 0 © V-A+F-S=1
3D 4 6 4 1 o] V-A+F-S=1

Fonte: Elaborado pelo autor

Se estas infinitas Faces fossem colocadas na dimensdo anterior da qual ela veio,
dimensdo dois, propria, colocadas, lado a lado, criaria um plano infinito de area infinita,
ocupando toda a dimensdo anterior. A familia do triangulo-tetraedro, ou CEGED2, ou

familia 2 de varidveis dimensionais, estdo registrados no Quadro 19.

4.24 - HIPERTETRAEDRO OU PENTACORO OU 5-CELL (Cs) OU 4-SIMPLEX

O Hipertetraedro ou Pentacoro ou 5-cellcs) ou Pentatopo ou 4-simplex, é uma
figura geométrica reverberada do Tetraedro, numa quarta dimensdo, do qual ird se
representar quatro Reconstrucbes Dimensionais. Seguindo procedimento analogo ao das
reconstrucdes anteriores do hipercubo, em como “enxerga-lo” em 4 dimensdes nestas

Reconstrucdes.
4.24.1 - Primeira Reconstru¢gdao Quadridimensional do Hipertetraedro

Em uma primeira fase, faz-se a Reconfiguracéo Mereoldgica de toda a dimensdo
trés, se corta infinitos tetraedros regulares de tamanhos diferentes com suas arestas

variando e decrescendo de ¢ até 0.

Em uma segunda instancia, incrementamos de um infinitésimo, a espessura de

cada tetraedro, na direcdo dw, do quarto eixo, ortogonal, as trés dimensdes do espaco.

E finalmente em terceiro passo, colocamos os infinitos tetraedros em tamanho
decrescentes, lado a lado, de forma regular externamente, e suas infinitas pecas
volumétricas, internamente, lado a lado, na direcdo do quarto eixo até zerar seu tamanho,
produzindo uma reconstrucdo dimensional. Os outros quatro sélidos tetraedros regulares

externos, surgirdo desta colocagéo de pecas.
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Portanto, em uma Primeira Reconstru¢cdo Quadridimensional, na Figura 101,
agora visualizando de forma instrumental, tracamos de cada um dos quatro vértices do
tetraedro tridimensional, arestas em direcdo a quarta dimensdo, de comprimento ¢ e unimos
suas pontas ao final. Neste caso, a quarta dimenséo, é representada para o interior da Figura
analogamente ao hipercubo e que ao final ela se une em um vértice, como o caso analogo

da formagdo do tridngulo e do tetraedro. Este seria uma Primeira Reconstrucdo
Quadridimensional do Hipertetraedro (R41 V). O que representamos na Figura 101, R41 v,

é¢ uma projecdo do hipertetraedro, da quadridimensdo, até a terceira dimensdo, mas
representado na segunda dimensao. A representacao esta na segunda dimensao, o plano do

papel, mas pensada na quarta dimensé&o.

O Hipertetraedro ou Pentacoro, da Figura 88, tem cinco Soélidos tetraédricos

externos. De cada um dos 4 vértices, ponto de encontro das arestas do tetraedro da terceira

dimensdo, sai uma nova aresta em direcdo ao quarto eixo da quarta dimensao (R41®), até

finaliza-las em um novo Vvértice, na quarta dimenséo, ponto de encontro das quatro arestas,
montando além do tetraedro da terceira dimensao, quatro novos tetraedros em direcdo a

profundidade da quarta dimensao.

Nesta representacdo da Figura 88, podemos “enxergar” ou visualizar todas as
caracteristicas geométricas e conta-las no hipertetraedro. As caracteristicas geométricas sao
as seguintes: formagdo do Hipertetraedro H,. = 1, 5 Tetraedros ou sélidos externos,
S, = 5, 10 Faces externas, F,= = 10, 10 Arestas (Edges) externas, A, = 10, 5 Vértices

externos, V,s = 5.

Os cinco Solidos (S,= = 5) Tetraédricos externos neste hipertetraedro, entdo: nos
quatro tetraedros laterais externos, onde um deles estd em amarelo, mais o da frente, mais o
de tras, mais o de baixo, e mais o “grande” da terceira dimensdo, que ¢ do mesmo tamanho

dos outros quatro formados externamente. Teremos assim que considerar que todos 0sS

outros quatro tetraedros externos formados, na dimensdo quatro (R4:1®), tém tamanhos

iguais ao grande, o da dimensdo trés, nesta perspectiva, montando um hipertetraedro
regular. Temos que observar também, que o tetraedro vermelho do desenho nédo se conta
pois ele é interno ao hipersolido e indo na diregdo do vértice término das arestas naquele

veértice.
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Figura 88 - Hipertetraedro ou Pentacoro. Primeira Reconstrugdo Quadridimensional

R4

Fonte: Elaborado pelo autor

Os cinco Vertices (V,= = 5) sdo os pontos em vermelho.

As dez Arestas (Edges) (A4, = 10 ) podem ser contadas na Figura 89, como
sendo as seis arestas cor de rosa do tetraedro amarelo, mais as trés arestas azuis do tetraedro
externo maior e mais a aresta verde isolada que vai ao centro comum em direcdo a

dimensdo quatro.

As dez Faces (F,= = 10), apresentam 4 faces no tetraedro amarelo, mais trés do
tetraedro da face da frente, mais duas da face maior do outro lado, mais uma da face

inferior maior.

Os tetraedros internos véo diminuindo de tamanho, os maiores de fora, com as
arestas indo em direcdo a quarta dimens&o, os hjpertetraedros internos vao diminuindo de
tamanho, pelas laterais, indo em dire¢do a dimensdo quatro, diminuindo de tamanho até
zerar em um ponto no fundo da dimensdo quatro, os outros se compdem para formar as
laterais externas do hipertetraedro. Internamente se sucedem infinitos tetraedros internos

indo da terceira dimensdo em direcdo a quarta dimensdo, todos de tamanhos cada vez
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menores até o ponto final, o tetraedro vermelho, que aparece na figura é um deles, um dos
infinitos internos, que se dirigem ao fundo da dimens&o quatro, ponto de encontro das

arestas verdes.

4.24.2 - Segunda Reconstrucao Quadridimensional do Hipertetraedro

Em uma segunda Reconstrucdo Quadridimensional, Figuras 89 e 90, podemos
colocar os quatro eixos verdes em direcdo a quarta dimensdo, indicados para fora da Figura,
e ndo para dentro do tetraedro, como foi a reconfiguracdo na Figura 88, anterior, a partir do
tetraedro da dimensé&o trés. Assim, reafirmando, esses quatro eixos sdo representados como

indo em direcdo a quarta dimensdo. Apresenta-se esta segunda Reconstrucdo em dois

pontos de vista,

Figura 89 - Hipertetraedro ou Pentacoro. Segunda Reconstrucdo Quadridimensional. Em um primeiro
ponto de vista

R42n1

Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 90 - Hipertetraedro ou Pentacoro. Segunda Reconstrucdo Quadridimensional. Em uma segunda
forma de reconstrucdo em um segundo ponto de vista

R4 212

Fonte: Elaborado pelo autor
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4.24.3 - Terceira Reconstrugao Quadridimensional do Hipertetraedro
A Figura 91 representa a ideia do seria a terceira reconstrucdo quadrimensional do

Hipertetraedro.

Figura 91 - Hipertetraedro ou Pentacoro. Terceira Reconstrucdo Quadridimensional

5 Vértices
10 Arestas
10 Faces

5 Soélidos Tetraédricos
1 Hipertetraedro

Fonte: Elaborado pelo autor
Considerando agora como terceira Reconstrugdo Quadridimensional (Figura 91)

onde se coloca os eixos para a quarta dimensdo em direcdo ao interior da Figura, mas agora
em segunda instancia de visdo, podemos representar nesta Reconstrucdo, os infinitos
tetraedros em direcdo a quarta dimensao, paralelos entre si e finalizando em um tetraedro

final.
4.24.4 - Quarta Reconstrugao Quadridimensional do Hipertetraedro

Na quarta Reconstrugdo Quadridimensional, a da Figura 92, vamos reconfigurar
esta representacdo com os eixos dos vértices do tetraedro na terceira dimensdo, indo para a
quarta dimensdo em direcdo ao exterior da figura tridimensional e representados agora em
nova visao complementar os infinitos tetraedros, repetindo-se e paralelamente em diregéo a

quarta dimensao. Sao paralelos entre si e finalizando em um ponto, vertice Gltimo no fundo
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da quarta dimensdo. Todos esses eixos vdo em direcdo a quarta dimensdo, com infinitos

tetraedros “paralelos” entre si.

Portanto, repete-se para a quarta dimensdo, os infinitos tetraedros, sendo
continuamente repetidos na dire¢do do quarto eixo, agora para fora da figura, diminuindo
suas dimensdes até perfazer um comprimento de linha £, e estes infinitos tetraedros,
diminuindo de tamanho, chegam até a um ponto do outro lado, representados visualmente
para o “exterior” do tetraedro, em uma nova forma de representagdo. Esta seria outra forma
de obtencdo do hipertetraedro que denominaremos de quarta Reconstrucéo

Quadridimensional do Hipertetraedro (R44a).

Figura 92 - Hipertetraedro ou Pentacoro. Quarta Reconstrucdo Quadridimensional. Dois pontos de
vista

SN % =

-

R4

Fonte: Elaborado pelo autor

Todas essas ligacOes dos vértices do tetraedro tridimensional estariam indo na
direcdo para a quarta dimensdo. Apesar de o hipertetraedro se mostrar com apenas cinco

tetraedros exteriores, nesta projecdo, ele mostra os infinitos tetraedros interiores, como

podemos ver pela terceira e quarta Reconstrugdo Quadridimensional (®4; . «%). Os cinco
tetraedros da quarta dimensdo, nas configuragcbes um e dois, sdo os tetraedros externos a

sua estrutura e séo todos iguais.

Por analogia, concluiriamos que na ida ao novo eixo quadridimensional, ha
infinitos tetraedros internos, com seus tamanhos cada vez mais decrescentes, da mesma

forma que de duas para trés dimensdes, no tetraedro surgem infinitos tridngulos, indo em
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direcdo a terceira dimensédo, decrescentes em tamanho até resultarem no ponto do outro
lado. E da mesma forma, indo da dimensdo um para a dois, na construcdo do triangulo, os
infinitos segmentos de reta internos, iam diminuindo de tamanho até zerarem em um ponto.
Como nos alerta o principio das analogias dimensionais, principio de grande poder de

aprendizado e seguranca de raciocinio matematico.

Cada uma dessas quatro Reconstruces Dimensionais, por meio de
Reconfiguracdes Mereoldgicas do hipertetraedro acima, pode ser questionada pode ser
proposta pelo professor aos seus estudantes sobre forma de atividades, visando a obtencao

novos modelos de representacdo em Reconstrucdes Dimensionais.
4.24.5 - Resumo da Dimensao Quatro para o Hipertetraedro

Assim as caracteristicas geométricas definidas e observaveis do Hipertetraedro
construido, serdo, 1 Hipersolido, Hye = 1, 5 Sélidos Tetraédricos, S4= = 5, 10
Faces, F4= = 10, 10 Arestas, A4= = 10, 2 Vértices, V4= = 5. E a Formula

que leva a unidade ou Equacdo Geométrica das Dimensdes se configura abaixo.

EQUACAO GEOMETRICA DAS DIMENSOES
para a quadridimensionalidade do Hipercubo:
V4‘2_A4E+F4E_ S4E+H4—E =5_10+10_5+1= 1

A Expressdo, a Equacdo Geométrica das Dimensdes, aparece ao modo de uma
equacdo “divina”, por resultar sempre em sua tendéncia a unidade, ou seja, todas as
variaveis geométricas das dimensbes (VAFSH) de qualquer figura leva sempre a unidade,
gque mantém o mesmo resultado desde a dimensdo zero, por simetria ou analogia, 0 uno, a

unidade, da qual se demonstra posteriormente valer para qualquer dimensao inteira.

Esta expressdao a EGD, mantém o mesmo resultado, desde a dimensédo zero, para
todos os grupos de figuras, por simetria da natureza dimensional, levando ao uno, ou

unidade. Outras projecdes do pentacoro estdo na Figura 93.
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Figura 93 - Hipertetraedro ou Pentacoro em projecdo na terceira dimensao

PR

Fonte: Elaborado pelo autor

Resumo de caracteristicas do Hipertetraedro.

Quadro 20 - Caracteristicas do hipertetraedro da dimenséo quatro

Dimenséo quatro

Formato de representagdo: Hipertetraedro
Nova variavel dimensional: hipertetraedro ou pentacoro
Externado por cinco estruturas externas da dimenséo anterior: Cinco Tetraedros

Entre uma face e o vértice oposto existem infinitos tetraedros da dimenséo anterior,
diminuindo linearmente de tamanho: com cinco tetraedros externos.

Equacdo Geométrica Dimensional: V-A+F-S+H=5-10+10-5+1=1

Fonte: Elaborado pelo autor

Como elementos de analogia como ja fizemos na dimensao zero para a um, e da
dimensdo um para dois, da dimensdo dois para a trés, agora raciocinemos em termo da
dimensdo trés para quatro. Tal analogia estaria no fato de que o elemento da dimenséo
anterior, o sélido tetraédrico, se repete infinitamente em direcdo a nova dimensao quatro,
para formacdo do hipertetraedro, formando o novo conceito, o de hipersélido, no caso o

hipertetraedro.

Se estes infinitos volumes tetraédricos, fossem colocados de volta na dimenséao trés,

anterior, propria, e colocados lado a lado, criaria uma estrutura infinita de volume infinito.

No entanto, se colocados estes infinitos sélidos tetraedros, da dimensdo trés, na
nova dimensdo (quatro), de forma ordenada, sairiamos do infinito e ganhariamos uma
dimensao finita de comprimentos €, na obtencdo de um hipersolido finito, sem a exploséo

de infinito da dimensdo anterior.

A estrutura de cada uma das pegas, de cada nova dimensédo, cabe um universo

dimensional completo da dimensao anterior.
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Considerando os elementos geométricos até a 72 dimensdo podemos estabelecer
algumas Formulas Recorrentes, para 0 CEGED2, ou seja, Familia Dimensional 2, como
mostra 0 Quadro 21.

Quadro 21 - Matriz das Variaveis Dimensionais Geométricas da Familia Dimensional 2 da dimenséao 0

a7
D V=H.A=H:| F S H ZH EG
xH| OH | 1H | 2H | 3H | 4H |5H |6H | 7H | 8H Hi | Dp
OD| 1 0 0 0 0 0/0|]0|0]11,c1
1ID| 2 1 0 0 0 0/0|]0|0]3 || 1
2D| 3 3 1 0 0 0/0|0|0 |7 |01
3D| 4 6 4 1 0 0| 0|0|0 15| | 1
aD| 5 10 | 10 5 1 0[0|0]|0|32]| |1
5D| 6 13 | 20 | 15 6 110]0[0|63|c0|1
6D | 7 21 | 35 (|35 |21 |7 |1|0|0 (127 0| 1
7D| 8 |28 |5 | 70 | 56 |28 8 | 1 | O [255]| o0 | 1

Fonte: Elaborado pelo autor

Usando o principio de analogia, vamos reconstituir rapidamente as regras
dimensionais para a nova figura e de qualquer nova figura dimensional. Nesta perspectiva,
sd0 necessarios infinitos elementos, Solidos (tetraedros), ou Faces (triangulos), ou
Segmentos de reta, ou Pontos, das dimensBes anteriores, com incrementos infinitésimos,

para a construcao desse Hipersolido quadridimensional do Hipertetraedro.

Colocados esses infinitos elementos da formacdo do Hipersélido
quadridimensional do Hipertetraedro, de volta na dimensao anterior, ela ficaria totalmente
preenchida por eles. Ou seja, na estrutura de cada uma das pecas da nova dimenséo, cabe

um universo dimensional completo da dimensdo anterior (Universo Tridimensional).

Relacionada o nlimero dessas variaveis dimensionais externas e finitas da nova
figura dimensional formada, Vértice, Aresta e Face e Solido e Hipersolido, elas obedecem a

Equacdo Geométrica das Dimensdes, levando-a a unidade:

V-A+F-S+H=5-104+10-5+1=1
Determinando as Equacdes de Recorréncia para as variaveis dimensionais entre
D x H, para a Matriz da Familia Dimensional 2, onde escrevemos até a 112 dimenséo, ou
D-ésima dimensdo, no Quadro 21, na determinacédo de qualquer variavel dimensional Gp, 4

em cada D-ésima dimensdo D inteira, para cada variavel dimensional H.
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4.25 - FORMULAS RECURSIVAS PARA A FAMILIA DIMENSIONAL 2

As varidveis dimensionais exteriores e notaveis (H) de uma figura dimensional na
Familia Dimensional 2 tem variados valores destas variaveis: pontos ou Vértices (H=0),
Arestas (H=1), Triangulos equilateros (H=2), Tetraedros (H=3), Hipertetraedros (H=4),
Hiper5-tetraedro (H=5), Hiper6-tetraedro, Hiper7-tetraedro,..., limitado conforme a
dimensdo, e que calculamos até a décima primeira dimensdo, estdo mostrados em seus

valores para cada dimenséo, no Quadro 22.

Quadro 22 - Matriz das Variaveis Dimensionais da Familia 2, triangulo-tetraedro

E:\? E:i '::E E'=§’ ldzj H=5 | H=6 | H=7 | H=8 | H=0 |[H=10|H=11/%"4 |[EQDp

Gp,H | vrtice | Aresta | Face | Solido [P Hs | Ho | Hr | Hs | Ho | Ho | Hu fflm

D=0 1 |0 |JO0O|O|O0O]O0O]|]O|O]|]O|O|O]O]1]1
D=1j 2|1 ]0]J]0]|0]J0O0]J]0O0O]O]J]O]J]O]O]O]3]|1
D=2/ 3|3 |1 /0|00 ]J]0O0]O]J]O]J]O]O]JO]7]1
D=3/ 4|6 | 4| 1]|0]0]0]O0O|]0]J]O]O]O]15]1
D=4/ 5 |10/10| 5|1 (0]J0]0O0|]0O0]J]O]O]O]|31]1
D=5/ 6 |15]/20/15| 6 [ 1 ] 0]O0|0]O]O]|]O0O]|63]|1
D=6| 7 |21 3535|217 |1 ]0|]0]0]0]|0127]1
D=7/ 8 |28 |56 |70|56 (28| 8 |1 |0)]0] 0] 02551
D=8| 9 | 36|84 126|126(84 36| 9 [ 1 |0 | 0| 0 |511]1
D=9| 10 | 45 [120/210|252(210|120| 45 [10 | 1 | 0 | O |1023 1
D=10] 11 | 55 |165|330]462|462(330|165|55 (11 | 1 | 0 |2047] 1
D=11| 12 | 66 |220|495|792|924|792|495|220( 66 | 12 | 1 4095 1

Fonte: Elaborado pelo autor

4.25.1 - Primeira Féormula Recursiva dos elementos da Matriz das
dimensdes da Familia 2, triangulo-tetraedro, de dimensao D e variavel

dimensional H

A Primeira Férmula Recursiva dos elementos da Matriz das dimensdes da Familia

2 é dada abaixo. Sabemos que pelas caracteristicas dadas:

GD,H>D =0
o _ (D +1)! _ (D + 1)
PHD = 4+ 1)I(D-H)! \H+1

Onde,

D = Dimensao D ligada as Varidveis Geométricas Dimensionais 0 < H < D

H = Variavel Geométrica Dimensional = 0(V), 1(4), 2(F),3(S),4(H),5,6, ..., D.
H =0 (V ou Hy ou Vértices),H = 1 (A ou H, ou Arestas (Edges)),

H =2 (F ou H, ou Faces),H = 3 (S ou H; ou Sélidos),
H = 4 (H ou H, ou Hipersolidos),H = 5 (Hg ou Hiper — 5 — s6lidos) ...

249



Gpy = Elemento da Matriz Dimensional que relaciona na dimensao D,

o numero de elementos da variavel H,da figura geométrica (0 < H < D)
Cpy = Combinacgao de D elementos, H a H, ou nimero binomial (Z)

(D+1

H+ 1) = numero binomial de dimenséo D e variavel geométrica dimensional H.

4.25.2 - Equacao Geomeétrica das Dimensdes (EGD) ou Segunda Férmula
Recursiva dos Elementos de Linha da Matriz Dimensinal da Familia 2, do

triangulo-tetraedro

A Terceira Formula Recursiva dos Elementos de Linha das Dimens6es da Familia
triangulo-tetraedro, que é mais conhecida como Equacdo Geométrica das Dimensdes
(EGD), ou Equacdo Divina ou Canénica das Dimensdes, por resultar sempre igual a
unidade, pois vale para todas as figuras poliédricas convexas de todos os CEGEDS, em
uma dada dimensdo, e é dada pela soma dos elementos de linha, pares e subtracdo dos
elementos de linha impares. Resultando sempre igual a unidade.

Nesta forma de registro de representacao algebrico.

EGDpy = Gpo—Gp1+Gpy—Gpz -t Gpp o inrr = 1

D
EGD) = Z (-DAGpy =1
H=0

B -DED+1)!
EGDD_Hzo(H+1)!(D—H)!_ 1

D
D+1
EGDp = Z(—1)H (H i 1) =1
H=0

Acaba por resultar valores ligados aos numeros binomiais, em termos alternados

de somas e subtragdes.

4.25.3 - Soma dos Elementos de linha da matriz ou Terceira Féormula

Recursiva da Matriz Dimensional da Familia Dimensional 2

A Terceira Férmula Recursiva da Matriz Dimensional é a da Soma dos Elementos
de Linha para a Familia Dimensional 2 ou Equacdo da poténcia da dualidade. “A soma dos

elementos de uma linha de dimensdo D é sempre igual a (2°*1 —1).”
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Nesta forma de representacéo, a soma de todos os elementos de linha, para a
familia triangulo-tetraedro é sempre igual a 2°*1-1.
SD = GD,O + GD,I + GD,Z + GD,S e GD,D == 2D+1 - 1

D
Sp = Z Gpy=2P"1-1
H=0

D

EGDp = z (Zii) —2D+1 _1q
H=0

4.25.4 - Mais Cinco Formulas Secundarias Recursivas dos elementos da

Matriz dimensional da Familia 2, do triangulo-tetraedro

Comecamos a determinacdo das férmulas genéricas dos elementos da matriz
dimensional por essas férmulas secundarias de seus elementos. Sé depois conseguimos

generalizar as expressdes acima.

1 - FORMULA SECUNDARIA 1

FS1. Um elemento qualquer da matriz dimensional da familia triangulo-tetraedro é sempre
igual a dimensdo D desse elemento, vezes o elemento da sua diagonal esquerda acima,
menos o elemento acima, e tudo dividido pelo H desse elemento novo construido.
A Segunda Férmula Secundaria dos elementos da Matriz das dimensdes da Familia 2, do
tridangulo-tetraedro é dada abaixo.
De forma geral temos o Quadro 23.
Gpo=D+1

Quadro 23 - Formula Secundaria Recursiva 1 da Matriz Dimensional da Familia triangulo-tetraedro

Gpy|H=0|H=1[H=2|H=3
D=0| 1 [0 |0 | O GD,H = [D-GD—I,H—I - GD—1,H)]/H

D=1| 2 [ 1|0 | 0

S R AR H+1[(D+1)'(H)_(H+1)] = (H+1)
D=5| 6 | 15|20 | 15

Fonte: Elaborado pelo autor
De acordo com o exemplo dado acima, temos a relagéo abaixo.
G4_'2 = (4’ 63’1 — 63’2)/2 =10 = (4x6 - 4)/2
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2 - FORMULA SECUNDARIA 2

FS2. A soma dos elementos de uma coluna, até um elemento qualquer ¢ igual ao elemento
diagonal abaixo do ultimo. Exemplo: 1+3+6+10=20. Na representacdo tabelar e algébrica,

vale a relacdo abaixo para qualquer D e qualquer que seja g. Veja o0 Quadro 24.

Quadro 24 - Férmula Secundaria Recursiva 2 da Matriz Dimensional da Familia triangulo-tetraedro

GD,H H=0 | H=1 | H=2 | H=3

D=0| 1 | 0| 0|0

D=1] 2 |1 |0 |0 ||Gnn+G 4t G -G

D=2| 3 |3 |1 0| 20T YD+LD D+q,D D+q+1,D+1
D=3| 4 | 6 | 4 | 1

D=4] 5 | 10|10 5

D=5/ 6 | 15|20 | 15

Fonte: Elaborado pelo autor

3-FORMULA SECUNDARIA 3

FS3. A soma dos elementos de uma diagonal, até um elemento qualquer é igual ao
elemento imediatamente abaixo do ultimo, somado de uma unidade. Exemplo: 3 + 6 +
10 =19 = 19 + 1 = 20. Na representacdo tabelar e algébrica, vale a relacdo abaixo,

qualquer que seja g. E s6 ver o Quadro 25.

Quadro 25 - Férmula Secundéria Recursiva 3 da Matriz Dimensional da Familia tridngulo-tetraedro

Gppy|H=0|H=1|H=2| H=3
D=0[ 1 | 0| 0] 0
D=1] 2 |1 10 | 0| Gpo+ Gpt11+ "+ Gpigq = Gpigi19t+1
D=2[3 [ 3 [ 1] 0
D=3[ 4 | 6 | 4|1
D=4| 5 |10 [10] 5
D=5/ 6 | 15|20 | 15

Fonte: Elaborado pelo autor
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4 - FORMULA SECUNDARIA 4

FS4. A soma de dois elementos consecutivos de uma mesma linha € igual ao elemento
abaixo do segundo somado. Exemplo na representacéo tabelar: 6 + 4 = 10. Generalizando

na representacdo tabelar e algébrica na relagédo abaixo, veja 0 Quadro 26.

Quadro 26 - Formula Secundaria Recursiva 4 da Matriz Dimensional da Familia tridngulo-tetraedro

Gpm] H=0 | H=1 | H=2 | H=3
D=0| 1 | 0 | 0 | 0

D=1 2 |1 |0 | 0

D=2 3 | 3|10 Gpy+Gpy+1 = Gpi1u+1
D=3 4 | 6 | 4 | 1

D=4| 5 |10 |40 | 5

D=5| 6 | 15 | 20 | 15

Fonte: Elaborado pelo autor

5- FORMULA SECUNDARIA 5

FS5. Existem elementos sempre simétricos nesta matriz, desde que D # H,e D > 1, onde
qualquer elemento de linha, se repete na mesma linha desde Gp iy = Gp p—(u+1)- Exemplo:
Gso = G3p; Guq = Gup; e Gsq = Gs3. Narepresentacdo tabelar e algébrica temos os

elementos abaixo, em exemplo, como mostra o Quadro 27.

Quadro 27 - Férmula Secundéria Recursiva 5 da Matriz Dimensional da Familia tridngulo-tetraedro

GD,H H=0 | H=1 | H=2 | H=3
D=0 1 | 0] 0] 0
D=1l 2 | 1] 0] 0
=2 3 |3 1|0 Gpu=Gpp_(u+1
D=3 4 | 6 | 4| 1
D=4] 5 |10 |10 5
D=5] 6 | 15] 20| 15

Fonte: Elaborado pelo autor
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4.26 - DEMONSTRACAO DE QUE A EQUACAO GEOMETRICA DAS
DIMENSOES DA FAMILIA DIMENSIONAL TRIANGULO-
TETRAEDRO, E VALIDA PARA QUALQUER DIMENSAO D
INTEIRA

A Familia Dimensional 2, série do tridngulo-tetraedro, esta relacionada abaixo e
tem como variaveis geométricas de seus elementos para qualquer dimensdo D os nimeros
binomiais mais um, relacionados dentro do triangulo. Com isso iremos demonstrar, que as
equacOes encontradas valem para qualquer dimensdo, em seus valores inteiros,
D=0,1,2,3,4,5,6, ..., ad infinitum.

Consideremos 0 Quadro 28, das variaveis dimensionais da Familia dimensional 2

ou Familia Triangulo-Tetraedro.

Quadro 28 - Elementos dos termos das variaveis geométricas da Familia Dimensional 2 para dimensoes
crescentes sua relacdo com os nimeros binomiais

E

0

1 1

2 1

3 4 1

4 5 1

5 15 6 1

6 1 21 7 1

7 1 8 28 56 70 56 28 8 1

36 84 126 126 84 36 9 1
45 120 210 232 210 120 45 10 1

165 330 462 462 330 165 55 11 1
220 495 792 924 792 495 220 66 12 1

=
EREE

DH| 0 1‘2‘3‘4‘5‘6‘?‘8‘9‘10‘11‘
0 1

1 2 1

2 3 3 1

3 4 6 4 1

4 5 [ 10 | 10| 5 1

5 6 | 15[ 20 [ 15| 6 1

6 7 | 213 3|21 7 1

7 s |28 | 56| 70 | 56 | 28 | s 1

8 9 | 36 | 84 [126 | 126 | 84 | 36 | © 1

9 [ 10 | 45 | 120 | 210 [ 252 [ 210 [ 120 | 45 | 10 | 1

10 | 11 | 55 | 165 | 330 | 462 | 462 [ 330 | 165 | 55 | 11 | 1

11 | 12 | 66 | 220 | 495 | 792 | 924 | 792 | 495 [ 220 | 66 | 12 | 1

Fonte: Elaborado pelo autor
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4.26.1 - Demonstracao de que a Equacao Geométrica das Dimensodes da
Familia Dimensional 2, tridngulo-tetraedro, é valida para qualquer

dimensao D inteira

Comecemos pela demonstracdo de que a Equacdo Geométrica das Dimensdes, €
valida para qualquer dimensdo inteira, resultando sempre igual & unidade para a Familia
Dimensional 2

Dada a Equacdo Geométrica das dimensdes EQDp, genérica para qualquer

dimensdo da Familia Dimensional 2.

B DD +1)!
EGDyp _H=0(H+1)!(D—H)! =1

Podemos escrevé-la em funcao dos nimeros binomiais da seguinte forma.

D
D+1
EGDp = Z(—1)" (H i 1) =1
H=0

E utilizando a Série binomial de Newton, genérica, temos que,

n

> () a"?.(=by = @-b)"

p=0
Fazendon=D+1,p=H+1,a=1, b =1, vemos a expressdo demonstrativa
abaixo.

D+1

D+1\.p_-H ; 4\H+1 _ (q _ 4 \D+1 _
S (e oo
H+1=0

Separando o primeiro termo e os demais.

D+1 D
D+1\ p_H , 4 \Ht1_ 0D+1 D+1 PN
Z (H+1)1 DT = 1) H+1 (FDT=0
H+1=0 H=0
N _
- ~
=1 = 1, qualquer que seja D

Portanto, vemos que o0 segundo termo, genérico da série tem que ser
necessariamente igual a unidade, para a equacdo toda ser nula, e como queriamos
demonstrar, vale para esta expressdo, a Equacdo Geomeétrica das Dimensdes para a Familia

Dimensional 2, sempre igual a unidade qualquer que seja D:

D

S (01 o

H=0
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Assim, para qualquer valor de D = 0,1,2,3,4,5,6,7,..., natural, vale a expressao

acima, resultando sempre na unidade, qualquer que seja a dimenséo D, ad infinitum.
D

EGDp = Z (Z j: i) (~Df =1 c.g.d.

H=0

4.26.2 - Demonstracao de que a Equacao Soma Dimensional da Familia
Dimensional 2, tridngulo-tetraedro, é valida para qualquer dimensao D

inteira

A Familia Dimensional 2, série do triangulo-tetraedro, esta relacionada abaixo e
tem como variaveis geomeétricas de seus elementos para qualquer dimensdo D. Com isso
iremos demonstrar, que a Equacdo Soma Dimensional (ESD) sempre terd o valor poténcia
D+1 para a dualidade, menos uma unidade, encontradas valem para qualquer dimensao, em

seus valores inteiros, D=0,1,2,3,4,5,6, ..., ad infinitum.

(D+1)!
ESDp = =2D+1_1
b — (H+ D! (D — H)!
D
_ D+1\_ ,p+1_
ESDD—Z(H_I_l)—Z 1
H=0
Podemos escrevé-la em funcdo dos nimeros binomiais da seguinte forma.
D
B D+1\_ (D+1 D+1 D+1 D+1\_ psy1_
ESDD_HZ;)(H+1)_( 1 )+( 2 )+( D )-l_(D+1)_2 1

E utilizando a Série binomial de Newton, genérica, temos que,

n

z () @™P.(=b)? = (@ - b)"

p=0

Fazendon=D+1,p=H+1,a=1, b =1, vemos a expressdo demonstrativa

abaixo.
D+1
D+1\.p-n {H+1 _ D+1 _ oD+1
Z (hr)1ma (1+1)P*1 =2
H+1=0

Separando o primeiro termo e 0s demais.

D+1 D

Z (D+1 D+1 D+1 _op41
H+1 H+1

H+1=0 H=0
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H_/
=1 ESD, qualquer que seja D
Portanto, vemos que 0 segundo termo, genérico da série tem que ser
necessariamente igual a ESD, e como queriamos demonstrar (c.q.d.), vale para esta
expressao, a Equacdo Soma Dimensional para a Familia Dimensional 2 qualquer valor de

D =0,1,2,3,45,6,7, ...,ad infinitum.
D

D+1 c.q.d.
EsD,= ) (ptl)=2711-1 a
H=0

Passamos agora ao desenvolvimento da Familia 3, Familia circulo-esfera, até a

quadridimensdo geometricamente e ad infinitum a D-ésima dimenséo, algebricamente.
4.27 - FAMILIA 3 OU FAMILIA CIRCULO-ESFERA

4.21.1 - D=2 - Circulo - Construcao Da Estrutura Simétrica Bidimensional

Do Circulo

Na estrutura finita de lado ¢, da dimensdo um, do segmento de reta, podemos

passa-la para a nova dimensdo, a dimensao dois, na constru¢do de um circulo.
4.217.2 - Primeira Reconstrucao Bidimensional do Circulo

Em uma primeira instancia, vamos desenvolver a primeira Reconstrucao
bidimensional finita do circulo, (R210). A partir do segmento de reta de comprimento [, na
horizontal, podemos rotaciona-lo de 360° a0 modo do Teorema de Pappus, para obter a face

do circulo. Seria pelo teorema de Pappus, a obtencdo da area da face criada,

A=1L1.0.r =4 Zn.g = m? como mostra a Figura 94.
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Figura 94 - Dimensao dois (2D), da construcdo do circulo em uma primeira Reconstrugéo
Bidimensional

\

\

RZ\

lo

Fonte: Elaborado pelo autor

4.21.3 - Segunda Reconstrucao Bidimensional do Circulo

Passemos a uma segunda construcdo do circulo (R22). Comecando com um
segmento de linha curva no formato de uma semicircunferéncia de raio r = £, com dois
veértices nas extremidades desse segmento. Uma outra linha curva desse tipo uma linha de
semicircunferéncia curva com dois vértices que se acopla nos dois vértices do outro,
formando uma circunferéncia completa. A estes segmentos seguem-se outros de raios cada
vez menores e menores nos dois lados de simetria do circulo, e “paralelos” a estes, mas de
raios menores, em infinitas linhas curvas, até perfazer todo o preenchimento interno da
circunferéncia maior, chegando a um ponto de raio zero e formando a face de um circulo de

area correspondente a S = #£%, como mostra a Figura 95.

Em uma segunda variante dessa reconstrucdo ou segunda variante da Reconstrucédo
Bidimensional, ou um segundo ponto de vista seria a construcdo dessa face circular de
forma inversa, a partir do ponto, somando-se circulos crescentes de incrementos

infinitesimais dr, e em raios cada vez mais crescentes até perfazer o raio %.

A partir do ponto cria-se uma linha de circunferéncia um pouco maior com o ponto
no centro, e assim por diante em infinitas circunferéncias de uma sobre a outra até que
perfaca uma distancia linear de raio igual a ¢ do ponto central, formando assim a face

circular.
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Figura 95 - Dimens&o dois (2D), da construcgao do circulo em uma segunda Reconstrucao Bidimensional

o)

R226

Fonte: Elaborado pelo autor

4.21.4 - Terceira Reconstrugdo Bidimensional do Circulo

Em uma terceira Reconstrucao bidimensional (R230) do circulo, podemos construi-
la a partir de uma area infinitesimal, construida a partir da area elementar em coordenadas
polares, aumento de um segmento infinitesimal na dire¢do radial do circulo, dr, e seu
produto, por outro segmento infinitesimal do arco de circunferéncia dL, na diregdo
perpendicular a direcdo radial, ou seja, na direcdo tangente a circunferéncia, sentido do

angulo de rotagdo, com valor de dL = rde.

Pela diferenciagdo teremos infinitas barras unidimensionais de comprimento r,
tiradas da dimensdo um, e incrementadas com o infinitésimo rd¢, em cada um dos pontos

da barra ao modo giratdrio da barra com uma extremidade fixa.

Esta area infinitesimal, dA = dr.dL = rdrd¢, um ponto se expandindo dessa
semente (&rea pontual de dimensdo zero) ou integracdo, para r variando de 0 a ¢, e ¢
variando de 0 a 2w, definindo toda a face do circulo. Esta integral pode ser separada em
duas integrais independentes, uma para as variaveis radiais rdr e outra para a variavel
angular de, pelo fato de as variaveis serem ortogonais e linearmente independentes.

Resulta desta integracdo, sem perdas, a area total 7#2, como na Figura 96.

£ 21 P2
Azfrdrf dp = —.2m = nf?
(o] 0 2
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Figura 96 - Dimensao dois (2D), da construcao do circulo pela soma de todos as areas infinitesimais, a
partir de um ponto dA=rdrde em uma terceira Reconstrucéo Bidimensional

dA = rdrd@

R2 30

Fonte: Elaborado pelo autor

4.21.5 - Quarta Reconstrucao Bidimensional do Circulo

Em uma quarta Reconstrucdo Bidimensional do circulo, (R,4,), pode ser
reconstruido, a partir de um compasso de distancia ¢ entre o eixo de rotacdo e a
extremidade, da qual faz-se a rotacdo de 360° ou 2n do seu eixo, para formar
circunferéncia. Obtida a circunferéncia, preenchemos o seu interior com pontos ou retas ou
curvas, resultando na face do circulo, limitada pela sua linha equidistante do centro, a
circunferéncia maxima, cujo raio é o proprio segmento r = £, como mostra a Figura 97.

Esta reconstrucdo, como diz Duval (2005), é uma Reconstru¢do instrumental.

Considerando a questdo diferenciada de um poliedro, ja para o caso do circulo, um
poliedro de infinitas faces, temos que uma das formas de se pensar o circulo, poderia ser de
gue ndo existe no circulo nenhum vértice, nenhuma aresta e apenas uma face. Assim, o

circulo seria uma reverberacdo surgida do ponto infinitésimo, indo para as duas dimensdes.
Como ficaria o circulo na Equacdo Geométrica das Dimensdes?

Portanto, pensando de forma a assumir limites a geometria circular, para satisfazer
a equacdo geométrica das dimensdes satisfatoriamente, temos de assumir 0 conceito de

arestas curvas, como definiremos para a face circular.
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Figura 97 - Dimensé&o dois (2D), da construcao do circulo em uma terceira Reconstrucéo Bidimensional
por forma Instrumental

Fonte: Elaborado pelo autor

Poderiamos considerar a divisdo da estrutura externa do circulo, composta por dois
segmentos de arco curvo de semicircunferéncia, ou arestas curvas semicirculares, A=2,
separadas por dois vértices, V = 2, compondo a integralidade externa da face circular, F =
1. Assim sendo, podemos compor, Vo = 2,4, = 2; F, = 1, onde teriamos, para a
expressdo da Equacdo Geométrica das Dimens@es (EGD), que resulta no uno, na unidade, a

seguinte expressao e em sua visualizacdo na Figura 97.

E a Equacdo Geométrica das Dimensbes (EGD), para a segunda dimensdo na
formacéo do circulo também se iguala a unidade, o que a torna, valida para todas as figuras

geométricas fechadas desta dimensdo como veremos, seja quantos lados tiver.

EQUACAO GEOMETRICA DAS DIMENSOES
para a bidimensionalidade do circulo:

Sendo assim, o circulo teria dois lados curvos, sendo que 0s pontos que separam 0S
lados resultam em dois vértices. Estes vértices ndo sdo pontos bem definidos, mas definido
apenas um deles, em qualquer posicdo do circulo, imediatamente todas as outras variaveis
dimensionais geométricas ja aparecem e estdo definidas automaticamente. Seriam
definicBes virtuais, mentais, da logica mental, através desses elementos a serem

discernidos.
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Sendo assim, teriamos uma interpretacdo dos elementos dimensionais das figuras
geométricas, do CEGEDS3, ou da familia 3, ou dos H-circulos, que segundo esta
conceituacao, se aplicaria a Equacdo Geométrica das Dimensdes, que resulta também o uno
a unidade. Dois segmentos de reta em uma dimensdo fracionaria (A = 2), dois vértices de
separacdo entre os dois segmentos (V = 2) e uma face interna a eles, (F = 1), como

detalhamos em seguida.
4.21.6 - Paradoxo geomeétrico das dimensodes

Quando temos circulo inscrito em um quadrado, e o quadrado tem lado ¢, a area
do quadrado é A = ¢% e como o raio do circulo é r = £/2, a medida da area do circulo é
Ag =nr? = w(€/2)* = % /4. Assim o percentual da medida da area de vazios com da
medida da area total € P%yqzi0s = (A — Ap)/Ag =1—mn/4 =0,2146 = 21,46%. A
area preenchida do quadrado tem por medida P%ypreenchiaza = Ao/Am = m/4 =

0,7854 = 78,54%.

Se aumentarmos 0 numero de circulos com raios menores dentro do quadrado de
lado ¢, poderiamos colocar m circulos distintos para preencher um lado do quadrado, assim
estes circulos teriam, portanto, raios r' = £/2m. O nimero de circulos para preencher toda
a area do quadrado seria, portanto, n = m?2. Assim a medida da area de cada circulo sera
Ao = nr'? = n(£/2m)? = wf? /4m?. Como o nlmero de circulos é n = m? a medida
da area total dos circulos preenchedores seria, A = n.4;o = n.nr? = m%. wf?/4m? =
mf? /4. O que daria 0 mesmo percentual de vazios do que de um Unico circulo, qualquer

que seja 0 nimero de circulos.

No entanto, se ampliarmos este nimero de circulos a infinito, n — oo, caberiam
m — oo, pontos na lateral, ou em um dos lados do quadrado, o raio dos circulos tenderia a
zero, ' — 0, assim teriamos infinitos pontos (dimensdo zero) com raio zero. Neste caso,
em um primeiro momento poderiamos pensar que a medida da area dos circulos tenderia a
zero. Assim o percentual de vazios poderia aparentar ser total, P%yqzi0s = (A —
Ap)/Am = 1ouseja100%. Ou, em outro contexto, geometricamente aparentaria que o
circulo todo foi preenchido pelos pontos, uma vez que esses pontos estavam sem 0
incremento infinitésimo. Assim, matematicamente, este produto se transformaria em um
paradoxo, pois, Ay =n.A;5 = .0. Este € o ponto sem o incremento bidimensional

circular. Se houver o incremento todo o espaco estaria preenchido.
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4.21.7 - Reconstrucgao nao Usual, Bidimensional do Circulo

Assim, poderiamos compor uma Reconstrucdo Bidimensional ndo usual, R2s,, do
circulo, considerando um segmento de reta na Geometria Riemanniana, o grande circulo de
uma esfera. Este seria composto por dois segmentos de um semicirculo. Sendo assim, dois
segmentos de reta destes, em sentidos distintos e interligados, perfazem uma circunferéncia,

que se preenchidos internamente em seu plano com pontos, perfazem o circulo.

O segmento de linha encurvado estaria em uma dimensao ndo exatamente um, mas
entre a dimensdo um e dois. E teriamos um segmento de linha da Geometria Riemanniana,
feita de um arco de circunferéncia convexo, de 180° ou 7 radianos. Arestas curvas unidas
com dois vertices dessa unido, separando-os virtualmente, como mostra a Figura 98.

Seriam dois segmentos de linha encurvados, formando os dois lados do circulo.

Figura 98 - Dimens&o dois (2D), da construgao do circulo com duas arestas curvas externas, separados
por dois vértices, lados externos curvos de dimensao fracionaria, do lado externo do circulo

Fonte: Elaborado pelo autor

Formas distintas de se enxergar o circulo, a partir da dimenséo trés sdo mostradas

na Figura 99.

Como o circulo é a figura de maior simetria em duas dimensdes, ele pode ser visto

a partir da dimensdo trés, em posi¢des variadas nas seguintes posi¢fes dadas na Figura 99.
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Figura 99 - Formas distintas de se enxergar o circulo, a partir da dimensao trés

Fonte: Elaborado pelo autor

4.27.8 - Resumo das Caracteristicas do Circulo

Como elementos de analogia que ja fizemos da dimenséo zero para a dimensao
um, agora raciocinemos em termo da dimensdo um para a dimensdo dois, no caso do

circulo.

Nota-se que para uma construcao do circulo a partir do segmento de reta, sdo
necessarios infinitos elementos, ou segmentos de reta de comprimentos iguais, sendo
tracados a partir de um ponto em todas as dire¢cdes, ou rotacionando-se
estroboscopicamente, este segmento, em torno de uma de suas extremidades, ponteando o
seu perimetro exterior, para a construcao e formacao da superficie do circulo. No entanto,
neste caso, este segmento de reta ficaria todo escondido dentro da construcdo da superficie
circular finita, ficando com apenas seus Vvértices reverberados do lado de fora formando
externamente o arco de circunferéncia circular, ainda ndo definido como sendo um lado,
por ndo ter se pensado ainda no segmento de reta semicircuferencial. Neste caso, a partir

das dimensdes fracionarias ele fica assim definido.

Observa-se, também, que se esses infinitos elementos usados para esta
construcdo, forem colocados de volta na dimensdo anterior, lado a lado entre si,
preencheriam toda a dimensdo anterior, a dimensédo um, com uma reta. Vai aparecer, nesta
situacdo, a formacdo de um novo conceito nesta dimensédo dois, o conceito de superficie da

figura geométrica, o circulo, criando uma area finita cuja medida é S = m.r2.

Por outro enfoque, os dois segmentos de linha curvos que formam a linha
exterior do circulo, eles se repetem infinitamente em seu interior em uma simetria de
qualquer posigéo, em todas as direcOes, precisando para isso ser definido apenas um dos
seus veértices. Assim o0 outro vértice ja fica definido e os seus dois segmentos de

semicircunferéncias também.
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Resumo das principais caracteristicas do circulo, no Quadro 29.

Quadro 29 - Caracteristicas da dimensao dois do circulo

Dimensdo dois do circulo

Formato de representacéo: Face circular

Variavel Dimensional: uma Face

Exterior: duas Arestas: segmentos de linha curvo; dois Vértices
Finalizadas por infinitas estruturas externas da dimenséo zero: Infinitos
Pontos, uma expanséo do ponto

Entre um ponto e seu oposto existe um didmetro, havendo infinitos
didmetros que se cruzam em um Gnico ponto.

Equacdo Geométrica Bidimensional: V-A+F=2-2+4+1=1

Fonte: Elaborado pelo autor

Pode-se observar as caracteristicas das dimensdes até o circulo, como nos mostra
Quadro 29, e no Quadro 30, de forma tabelar suas Variaveis Geométricas Dimensionais
(VGD).

Quadro 30 - Numero de elementos geométricos da dimensao zero a dimensao dois para a superficie do

circulo
Dim.D Vértice Aresta Face Elementos no Equagdo
Var.X Dim. A A F dime:st;:jarn(:::iores Ge;::;:';;s :
0D 1 0 0 1,00 V-A+F=1
1D 2 1 0 o)) V-A+F=1
2D 2 2 1 o)) V-A+F=1

Fonte: Elaborado pelo autor

Para construir essa superficie circular, sdo necessarios infinitos elementos dos
segmentos de reta, ou segmentos de semicircunferéncia, ou de pontos, das dimensdes
anteriores, com incrementos infinitésimos, para a construgdo dessa superficie bidimensional

do circulo.
4.28 - CONSTRUQAO DA ESTRUTURA TRIDIMENSIONAL DA ESFERA

Na estrutura finita do circulo, da dimensdo dois, poderiamos passar para a nova

dimensao, a dimenséo trés, na construcao de uma esfera.
4.28.1 - Primeira Reconstrucao Tridimensional da Esfera

Em uma primeira Reconstrucdo Dimensional da esfera, (R31e), instrumental,

podemos construir a esfera atraves de uma rotagdo do eixo que passa pelo diametro do
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circulo, produzindo uma reverberagao no espago da area do circulo por um angulo de ©

radianos, produzindo com este movimento o volume da esfera, como mostra a Figura 85.

Figura 100 - Dimensao trés (3D), da construcao a partir do circulo da dimenséao dois (2D), em uma
rotacao e reverberacédo do circulo de 180°, como Primeira Reconstrucao Tridimensional da Esfera

R31e

Fonte: Elaborado pelo autor

4.28.2 - Segunda Reconstrucao Tridimensional da Esfera

Em uma Segunda Reconstrucdo Tridimensional da Esfera (R3:2e), fazendo uma
Reconfiguracdo Mereoldgica da bidimensdo, recortamos infinitos circulos de raios diversos
variando de 0 até #. partindo da figura bidimensional de um circulo central de raio, produz-
se circulos paralelos a ele, em ambas as direcdes perpendiculares a este circulo central,
reverberando circulos paralelos com raios decrescentes, cujas beiradas devem ficar a uma
distancia do centro da esfera, sempre fixa, e de valor £. Estes circulos de raios decrescentes
decaem até um raio zero, um ponto, de ambos os lados, de cima e de baixo, a uma distancia
¢ do centro circulo central inicial, formando a estrutura completa da esfera na tridimenséo,

como na Figura 86.

Fazemos uma Reconfiguracdo Mereoldgica da bidimensdo, recortando infinitos

circulos cujo raio vai de ¢ até zero.

Em segundo passo damos um incremento infinitesimal a estas circulos dz.

266



E em terceiro passo fazemos a Reconstrucdo Dimensional colocando esses

infinitos circulos lado a lado, paralelamente mantendo seus perimetros equidistantes do
centro do circulo maior.

Os valores dos raios desses circulos paralelos dependem do angulo que suas
extremidades fazem do circulo central, e tém valor, r = £ cosp, para 8 variando de 0 a /2
e de 0 a —m/2, como mostra a Figura 86.

Figura 101 - Dimensao trés (3D), passagem da segunda (2D) para a terceira dimensdo (3D) a partir do
circulo da dimenséo dois (2D), em uma Segunda Reconstrucdo Dimensional

R32e “

Fonte: Elaborado pelo autor
E esses planos circulares partindo do circulo méaximo central, partem do didmetro méaximo

£ e vdo até zero de ambos os lados da face do circulo maximo. Todos esses circulos,

logicamente devem ter a semente da proxima dimensao, a espessura infinitesimal, tendendo

a Zero.

4.28.3 - Terceira Reconstrugdo Tridimensional da Esfera

Uma terceira Reconstru¢do Dimensional da esfera, partiriamos da dimenséo zero,
0 ponto e dele fariamos uma retirada de infinitos pontos, em uma reconfiguracéo
mereoldgica. Em uma segunda instancia, dariamos a estes pontos uma semente virtual
volumétrica de formato esférico, em infinitésimos tridimensionais mas ainda sendo a
manifestacdo do ponto: dV =r?senfdfdepdr, com trés infinitésimos na
tridimensionalidade, varidveis independentes integradas em todas as trés direcdes
ortogonais, com a dimensdo radial, r, variando de 0 a £, uma dimensdo de latitude, 9,

variando de 0 a m, ¢ uma dimensao de longitude, ¢, variando de 0 a 2w, integramos a

construcdo de toda a esfera. Esta integral pode ser separada em trés integrais independentes,
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ja que as variaveis sdo ortogonais e linearmente independentes, varrendo todos os pontos da

esfera, com mostra a Figura 102 (a).

Seria equivalente a compor a esfera a partir de seu ponto central de onde saem
linhas reverberadas radiais do ponto indo de 0 até a distancia r = £, da latitude 6, de 0 ane

da longitude ¢ indo de 0 a 2w como mostra a Figura 102 (b).

Figura 102 - Dimensao trés (3D), da construcao da esfera a partir do circulo da dimensao dois (2D), em
uma Terceira Reconstrucao Tridimensional (R33g)

Fonte: Elaborado pelo autor

4.28.4 - Quarta Reconstrucao Tridimensional da Esfera

Em uma quarta Reconstrucdo Dimensional, (R34@), pode ser construida a esfera.

Em uma Reconfiguracdo Mereoldgica, partimos de infinitas figuras
bidimensionais, que seriam cascas esféricas de area A = 4mr? e de raios diferentes que

variam de £ até zero.

Em uma segunda instancia, a partir destas cascas esféricas, incrementamos em
cada uma delas, um raio infinitésimo dr, semente volumétrica para as superficies

bidimensionais fechadas, dV = 4nr?dr

Sabemos que a superficie fechada ja caracteriza uma dimenséo ja fracionaria, ou

seja, uma superficie interpenetrada na terceira dimensao.

Em uma Reconstrucdo Dimensional da Esfera, sequencia-se estas superficies em
ordem crescente e continuamente, até perfazer a unidade do So6lido VVolumétrico de raio r =
L.
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¢ 4
V=de = f4m‘2dr =4r J rzdr=§n€3
0

Como mostra a Figura 103.
Figura 103 - Dimensao trés (3D), da construcéo da esfera a partir do ponto de dimenséo zero (0D), e

cascas esféricas paralelas em raios crescentes até r= £, em uma Quarta Reconstrucdo Tridimensional
da Esfera

R34o

Fonte: Elaborado pelo autor

4.28.5 - Reconstrucao nao Usual, Tridimensional da Esfera

Novamente como qualquer poliedro em qualquer dimenséo, a Equacdo Geométrica

das Dimensdes, deve valer para figuras fechadas e convexas,

No caso da esfera, podemos relembrar o que nos levou aos elementos da dimensédo
anterior, argumentado a condi¢do de que para os elementos do circulo, teriamos a condi¢cdo
de dois Vértices e dois lados curvos.

No caso da esfera, podemos separar 0s seguintes elementos da esfera, inicialmente
0 novo conceito de solido da esfera, Szq = 1, depois a separagéo dos seus dois hemisférios,
faces curvas externas da esfera, F;g = 2. Nesse raciocinio teriamos, duas arestas curvas
que separam estes dois hemisférios Asq = 2. E finalmente dois Veértices, Vaq = 2, que

separam as duas arestas.
As Figuras 104, 105 e 106 mostram estas distribui¢cdes de variaveis dimensionais.

As duas faces da esfera, F3g = 2, sdo as duas Faces, uma que se ilumina de um

lado e a outra que se ilumina do outro.

Assim teriamos, a EGD, Equacdo Geométrica das Dimensdes.
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V3®_A3®+F3®_S3®=2_2+2—1=1

Figura 104 - Forma de se enxergar as duas faces de uma esfera com duas superficies esféricas, duas
faces, separadas por dois segmentos curvos, duas arestas, e separadas por dois vértices

Um Sélido Geométrico Esférico, S35 = 1

Uma Face semiesférica (“de cima”)
(da superficie externa da Esfera)
F3g =2

Duas Arestas curvas
(da separagéo entre as Faces)
Az =2

Dois Vértices
(da separagéo entre as Arestas)
Vag =2

Uma Face semiesférica (“de baixo”)
(da superficie externa da Esfera)

Fonte: Elaborado pelo autor
Como a esfera é a figura de maior simetria em trés dimensdes, ela pode ser vista

em trés dimensdes nas seguintes posi¢des, mostrando suas faces, como na Figura 104 e

105, olhando-se de um lado e olhando-se de outro lado de cada hemisfério.

Figura 105 - Formas distintas de se enxergar a esfera na dimenséo 2, a partir da dimensé&o 3 e suas duas
faces semiesféricas

Face A FaceB

Fonte: Elaborado pelo autor

Aqui, deixa-se a ideia, da Reconstru¢do Dimensional ndo usual, da esfera. Uma
superficie da Geometria Riemanniana, de Reconstrugdo dimensional 3 ndo usual, R3sy,
Esférica. A Esfera tridimensional contém um Solido esférico, S3g = 1; contém duas
Superficies semiesféricas curvas, formando 2 Faces, F;g = 2, sendo que as duas
superficies semiesfericas tém dimensdo fracionaria, como definido, 2,05; contém duas

Arestas curvas, Az = 2, que separam ambas as duas superficies semiesféricas, e que tém
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dimensdes fracionarias, 1,05, cada uma, e finalmente os dois Vertices, Vg = 2, que

separam as duas Arestas.

Sendo assim, as duas semiesferas encurvadas, unidas, e preenchidas internamente,
perfazem externamente as duas Faces da esfera. A primeira superficie, Riemanniana, curva,
seria semiesférica, de 2m esterorradianos, sendo o mesmo para a segunda superficie, em
sentido inverso, de cima e de baixo, como mostra a Figura 106 (a) e (b). Unindo as duas
semiesferas, resultam duas superficies esféricas, duas Arestas curvas, dois Vértices,

obtendo o solido esférico, como a Figura 106 (c).

Assim as caracteristicas geométricas definidas e observaveis na esfera construida,
serdo: 1 Solido esférico: Szg =1; 2 Faces, semiesféricas: Fzqg = 2; 2 Arestas,

semicircunferenciais: Asg = 2; 2 Vértices no términos das semicircunferéncias: Vg = 2.

Figura 106 - Dimenséao trés (3D): (a e b) Semiesferas com 2 Vértices, 2 Arestas curvas, 2 Faces (1 curva
e 1 plana) e 1 Sélido; (c) Esfera, o mesmo mas com 2 Vértices, 2 Arestas curvas e 2 faces curvas; para
outras pecas redondas: (d) o Cilindro: 4 Vértices, 6 Arestas (4 arestas curvas e 2 retas), 4 Faces (2 Faces
curvas e 2 planas), 1 Sélido cilindrico; (e) Cone: 3 Vértices, 4 Arestas (2 arestas curvas e 2 retas), 3
Faces (2 Faces curvas com curvatura indo a infinito e 1 Face plana) e 1 S6lido cdnico

Semisfera:

2 Arestas (©) Esfera:

2 Vértices 2 Vértices
@ 2 Faces (b) 2 Arestas

2 Faces
1 Solido

o]

Vg — Az + Fsg —Sso =2—2+2—-1=1

Vag — Asg + Fasg —Ssg=2—2+2—-1=1
(d) EGD para o Cilindro

(e) EGD do Cone Cilindro:
C|I|nd,ro_: 3 Vértices
4 \értices 4 Arestas
6 Arestas 3 Faces
4 Fe}c_es 1 Sélido
1 Sélido
Vag —Asp + Fap—S3p=4—6+4-1=1 Vaco — Asag + Fag —S3a0 =3-4+3-1=1

Fonte: Elaborado pelo autor
A Figura 106 (d) caracteriza, com 0 mesmo paradigma de contagem, as variaveis

dimensionais do cilindro, que teria as seguintes variaveis geométricas: S35 = 1: 1 Solido
cilindrico; F34 =4: 4 Faces, com 2 Faces planas e 2 Faces curvas, com curvaturas

constante; Azs = 6: 6 Arestas, com 4 Arestas curvas, semicircunferéncias, e 2 Arestas
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retas; Vsq4 = 4: 4 Veértices. E a Formula que leva a unidade ou Equagdo Geométrica das

Dimensdes se configura abaixo.

EQUACAO GEOMETRICA DAS DIMENSOES
para a tridimensionalidade do Cilindro:
V3¢—A3¢+F3¢— 53¢ :4'—6+4'—1 == 1

A Figura 106 (e) caracteriza, com 0 mesmo paradigma de contagem, as variaveis
dimensionais do cone, que teria as seguintes variaveis geométricas: S3,..=1: 1 Solido
conico; F3, = 3: 3 Faces, com 1 Face plana e 2 Faces curvas, com curvatura crescente
tendendo a infinito; A;,. =4: 4 Arestas, com 2 Arestas retas e 2 Arestas curvas,
semicircunferéncias; V3, ., = 3: 3 Vertices. E a Formula que leva a unidade ou Equacéo

Geométrica das Dimensdes se configura abaixo.

EQUACAO GEOMETRICA DAS DIMENSOES
para a tridimensionalidade do Cone:
V3<,@ —A3<@+F3<@ —S3<,@ =3—-4+3-1=1

4.28.6 - Paradoxo geométrico

Quando temos uma esfera inscrita dentro de um cubo, e o cubo tem lado [, o

volume do quadrado é Vg = #3 e como o raio da esfera é r = £/2, o Volume da esfera é

Vg = 4nr3/3 = 4n (2)3 /3 =m£3/6. Assim o percentual do volume de vazios com o
volume total € P%yqzi0s = (Vg —Vo)/Vg =1—m/6 = 0,4764 = 47,64%. O volume
preenchido da esfera em relagdo ao cubo € P%preenchiaza = Vo/Vm = m/6 = 0,5236 =
52,36%.

Se aumentarmos o numero de esferas ao longo do lado do cubo de lado #,
poderiamos colocar m esferas em um lado do cubo, assim essas esferas teriam, portanto,

raio r = £/2m. O nimero de esferas, n = m3, dentro do cubo, assim a area de cada circulo
3
serd Vi =4nr3/3 =4n (ﬁ) /3 = 4m#3/3x8m3 = n£3/6m3. Como o ndmero de

esferas é n =m?3, a éarea total das esferas seria, Vg = n.Vyo = n.4nr?/4 = m3.né3/
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6m3 = m£3/6. O que daria o mesmo percentual de vazios do que de uma Unica esfera,

qualquer que seja o0 nimero de esferas.

No entanto, se ampliarmos este nimero de esferas a infinito, n — oo, caberiam
m — oo, pontos espacialmente incrementados, na lateral do quadrado, o raio dos circulos
tenderia a zero, r — 0, assim teriamos infinitos pontos (dimensao zero) com raio zero, mas
incrementados volumétrica e virtualmente. Neste caso a area das esferas tenderia a zero.
Assim o percentual de vazios de volumes seria total, ou seja, seria P%yqzi0s = (Vg —

Vo)/Ve =1 = 100%.

Sendo assim teriamos um numero de esferas de raio infinitésimo, com um certo
numero de esferas possivel no cubo,

213
amr3 _471'(%) _Ame® w3 5

Vi = — — =
10 3 3 3x8m3 6

Como o nimero de esferas é n = m?3, a &rea total das esferas seria, Vg = n.V;g =
n.4nr?/4 = m3.mf3/6m3 = -0, uma indeterminacdo. Esta indeterminagdo seria

resolvida pelo preenchimento, devido aos pontos virtuais?
4.28.7 - Resumo das Caracteristicas da Esfera

Portanto, a visdo por segmentos curvos, faces curvas se aplica a EGD, visdo ja
adaptada a geometria de dimens@es fracionarias. Ndo daria de forma evidente para apontar
com o dedo as faces, arestas e vértices, mas definido um ponto da esfera externa como
primeiro vértice e um grande circulo, o outro vértice, as arestas e as faces ja ficam
definidas. Sabemos que na Matematica, ndo necessariamente temos as defini¢bes de forma
evidente, mas muitas delas surgem no mundo das ideias, inicialmente, na virtualidades, ou
na forma de se ver, como os Enfoques ou Perspectivas, que se definem da noese, numa
forma semiotica de classifica-la, que depois se tornam imprescindiveis para a explicacéo e

definicdo dos elementos.

Assim podemos resumir as caracteristicas da esfera como a Quadro 31.
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Quadro 31 - Caracteristicas da dimensao trés na Esfera

Dimenséo trés da Esfera
Formato de representacéo: Esfera
Nova Variavel Dimensional: Sélido Esférico
Finalizadas por duas faces semiesféricas externas, duas arestas semicirculares e
dois vértices.
Internamente havendo infinitos didmetros, infinitas semicircunferéncias, infinitos

pontos.

Equacdo Geométrica Dimensional: V—-A+F-5=2-2+2-1=1

Fonte: Elaborado pelo autor
Assim as caracteristicas geomeétricas definidas e observaveis na esfera construida,
serdo, 1 Solido, S3g = 1, 2 Faces, F3g = 2,2 Arestas, Azg = 2, 2 Vértices, V3o = 2.E a

Férmula que leva a unidade ou Equacdo Geométrica das Dimensdes se configura abaixo.

EQUACAO GEOMETRICA DAS DIMENSOES
para a tridimensionalidade da Esfera:
V3®_A3®+F3®— 53622_2-'_2_1: 1

Portanto, definida essas abordagens, utilizamos as analogias das dimensdes
crescentes, podemos sempre verificar institucionalmente as variaveis dimensionais para a

geometria das dimensdes.

Os elementos da Familia 3, do circulo-esfera se arranjam como no Quadro 32.

Quadro 32 - Variaveis Dimensionais da Familia 3, ou Familia circulo-esfera, ou CEGED 3, Matriz
dimensional de Figuras Geométricas da Esfera até a 3D

DimD | Vértice | Aresta Face | Solido | Elementos | Equagdo Geométrica das
V§r. \% A F S interiores Dimensdes

Dim.
0D 1 0 0 0 o T
1D 2 1 0 0 o V-A+F-S=1
2D 2 2 1 0 o V-A+F-S=1
3D 2 2 2 1 P V-A+F-S=1

Fonte: Elaborado pelo autor
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4.29 - HIPERESFERA

A estrutura finita da esfera, da dimensdo trés, pode ser passada para a nova

dimenséo, a dimenséo quatro, na reconstrugdo dimensional de uma hiperesfera.
4.29.1 - Primeira Reconstrugdao Quadridimensional da Hiperesfera

Em uma Primeira Reconstrugdo quadridimensional da Hiperesfera (®R4:), podemos

realizé-la em trés fases.

Iniciando por realizar uma Reconfiguracdo Mereoldgica, recorta-se assim todo o

espaco tridimensional em esferas iguais de raio /.

Em um segundo momento, incrementa-se cada esfera de um infinitésimo de arco

d¢ = fd¢ de rotagdo na direcdo do quarto eixo, em todas as esferas.

Em um terceiro passo, realiza-se a Reconstrugdo Dimensional, mantendo o eixo de
rotacdo e colocando as infinitas esferas incrementadas do arco, em rotacdo, até montar por

completo a Hiperesfera, como na Figura 107.

Figura 107 - Dimensao quatro (4D), da construgdo da hiperesfera em uma primeira Reconstrucdo
Quadridimensional, a partir da dimenséo trés da esfera (3D)

Fonte: Elaborado pelo autor
Veja-se no final do Capitulo 3, sobre o teorema de Pappus, como gerar uma

hiperesfera a partir da rotacdo de uma semiesfera na quarta dimensdo. Usamos o teorema de
Pappus fazendo uma extrapolacdo para sua manifestagdo na quarta dimensao.
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4.29.2 - Segunda Reconstrucao Quadridimensional da Hiperesfera

Em uma Segunda Reconstrugdo quadridimensional (®42) da Hiperesfera, realizada
a partir de um ponto, de onde partem raios em todas as dire¢cbes dos quatro eixos da
quadridimens&o, variando de 0 a até que perfacam uma distancia do raio de comprimento ¢,
como na Figura 108. Fazemos a rotagdo em ¢ desses raios de 2 rad, senfd6 variando de
0 a m, e finalmente uma rotacdo na quarta dimensao da esfera dy, variando de 0 a . Ou

seja  um Hipervolume reverberado do ponto, com o0s infinitésimos, dH =

dr.rdf.rsenfdg.rdy, dando portanto, dH = r3senfdrdfdediy, sendo H = %nzf“.

Figura 108 - Dimensdo quatro (4D), da construgdo da hiperesfera em um segundo estilo de visualizacéo,
a partir da dimenséo zero de um ponto indo com mesmo raio ao (4D)

V2

= . —
e

R420

Fonte: Elaborado pelo autor
No caso da hiperesfera, é também uma expressao reverberada do ponto, da

dimensdo zero para a quadridimensionalidade.

4.29.3 - Terceira Reconstrugdao Quadridimensional da Hiperesfera

Em wuma terceira Reconstrucdo Quadridimensional, (®R4«), esculpe-se a
hiperesfera, a partir da quarta dimensdo de forma como se enxergassemos sua formacéao de
forma Instrumental, a partir de um ponto, reverberando hiperesferas superpostas de raio dr

crescentes, até completar o raio ¢, como mostra a Figura 1009.
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Figura 109 - Dimensdo quatro (4D), da construgdo da hiperesfera em um terceiro tipo de visualizagéo,
em construgdo Instrumental a partir da 4D

Fonte: Elaborado pelo autor

4.29.4 - Quarta Reconstrucao Quadridimensional da Hiperesfera

Em uma quarta Reconstrucdo quadridimensional (®44) da Hiperesfera, parte-se de
um sélido esférico de raio ¢, de onde se gira, ou rotaciona-se este sélido em torno de seu

eixo de simetria em direcdo a nova dimensdo 4D, formando a hiperesfera como mostra a
Figura 110.

Figura 110 - Esfera na Dimensdo quatro (4D), quarta reconstrugdo

-------- Se=

R4y

Fonte: Elaborado pelo autor

A Figura 110 ilustra a representacdo em dimensdo quatro (4D), da construcdo da
hiperesfera em uma quarta Reconstru¢do Quadridimensional, a partir do rotacionar de uma
face circular girando em torno do centro desse circulo varrendo as quatro dimens@es do

espaco (4D).
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4.29.5 - Resumo da Dimensao Quatro para a Hiperesfera

Usando os elementos de analogia como ja fizemos na dimensdo zero para a
dimensdo um, da dimenséo um para a dimens&o dois, e da dimensdo dois para a dimensdo

trés, agora raciocinemos em termo da dimensé&o trés para a dimens&o quatro.

Como todos esses elementos na hiperesfera ficam escondidos, e ela € um elemento
unico simétrico. Podemos evidenciar elementos em sua simetria como o caso de sua
geracdo pela esfera rotacionada na dimenséo quatro que faz aparecer a hiperesfera, mas ela
desaparece em seu interior de tal forma que podemos evidenciar por analogia as seguintes
especificacoes.

Continuam a aparecer dois vertices, V45 = 2, que separam dois segmentos de
reta curvos no formato de duas semicircunferéncias (Arestas), A4 = 2, que separam
duas faces superficiais curvas, formando duas faces semiesféricas, F4c = 2, e que agora
separam dois solidos esfeéricos, S4 = 2 que irdo compor um hipersolido hiperesférico,

H4_@ - 1

Assim as caracteristicas geométricas definidas e observaveis do Hipercubo
construido, serdo, 1 Hipersolido, Hyg = 1, 2 Solidos, Sy = 2, 2 Faces, Fy =2, 2
Arestas, Ay = 2, 2 Vertices, V4o = 2. E a Formula que leva a unidade ou Equagédo

Geométrica das Dimens0es se configura abaixo.

EQUACAO GEOMETRICA DAS DIMENSOES
para a quadridimensionalidade da Hiperesfera:

V4@—A4@+F4@—S4@+H4@=2—2+2—2+1=1

A Expressdo, a Equacdo Geométrica das Dimensdes, aparece a0 modo de uma
equagdo “divina”, por resultar sempre sua tendéncia a unidade, ou seja, todas as variaveis
geométricas das dimensbes (VAFSH) de qualquer figura leva sempre a unidade, que
mantém o mesmo resultado desde a dimensdo zero, por simetria ou analogia, 0 uno, a

unidade, da qual se demonstra, posteriormente, valer para qualquer dimens&o inteira.

Veja-se as caracteristicas da dimensdo quatro da Hiperesfera no Quadro 33.
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Quadro 33 - Caracteristicas da dimensao quatro para a hiperesfera

Dimensdo quatro
Formato de representacdo: Hiperesfera
Variavel dimensional: Hipersélido Hiperesférico
Uma hiperesfera, separada por duas semiesferas, separadas por duas faces semiesféricas,
separadas por duas semicircunferéncias, separadas por dois vértices.
Entre um ponto e seu oposto existe um didmetro, havendo infinitos didmetros que se

cruzam em um Unico ponto nas trés diregdes.

Equacdo Geométrica das Dimensdes: V —A+F—-S+H=2-2+2-2+1=1

Fonte: Elaborado pelo autor

4.29.6 - Resumo dos Elementos Geomeétricos das Dimensdes da Familia
Dimensional 3

A regularidade nos elementos geométricos dos elementos circulares € distinta nos
outros corpos, uma reverberacdo do ponto na zerodimensionalidade, unidimensionalidade,
bidimensionalidade ou tridimensionalidade. Como mostramos no quadro em resumo,
Quadro 34.

Quadro 34 - Numero das variaveis dimensionais geométricas da dimenséo zero a dimensdo quatro, da
Familia Dimensional 3 até a hiperesfera (4D). E posteriormente até a dimensao 7

D N=HoA=H:| F | S | H S| |EG
x H| OH [ 1H | 2H | 3H | 4H |5H |6H |7H|=%"| H; |Dp
oo 1] o][of[ofofofofo]1[Lef1
|2 1]ofo]ofoJolo[38]w]|1
2Dl 2 |21 [ o0of[ofofof[o0]|5]w]|1
3D 2 [ 2 21 ]ojofo]0|7][w|1
4D 2 [ 2221 ]ofofo[9] w1
5D 2 [2 222 1]ofof11]ew]1
6D| 2 [ 2 [ 2 [ 2 [ 2 2[1]0]13]o]1
22222 2[2][1]158]x]1

Fonte: Elaborado pelo autor
Usando o principio de analogia, vamos reconstituir rapidamente as regras

dimensionais para a nova figura e de qualquer nova figura dimensional.

Sdo necessarios infinitos elementos, Solidos (esferas), ou Faces (circulos), ou
Segmentos de reta, ou Pontos, das dimensdes anteriores, com incrementos infinitésimos,

para a construcao desse Hipersolido quadridimensional da Hiperesfera.
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Colocados esses infinitos elementos da formacdo do Hipersdlido
quadridimensional da Hiperesfera, de volta na dimenséo anterior, ela ficaria totalmente
preenchida por eles. Ou seja, na estrutura de cada uma das pecas da nova dimenséo, cabe

um universo dimensional completo da dimenséo anterior (Universo Tridimensional).

Relacionada o nimero dessas variaveis dimensionais externas e finitas da nova
figura dimensional formada, Vértice, Aresta e Face e Solido e Hipersdlido, elas obedecem a

Equacdo Geométrica das Dimensdes, que sempre leva a unidade:
V—-A+F-S+H=2-2+2-2+1=1

Determinando as Equacdes de Recorréncia para as variaveis dimensionais entre
D x H, para a Matriz da Familia Dimensional 3, onde escrevemos até a 112 dimenséo, ou
D-ésima dimensdo, no Quadro 35, na determinagédo de qualquer variavel dimensional Gp, 4

em cada D-ésima dimensdo D inteira, para cada variavel dimensional H.

4.30 - FORMULAS RECURSIVAS PARA A FAMILIA DIMENSIONAL 3

Generalizando a Familia Dimensional 3 para as demais dimensdes no Quadro 35.

Quadro 35 - Generaliza¢cdo da Matriz da Hiperesfera da Familia dimensional 3

H=0 | H=1
Ho=V | Hi=A
Vértice | Aresta

H=3 | H=4 | H=5 | H=6 | H=7 | H=8 | H=9 |[H=10|H=11 ZH EQDp
Ha=S | W=l Hs | He | H7 | Hg | Ho | Hio | Hu

S6lido [Hieersiido

I
B

D
N
o]
nIT
T

)
=]
@

=
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o

000|000 0|00|0|0
IR IRF IR IR RINRL

OO (N[OOI (WIN|FL|O

NP ([O|O|0O|0O|O|O|O|O

1
=
o

N[NNI N (R |olo|lo|lo
NN (NN N |o|lojo|lo|o
NN N (NP |o|lo|lojo|lo|o
NN (N[~ (ojlojlojlojlo|jo|o
=
-
N N TN T T T TN TN TSN TN [N RN

?U
ke
[
N

FNININININININININININ
FTRININININININININ(N |-
FNINININININININDIN(FP (OO
ITRININININDININDIN (P (O|O
FNINININININDIN(FPR|IOIO|O
S (elle] e} le]le] e} e} o))
I RP[O|O|0O|O(O|0|O0 |00 |0
»

+ - +

Fonte: Elaborado pelo autor

4.30.1 - Primeira Formula Recursiva dos Elementos da matriz da Familia

Dimensional 3, circulo-esfera

A Primeira Férmula Recursiva dos Elementos da matriz da Familia Dimensional 3
leva as seguintes expressoes.

Gp u>p = 0, todos os termos de H>D sé&o nulos
Gp y=p = 1, 0 tltimo termo (H=D) e igual a unidade
Gp H<p = 2, todos os termos de H<D s&o iguais a dois
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sendo

D = Dimensao D ligada as Varidveis Geométricas Dimensionais 0 < H < D

H = Variavel Geométrica Dimensional = 0(V), 1(4), 2(F),3(S),4(H),5,6, ..., D.
H =0 (V ou Hy ou Vértices),H = 1 (A ou H, ou Arestas (Edges)),

H =2 (F ou H, ou Faces),H = 3 (S ou H; ou Sélidos),
H = 4 (H ou H, ou Hipersélidos),H = 5 (Hs ou Hiper — 5 — s6lidos) ...

Gpy = Elemento da Matriz Dimensional que relaciona na dimensao D,

o namero de elementos da varidavel H,da figura geométrica (0 < H < D)

4.30.2 -Equacgao Geométrica das Dimensdes ou Segunda Férmula
Recursiva dos Elementos de Linha da Matriz valida para toda a Familia
Dimensional 3, circulo-esfera, e sua Demonstracao para qualquer

dimensao D

A Segunda Formula Recursiva dos elementos linha das Dimensdes, na Familia
Dimensional 3, que é mais conhecida como Equacdo Geométrica das Dimensdes (EGD),
pois vale para todas as figuras poliédricas convexas de todas as Familias Dimensionais, em
uma dada dimensdo, é dada pela soma dos elementos de linha pares e a subtracdo dos
elementos de linha impares, se igualando sempre a unidade.

Em representacdo algébrica de notacéo,

EGDD = GD,O - GD,l + GD,Z - GD,3 i GD:Hparouimpar =1

D
EGDD = Z(_l)HGD,H = 1
H=0

Mantendo as caracteristicas definidas para a Familia Dimensional 3, da Esfera:

Gpu>p =0
Gpu=p =1
Gpu<p = 2
Para dimenséo D par:
Dpar
EGDp = -DHE.2]+1=1
H=0
=0
Para dimens&o D impar:
Dimpar
EGDp = Z -DH.2]+1=1
H=0

~ _

s

1
N
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Neste caso, quando o numero do termo H maximo é impar, Hy, ouHz ou Hs, ou ..., a
soma de seus numeros dois se anulam mutuamente e o ultimo termo é o0 ndmero um
positivo, assim o um € o resultante. E quando o numero do termo H méaximo é par, Ho, ou
H2 ou Has, ou ..., na soma sobra um numero dois que é positivo portanto ao subtrair do

ultimo termo a unidade negativa, resulta tambem sempre igual a unidade final.

Demonstra-se, portanto, que a Equacdo Geométrica das Dimensdes € valida também

para qualquer dimenséo da Familia Circulo-esfera.

4.30.3 - Terceira Formula Recursiva da Soma dos elementos de linha da

Familia Dimensional 3

A Terceira Formula Recursiva dos elementos de linha da Familia Dimensional 3
recebe a seguinte formula, ligada a soma de todas as variaveis de linha da matriz das
dimensdes.

Sp = Soma dos elementos de linha da matriz da Familia Dimensional 3

Nesta forma de representacdo, a soma dos elementos de linha da matriz
dimensional da familia circulo-esfera é sempre igual a 2D+1.

Sp=Gpo+6Gpy+Gps+Gps..+Gpp=2D+1

D
SD:ZGD,H:2D+1
H=1

D
Z GD,H - ZD = 1
H=1

4.31 - RESUMO DAS RECONSTRUCOES DIMENSIONAIS

Relacionemos em resumo, no Quadro 36 a seguir, as diversas visualiza¢fes das
Reconstru¢des Dimensionais da Geometria das Dimensdes, da dimenséo zero a dimensao
quatro, por meio de Reconfiguragdes Mereoldgicas, Incrementos Infinitesimais,
Reconstru¢bes Dimensionais e Reconstrugdes Instrumentais de acordo com a Teoria de

Duval, e que foram desenvolvidos nesta pesquisa.
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Quadro 36 - Tabela das Reconstrucfes Dimensionais por meio de Reconfiguragdes Mereologicas
Incrementos Infinitesimais e Reconstrucdes Instrumentais

Dimensdes Estrutura Reconstrugdes Dimensionais
Dimensao 0 Ponto RO1, ROz, RO3,R04
Dimenséo 1 Infinito Rlw, R1x™

Segmento R1s, R1, R13, R14
Dimensé&o 2 Infinito R2x, R2«™

Quadrado R210, R220, R231, R240

Triangulo R21a, R224, R23a, R24A

Circulo R210, R220, R230, R240, R27iu
Dimensédo 3 Infinito R3w, R3x™

Cubo R340, R32m, R33.10, R34.10,

Tetraedro R31a, R324, R334, R34a

Esfera R310, R320, R330, R340, R37u
Dimensdo 4 Infinito R4

Tesseract R410, R42m, R43m, R44n

Pentacoro R41a, R42a, R43a, R4an,

Hiperesfera R410, R420, R430, R440, R47u

Fonte: Elaborado pelo autor

4.32 - DIMENSAO D - DIMENSAO D QUALQUER OU ESTRUTURA D-
DIMENSIONAL OU MULTIDIMENSIONAL

A teoria das supercordas, unificacdo das quatro forcas de interacdo principal da
natureza, forca gravitacional, forca eletromagnética, forca nuclear fraca e forca nuclear
forte, é uma teoria da fisica que se utiliza da multidimensionalidade. Trabalha-se nesta
teoria com 11 dimensdes, e na teoria M, das membranas, se utiliza de 26 dimensdes, nas
Supercordas. Considera esta teoria, as dimensfes espaciais acima da dimensdo trés,
enroladas no microcosmo, obtendo modelos e explicacdes para 0 comportamento das
diversas forcas existentes, nos Modelos do Universo e da Mecanica Quantica, tentando sua
unificacdo através da tentativa de uma teoria do tudo, que se preocupa em explicar todos o0s

fendmenos fisicos observados, do micro ao macrocosmo.

Na matematica, a geometria multidimensional os espagos curvos, a algebra de
matrizes, a teoria de grupos, a matematica de tensores, permite trabalhar com tais modelos

de muitas dimensoes.

Na Geometria das Dimensdes, expressdes se configuram de forma légica para a
existéncia até uma D-ésima dimensdo inteira. A realidade matematica se configura de
forma existencial para qualquer dimensdo D e com a logica das equacdes ou leis naturais da

linguagem matematica.

No Capitulo 5, se passa as consideragdes finais.
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CAPITULO 5 - CONSIDERACOES FINAIS

“A verdadeira ignordncia ndo é a auséncia de conhecimentos,

mas é feita da negacao em adquiri-los. ”

“Eu posso estar equivocado e vocé pode estar com a razdo, e com um esforgo,
podemos os dois nos aproximarmos da verdade.”

Karl POPPER (1902-1994, 92)

s

“First they ignore you, then they laugh at you, then they fight you, then you win.’
Mahatma GHANDI (1869-1948,79)

”

“O aumento de conhecimento depende por completo da existéncia de desacordo.

“E impossivel falar de tal maneira que ndo se possa ser mal interpretado.’

Our knowledge can only be finite, while our ignorance must necessarily be infinite.”

Karl POPPER (1902-1994,92)

“No fundo, o ato de conhecer da-se contra um conhecimento anterior,

destruindo conhecimentos mal estabelecidos, superando o que,

no proprio espirito é obstaculo a espiritualizagdo.”

Gaston BACHELARD (1884,1962,78)

“O estudante aprende por adaptacdo de si mesmo a um milieu da qual gera contradigées, dificuldades e
desequilibrios, além daquela que a sociedade humana produz. Este conhecimento, resultado da adaptacdo do
estudante, ¢ manifestado em si mesmo por novas responsabilidades que prové as evidéncias do aprendizado.”
Guy BROUSSEAU (1933, -,86)

“A mente que se abre a uma nova ideia jamais voltara ao seu tamanho original.”

Albert EINSTEIN (1879-1955, 79)

“A Ciéncia é a estética da inteligéncia.”

Gaston BACHELARD (1884-1962, 76)

“A Didatica é o eterno aperfeicoamento da estética do conhecimento que esta sempre aumentando.”

»

Chegando as consideracdes finais, ressaltamos a importancia do estudo da
Geometria das Dimensfes na Educacdo Matematica para a ampliagdo de conhecimentos do
estudante.

Esta pesquisa se destina ao ensino da matematica, dando mais estrutura ao
referencial epistemoldgico da Geometria das DimensGes na abrangéncia dos referenciais da
Educacdo Matematica. A interiorizagdo do conhecimento em cada estudante deve ser
identificada por suas manifestacGes de anseio e entusiasmo, no sentido de se redescobrir,

para avancar em reinvengdes pessoais.

O que se buscou inicialmente nesta pesquisa, por meio da metodologia sugerida
por Duval, foi a utilizagdo como motivo fundamental, do estudo das Dimensfes na
Geometria, indo até a descricdo da quadridimensionalidade, partindo em um crescendo, da
dimensdo zero, por meio de uma diversidade de visualizagdes, chegar a descricdo das

figuras quadridimensionais de forma figural. Ndo conseguimos encontrar uma pesquisa que
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abrangesse esse enfoque de forma satisfatoria, dai o interesse na realizacdo e evolugédo

dessa pesquisa.

N&o podemos afirmar que ndo existam trabalhos de pesquisa que pontuem o0s
assuntos desta pesquisa, mas ao buscar por estes elementos, de posse da metodologia de
Duval, no desenvolvimento didatico da construcdo objetivando o desenvolvimento da
Educacdo Matematica neste tema, chegamos aos elementos de extremo interesse, na
tentativa de dar continuidade ao envolvimento da pesquisa dentro das Dimensfes na
Geometria. Dai caminhou-se por determinando formas de ampliar a pesquisa dentro da

Geometria das Dimensoes.

Um desses elementos mais impressionantes que encontramos, “por acaso”, fruto
da metodologia de pesquisa aplicada foi a Equacdo Geométrica das Dimensdes, EGD,
que se mostrou valida para todas as dimensdes, familias de curvas distintas, e também
valida para a quarta dimensédo, que depois, como Lei Matematica, se mostrou valida para
qualquer dimensdo acima da dimenséo quatro e em todas as Familias de figuras. Foi neste
instante que foi dando certo os elementos dessa equacdo em todas as dimensoes.
Naturalmente a Equacdo Geométrica das Dimensdes (EGD) se revelou valida para a
Familia 1, do Quadrado-cubo. Posteriormente ao se determinar formulas recursivas para
dimensfes maiores dessas familias, ela também se revelou vélida até a décima primeira
dimensdo que construimos matricialmente de forma tabelar. Posteriormente obtivemos
também a validade desta Equacdo Geométrica das Dimensdes para a Familia 2, do

Triangulo-tetraedro, também valida até a décima-primeira dimensao de forma tabelar.

Uma das ultimas familias que encontramos a validade da EGD, Equacdo
Geométrica das Dimensdes, foi a familia 3, do Circulo-esfera, uma vez que néo
conseguiamos adequar a ela as variaveis dimensionais geométricas (VAFSH), Vértice,
Avresta, Face, Sélido, Hipersoélido, requeridas na EGD. Até que ao recorrermos a Geometria
Riemanniana, passamos a definir o segmento de reta nesta Geometria como uma curva em
forma de semicircunferéncia, raio constante e no limite da visualizagdo de um circulo em
2D, para o caso de uma reta completa Riemanniana, o grande circulo (2D) que teria em
seus limites externos, terminais a visualizacdo, dois segmentos semicirculares, terminadas
por dois vértices, portanto, dois vértices de separagdo entre as arestas e com uma face
circular no meio, na dimens&o dois. Assim obtivemos para a EGD, seu valor em 2D da face
docirculo,V-A+F=2-2+4+1=1.
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Assim também, obtivemos para o caso da esfera (3D), nos limites do sélido
externo formado, que ela teria duas faces superficiais curvas, representando o limite da
visualizacdo em 3D, o de uma face superficial semiesférica, separadas por duas arestas
semicirculares, sendo que estas duas arestas semicirculares estariam separadas por dois
vertices. E a EGD, ficaria, V -—A+F-S=2-2+2+1=1

Assim todas as figuras com caracteristicas circulares pareciam estar validadas na
EGD. O que se mostrou compativel para o cilindro, o cone, figuras circulares que puderam
ser definidas com as variaveis dimensionais geométricas (VDG), levando seus valores das
varidveis dimensionais também a unidade, uma Lei Matematica, de validade tdo universal e

que leva a candnica unidade, tdo fenomenal na Geometria, portanto, de alto interesse.

Acabamos assim por reconstituir férmulas recursivas, dentro de cada Familia
pesquisada, para determinacdo do numero dessas variaveis dimensionais (H) para qualquer

figura geométrica em qualquer dimenséo D.

O Professor Saddo, me questionou no meio dessa pesquisa a fazer uma
demonstracdo dessas equacdes, que pudessem ser validas, para qualquer n-ésima dimensao,
demonstracdo esta que poderia ser ou por inducdo ou por absurdo. Foram seis meses de
procura pelo método de demonstracdo e como havia duas variaveis as equacdes
emperravam e ndo se conseguia obter resultados para a demonstracdo. Durante as férias
escolares, depois de esmiucar muito as matrizes, pela forma tabelar, conseguiu-se a
percepcdo mais légica de seus elementos e foi desta forma que as expressdes se
enquadraram no resultado em uma demonstracdo completa. E perfeitamente, fizemos sua
demonstracdo com validade das expressdes dimensionais até a D-ésima dimenséo inteira

qualquer, ad infinitum.

Comegamos inicialmente com as formulas recursivas secundarias até obter os
elementos essenciais ao desenvolvimento das férmulas recursivas principais, até que
estabelecemos formulas vélidas para todas as familias em todas as dimens@es. No entanto,
poderiamos experimentar até a milésima dimensao, que ndo estariamos demonstrando que
valeria para todas as dimensdes, por isso, dai a necessidade de uma demonstracao analitica.
Foi assim que depois de muito desmembrar as tabelas que conseguimos adequar suas
equacdes e identifica-la com o Bindmio de Newton, e as expressfes se enquadraram

adequadamente. Realizamos assim uma demonstracdo da Equacdo Geométrica das
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Dimens0es e outras equacdes correlatas que se demonstram validas analiticamente até a D-

ésima dimensdo qualquer, ad infinitum. E foi um prazer muito grande quando a obtivemaos.

No interesse de desenvolver um Modelo Epistemologico de Referéncia (MER)
para a Geometria das Dimensdes, buscamos aperfeicod-lo em uma ordem crescente,
obtendo resultados de grande interesse, e satisfazendo as necessidades e interesses da
pesquisa. Uma proposta de aperfeicoamento constante pede ampliagdo de sua utilizag&o no

ensino e na pesquisa, visando o0 aumento de discernimento as Dimensdes.

Agradece-se a quem possa dar continuidade a estas ideias dentro da Sala de Aula
para testar seu ensino e sua posse do saber pela consciéncia dos estudantes. Assim como

quem der acréscimos a esta pesquisa dessa geometria de tdo belos aspectos de visualizagéo.

Criticas sdo sempre bem-vindas, pois o aperfeicoamento deve ser constante em
toda realizacdo. Ainda se estd no inicio do desenvolvimento dos aspectos dessa geometria
das dimensdes, por issO muita pesquisa ainda é necessaria para a realizacdo de suas

aplicacdes, seu ensino, seu aperfeicoamento e seu aprendizado na Educacdo Matematica.

E um incentivo que se amplie a observacio e 0 anseio espontaneo, de se estar
sempre consciente na identificacdo da diversidade de geometrias contidas nas pequenas
amostras do dia a dia e busca de sua unificacdo. Leva-se o desafio de se ter em mente, a
consciéncia da busca dos elementos da multidimensionalidade geométrica, em analogia as

dimensdes menores e maiores.

Isso d& ao ensino da Geometria das Dimensdes na Educacdo Matematica a busca
de uma aprendizagem mais natural, com lucidez, nos elementos extrapoladores que
potencializam a utilizacdo de um maior nimero de Registros de Representacdo Semidtica
que facilita a compreensdo da diversidade de assuntos e resolugdes mais simples de uma
diversidade de problemas.

Veja-se na Histdria, que os problemas da Fisica foram sendo resolvidos a partir do

desenvolvimento da Matematica. A grande linguagem da logica de per si.

A Educagdo Matematica sempre deve reorganizar seus elementos, ndo preocupada
com a realidade necessariamente, mas subindo a patamares da abstracdo, da analogia, do
imagindvel. Estes elementos formam a mente cientifica do estudante e a Educacéo
Matematica amplia seus horizontes na reconfiguracdo de sua necessidade de compor

valores, para argumentar com propriedade consciente, os elementos que participarao de seu
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futuro, sua criatividade, gerindo inimeras possibilidades de intermediar, geometrizar,

algebrizar, graficar, tabelizar e equacionar, aprender, registrar, ensinar com propriedade.

Em novos patamares de visualizagdo, novas fontes de conhecimento, novos
vincos de memodria, determina-se a posse de uma imensa quantidade de simbolos, que
complementam o conhecimento ao lado do mais fluido aprendizado, ampliando o

conhecimento dentro da epistemologia.

Caracteriza 0 modo de se armazenar no cerebro, microfiguracbes de conceitos,
estruturas do conhecimento, que amplificam as visdes de mundo. O que demonstra que o0

real, sdo novas aplicacBes, como € o caso da multidimensionalidade aplicada a Fisica.

As multiplas dimens@es trouxeram um desenvolvimento multiplo e facilitado, que
auxiliaram a compreensdo das Ciéncias Fisicas do século XX, por isso a Geometria das
Dimensoes foi objeto dessa pesquisa, em funcdo de aplicacGes na Educacdo Matematica.
Houve grandes compreensbes na aplicacdo dos fenbmenos fisicos da
quadridimensionalidade dentro do Eletromagnetismo, Relatividade, Teoria Quantica
Relativistica, Eletrodinamica Quéantica, Cromodinamica Quantica, Teoria de Supercordas,
Gravitacdo, Teoria de Particulas, Astrofisica, e uma infinidade de aplicacdes na Natureza,

em que os jovens se interessam por compreender e se atualizar.

Faz-se aqui a mencdo da importancia da aplicacdo pratica pelo professor usando o0s
elementos da TSD, Teoria das Situacdes Didaticas a pratica dos alunos em seu aprendizado
para entendimento das dimensfes e suas formas de subida da dimensdo zero a dimensao
quatro e suas visualizacbes e métodos de Reconstru¢cdo Dimensional, finalizando nos

Principios Analdgicos Dimensionais.

Estes elementos primitivos e suas analogias de crescimento dimensional, sempre
passardo a fazer parte de uma abstracdo essencial ao ensino para formar uma estrutura de
base no aprendizado, uma vez que, aberta essas reconstrucdes a mente, ndo mais poderao
mais, ser esquecidas ou dispensadas. Ficardo registrados na memoria, nas Reconstrucdes
Dimensionais que mais simpatia convier a cada ser, em seu nivel de diversidade humana,
nos tipos de Reconfiguragdes Mereologicas mais faceis de memorizar, ou nas

Reconstrucdes Instrumentais buscadas e seus métodos realizados.

Levar-se-4 mais fortemente na memoria a redescoberta das indugdes vividas, nas

diversas formulacbes de criatividade e inovacdo. A busca de diferentes Reconstrugdes
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Dimensionais abrange a aquisicao significativa do saber na Educacdo Matematica que se

acumulou ao longo da Histéria da Geometria, em um dos grandes acervos das ciéncias.

No ensino basico, quando a mente do estudante estda no mais alto estado de
formacdo ativa, encontra-se a aptiddo necessaria ao aprendizado de grandes abstracdes,
para inferir formatos, produzir configuracGes logicas, conferir discernimentos, através de
visualizagdes geométricas distintas. Este serd, portanto, o melhor momento em que, nas
proposicdes da Educagdo Matematica, poder-se-4& obter, um maior efeito em seu
aprendizado Matematico. Priorizando as composicdes de diversidades, nas formas e formas
geomeétricas, elas atendem ao estudante na formulacdo do seu entendimento, sendo este o
momento de se introduzir a ele, os elementos do crescimento dimensional, indo da
dimensdo zero a dimensdo quatro, ao modo das Reconstru¢cdes Dimensionais de Duval,
forcando sua imaginacdo a abstracdo desses elementos, na proposicdo da diversidade, bem
vinda, nos intercambios maultiplos dos Registros de Representacdo Semiotica. Ao se
trabalhar o ensino com inovacdo, nas estruturas neuroldgicas do estudante, se produz vincos
de aprendizado que jamais serdo esquecidos, transformando o seu futuro em mdltiplas
manifestacdes heuristicas de criatividade, para percepcao do inusitado, em aplicabilidades
surpreendentes, solucdes singulares, de onde, ao se ensinar com responsabilidade a
Geometria, se lhe ampliara as capacidades de aplicacbes multiplas no futuro, ampliando as
redescobertas mais criativas e intensas manifestagdes nas virtudes pessoais do seu proprio

carater epistemoldgico.

O conhecimento novo das Dimensdes, através do ensino da Educacdo Matematica,
leva a liberdade na amplitude de visualizacdo do estudante e o saber geométrico em
multiplas possibilidades e formatos inéditos que se misturam ao dia a dia, em multiplas
analogias dimensionais, diminui a distancia entre o saber e as formas da experiéncia de
vivéncia, entre os formatos e a geometria, entre a natureza e a matematica, entre as

equacdes e as familias geométricas.

Chegamos nesta pesquisa até a D-ésima dimenséo, mostrando a l6gica matematica,
que prescinde o aprendizado. Diz a filosofia que, onde a matematica chega a realidade
existe, e porque essas realidades matematicas podem ser utilizadas de forma pratica pela

consciéncia.

Indo mais além, onde a imaginacdo e capaz de voar, € porque ali existe realidade

cientifica a se chegar e possibilidades de realizacdo pratica para o futuro.
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Pode-se construir um conjunto de situacdes-problema que tém por objetivos o
ensino e a aprendizagem da Geometria das Dimens@es no Ensino Médio, apoiando-se da
TSD e na TRRS e focando os seguintes aspectos: compreensdo e direcionamento das
estruturas dimensionais inteiras 1, 2, 3, e 4), dimensionalidade fracionaria entre a dimenséo
um e a dimensdo dois, construcdo do triangulo equilatero, construcdo dimensional do
circulo, a construcdo das dimenses fracionarias entre dois e trés, a construgdo do cubo a
partir de uma face quadrada, a construcdo do tetraedro a partir de um tridangulo equilatero

etc.

Podemos deixar a pesquisa, ao ensino e ao aprendizado do futuro o seguinte desafio.

Desafio. Como sofisticar de forma didatica, tedrica e prética, a pesquisa, 0 ensino e o
aprendizado, das Dimensdes na Geometria dentro dos pardmetros da Educacdo
Matematica? Usando a Metodologia oferecida e desenvolvida pela Educacdo Matematica
para garantir o aprendizado dos estudantes e promover o entendimento dos elementos
dimensionais, até a quarta dimensdo, e dando sequéncia ao entendimento das dimensdes
virtuais superiores para nos ajudar, nos diversos seguimentos das aplicacbes da
Matematica, no numero de proposicdes que interligam novos desenvolvimentos e
aparelhagens com a ciéncia moderna. Esses elementos puxam o interesse pelo estudo da
Matematica de forma agradavel, promovendo a imersdo e o aperfeicoamento constante da

Educacao Matematica.
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