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RESUMO

CARMO, Paulo Ferreira do. Pensamento Mateméatico Avancado - como essa nocao
repercute em dissertacdes e teses brasileiras? 2018. 128 f. Tese (Doutorado em Educagéo
Matematica) - Pontificia Universidade Catélica de Sao Paulo, Sao Paulo.

by

As teorias voltadas a conceituacdo do pensamento matemético tém se desenvolvido no
ambito da educacdo matematica. Essas teorias sdo de cunho cognitivista e visam conhecer
os processos de formagdo do pensamento matematico, e dessa forma elas trazem uma
contribuicdo valiosa ao ensino e principalmente a aprendizagem dessa area do conhecimento.
Esta tese apresenta uma investigacdo sobre esse tema da formagdo do pensamento
matematico avancado, mais especificamente sobre concepc¢des de educadores matematicos
brasileiros expressas em dissertacdes e teses defendidas no periodo de 2010 a 2016. Nesse
contexto elencamos como objetivos desta tese, compreender e analisar em quais, como e
com que finalidade aparece a nocdo de pensamento matematico avancado em dissertacdes
e teses brasileiras, e avaliar que resultados foram nelas aferidos e se 0s mesmos expressam
de algum modo diferentes concepcbes dessa nocdo. Os procedimentos metodoldgicos
realizados para atingirmos esses objetivos foram de leitura e analise de publicac¢des cientificas
gue, de alguma forma traziam, o tema da teoria do pensamento matematico avancado,
literatura essa que comeca a aparecer a partir do final da década de 1970, sendo David Tall
e Tommy Dreyfus o0s principais pesquisadores no desenvolvimento dessa teoria. Na
composicdo do corpus de andlise constam 26 dissertacdes e teses selecionadas por
preencherem 0s quesitos anunciados nos objetivos propostos. Tomando por base os
preceitos da metodologia da andlise de contetdo, criamos duas categorias a quais refletem
0s objetivos e os resultados dos trabalhos académicos analisados. A analise dessas
categorias, nos indicaram que as dissertacdes e teses brasileiras apresentadas no periodo
estudado associam a nocdo de pensamento matematico avancado ao pensamento
matematico desenvolvido na aprendizagem de contelidos matematicos de ensino superior e
a formalizacdo dos conceitos matematicos. A andlise do corpus também revelou que é
admitido que o processo de formagdo do pensamento matematico, necessario para o
desenvolvimento de certas atividades, é pautado por obsticulos cognitivos e em
consequéncia, esses obstaculos séo geradores de dificuldades de aprendizagem. Podemos
apontar como resultado desta pesquisa que a teoria do pensamento matematico avangado
estd sendo utilizada para se compreender o funcionamento do processo da formacédo desse
pensamento, e, a partir disso, para se buscar elementos que iluminem estratégias de ensino
gue promovam de forma mais qualificada a aprendizagem dos conceitos matematicos.

Palavras-chave: Pensamento Matematico Avangado. Teoria Cognitivista. Dissertacdes e
Teses brasileiras. Educacao Matematica.



ABSTRACT

CARMO, Paulo Ferreira do. Advanced Mathematical Thinking - how this notion
reverberates in Brazilian theses and dissertations? 2018. 128f. Thesis (Doctorate in
Mathematical Education) - Pontificia Universidade Catolica de S&o Paulo, Sao Paulo.

Theories focused on the conceptualization of mathematical thinking have developed in the
scope of mathematical education. These theories are cognitivist and aim to know the
processes of formation of mathematical thinking, and in this way they make a valuable
contribution to teaching and especially to learning in this area of knowledge. This thesis
presents an investigation on this theme of the formation of advanced mathematical thinking,
more specifically on the notions of Brazilian mathematical educators expressed in dissertations
and theses produced in the period from 2010 to 2016. In this context, we have as an objective
of this thesis, to understand and analyze in which, as and to what purpose the notion of
advanced mathematical thinking appears in Brazilian production, and to evaluate what results
were measured in these works and whether they express in any way different conceptions of
this notion. The methodological procedures performed to reach this goal were to read and
analyze scientific publications that somehow brought the theme of advanced mathematical
thinking theory, which began to appear from the late 1970s, being David Tall and Tommy
Dreyfus the leading researchers in the development of this theory. In the composition of the
corpus of analysis there are 26 dissertations and theses selected because they fulfill the
requirements announced in the proposed objective. Based on the precepts of the methodology
of content analysis, we created two categories that reflect the objectives, the research
guestions and the results of the academic papers analyzed. The analysis of these categories
indicated that Brazilian dissertations and theses presented in the period studied associate the
notion of advanced mathematical thinking with mathematical thinking developed in the learning
of mathematical contents of higher education and the formalization of mathematical concepts.
The analysis of the corpus also revealed that it is admitted that the process of formation of
mathematical thinking, necessary for the development of certain activities, is guided by
cognitive obstacles and as a consequence, these obstacles generate learning difficulties. We
can point out as a result of this research that the theory of advanced mathematical thinking is
being used to understand the functioning of the process of the formation of this thinking, and
from this to find elements that illuminate teaching strategies that promote learning in a more
gualified way of mathematical concepts.

Keywords: Advanced Mathematical Thinking. Cognitive Theory. Brazilian Theses and
Dissertations. Mathematical Education.
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INTRODUCAO

No desenvolvimento da sociedade humana a matemética tem desempenhado
um papel importante, se constituido em um poderoso apoio para a investigacdo nas
diversas areas do conhecimento. Além disso, ela também interfere nas escolhas e
tomadas de decisdes dos individuos em variadas situa¢des. Assim sendo, é inegéavel
sua importancia na formacdo das pessoas, que ndo se resume apenas em utilizar
técnicas ou efetuar operacbes e determinar medidas, atividades hoje muitas vezes
realizadas por maquinas. A relevancia da matematica na formacdo do ser humano
esta na possibilidade de propiciar o desenvolvimento de uma forma de pensar e de
interpretar o mundo. De modo inicial podemos dizer que essa forma pode se constituir
na formacao de um pensamento matematico, dando condicdes a um individuo para a
estruturacdo de dados e de informacfes, levantar hipéteses, conjecturar, fazer
previsdes e decidir, avaliar riscos e favorece a capacidade de estabelecer relacdes,

de reconhecer padrdes e de generalizar.

A intencdo de caracterizar o pensamento matematico e estudar como ele se
forma e desenvolve faz parte de pesquisas em educacdo matematica, area esta que
em seus estudos buscam indicar que a escola deve encontrar meios para favorecer,
um ensino em que as competéncias a serem desenvolvidas corroborem com esse
proposito, o de desenvolver esse pensamento. Nesse inicio do estudo apontamos
algumas dessas competéncias como por exemplo: classificar, contar, ordenar, realizar

operacdes aritméticas e algébricas, estabelecer relagcdes geométricas entre outras.

No ambito das teorias da educacao mateméatica, 0 pensamento matematico se
apresenta com caracterizagcoes diferentes, sendo, de modo geral, distinguidos de
formas também diferentes entre alguns pesquisadores. Por exemplo, a tipificacdo do
pensamento matematico em pensamento matematico avancado (PMA)!, tem sido
entendida por alguns como referéncia teorica para pesquisas dessa area no ensino

superior, no entanto esse entendimento ndo é consensual (IGLIORI, 2012).

1 A sigla PMA esta relacionada ao pensamento matematico avancado traduzido da lingua inglesa
Advanced Mathematical Thinking (AMT). Esta sigla foi introduzida pelo autor Gontran Ervynck
responsavel pela formacdo do GT sobre pensamento matemético avancado na conferéncia do
Psychology of Mathematics Education em 1985.
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De fato, desde o inicio dos estudos académicos a respeito do pensamento
matematico avancado concepcoes diferentes foram apresentadas por pesquisadores
da educacdo matematica, o que se reflete no desenvolvimento de pesquisas no

ambito da educagdo matematica.

E nessa problemética que assumimos como o objetivo geral desta tese,
identificar no¢cdes do pensamento matematico avancado em dissertacdes e teses
brasileiras, defendidas no periodo de 2010 a 2016. E como objetivos especificos:
compreender e analisar em quais, como e com que finalidade aparece a nogcao de
pensamento matematico avangado nesses trabalhos; e avaliar que resultados foram
aferidos nesses trabalhos e se os mesmos expressam de algum modo, as diferentes

concepcOes dessa nogao.

Os subsidios para a andlise foram buscados em teéricos da educacédo
matematica, em especial, Tall e Dreyfus, que conceituaram e tipificaram pensamento

matematico em elementar (PME) e avancado (PMA).

Dreyfus (2002) explica que o pensamento matematico avancado € estruturado
na mente de um estudante em uma longa sequéncia de atividades que promovem a
interacdo entre processos mentais (representacdo, visualizacdo, generalizacao,
classificagdo, inducao, andlise, sintese, abstracdo e formalizagédo). Essa estruturacao
ocorre de maneira intrincada, para que se estabeleca a compreensdo na
aprendizagem. (DREYFUS, 2002)

Para esse autor € possivel pensar em tépicos de matematica avancada de
forma elementar, distinguindo entdo o pensamento elementar do avancado por sua
complexidade e pela forma como se lida com essa complexidade durante a realizacao
de uma atividade de aprendizagem. O autor considera que a distincdo entre
pensamento matematico elementar e avancado ndo é significativa - a matematica
avancada foca nas abstracdes de definicdo e deducdo de propriedades de objetos
e/ou conceitos matematicos. Dentre os processos envolvidos no desenvolvimento do
pensamento matematico avancado, o mais importante segundo Dreyfus (2002) é a
abstracao, ...] pois se um estudante desenvolve a habilidade de, conscientemente,

fazer abstracdes a partir de situacfes matematicas, ele atinge um nivel avancado do
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pensamento matematico” (p. 34, traducéo nossa)?. A abstracéo e a representacéo sdo
processos complementares que possuem direcbes opostas, assim para Dreyfus
(2002), “um conceito geralmente é abstraido de suas varias representacdes, por outro
lado, as representacdes sdo sempre representacdes de um conceito mais abstrato”

(p. 38, traducédo nossa)3.

Para Tall (2002) o pensamento matematico avancado envolve o uso de
estruturas cognitivas produzidas por uma grande variedade de atividades
matematicas, para o desenvolvimento de novas ideias que fundamentam e ampliam
um crescente sistema de teoremas demonstrados. Para o autor, em um individuo, o
desenvolvimento cognitivo do pensamento matematico elementar para o avancado,
parte das “percepcdes de” e “agdes sobre” objetos em um mundo exterior, construido
por meio de dois processos desenvolvidos paralelamente: um que vai do visual
espacial para o formal dedutivo; e 0 outro que ocorre com sucessivas encapsulagdes
do processo para 0 conceito, pela manipulacdo simbolica. Esses dois processos
desenvolvidos inspiram o0 pensamento criativo baseado em objetos formalmente
definidos e em provas sistematicas. O autor ainda ressalta que muitos dos processos
cognitivos que se desenvolvem durante a realizacdo de uma atividade matematica,
gue constituem o pensamento matematico avangado, sdo da mesma natureza dos
gue constituem o pensamento matematico elementar. A capacidade de elaborar uma

definicdo formal e de deduzir séo fatores que os diferenciam.

Igliori (2012) afirma que a pesquisa em educagdo matematica no ensino
superior, crescente nas Uultimas quatro décadas, com foco na formacdo do
pensamento matematico avangou com as contribuicbes resultantes da nocdo de
pensamento matematico avancado, e que a diversidade de concepc¢oes atribuidas a
ele pode interferir nos resultados de pesquisas. Para a autora € importante que um
determinado conceito tedrico da educagdo mateméatica, em particular o pensamento
matematico avangado, contribua com a elaboracéo de teorias pedagdgicas potentes

para o ensino da matematica.

2 “If a student develops the ability to consciously make abstractions from mathematical situations, he
has achieved an advanced level of mathematical thinking.” (DREYFUS, 2002, p.34)

3 “A concept is often abstracted from several of its representations, on the other hand representations
are always representations of some more abstract concept.” (DREYFUS, 2002, p.38)
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Nesse contexto, Joana Mamona-Downs (University Patras) prop6s a seus
pares no CERME 5* realizado em 2007, na sinopse do grupo de trabalho (GT) 14,
relativo ao tema pensamento matematico avangado, a questdo “O que € pensamento
matematico avancado?” E em seus estudos afirma que desde que a teoria do
pensamento matematico avancado foi introduzida na década de 1980 essa questédo

permanece e ressalta:

A principal controvérsia reside em que alguns pesquisadores afirmam que
existe um caminho ‘continuo’ potencial para levar a cognigdo da ‘matematica
escolar para a ‘matematica universitaria’, enquanto outros afirmam que
existem passos inevitaveis que exigem modos de pensar radicalmente
diferentes. (MAMONA-DOWNS, 2007, p. 2222, traduc&o nossa)®

Mamona-Downs (2007) ainda afirma que o ‘PMA é um termo que os
educadores criaram para si proprios, e que entdo ele ocupa um lugar para se
considerar se suas posic¢des filoséficas se encaixam com a pesquisa identificada com

essa tradigdo” (p. 2222, traducdo nossa)®.

Leikin et al. (2009) refletindo a respeito dos trabalhos do grupo apresentados
do grupo de trabalho (GT) 12 no CERME 6 com o tema pensamento matematico
avangado, afirmaram que em 1988 David Tall discutiu o termo “Pensamento
Matematico Avangado” de duas formas distintas: pensamento sobre a matematica
avancada e forma avancada do pensamento matematico. O grupo, entéo, se pautou
nessa distingdo. Associaram a forma do “pensamento sobre a matematica avangada”
aos conceitos e conteldos mateméaticos no nivel médio, nivel superior e a transicédo
entre esses dois niveis como critério para classificar os trabalhos apresentados. A
“forma avangada do pensamento matematico” foi relacionada a estudantes com alto
potencial intelectual em matematica. Os trabalhos apresentados nessa perspectiva
abordaram a diferenciacao das acdes desses estudantes com outros de mesma idade.
O grupo abordou as caracteristicas do pensamento matematico, como criatividade,
raciocinio critico, motivacdo e persisténcia, que pertencem ao pensamento

matematico avancado.

4 CERME: Congress of the European Society for Research in Mathematics Education.

5 “The main controversy lies in that some researchers claim there is a potential 'continuous' path to lead
the cognition from 'school mathematics' to 'university mathematics', whilst others claim that there are
unavoidable leaps that require radically different modes of thinking.” (MAMONA-DOWNS, 2007, p.
2222)

6 “A.M.T. is a term that educators created for themselves, so it is in place to consider whether its
philosophical positions fit with the research identified to this tradition.” (MAMONA-DOWNS, 2007, p.
2222)
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Dessa forma entendemos que € relevante um estudo a respeito dessas duas
tipificacfes: pensamento matematico avancado e pensamento matematico elementar.
Em nosso estudo nos restringiremos a estudar as no¢des de pensamento matematico
avangado em teses e dissertagbes brasileiras. Para orientar a pesquisa foram
formuladas as seguintes questdes:

Como e com que finalidade a nocdo de pensamento matematico avancado foi
utilizada em dissertacOes e teses brasileiras, defendidas no periodo de 2010 a 20167
E como se apresentam os resultados dessas pesquisas relativamente ao uso dessa

nogao?

Para atingir 0os objetivos propostos e responder a essas questdes estruturamos
o trabalho da seguinte forma, no capitulo 2 abordamos os resultados de um estudo a
respeito da teoria do pensamento mateméatico avancado, e apresentamos teorias
associadas a ela, para dessa forma sistematizar os fundamentos teoricos que

norteiam esse estudo.

No capitulo 3 apresentamos a metodologia de pesquisa bem como os
procedimentos metodologicos utilizados para a coleta dos dados e uma anélise

baseada em quantidades dos dados obtidos.

No Capitulo 4 apresentamos a analise de no¢des do pensamento matematico

avancado obtidas nos trabalhos levantados e categorizados.

No capitulo 5 apresentamos as consideracdes finais em que retomamos NOSS0S

objetivos e questdes de pesquisa, bem como descrevemos os resultados obtidos.
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CAPITULO 2

A teoria cognitivista do pensamento matematico avancado

Neste capitulo apresentamos um estudo sobre o pensamento matematico,
pensamento matematico elementar e 0 pensamento mateméatico avancado pautados
nas concepcdes de estudiosos da area da educacdo matematica, bem como
descrevemos consideracdes histéricas referentes a construcdo da teoria cognitivista

gue fundamenta essas concepgoes.

Incluimos constructos tedricos desenvolvidos por David Orme Tall, professor e
pesquisador inglés, da University of Warwick (Reino Unido), por Tommy Dreyfus,
professor e pesquisador israelense, da Tel Aviv University (Israel), por Ed Dubinsky,
professor e pesquisador norte americano, da Kent State University (EUA) e por Anna
Sfard, professora e pesquisadora israelense, da University of Haifa (Israel), além de
referéncias a outros como Alan Schoenfeld, Luis Radford, Gontran Ervynck, Richard

Rowland Skemp, Lauren B. Resnick, John Mason e Anne Watson.

Iniciamos apresentando algumas informagdes sobre teorias de aprendizagem,
destacando a teoria cognitivista, que é a base da teoria do pensamento mateméatico
avancado. A psicologia tem como um de seus objetivos de estudo a aprendizagem
humana, tomando por fundamento que a aprendizagem é uma caracteristica inerente
a todos os seres que raciocinam. Dai o surgimento de diversas teorias como formas
explicativas da aprendizagem, as quais podem ser agrupadas em trés abordagens: a
comportamentalista, a humanista e a cognitivista (SANTOS, 2006).

A abordagem comportamentalista, também conhecida por behaviorista, analisa
0 processo de aprendizagem, desconsiderando os aspectos internos que ocorrem na
mente do sujeito, centrando-se no comportamento observavel do mesmo (SANTOS,
2006).

A abordagem humanista prioriza como base fundamental da aprendizagem a
autorrealizacéo do aprendiz, havendo uma valorizacdo dos aspectos: cognitivo, motor
e afetivo. Para tal abordagem, o desenvolvimento da aprendizagem do sujeito deve
se dar de forma integral (SANTOS, 2006).

A abordagem cognitivista propde analisar a mente, o ato de conhecer; como o

sujeito desenvolve seu conhecimento acerca do mundo. Para Moreira (1982 apud
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SANTOS, 2006, p. 100) “a psicologia cognitiva preocupa-se com 0 processo de
compreensao, transformacdo, armazenamento e utilizacdo das informacdes,
envolvida no plano da cogni¢ao”. A abordagem cognitivista teve grande efervescéncia
nos anos de 1990, resgatando estudos tedricos da psicologia cognitiva como aqueles
desenvolvidos por Piaget e Vygotsky.

Agora apresentamos o estudo acerca das concepcdes de educadores
matematicos a respeito do que seja pensamento matematico. Observamos que essas
concepcOes estdo intimamente relacionadas a como entendem que ocorre a

aprendizagem da matematica.

Schoenfeld (1996) defende o ensino de matematica escolar baseado na
resolucdo de problemas, depois do fracasso da implementacdo do ensino de
matematica proposto pelo movimento da matematica moderna na década de 1960.
Para esse autor o ensino de matemética, baseado na resolucéo de problemas é mais
do que ensinar a resolver problemas, ajuda os alunos a pensar matematicamente, e

assim para ele

[...] pensar matematicamente significa ver o mundo de um ponto de vista
matematico (tendo preferéncia por matematizar: modelar, simbolizar, abstrair
e aplicar ideias mateméticas a uma larga gama de situagdes) e ter as
ferramentas do oficio para matematizar com sucesso (SCHOENFELD, 1996,

p. 8).
Radford (2011) tem interesse em aspectos tedricos, mas também em praticos

da matematica relativos ao pensamento, ao ensino e a aprendizagem da matematica.
Sua linha central de investigacado da educacdo mateméatica esta relacionada a uma
participacéo sustentada no trabalho em sala de aula, com professores e estudantes.
Sua teoria de objetivacdo € uma teoria de aprendizagem, que tem como premissa
fundamental que o pensamento matematico compartilha de um sistema simbdlico com
outras formas de pensamento, para ele a aprendizagem é um processo cultural e
histérico onde conhecer e ser sdo mutuamente constitutivos e conduzam a uma

concepcao nao-utilitarista e ndo-instrumentalista da sala de aula.

Para o autor a concepcao de pensamento esta relacionada a histéria e a
cultura. Ele afirma que o pensamento em geral, e 0 pensamento matematico em

particular,

[...] séo formas de préaxis social reflexiva mediada na qual a organizagdo dos
processos cognitivos sensoriais dos individuos esta relacionada ao
significado das coisas conforme elas se tornam objetivadas na atividade
pratica e teérica (RADFORD, 2011, p. 261).
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Para esse autor, pensamento é uma reflexdo mediada e os artefatos (objetos,
instrumentos, sistemas semidticos, etc.) ndo sdo mera ajuda ao pensamento e a acao
ou amplificadores, ele concebe os artefatos como coo extensivos do pensamento e
afirma que “nds agimos e pensamos com e através dos artefatos” (RADFORD, 2011,

p. 283). Assim, para Radford (2011), o pensamento matematico

E uma forma de préaxis social reflexiva mediada sustentada pela forma da
atividade e pelos modos de saber como disposto pelo contexto histdrico-
econdmico da cultura em questdo e em seu sistema semibtico de
significacdes culturais (p. 299).

Watson e Mason (1998) estudiosos da aprendizagem de matematica
escolheram algumas palavras que descrevem o pensar matematicamente, dividindo-
as em seis grupos: G1: exemplificar, especificar; G2: completar, deletar, corrigir; G3:
comparar, classificar, organizar; G4: variar, modificar, alterar; G5: generalizar,
conjecturar; e G6: explicar, justificar, verificar, convencer, refutar.

Assim sendo, Schoenfeld (1996), Radford (2011), Mason e Watson (1998) séo
qguatro pesquisadores importantes da educagdo matematica cujas concepcgdes
influenciam as pesquisas da area e tém ideias diferentes a respeito de como é
estruturado o pensamento matematico. O mesmo podemos observar com relacéo ao
pensamento matematico avancado como ja citado brevemente anteriormente. Trata-
se de: investigar e conhecer diferentes concepcdes sobre um determinado constructo
tedrico, e as possiveis implicagcbes nos resultados das pesquisas. Nas ciéncias
humanas, esse ndo é um fato incomum, mas cabe ao pesquisador identifica-lo e leva-
lo em conta nos estudos de fenémenos. Logo h& o que se investigar sobre diferentes
concepcdes de um conceito tedrico na educacdo matemética. Nesta tese nos
interessamos especificamente pelo pensamento matemético avangado, por sua
expressao em dissertacfes e teses brasileiras em um determinado periodo. No que

segue relatamos alguns achados nesta investigacao.

Em 1976 foi constituido o grupo internacional PME (Psychology of Mathematics
Education) passando a realizar encontros anuais em diferentes locais do mundo, para
compartilhar ideias de pesquisas. Em 1985, no ambito do PME, foi criado um Grupo
de Trabalho com foco em um constructo teérico denominado pensamento matematico
avancado, com o0 objetivo de incentivar pesquisas sobre essa tipificacdo do
pensamento matematico. E nessa época que sdo formuladas, por teéricos da
educacdo matemdtica, duas conceituacbes para a estruturagdo cognitiva do
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pensamento matematico, o0 pensamento matematico elementar (PME) e pensamento

matematico avancado (PMA).

As duas siglas (PME e PMA) foram introduzidas pelo pesquisador Gontran
Ervynck, o responsavel pela formacdo do Grupo de Trabalho que abordou
pensamento matematico avancado na conferéncia do Psychology of Mathematics
Education em 1985. O pensamento matematico avancado foi, inicialmente,
considerado o pensamento matematico envolvido com a aprendizagem de conceitos
matematicos programados para o ensino de matematica a estudantes maiores de 16

anos, incluindo ai as atividades de matematicos profissionais.

Nesse contexto Resnick (1987) classificou o pensamento matematico
avancado como um tipo de pensamento de ordem superior, e indicou assim suas
principais caracteristicas: (1) ndo algoritmico; (2) conduz a multiplas solugdes; (3)
envolve julgamentos com nuances e interpretacdes; (4) envolve aplicacdes de
multiplos critérios; (5) incertezas; (6) auto regulacéo; (7) imposicéo de resultados e (8)
esforco. Para essa autora, 0 pensamento matematico avancado pode ser
caracterizado por processos de representacdo e abstracdo; mas considera que ele
pode se manifestar em conceitos tdo simples como o de contar e somar, é a

complexidade desses processos que € determinante.

Dreyfus (2002), um dos pesquisadores, fortemente responsavel por
acrescentar elementos nesse debate a respeito do pensamento matematico
avancado, considera, como ja dito anteriormente, que o pensamento matematico se
forma em uma longa sequéncia de atividades de aprendizagem durante a qual uma
variedade de processos mentais ocorre e interage na mente do estudante. E considera
ainda que a reflexdo sobre a experiéncia matematica € um aspecto importante do

processo e do conhecimento e a forma dessa reflexdo, € uma caracteristica do

pensamento mateméatico avancado.

Outro caracteristica da concepgao de Dreyfus (2002) é que n&o ha distingédo
nitida entre muitos dos processos do pensamento matematico elementar e o
avancado, embora ele considere que a matematica avancada esteja mais focada nas
abstracdes de definicdo e deducao de propriedades de objetos matematicos. Dreyfus
(2002) afirma que muitos dos processos do pensamento matematico avancado, a
serem considerados, ja estdo presentes no pensamento de criangas em conceitos

matematicos elementares. O autor ressalta que € possivel pensar em topicos de
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matematica avancada de uma maneira elementar, que hd um pensamento bastante
avancado em topicos elementares e que uma caracteristica distintiva entre o
pensamento matematico avancado e o elementar € a diferenciacdo de como a
complexidade nessas atividades é gerenciada. Ele considera que os processos mais
poderosos sdo aqueles que permitem gerenciar essa complexidade, que em particular
Sa0 0s processos de abstracao e de representacao; e por meio desses dois processos

pode-se mudar de um nivel de detalhe para outro e assim gerencia-la.

Por outro lado, Tall (2002) afirma

[...] nés entdo, concentramos nossa atencdo no ciclo completo da atividade
no pensamento matematico avancado: do ato criativo de considerar um
contexto problematico na pesquisa matematica que leva a formulacao criativa
de conjecturas e ao estagio final de refinamento e prova (p. 3, traducao
nossa) .

Para o autor muitas das atividades que ocorrem nesse ciclo também ocorrem
na resolugdo de problemas na matematica elementar, mas a possibilidade de
definicdo formal e a deducao de propriedades dos objetos matematicos é um fator que

distingue o pensamento matematico avancado do elementar.

O autor ainda considera que a mudanca do pensamento matematico elementar
para o avancado envolve uma transicao: do descrever a definir, do convencer a provar
de maneira l6gica com base nas definicdes. Segundo ele, essa transi¢cao requer uma
reconstrucdo cognitiva, percebida durante a luta inicial dos estudantes com as
abstracdes formais, no primeiro ano da universidade. Para Tall (2002) trata-se da
transicdo da coeréncia da mateméatica elementar para a consequéncia da matematica
avancada, essa Ultima baseada em entidades abstratas que o individuo deve construir

por meio de deduc¢des e de definicbes formais.

Outro tedrico da educacao matematica que trouxe elementos teéricos para o
entendimento da formacg&o do pensamento matematico € Dubinsky (1991). Ele ndo se
encontra entre aqueles que utilizam a cunha de pensamento matematico avancado
ou pensamento matematico elementar, diferenciando-os. Ele trata de conhecimento
matematico de um modo geral em sua teoria APOS (Action, Process, Object and
Scheme). No inicio da década de 1990, o autor compartilhava ideias a respeito do
pensamento matematico avancado com Tall (2002). Foi autor de dois capitulos do

7 “We then focus our attention on the full cycle of activity in advanced mathematical thinking: from the
creative act of considering a problem context in mathematical research that leads to the creative
formulation of conjectures and on to the final stage of refinement and proof”. (TALL, 2002, p. 3)
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livro Advanced Mathematical Thinking (um de sua autoria e outro em coautoria com
Tall). Em 1991, relacionou o desenvolvimento do pensamento matematico avancado
a partir do conceito de abstracao reflexiva da teoria de Piaget e de sua teoria APOS,

gue na época estava se constituindo.

Nesse trabalho analisamos alguns conceitos desse autor com vistas a buscar,
em estratos de sua teoria com os conceitos A¢ao, Processo, Objeto e Esquema se ha
indicativo de que ele distingue tipos de pensamento matematico, a exemplo do que é

feito pelos pesquisadores ja citados anteriormente.

Dubinsky (2001) se apoia na descricdo da natureza do conhecimento
matematico e do desenvolvimento desse conhecimento durante a aprendizagem por

um estudante. Ele afirma que sua teoria

[...] comeca com a hipotese de que o conhecimento matematico consiste em
uma tendéncia do individuo para lidar com situa¢des problema mateméticas
identificadas construindo ac¢des mentais, processos e objetos e os
organizando em esquemas para dar sentido as situacbes e resolver os
problemas (p. 1, tradug&o nossa)®.

E complementa explicando que a formacédo de um conhecimento matematico

de um estudante comega com

[...] acdes que sé&o transformacdes mental ou fisica de objetos. Essas a¢bes
séo interiorizadas aos processos. Isso significa que uma operacdo mental
interna é construida para fazer o mesmo trabalho que uma acdo mais externa.
Finalmente quando for necessario ou util aplicar uma agdo ao que foi um
processo, esse processo € encapsulado para se tornar um objeto mental
(DUBINSKY, 1997, p. 5, traducdo nossa)®.

E ainda diz:

[...] objetos ndo resultam de mover algo, que ja existe em alguma fonte
externa, para o espago mental de um individuo. Os objetos mentais séo, de
acordo com a perspectiva tedrica que eu trabalho, construidos por processos
encapsulados e esquemas tematizados. Objetos matematicos (processos e
esquemas também) resultam de um conjunto de individuos (matematicos)
interagindo em uma sociedade estruturada (a comunidade matematica) e
comunicando sobre suas respectivas construcbes mentais (DUBINSKY,
1997, p. 7, traduc&o nossa)®.

8 4[...] begins with the hypothesis that mathematical knowledge consists in an individual’'s tendency to
deal with perceived mathematical problem situations by constructing mental actions, processes, and
objects and organizing them in schemas to make sense of the situations and solve the problems.”
(DUBINSKY, 2001, p. 1)

9 “[...] actions that are mental or physical transformations of objects. These actions are interiorized to
processes. That means that an internal mental operations is constructed to do the same job as did the
more external action. Finally, when it is necessary or useful to apply an action to what has been a
process, this process is encapsulated to become a mental object.” (DUBINSKY, 1997, p. 5)

10“[...] objects do not result from moving something that already exists from some external source to an
individual’'s mental space. Mental objects are, according to the theoretical perspective in which i work,
constructed by encapsulated processes and thematizing schemas, mathematical objects (and
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A teoria APOS toma por referéncia o conceito de abstracdo (empirica, pseudo-
empirica e reflexiva) da teoria de Jean Piaget, psicélogo suico. Segundo Piaget e
Garcia (1983) a abstracdo empirica deriva do conhecimento das propriedades dos
objetos, ou das acdes sobre esses objetos e esse conhecimento é o resultado de
construcdes efetivadas internamente pelo sujeito. De acordo com 0s autores, esse
tipo de abstracdo leva a extracdo de propriedades comuns de objetos, que eles
denominaram de generalizacbes extensivas. A abstracdo pseudo-empirica é
intermediéria entre a abstracéo empirica e a reflexiva, ela provoca uma reflexdo sobre
propriedades que as ac¢des do sujeito introduziram nos objetos e ela permite ao sujeito
deduzir algum conhecimento da sua ac¢éo ou do objeto (PIAGET, 1985). A abstracdo
reflexiva é chamada por Piaget (1980) de coordenacéo geral de acfes, sua fonte é o
sujeito, € completamente interna e entdo, o0 sujeito interioriza e coordena as acdes
para formar uma ordem total (PIAGET, 1972). Dubisnky (1991) afirma que esse tipo
de abstracdo leva a um tipo de generalizagdo muito diferente das outras, que é
construtiva e resulta em "novas sinteses em meio das quais as leis particulares
adquirem novo significado” (PIAGET; GARCIA, 1983, p. 11, traducdo nossa)*'.

Para Dubinsky (1991) esses diferentes tipos de abstracdo ndo sé&o
completamente independentes. As acdes, que consideram a abstracdo pseudo-
empirica e reflexiva, sdo realizadas em objetos cujas propriedades o sujeito sO
conhece pela abstracdo empirica. Por outro lado, a abstracdo empirica s6 é possivel
por meio dos esquemas de assimilacdo que foram construidos pelo sujeito em uma
abstracao reflexiva. Esse tedrico usa o exemplo de uma experiéncia fisica que possa
ter como objetivo realizar uma abstracdo empirica para obter dados sobre um objeto,
ele afirma que essa interdependéncia mutua pode ser resumida da seguinte forma: a
abstracdo empirica e a pseudo-empirica desenham o conhecimento do objeto
realizando (ou imaginando) acdes sobre ele. A abstracdo reflexiva interioriza e
coordena essas acdes para formar novas acglOes e finalmente, novos objetos. A
abstracdo empirica extrai dados desses novos objetos pelas agcdes mentais sobre
eles, e assim por diante.

Ele diz também que:

processes and schemas as well) result from a set of individuals (mathematicians) interacting in a
structured society (the mathematical community) and communicating about their respective mental
constructions.” (DUBINSKY, 1997, p. 7)

1 “new syntheses in midst of which particular laws acquire new meaning.” (PIAGET; GARCIA, 1983, p.
11)
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Uma acado é uma transformacdo de objetos que é percebida pelo individuo
como sendo ao menos um pouco externa. Isto é, um individuo cuja
compreenséo de uma transformacao é limitada a uma concepc¢éo a¢édo pode
realizar a transformacdo somente reagindo a pistas externas que fornecem
detalhes precisos sobre quais passos podem ser dados (DUBINSKY, 1996,

p. 12, traducdo nossa)*?.

E que:

Quando uma agdo é repetida, e o individuo reflete sobre ela, ela pode ser
interiorizada em um processo. Ou seja, € feita uma construgdo interna que
realiza a mesma acao, mas agora nao necessariamente dirigida por estimulos
externos. Um individuo que tem uma concepcdo processo de uma
transformacgéo pode refletir, descrever ou mesmo reverter as etapas da
transformagdo sem realmente executar essas etapas. Em contraste, com
uma acao, um processo € percebido pelo individuo como sendo interno e sob
seu controle e ndo como algo que se faz em resposta a pistas externas
(DUBINSKY, 1996, p. 14, traducéo nossa)®®.

Sobre a concepcéo objeto Dubinsky (1996) diz:

Quando um individuo reflete sobre operacdes aplicadas a um processo
particular, torna-se consciente do processo como uma totalidade, ele percebe
que as transformacgdes (quer sejam acdes ou processos) podem atuar sobre
ela e podem realmente construir essas transformacdes, entédo ele ou ela esta
pensando nesse processo como um objeto. Nesse caso, nds dizemos que o
processo foi encapsulado em um objeto (p. 15, traducdo nossa)'“.

Dubinsky ainda postula que

No decurso da execucédo de uma agao ou de um processo em um objeto, é
muitas vezes necessario des-encapsular o objeto de volta ao processo do
qual ele veio, para usar suas propriedades na manipulacéo. E facil ver como
encapsulacdo de processo para o des-encapsulamento do objeto no retorno
ao processo acontece quando se estd pensando em manipula¢cBes de
fungbes, como adicionar, multiplicar ou simplesmente constituindo conjuntos
de funges (p. 15, tradugdo nossa)'®.

E faz suas consideracgdes sobre a abstracéo reflexiva do sujeito. Ele diz:

2 “An action is a transformation of objects which is perceived by the individual as being at least
somewhat external. Thatis, an individual whose understanding of a transformation is limited to an action
conception can carry out the transformation only by reacting to external cues that give precise details
on what steps to take.” (DUBINSKY, 1996, p. 12)

13 “When an action is repeated, and the individual reflects upon it, it may be interiorized into a process.
Thatis, an internal construction is made that performs the same action, but now, not necessarily directed
by external stimuli. An individual who has a process conception of a transformation can reflect on,
describe, or even reverse the steps of the transformation without actually performing those steps. In
constrast to an action, a process is perceived by the individual as being internal, and under one’s control,
rather than as something one does in response to external cues.”" (DUBINSKY, 1996, p. 14)

14 “when an individual reflects on operations applied to a particular process, becomes aware of the
process as a totality, realizes that transformations (whether they be actions or processes) can act on it,
and is able to actually construct such transformations, then he or she is thinking of this process as an
object. In this case, we say that the process has been encapsulated to an object.” (DUBINSKY, 1996,
p. 15)

15“In the course of performing an action or process on an object, it is often necessary to de-encapsulate
the object back to the process from which it came in order to use its properties in manipulating it. It is
easy to see how encapsulation of processes to and de-encapsulation the objects back to processes
arises when one is thinking about manipulations of functions such as adding, multiplying, or just forming
sets of functions.” (DUBINSKY, 1996, p. 15)
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Para nds, abstracdo reflexiva serd a construcdo de objetos mentais e de
acOes mentais sobre esses objetos. Afim de elaborar nossa teoria e relaciona-
la com conceitos especificos em matemética, usaremos a no¢ao de esquema.
Um esquema é uma colecéo mais ou menos coerente de objetos e processos.
Também as vezes usamos 0 termo processo ou processo mental em vez de
acdo mental quando enfatizamos sua natureza interna (para o assunto)
(DUBINSKY, 1991, p. 102, tradugdo nossa)?®.

Dubinsky (1991) afirma que o seu objetivo na elaboracéo da teoria APOS foi
isolar pequenas porcdes dessa estrutura complexa (conhecimento matematico) e
fornecer descricdes explicitas de possiveis relacées entre esquemas. Ao se referir a
esse procedimento para o caso de um conceito particular, ele o denomina de
decomposicdo genética (genetic decompositions) do conceito.

Em Dubinsky e McDonald (2001) encontramos a proposicao de que:

Finalmente, um esquema para um certo conceito matematico € uma colecao
de ac¢Bes, processos, objetos e outros esquemas do individuo que séo ligados
por alguns principios gerais para formar uma estrutura na mente do individuo
gue deve ser usada em uma situagdo problema envolvendo esse conceito (p.
3, traducdo nossa)'’.

Os autores afirmam que essa estrutura deve ser coerente, no sentido de que
ela forneca, explicitamente ou implicitamente, meios para determinar quais fendbmenos
estdo no ambito do esquema e quais ndo. Ou seja, para Dubinsky e McDonald (2001)
com a teoria APOS todas as entidades matematicas podem ser representadas em
termos de acdes, processos, objetos e esquemas.

Para os autores a teoria faz previsdes que podem ser testadas, se uma colecao
particular de acdes, processos, objetos e esquemas sao construidas de uma certa
maneira por um individuo, entdo esse individuo possivelmente serd bem-sucedido
usando certos conceitos matematicos e em certos problemas e situacbes. As
descricOes detalhadas de esquemas (decomposi¢cdes genéticas) em termos dessas
construgbes mentais, de acordo com esses autores, sdo uma forma de organizar

hip6teses sobre como a aprendizagem de conceitos matematicos podem ocorrer.

16 “For us, reflective abstraction will be the construction of mental objects and of mental actions on these
objects. In order to elaborate our theory and relate it to specific concepts in mathematics, we will use
the notion of schema. A schema is a more or less coherent collection of objects and processes. We will
also sometimes use the term process or mental process instead of mental action when we are
emphasizing it’s internal (to the subject) nature.” (DUBINSKY, 1991, p. 102)

17 “Finally, a schema for a certain mathematical concept is an individual’'s collection of actions,
processes, objects, and other schemas which are linked by some general principles to form a framework
in the individual’s mind that may be brought to bear upon a problem situation involving that concept.”
(DUBINSKY; MCDONALD, 2001, p. 3)
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Para Dubinsky e McDonald (2001) os conceitos matematicos construidos pelos
estudantes de graduacdo, que a teoria APOS contempla, sdo: funcdes, topicos de
algebra abstrata, matematica discreta, topicos de calculo diferencial e integral, topicos
de estatistica, alguns topicos teoricos elementares de numero e fracdes. Nessas
consideragdes nos parece que podemos ler em suas proposi¢cdes que para esses
tedricos ndo ha distincdo entre esses tipos de pensamentos matematicos referentes
a conceitos, sejam eles da educacéao basica ou do ensino superior.

Sfard (1991) apresenta um quadro tedrico que visa investigar o papel dos
algoritmos no pensamento matematico, em formacéo de conceitos relacionados a
nameros e funcbes. A autora afirma “que os processos de aprendizagem e de
resolucdo de problemas consistem em uma intrincada interacdo entre concepcdes
operacionais e estruturais das mesmas nog¢bes” (SFARD, 1991, p. 1, traducédo
nossa)®® relacionadas a formacao dos conceitos de nimeros e fungdes.

A autora considera que durante a formacao desses conceitos ocorre a transi¢cao
das operacdes calculatérias para objetos abstratos. Que essa transicdo € um
processo longo e dificil, realizado em trés etapas: interiorizacdo, condensacao e
reificacdo. E que a etapa da reificacdo é complexa e dificil e que ela pode permanecer
fora do alcance de certos estudantes.

Sfard (1991) utiliza o termo “conceito” como construgao teérica no ambito do
universo formal do conhecimento ideal e “concepgdo” como todo o conjunto de
representacdes internas evocadas pelo conceito. A concepg¢ao operacional de um
conceito esté relacionada a processos, algoritmos e agfes. A autora ressalta que as
concepclOes operacionais e estruturais de uma nocdo matematica ndo sao
mutuamente exclusivas, séo facetas inseparaveis, embora drasticamente diferentes,
sendo uma dualidade e ndo uma dicotomia.

Sfard (1991) também bebe na teoria de Piaget (1970) ao considerar dois
modos diferentes de pensamentos matematicos: o figurativo, com os estados
momentaneos e estaticos (concepcdo estrutural); e o operativo, com as
transformacdes (concepcéo operacional). Ela afirma que a concepcéo operacional se
constitui antes da concepcéo estrutural.

Essa pesquisadora leva em conta o desenvolvimento epistemoldgico-historico

dos conceitos de numero e de funcdo, para organizar sua proposta. Ela separa o

18 “that the processes of learning and of problem-solving consist in an intricate interplay between
operational and structural conceptions of the same notions.” (SFARD, 1991, p. 1)
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desenvolvimento da formagé&o do conceito em trés etapas distintas, que correspondem
a trés graus de estruturacdo. Essas etapas sdo nomeadas com base em uma analise

puramente teorica da relacéo entre processos e objetos, indicado no que segue:

A luz da mesma andlise, nosso modelo de aprendizagem pode agora ser
refinado em linhas semelhantes: se a conjectura sobre origens operacionais
de objetos matematicos for verdadeira, entdo primeiro deve haver um
processo realizado nos objetos ja familiares, entdo a ideia de transformar
esse processo em uma entidade autbnoma deve emergir e finalmente a
capacidade de ver essa nova entidade como um objeto integrado, como todo,
deve ser adquirida. Nés chamaremos essas trés etapas do desenvolvimento
de conceitos de interiorizacdo, condensacao e reificacdo respectivamente *°.
(SFARD, 1991, p.18, traducéo nossa)

Na fase de interiorizacdo, apreendem-se 0s processos que darao origem a um
novo conceito. Tratam-se de operacdes realizadas em objetos matematicos de nivel
inferior em que gradualmente, o estudante torna-se habilidoso para executar tais
processos, afirma Sfard (1991).

A fase de condensacdo é um periodo de comprimir longas sequéncias de
operacfes em unidades mais gerenciaveis. Nessa fase, o estudante se torna cada
vez mais capaz de pensar em um determinado processo globalmente, sem sentir
vontade de entrar em detalhes. Como no caso de procedimentos informaticos, um
nome pode ser dado a esse conjunto condensado. Esse € 0 ponto em que um novo
conceito nasce oficialmente, de acordo com a autora.

A reificacdo, para Sfard (1991) é definida como uma mudancga ontolégica, “uma
capacidade subita de ver algo familiar sob uma luz totalmente nova” (p. 20, tradugao
nossa)?’. Ela afirma que enquanto a interiorizacdo e a condensacédo sdo mudancas
graduais, quantitativas, a reificagdo € um salto quantico instantdneo: “um processo
solidifica-se em objeto, no interior de uma estrutura estatica” (p. 20, tradugao nossa)?*.
Vérias representacdes do conceito tornam-se semanticamente unificadas por essa
construcdo abstrata, puramente imaginaria. De acordo com a autora, a nova entidade
logo se separa do processo que a produziu e comecga a extrair seu significado pelo

fato de ser um membro de uma determinada categoria, e destaca:

19 “In the light of the same analysis, our model of learning can now be refined along similar lines: if the
conjecture on operational origins of mathematical objects is true, then first there must be a process
performed on the already familiar objects, then the idea of turning this process into an autonomous entity
should emerge, and finally the ability to see this new entity as an integrated, object like whole must be
acquired. We shall call these three stages in concept development interiorization, condensation and
reification, respectively.” (SFARD, 1991, p. 18)

20 “a sudden ability to see something familiar in a totally new light.” (SFARD, 1991, p. 20)

21 “a process solidifies into object, into a static structure.” (SFARD, 1991, p. 20)
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[...] os efeitos benéficos que a reificacdo pode ter na aprendizagem. Como
explicado anteriormente, a formagédo de uma concepc¢éo estrutural significa
reorganizar 0 esquema cognitivo adicionando novas camadas -
transformando agregados sequenciais em estruturas hierarquicas (SFARD,
1991, p. 28, tradugdo nossa)?2.

Sfard (1994) afirma que experiéncia fisica faz o estudante pensar nos
processos realizados em certos objetos e na produgdo de objetos; e “0 nome
‘reificacao’ foi dado ao ato de criagcao das entidades abstratas apropriadas” (p. 53,
traducdo nossa)?. Para a autora a afirmacéo basica subjacente a essas ideias € que,
do ponto de vista do desenvolvimento, as concep¢des operacionais precedem as
estruturais, isto €, a familiaridade com um processo é uma base para a reificacdo. A
“reificacdo é a transicdo de um esquema operacional para um esquema estrutural
corporificado” (p. 53, tradugdo nossa).

Anna Sfard ndo publicou com David Tall, sua teoria esta relacionada ao estudo
do papel dos algoritmos no pensamento matematico para a formacéo de conceitos
matematicos, em especial niumero e funcdo. E entdo podemos admitir também que
para Anna Sfard, ndo ha distincdo entre pensamento matematico avancado e

elementar. Ela trata da formacéo desse pensamento em suas etapas.

Ao nos reportarmos a epistemologia da matemética visando a compreensao da
formacdo do pensamento matematico avancado, voltamos a David Tall. O autor
destaca que ha uma maior complexizacdo do pensamento matematico a partir do
momento da axiomatizagdo da matematica, no inicio do século XX, quando a
matematica avancada passou a ser construida por meio de teorias axiomaticas, sendo
os axiomas, definicdes conceituais. E ele retroage a esse momento histérico para
explicar seu posicionamento quando diz que “pensar em matematica avancada néo é
sempre um processo lbégico, pois a criagdo de ideias matematicas envolve
ressonancias associativas entre ideias previamente desconectadas”(TALL, 1988, p. 5,

traducdo nossa)?°.

22 4...] the beneficial effects reification can have on learning. As explained before, formation of a
structural conception means reorganizing the cognitive schema by adding new layers - by turning
sequential aggregates into hierarchical structures.” (SFARD, 1991, p. 28)

23 “the name ‘reification’ was given to the act of creation of the appropriate abstract entities.” (SFARD,
1994, p. 53)

24 “reification is the transition from an operational to a structural embodied schema.” (SFARD, 1994, p.
53)

25 “thinking in advanced mathematics is not always a logical process, for the creation of mathematical
ideas involve associative resonances between previously disconnected ideas.” (TALL, 1988, p. 5)
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Mas o autor ndo diferencia completamente os dois tipos de pensamento
matematico, avancado e elementar, pois ndo os distingue quando se refere a

criatividade e a generalizacdo. Ele assim o faz quando envolve a abstracao.

Em 1991 quando organiza o livro Advanced Mathematical Thinking ele adverte
sobre a complexidade de se estudar o pensamento mateméatico avancado citando
Hadamard (1945 apud TALL, 2002), que destacou a dificuldade em discutir a natureza
da psicologia do pensamento matematico avancado. Tall (2002)%® afirma que para
discutir essa natureza € necessério o envolvimento de duas areas do conhecimento,
a psicologia e a matematica, para que ela seja tratada adequadamente no ambito da
cognicdo. A intersecdo entre essas duas areas tem sido investigada por matematicos,
de um lado e por psicologos, de outro. O psicélogo procura aplicar as teorias do seu
campo de estudo aos processos de pensamento do estudante, de um modo mais
complexo. O matematico busca insigths sobre o processo de pensamento criativo do

estudante com intuito de melhorar a qualidade do ensino e da pesquisa.

Tall (2002) buscou esses insigths em seu trabalho profissional, tanto na
perspectiva de pesquisador como de professor, com o intuito de associa-los ao
desenvolvimento do pensamento matematico avancado dos estudantes. Para esse
autor o ciclo completo da atividade matematica avancada se baseia no pensamento
criativo que considera o contexto de um problema de investigacdo matematica que

leva a formulac&o de conjecturas, e a fase final de refinamento e prova.

O autor ressalta que em muitas atividades de investigacdo que ocorrem nesse
ciclo também ocorrem na resolucédo de problemas matematicos elementares, mas a
condicdo para utilizar definicdo formal e efetuar deducado distingue o avancado do

elementar.

Tall (2002) cita Skemp (1971) para afirmar que as abordagens atuais do ensino
superior apresentam, aos estudantes, situacdes que mobilizam apenas a parte final
do ciclo que envolve o pensamento matematico, ao invés de trabalhar todo o processo.
Procedendo dessa forma, o poder desse tipo de pensamento fica limitado. Ainda
nessa perspectiva de critica a certas abordagens de ensino, ele cita outra ocorréncia

gue considera gravissima, a apresentacdo logica de um objeto ou conceito

26 Nesta pesquisa foi utilizada uma reedicéo do livro Advanced Mathematical Thinking de 2002.
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matematico, o que pode nado ser adequado para o desenvolvimento cognitivo do

estudante.

O autor afirma que a teoria cognitivista do pensamento matematico avancado
revela os obstaculos cognitivos que surgem a medida em que os estudantes do ensino
superior lutam para chegar a um acordo com ideias que desafiam e contradizem as
estruturas do conhecimento que eles tém naquele momento de sua aprendizagem.
Afirma também que, qualquer teoria da psicologia do pensamento matematico
avancgado deve ser considerada no contexto de atividade mental e cultural humana, e
gue ndo existe uma forma verdadeira e absoluta de pensamento matematico e sim

diversas formas de pensar, culturalmente, e varios aspectos relativos a contextos.

Além disso, como ja dito anteriormente Tall (2002) ressalta que a transicdo do
pensamento matematico elementar para o avancado requer um grande esforco dos
estudantes universitarios que ingressam na universidade. Devem realizar uma

reconstrucao cognitiva.

Tall e Vinner (1981) afirmam que a distin¢ao é feita entre 0 modo de pensar do
individuo sobre um conceito e sua definicdo formal, distinguindo a matematica como
uma atividade e como um sistema formal. Para esses autores o cérebro humano néo
€ uma entidade puramente légica, a forma complexa de seu funcionamento,
frequentemente, esta em desacordo com a logica matematica. Para se referirem a
essa forma complexa definem um termo especifico: “Nés usaremos o termo imagem
conceitual para descrever a estrutura cognitiva total que esta associada ao conceito,
gue inclui todas as imagens mentais, propriedades e processos associados” (p. 2,
traducdo nossa)?’. Eles afirmam que a imagem conceitual (concept image) é
construida ao longo dos anos por meio das experiéncias de todos os tipos, mudando
a medida que o estudante encontra novos estimulos e amadurece. A imagem
conceitual do estudante se desenvolve de forma n&do coerente em quase todos 0s
momentos, e a entrada sensorial excita certos caminhos e inibe outros, e, que, dessa
forma diferentes estimulos podem ativar diferentes partes da imagem conceitual do
estudante desenvolvendo-a de uma maneira ndo coerente; dessa forma € possivel

gue pontos de vistas conflitantes sejam mantidos na mente do estudante e sejam

27 “We shall use the term concept image to describe the total cognitive structure that is associated with
the concept, which includes all the mental pictures and associated properties and processes.” (TALL;
VINNER, 1981, p. 2)
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evocados em diferentes momentos, sem que 0 estudante esteja consciente do

conflito, até que sejam evocados novamente.

Esses dois autores introduzem também o conceito de definicdo conceitual
(concept definition) que é diferente do conceito de imagem conceitual. A definicdo
conceitual como o proprio nome ja diz, especifica um conceito, pode ser expressa por
um estudante de forma rotineira ou de forma significativa e relacionada ao conceito
global. Pode ser uma reconstrucdo pessoal feita pelo estudante a partir de uma
definicdo formal, € a expressdo em palavras que o estudante usa para explicitar sua
imagem conceitual evocada. Tall e Vinner (1981) dizem que uma definicao conceitual
pessoal pode ser diferente da definicdo conceitual formal, sendo a definicdo conceitual

formal aquela que é aceita pela comunidade matematica, em geral.

Outro conceito proposto por David Tall em sua tese de doutorado, em 1986, e
gue se relaciona com a formagdo do pensamento matematico, € a nog¢do de
organizador genérico (generic organiser). Ao introduzir essa nocao, Tall (1989) tinha
a intencdo de complementar a nocdo de organizador prévio proposta por David
Ausubel, psicologo da educacdo norte americano. Na teoria da aprendizagem
significativa desse autor, um organizador prévio é um material apresentado,
antecipadamente, em um nivel mais alto de generalidade, inclusédo e abstracdo que a
tarefa de aprendizagem em si, esta explicitamente relacionado tanto com ideias
existentes na estrutura cognitiva do estudante como com a aprendizagem da tarefa
em si, preenchendo a lacuna entre o que ele ja sabe, e o0 que ele precisa saber para

se apropriar do conhecimento, em melhores condi¢des.

Para Tall (1989) a nocéo de organizador prévio exige que o estudante possua
uma estrutura cognitiva apropriada, e para situacées em que o estudante ndo possua
tal estrutura ele sugeriu a no¢do de organizador genérico. O autor denominou de
organizador genérico a um ambiente (ou micromundo) que permite ao estudante
manipular exemplos e (se possivel) contraexemplos de um conceito matematico com
a intencdo de ajuda-lo a adquirir experiéncias que proporcionem uma mudanca em
sua estrutura cognitiva, na qual o estudante possa refletir para construir conceitos

mais abstratos. O autor ressalta: "O termo ‘genérico’ significa que a atencdo do
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aprendiz é dirigida a certos aspectos dos exemplos que incorporam o conceito mais
abstrato” (TALL, 1989, p. 6, traducédo nossa)?8.

Outra nocao introduzida por Gray e Tall (1994) foi a no¢éo de proceito (procept)
para indicar o uso do simbolo matematico como um processo e como um conceito
(por exemplo: adicdo e soma). Para esses autores 0S processos comeg¢am como
procedimentos passo a passo, que sao otimizados em processos que podem ser
considerados como um todo sem ter a necessidade de realiza-los. Os simbolos sao
usados para permitir que a mente opere entre o procedimento ou processo, de um
lado, e o conceito mental, do outro. Para os autores: “O desenvolvimento consiste no
uso cada vez mais sofisticado de simbolos que diferem em qualidades de flexibilidade

e habilidade para pensar matematicamente” (TALL, 2000, p. 214, traducdo nossa)?®.

Os estudos de David Tall relacionados a formacgéo do pensamento matematico
e suas formas, enveredaram para a teoria dos trés mundos da matemética, cuja
elaboracdo se iniciou em 2003 com Watson e Spirou, mais particularmente com a

pesquisa de Watson sobre conceitualizacdo de vetor em Watson et al. (2003).

E no livro How Humans Learn to Think Mathematically - Exploring the Three
Worlds of Mathematics, que Tall (2013) destaca trés modos essencialmente diferentes
em gue o0 pensamento matematico se desenvolve: o conceitual corporificado, o

operacional simbdlico e o axiomatico formal.

Nessa nova investida teorica Tall (2013) nao separa 0 pensamento matematico

em elementar e avancado, mas o caracteriza de modos diferentes.

O modo conceitual corporificado € aquele que o desenvolvimento de imagens
mentais acontece a partir de percepcdoes e acdes humanas, que vao sendo
verbalizadas em formas cada vez mais sofisticadas e se tornam perfeitas entidades
mentais na imaginacao do estudante; o modo operacional simbdlico cresce a partir de
acOes fisicas em procedimentos mateméaticos. O autor afirma que alguns estudantes
podem permanecer em um nivel processual e outros podem conceber os simbolos de
forma flexivel (proceito) como operacdes a executar, e, para serem operados por meio

do calculo e da manipulacéo. Por fim o modo axiomético formal é aquele em que o

2 “The term ‘generic’ means that the learner’s attention is directed at certain aspects of the examples
which embody the more abstract concept.” (TALL, 1989, p. 6)

29 “Development consists of increasingly sophisticated usage of symbols with differing qualities of
flexibility and ability to think mathematically.” (TALL, 2000, p. 214)



35

conhecimento formal de um sistema axiomatico especifico toma forma. Os conceitos
sao identificados por defini¢cdes, e as propriedades devem ser deduzidas pela prova

matematica, para serem aceitas.

Tall (2013) nomeia esses modos essenciais de pensar matematicamente em
“‘mundos” e afirma que os trés mundos estdo intimamente integrados em um quadro
mais amplo. O autor ainda destaca que na matematica escolar a corporificacdo e o
simbolismo se desenvolvem paralelamente, mas de tal modo que ac6es corporificadas
dao lugar a operacdes simbdlicas e o simbolismo tem representacdes corporificadas.
E na medida em que a abstracdo estrutural passa a necessitar de definicdes de
conceitos e de deducbes de propriedades desses conceitos € que 0 pensamento
formal corporificado e o pensamento formal simbdlico, estdo se constituindo no

formalismo axiomatico.

E nessa perspectiva dos trés mundos que Tall (2013) criou os conceitos set-
before e met-before. Com o termo set-before ele designa “uma estrutura mental com
a qual nés nascemos, e que pode demorar um pequeno tempo para amadurecer
enquanto o nosso cérebro faz conexdes no inicio da nossa vida” (p. 84, tradugao
nossa)3 e com o termo met-before ele se refere a “uma estrutura mental que temos

agora como resultado de experiéncias que tivemos antes” (p. 84, traducédo nossa)3'.

Para o desenvolvimento desses dois conceitos Tall (2013) parte da hipétese
gue ha set-befores fundamentais que evoluem de maneiras diferentes para cada
individuo, pois os met-befores de cada individuo sdo constituidos por experiéncias
anteriores, algumas das quais podem dar suporte a uma nova situagao ou para alguns
problemas. Para o autor os set-befores fundamentais compreendem o(a): “(1)
reconhecimento de padrdes, semelhancas e diferencas; (2) repeticdo de acdes para
construir no ambito de sequéncias repetitivas; (3) linguagem para nomear e refinar
conceitos encontrados, incluindo a linguagem cotidiana e o simbolismo especial da
matematica” (p. 85, tradugdo nossa)®?. Tall (2013) afirma que os dois primeiros se

referem a percepc¢ao sensorial humana (entrada) e a agcdo motora (saida) e o terceiro

%0 “a set- before is ‘a mental structure that we are born with, which may take a little time to mature as
our brains make connections in early life.” (TALL, 2013, p. 84)

31 “a met-before is ‘a mental structure we have now as a result of experiences we have met before.”
(TALL, 2013, p. 84)

32%(1) recognition of patterns, similarities and differences; (2) repetition of actions to build into repeatable
sequences; (3) language to name and refine concepts encountered, including everyday language and
the special symbolism of mathematics.” (TALL, 2013, p. 85)
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permite formular conceitos mateméaticos cada vez mais sofisticados a medida que o

individuo reflete sobre suas percepc¢des e acoes.

Dreyfus (2002) companheiro de David Tall no estudo da concepcédo de
pensamento matematico elementar e avancado chama a atencdo para a importancia
de como ocorre o0 processo de aprendizagem na mente do estudante e como
compreender esse processo sempre foi considerado muito importante por professores
de matematica. Tal processo pode ser rapido para alguns, mas, frequentemente,
depende de longa sequéncia de atividades, durante a qual uma variedade de
processos mentais ocorre e interage. Ele afirma que os pesquisadores em educacgao
matematica também se tornaram conscientes da importancia dos processos que
constituem a compreensdo da matematica avancada, e suas interacdes. Justifica esse
interesse como um componente tedrico basico que propicia a compreensdo do
funcionamento da mente do estudante, pois 0s processos do pensamento matematico
gue o professor espera provocar na mente do estudante com seu ensino, ndo séo
espontaneos, e quando ocorrem, apenas uma pequena parte dos estudantes tem
consciéncia disso. Dreyfus (2002) desenvolve essa ideia indicando que a “reflexédo
sobre a experiéncia matematica € um aspecto importante do meta-conhecimento,
outro meta-processo. Essa reflexdo é uma caracteristica do pensamento matematico

avancado” (p. 25, traducdo nossa):.

Dreyfus (2002) n&o faz distingdo nitida entre muitos dos processos do
pensamento matematico elementar e avancado, embora considere que a matematica
avancada esteja mais focada nas abstracdes de definicdo e de deducdo. Como ja
citado anteriormente, muitos dos processos do pensamento matematico avangado
estédo presentes no pensamento de criangas em conceitos matematicos elementares,
cita como exemplo o conceito de nimero e posicao relativa. E ainda considera que €
possivel pensar em topicos de mateméatica avancada de uma maneira elementar e
gue ha um pensamento bastante avancado em topicos de matematica elementar.
Uma caracteristica que ele considera que distingue esses dois tipos de pensamento

€ a complexidade durante a realizacdo de uma atividade matematica e de como ela é

3 “reflection about one’s mathematical experience is an important aspect of meta-cognizing, another

meta-process. Such reflection is a characteristic of advanced mathematical thinking.” (DREYFUS, 2002,
p. 25)
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tratada, e que 0s processos mais poderosos para gerenciar essa complexidade sao

0S processos de abstracdo e de representacao.

Levando suas reflexdes tedricas para o ensino da matematica no nivel superior
Dreyfus (2002) diz que um tipico curso de matematica em nivel superior de primeiro
ano tem um programa bem definido, deixando o professor e os estudantes informados
sobre quais conteidos devem ser ensinados e aprendidos durante aquele periodo.
Para o professor o conteddo a ser ensinado € bem conhecido e aceito pela
comunidade matematica. O pesquisador afirma que o professor organiza suas aulas
de forma a cobrir todos os contetdos previstos no periodo, e, ao organiza-las, um
aspecto muito importante da matematica estd sendo ensinada e apresentada aos
estudantes: o produto final do conhecimento matematico, que € totalmente aceito pela
comunidade matematica. E continuando suas considerac¢des, o0 autor ainda afirma que
esse tipo de ensino tem vérias vantagens (por exemplo: permite estruturar a disciplina,
permite prever o progresso dos contetdos da disciplina e cumprir o programado
durante o periodo planejado), mas tem desvantagens muito sérias (por exemplo:
inflexibilidade em termos de adaptacao dos estudantes). Dreyfus (2002) reforca que
esse tipo de programa funciona para estudantes que se especializam em matematica,
ou que tenham um talento para esse tipo de investigacdo, mas para a grande maioria

dos estudantes nao funciona.

Outro aspecto que interessou a Dreyfus (2002) foi o de indicar semelhancas
entre o processo de aprendizagem e o processo de pesquisa. Para ele em ambos os
casos o individuo tem que fazer manipulagcdes mentais, investigar e descobrir
propriedades e relacdes sobre os objetos em que o seu conhecimento € parcial e
fragmentado. O processo de pesquisa é extraordinariamente complexo, assim como
0 processo de aprendizagem, e esse processo contém a esséncia do pensamento

matematico avancado.

Em outras palavras, 0 pensamento matematico avancado consiste em uma
grande variedade de processos de componentes interativos. E importante
gue o professor de matematica seja consciente desses processos, a fim de
compreender algumas das dificuldades que seus estudantes enfrentam
(DREYFUS, 2002, p. 30, tradugdo nossa).**

34 “In other words, advanced mathematical thinking consists of a large array of interacting component
processes. It is important for the teacher of mathematics to be conscious of these processes in order to
comprehend some of the difficulties which their students face.” (DREYFUS, 2002, p. 30)
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Dreyfus (2002) destaca as representacdes entre esses processos chamando a
atencao para a importante funcdo das mesmas na matematica. Os simbolos, diz ele,
sdo absolutamente indispensaveis na matematica moderna, mas contrapde
destacando que existe algum perigo, para a aprendizagem, associado a eles. O
pesquisador afirma que os simbolos servem para identificar um conhecimento
implicito no estudante e explica que “[...] deve haver algum significado associado a
uma nocado antes que um simbolo para essa nocao seja utilizado, no discurso
educacional do ensino de matematica, isso € muitas vezes ignorado, levando ao
fendbmeno conhecido de ‘simbolo empurrado” (DREYFUS, 2002, p. 30, tradugao

nossa).®®

Ele também classifica as representacées em simbodlicas e mentais. Uma
representacdo € considerada simbdlica se ela € escrita ou falada e é utilizada para
facilitar a comunicacdo do conceito; e é considerada mental se representa 0s
esquemas internos de quadro de referéncia que um estudante a usa para interagir

com o mundo externo. Essa interacdo pode diferir de estudante para estudante.

Nessa perspectiva da representacdo mental, Dreyfus (2002) destaca que a
visualizacdo desempenha um papel essencial no trabalho de muitos mateméticos
eminentes. Isso porque, visualizar € um processo pelo qual as representacfes
mentais podem fazer as tais interacdes com o mundo externo. E assim sendo, para
gue um estudante seja bem-sucedido em matemaética, € desejavel que ele tenha ricas
representacées mentais de conceitos, mas em geral o que acontece é que, ao
contrario, a maioria dos estudantes tem pobres representacdes mentais de conceitos,
um dos fatores que os prejudicam sua aprendizagem matematica. Para ele seria
desejavel que o estudante tivesse multiplas representacées mentais dos objetos e
conceitos, e mdltiplas ligacdes entre elas permitindo o uso simultdneo dessas
representacdes e alternando de modo adequado de acordo com o problema ou
situacdo. E ainda complementa dizendo que ter varias representacfes de um conceito
nao é suficiente para resolver problemas, pois é preciso mudar de representacao

sempre que a outra seja mais eficiente. Ele afirma que o processo de traducao esta

% “There must be some meaning associated with a notion before a symbol for that notion can possibly
be of any use; in the educational discourse of teaching mathematics, this is too often overlooked leading
to the well-known phenomenon of ‘symbol pushing’. (DREYFUS, 2002, p. 30)
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intimamente ligado a mudanca de representagdo e que o significado da tradugéo é

relevante para o pensamento matematico avancado.

Ainda falando sobre o papel das representacdes na formacdo do pensamento
matematico, Dreyfus (2002) vai utilizar o termo modelagem, para comparar a busca
de uma representacdo matematica para um objeto ou um processo. Modelar para o
autor significa construir uma estrutura matematica que incorpore caracteristicas
essenciais do objeto, sistema ou processo; essa estrutura, o modelo, pode ser usada

para estudar o comportamento do objeto ou do processo que estd sendo modelado.

Os processos de representar e modelar sdo analogos, mas em niveis
diferentes. Na modelagem a situacéo € o sistema fisico e 0 modelo é matematico, na
representacao o objeto a ser representado € a estrutura matematica e o modelo € uma

estrutura mental.

O autor defendera que muitos desses processos ocorrem em qualquer nivel de
pensamento matematico, mas ha outros processos que assumem uma grande
importancia a medida que a experiéncia e a habilidade matematica dos estudantes se
desenvolve, e que os conteudos que lidam com esses processos se tornam mais
avancados. Para ele o processo “mais importante, entre esses processos avancados
€ a abstracdo. Se um estudante desenvolve a capacidade de, conscientemente,
efetuar abstracdes de situacbes matematicas, ele alcancou um nivel avancado de
pensamento matematico” (DREYFUS, 2002, p. 34, traducdo nossa)%®. Entre esses
processos, ele apresenta outros dois, que além da representacdo formam uma base
para 0 processo de abstracdo: a generalizacdo e a sintese. Para o autor generalizar
€ derivar ou induzir particularidades, identificar pontos em comum, expandir dominios
de validade em uma atividade matematica. E sintetizar significa combinar ou compor
partes de tal forma que elas formem um todo, uma entidade. Esse conjunto, muitas

vezes equivale a mais do que a soma das partes.

Sintetizando as reflexdes apresentadas até aqui apontamos que Dreyfus (2002)
vai considerar que grande parte do poder do pensamento matematico esta associado
ao processo de abstracdo; que esse processo esta intimamente ligado ao processo

de generalizagcéo e que 0s principais incentivos para abstracdo sao a natureza geral

3 “the most important among these advanced processes is abstracting. If a student develops the ability
to consciously make abstractions from mathematical situations, he has achieved an advanced level of
mathematical thinking.” (DREYFUS, 2002, p. 34)
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dos resultados que podem ser obtidos, e a realizacdo de sintese. Ele diz que a
“generalizacdo geralmente envolve uma expansao da estrutura do conhecimento do
individuo enquanto que a abstracéo envolve uma (re)construcdo mental” (DREYFUS,
2002, p. 36, traducdo nossa)®’ e considera que nem o processo de generalizacéo e
nem o de sintese trazem demandas cognitivas pesadas aos estudantes como o

processo de abstracao.

A partir do que foi exposto até este momento nos fundamentaremos nos
aportes tedricos descritos para categorizar os trabalhos académicos que tém por
tematica a formagdo do pensamento matematico avancado e na sequéncia proceder

com as analises, uma andlise baseada em quantidades e outra analise qualitativa.

87 “generalization usually involves an expansion of the individual's knowledge structure whilst
abstraction is likely to involve a mental re-construction.” (DREYFUS, 2002, p. 36)
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CAPITULO 3

Metodologia de pesquisa e procedimentos metodolégicos

Optamos por realizar uma pesquisa de carater bibliografico, uma modalidade
de pesquisa que tem como principal caracteristica a utilizacdo de dados/informacdes
de documentacao escrita para a analise de suas questdes. Nesse tipo de pesquisa, a
coleta de dados/informacdes é feita pelo fichamento das leituras, o qual ajuda a
organizar de maneira sistematica os registros relativos as informacdes. A pesquisa se
insere no ambito de uma investigacdo documental, na qual os documentos se
apresentam estaveis no tempo e ricos como fonte de informacdes, podendo ser:
filmes, fotografias, livros, propostas curriculares, provas, cadernos de alunos, etc.
Dentre os véarios tipos de estudos bibliograficos ou documentais se destacam: a meta-
analise, os estudos do estado da arte e os estudos tipicamente historicos
(FIORENTINI; LORENZATO, 2012).

Para atingir nossos objetivos optamos por realizar uma meta-analise que
segundo os autores € uma revisdo sistematica de outras pesquisas, visando realizar
uma avaliagao critica e/ou produzir novos resultados ou sinteses a partir do confronto
desses estudos, transcendendo aqueles anteriormente obtidos. Em nosso trabalho
buscamos: compreender e analisar em quais, como e com que finalidade aparece a
nocao de pensamento matematico avancado na producdo brasileira, de dissertacdes
e teses defendidas no periodo de 2010 a 2016; e avaliar que resultados foram aferidos
nesses trabalhos e se os mesmos expressam, de algum modo, as diferentes

concepcoOes dessa nocao.

Para a organizacdo das analises utilizaremos a andlise de conteddo como
metodologia de pesquisa, desenvolvida pela professora e pesquisadora francesa
Laurence Bardin. Segundo a autora a analise de contetudo é “um conjunto de técnicas
de analise das comunicac¢des que utiliza procedimentos sistematicos e objetivos de
descrigdo do conteudo das mensagens” (BARDIN, 2011, p. 44). A autora afirma que
a “intencdo da analise de conteudo é a inferéncia de conhecimentos relativos as
condi¢des de producao (ou, eventualmente, de recepgdo), inferéncia essa que recorre

a indicadores (quantitativos ou nao)” (p. 44).
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Para a autora os principais objetivos dos métodos de analise de contetdo séo:
a superacao da incerteza - “o0 que eu julgo ver na mensagem estara la efetivamente
contido, podendo esta ‘visdo’ muito especial ser partilhada por outros? Por outras
palavras, sera a minha leitura valida e generalizavel?” (BARDIN, 2011, p. 35); e o0
enriguecimento da leitura - “se um olhar imediato, espontaneo, é ja fecundo, ndo
poderd uma leitura atenta aumentar a produtividade e a pertinéncia?” (p. 35)

Para Bardin (2011) a analise de contetudo possui duas fun¢gdes que na pratica

podem ou néo se dissociar:

- Uma funcdo heuristica: a andlise de conteddo enriquece a tentativa
exploratéria, aumenta a propensdo para a descoberta. E a analise de
conteudo “para ver o que da”.

- Uma funcdo de “administragdo da prova”. Hipoteses sob a forma de
questdes ou de afirmacdes provisorias, servindo de diretrizes, apelardo para
0 método de andlise sistematica para serem verificadas no sentido de uma
confirmag&o ou de uma infirmac&o®. E a anélise de contetdo “para servir de
prova” (pp. 35-36).

Essas inferéncias, de acordo com a pesquisadora, podem responder a dois

tipos de problemas:

- O que levou a determinado enunciado? Este aspecto diz respeito as causas
ou antecedentes da mensagem;

- Quais as consequéncias que determinado enunciado vai provavelmente
provocar? Isto refere-se aos possiveis efeitos das mensagens (BARDIN,
2011, p. 45).

Segundo Bardin (2011) o objetivo da anélise de conteudo “é a manipulagao de
mensagens (conteldo e expressdo desse conteldo) para evidenciar os indicadores
que permitam inferir sobre uma outra realidade que ndo a da mensagem” (p. 52).

De acordo com a autora a analise de conteudo € organizada em torno de trés
polos cronolégicos: (1) a pré-analise; (2) a exploracdo do material e; (3) o tratamento
dos resultados, a inferéncia e a interpretacao.

Para Bardin (2011) a pré-andlise (1) é a fase de organizacdo da pesquisa e
‘corresponde a um periodo de intuicbes e tem por objetivo tornar operacionais e
sistematizar as ideias iniciais, de maneira a conduzir a um esquema preciso do
desenvolvimento das operagdes sucessivas, num plano de analise” (p. 126). De

acordo com a autora essa primeira fase tem trés objetivos: “a escolha dos documentos

% Infirmar - verbo transitivo - 1. Tirar forga, a validez ou a autoridade a. 2. Invalidar. 3. Revogar. 4.
Anular. Informagéo retirada de: www.priberam.pt Acesso em 21 jul. 2018



http://www.priberam.pt/
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by

a serem submetidos a analise; a formulacdo de hipdteses e dos objetivos; e a
elaboracao de indicadores que fundamentem a interpretacéo final” (p. 125).

Nessa fase Bardin (2011) cita a leitura ‘flutuante’ que consiste em estabelecer
contato com os documentos a analisar e em conhecer o texto deixando-se invadir por
impressoes e orientagcdes, foi nesse momento que selecionamos as dissertacdes e
teses e fizemos a leitura dos resumos de cada trabalho. A escolha dos documentos &
0 universo de documentos de andlise que pode ser determinado a priori, ou “entdo o
objetivo € determinado e, por conseguinte, convém escolher o universo de
documentos suscetiveis de fornecer informag¢des sobre o problema levantado” (p.
126). Com o universo demarcado, é muitas vezes necessario proceder a constituicao
de um corpus. Para Bardin (2011) “corpus € o conjunto dos documentos tidos em
conta para serem submetidos aos procedimentos analiticos” (p. 126), em nossa
pesquisa o corpus foi constituido a partir do critério de que as pesquisas deveriam ter
utilizado como referencial tedrico a teoria do pensamento matematico avancado. A
sua constituicdo implica, muitas vezes em escolhas, selecbes e regras (da
exaustividade, da representatividade, da homogeneidade e de pertinéncia).

A autora se refere a formulacdo das hipéteses e dos objetivos da seguinte
forma: “trata-se de uma suposicdo cuja origem € a intuicdo e que permanece em
suspenso enquanto nao for submetida a prova de dados seguros” (BARDIN, 2011, p.
128). O objetivo “é a finalidade geral a que se propbéem o quadro tedrico e/ou
pragmatico, no qual os resultados obtidos serao utilizados” (p. 128). Para essa autora
a referenciacdo de indices e a elaboracao de indicadores em funcdo das hipéteses, a
organizacao sistematica de indicadores e a preparacédo do material se tratam de uma
preparacao do corpus para em seguida iniciar a exploracdo do material.

Bardin (2011) afirma que a exploragdo do material (2) depende das diferentes
operacgdes feitas na pré-analise, e que essa exploragao “é mais do que a aplicagao
sistematica de decisdes tomadas” (p. 131). Essa fase é longa e fastidiosa e consiste
“‘em operacgdes de codificacdo, decomposi¢cdo ou enumeracao, em funcédo de regras
previamente formuladas” (p. 131).

Apoés a exploracdo do material, os resultados brutos sédo tratados (3) de maneira
a serem significativos e validos de acordo com a hipétese. Bardin (2011) afirma que
operagbes estatisticas “permitem estabelecer quadros de resultados, diagramas,
figuras e modelos, os quais condensam e péem em relevo as informacgdes fornecidas

pela analise” (p. 131). E que o “analista, tendo a sua disposi¢cao resultados
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significativos e fiéis, pode entdo propor inferéncias e adiantar interpretacées a
propoésito dos objetivos previstos - ou que digam respeito a outras descobertas

inesperadas” (p. 131).

Em nosso trabalho como forma de iniciar nossa meta-analise selecionamos os
trabalhos académicos (dissertacdes e teses) que utilizaram, como referencial tedrico,
a teoria cognitivista do pensamento matematico avancado desenvolvida por David Tall
e Tommy Dreyfus. Vale ressaltar que diversos conceitos foram criados ao longo do
tempo durante o desenvolvimento dessa teoria cognitivista, apresentamos alguns
desses conceitos que apareceram no corpus da pesquisa: imagem conceitual e
definicdo conceitual, organizador genérico, raiz cognitiva, processos mentais, proceito
(procept) e os trés mundos da matematica. Alguns desses conceitos veem em
continuagdo aos estudos de David Tall relacionados ao desenvolvimento do

pensamento matematico nos seres humanos, desde o0 seu hascimento.

A selecdo das dissertacdes e teses, com essas caracteristicas, foi feita por
meio de uma busca no Banco de Teses e Dissertacdes da CAPES??, indicamos para
busca o seguinte termo: “pensamento matematico avangado”, pois esta de acordo
com 0 nosso objetivo de pesquisa que é identificar noc6es do pensamento matematico
avancado em dissertacdes e teses brasileiras, defendidas no periodo de 2010 a 2016,
escolhemos esse periodo com o critério de ser pesquisas defendidas recentemente
(nos ultimos 5 anos), foram encontrados trinta e oito trabalhos (corpus inicial da

pesquisa).

A partir da leitura dos resumos, desses trinta e oito trabalhos académicos,
foram considerados, de acordo com o0 nosso critério, aqueles que incluiam entre os
referenciais para a analise de dados, o termo pensamento matematico avancado e/ou
0s conceitos relacionados a esse pensamento, e que tinham sido publicados a partir
de 2010 (publicagGes recentes), totalizando 26 trabalhos: 21 dissertagdes e 5 teses,

constituindo assim o corpus definitivo para a analise.

Dos doze trabalhos descartados, alguns ndo foram publicados no periodo
estipulado pelo nosso critério de pesquisa (2010 a 2016), outros estavam relacionados
com o pensamento algébrico (generalizacdo de padrbes), pensamento aritmético,

teoria APOS e alguns nao tinham seus resumos disponibilizados, por serem trabalhos

39 Coordenacéo de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior.
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realizados antes da implantacdo da plataforma Sucupira®®. Verificamos se esses
trabalhos poderiam ser encontrados em plataforma digitais de programas de pos-
graduacédo, porém néo estavam disponiveis na integra, somente seu resumo 0 que
inviabilizou nossa leitura e assim ndo puderam ser incluidos no corpus definitivo para

as analises.

A seguir apresentamos o0 Quadro 1 com a indicacdo dos trabalhos

selecionados, organizados cronologicamente e divididos em dissertacfes e teses:

Quadro 1: Corpus de documentos selecionados (teses e dissertagdes)

ANO AUTOR(ES) E TITULO DO TRABALHO FONTE TIPO

2010 | ANGELINI, N. M. Funcgdes: um estudo baseado UNIBAN/SP Mestrado
nos trés mundos da matematica

2011 | AMORIM, L. I. F. A (re)construcéo do conceito de UFOP/MG Mestrado
limite do calculo para analise: um estudo com
alunos do curso de licenciatura em matematica

2011 | ANDERSEN, E. As ideias centrais do teorema PUC/SP Mestrado
fundamental do céalculo mobilizadas por alunos
de licenciatura em matematica

2011 | FONSECA, V. G. O uso de tecnologias no ensino UFRJ/RJ Mestrado
médio: a integracdo de Mathlets no ensino de
funcéo afim

2011 | FRANCO, H. J. R. Os diversos conflitos UFJF/MG Mestrado

observados em alguns alunos de licenciatura
num curso de algebra: identificacao e analise

2011 | NOVAIS, A. S. Equacbes indeterminadas e UFRJ/RJ Mestrado
lugares geométricos: uma proposta alternativa
para o estudo de equacdes em R2

2011 | SANTOS, A. T. C. O ensino da func¢édo logaritmica PUC/SP Mestrado
por meio de uma sequéncia didatica ao explorar
suas representacbes com o uso do software
GeoGebra

2012 | BERTOLAZI, K. S. Conhecimentos e UEL/PR Mestrado
compreensfes revelados por estudantes de
licenciatura em matematica sobre sistemas de
equacoes lineares

40 Ferramenta digital que proporciona a coleta de informacdes, realizagdo de andlises e avaliagdes e é
a base de referéncia do Sistema Nacional de Pds-Graduagdo (SNPG). Informacgédo retirada de:
http://www.capes.gov.br/avaliacao/plataforma-sucupira Acesso em 20 jul. 2018
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2012

FONSECA, D. S. S. M. Convergéncias de
sequéncias e séries numéricas no calculo: um
trabalho visando a corporificagdo dos conceitos

UFOP/MG

Mestrado

2012

KIRNEV, D. C. B. Dificuldades evidenciadas em
registros escritos a respeito de demonstracdes
matematicas

UEL/PR

Mestrado

2012

POGGIO, A. M. P. P. Um diagnostico sobre o
conceito de proporcionalidade de alunos do
ensino médio na perspectiva dos trés mundos da
matematica

UNIBAN/SP

Mestrado

2012

PRADO, S. C. S. O uso da calculadora e o
pensamento matematico avancado: uma analise
a partir das situagbes de aprendizagem nos
cadernos do professor de matematica

PUC/SP

Mestrado

2013

ALMEIDA, M. V. Um panorama de artigos sobre
a aprendizagem do célculo diferencial e integral
na perspectiva de David Tall

PUC/SP

Mestrado

2014

CAMPOS, J. P. Algoritmos para fatoracdo e
primalidade como ferramenta didatica para o
ensino de matemética

UNIR/RO

Mestrado

2014

GERETI, L. C. V. Processos do pensamento
matematico avancado evidenciados em
resolugcdes de questbes do Enade

UEL/PR

Mestrado

2014

JUNIOR, V. C. F. Repensando o ensino de
andlise: reagdes, impressfes e modificagbes nas
imagens de conceito de alunos frente a
atividades de ensino sobre sequéncias de
nameros reais

UFJF/MG

Mestrado

2014

MACAO, D. P. Uma proposta de ensino para o
conceito de derivada

ANHANGUERA/SP

Mestrado

2014

MARINS, A. S. Pensamento matematico
avancado em tarefas envolvendo transformagdes
lineares

UEL/PR

Mestrado

2014

PINTO, R. L. Definicbes matematicas sobre
fungbes e suas derivadas como um eixo de
discussdo para o ensino e a aprendizagem do
calculo

UFOP/MG

Mestrado

2015

JUNIOR, J. C. M. Ensino de derivadas em calculo
I: aprendizagem a partir da visualizagdo com o
uso do GeoGebra

UFOP/MG

Mestrado

2016

OLIVEIRA, J. L. A utilizacdo de softwares
dindmicos no ensino de andalise real: um estudo

UFOP/MG

Mestrado
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sobre a construgdo do conceito de integral de
Riemann

2011 | JANZEN, E. A. O papel do professor na formagéo UFPR/PR Doutorado
do pensamento matematico de estudantes
durante a construc&o de provas em um ambiente
de geometria dindmica

2012 | YOKOYAMA, L. A. Uma abordagem UNIBAN/SP Doutorado
multissensorial para o desenvolvimento do
conceito de nimero natural em individuos com
sindrome de down

2016 | LEME, J. C. M. Aprendizagem da derivada: uma PUC/SP Doutorado
perspectiva de andlise pelos fluxos de
pensamento

2016 | PRADO, E. A. Algebra linear na licenciatura em PUC/SP Doutorado

matematica: contribuicbes para formacgdo do
profissional da educacéo basica

2016 | VIEIRA, W. Do calculo a analise real: um | ANHANGUERA/SP | Doutorado
diagnéstico dos processos de ensino e de
aprendizagem de sequéncias numéricas

Fonte: Elaborag&o nossa.

Uma vez constituido o corpus passamos a busca do objetivo e das questdes
de pesquisas. Para tal procedemos da seguinte forma: elaboramos o fichamento das
dissertacOes e teses no qual constavam as seguintes informacdes: titulo, objetivo,
referencial tedrico, questdo/des de pesquisa, metodologia e procedimentos
metodoldgicos, sujeitos de pesquisas ou documentos, nivel de ensino e principais
resultados. Vale ressaltar que nem todos os trabalhos apresentavam todas essas
informagbes no resumo e no corpo texto, principalmente procedimentos
metodolégicos e metodologia de pesquisa e trés trabalhos ndo apresentaram

guestdes de pesquisa.

Com essas informagBes construimos o Quadro 2 com sinteses das

caracteristicas dos 26 trabalhos, focando o tema/conteddo e o nivel de ensino.

Quadro 2: Algumas caracteristicas das pesquisas selecionados (tema/conteudo e
nivel de ensino)

ANO AUTOR TEMA/CONTEUDO NIVEL

2010 | ANGELINI Conceito de funcao Ensino Médio

2011 | AMORIM Limites de funcdes reais de uma variavel Ensino Superior
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2011 | ANDERSEN | Teorema Fundamental do Calculo Ensino Superior
2011 | FONSECA Funcéo afim Ensino Médio
2011 | FRANCO Algebra Abstrata Ensino Superior
2011 | NOVAIS Equacdes indeterminadas e lugares Ensino Superior
geomeétricos
2011 | SANTOS Funcéo logaritmica Ensino Médio
2012 | BERTOLAZI | Sistemas de equacoes lineares Ensino Superior
2012 | FONSECA Convergéncia de sequéncias e séries Ensino Superior
numéricas infinitas
2012 | KIRNEV Demonstracdes matematicas Ensino Superior
2012 | POGGIO Conceito de proporcionalidade direta e inversa | Ensino Médio
2012 | PRADO Uso da calculadora Ensino
Fundamental Il
2013 | ALMEIDA Calculo Diferencial e Integral Ensino Superior
2014 | CAMPOS Funcdes e teoria dos niUmeros Ensino Médio
2014 | GERETI Questdes discursivas do Enade Ensino Superior
2014 | JUNIOR Ensino de andalise matemética Ensino Superior
2014 | MACAO Ensino de derivada Ensino Superior
2014 | MARINS Transformacoes lineares Ensino Superior
2014 | PINTO Funcdes e suas derivadas Ensino Superior
2015 | JUNIOR Ensino e aprendizagem de derivada Ensino Superior
2016 | OLIVEIRA Integral de Riemann Ensino Superior
2011 | JANZEN Construg@es de provas geomeétricas com auxilio | Ensino Superior
do software GeoGebra
2012 | YOKOYAMA | Ensino do conceito de numero natural para Educacdao
criangas com sindrome de down Especial
2016 | LEME Aprendizagem do conceito de derivada Ensino Superior
2016 | PRADO Disciplina de Algebra Linear na licenciatura em | Ensino Superior
matematica
2016 | VIEIRA Sequéncias numeéricas Ensino Superior

Fonte: Elaboracdo nossa.
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Ao analisarmos as informac¢des do Quadro 2, podemos afirmar que as
dissertacOes e teses se concentraram no nivel superior (19 no Ensino Superior, 5 no
Ensino Médio, 1 no Ensino Fundamental Il e 1 na Educacédo Especial) totalizando,

aproximadamente, 73% das pesquisas analisadas.

Verificamos em seguida quais conteudos matematicos apareciam nos
dezenove trabalhos do ensino superior. Observamos que a maioria se concentrava
em conteudos de analise matematica (11 trabalhos), em contetdos de algebra (5
trabalhos), em provas e demonstracGes (2 trabalhos), e em varios conteiados de
guestdes discursivas do Enade*! (1 trabalho). Algumas dessas pesquisas utilizaram
varios conceitos matematicos para investigar as dificuldades de ensino e de
aprendizagem no nivel superior ou para sugerir estratégias didaticas para o ensino

desses conceitos/contelidos.

Com o Quadro 3 informamos o tipo de investigac&o, 0s sujeitos de pesquisa

e/ou documentos e referencial teérico.

Quadro 3: Algumas caracteristicas das pesquisas selecionados (sujeitos/documentos
e referencial tedrico)

ANO AUTOR SUJEITOS/DOCUMENTOS REFERENCIAL
TEORICO

2010 | ANGELINI 8 estudantes da 22 série do Ensino | Tall e Vinner (1981) e
Médio Tall (2004)

2011 | AMORIM Andlise de livros de célculo diferencial e | Tall e Vinner (1981),
integral e 9 estudantes de licenciatura | Cornu (1991), Pinto

em matematica (2001), Reis (2001) e Tall
(2003)

2011 | ANDERSEN | 14 estudantes de licenciatura em | Dreyfus (1991)
matematica

2011 | FONSECA Estudantes da 12 série do Ensino Médio | Tall e Vinner (1981),
Duval (2003) e

Sierpinska (1992)
2011 | FRANCO 12 estudantes de licenciatura em | Dreyfus (1991), Tall e
matematica Vinner (1981) e Tall
(1999)
2011 | NOVAIS Estudantes do curso de matematica Tall e Vinner (1981),

Banard e Tall (1997),

41 Exame Nacional de Desempenho de Estudantes
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Crowley e Tall (1999) e
Tall (1989)

2011 | SANTOS 6 estudantes de uma 32 série do Ensino | Dreyfus (1991) e Duval
Médio (2009)
2012 | BERTOLAZI | 17 estudantes de licenciatura em | Dreyfus (1991), Resnick
matematica (1987), Thompson (1997)
e Freire (2004, 2011)
2012 | FONSECA Estudantes da disciplina de Calculo Il do | Dreyfus (1991), Tall
curso de Engenharia de Producao (1991) e Tall e Poynter
(2002)
2012 | KIRNEV 13 estudantes de licenciatura em | Balacheff (1987) e
matematica Dreyfus (1991)
2012 | POGGIO 51 estudantes de 2 turmas da 32 série do | Tall e Vinner (1981) e
Ensino Médio Tall (2004)
2012 | PRADO Caderno do professor do Ensino | Dreyfus (1991)
Fundamental Il da SEE/SP
2013 | ALMEIDA Artigos de David Tall e colaboradores Tall e colaboradores
2014 | CAMPOS Sequéncia didatica Papert (1994) e Dreyfus
(2002)
2014 | GERETI 13 estudantes de licenciatura em | Dreyfus (2002)
matematica
2014 | JUNIOR 6 estudantes de licenciatura em | Tall e Vinner (1981)
matematica
2014 | MACAO Analise de 2 livros de Calculo Diferencial | Tall (2013) e Thurston
e Integral e proposta de ensino (1994)
2014 | MARINS 13 estudantes do bacharelado em | Dreyfus (2002) e Tall
matematica (1995)
2014 | PINTO 38 estudantes de um curso de Sistemas | Tall e Vinner (1981) e
de Informagéo Blumer (1980)
2015 | JUNIOR 4 professores de matematica do Ensino | Dreyfus (1991) e Tall
Superior (1995)
2016 | OLIVEIRA Estudantes de licenciatura e | Dreyfus (1991), Tall
bacharelado em matematica (1986, 2000) e Reis
(2001)
2011 | JANZEN 2  professores  universitarios  da | Dreyfus (1991)

Alemanha
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2012 | YOKOYAMA | 8 criangas/adolescentes com sindrome | Tall e Vinner (1981) e

de down Tall (1989)
2016 | LEME Producao de materiais Tall (2013)
2016 | PRADO Documentos de 6 universidades e | Dreyfus (1991)

entrevista com 8 professores do curso de
licenciatura matematica

2016 | VIEIRA Andlise de livros, entrevistas com | Dreyfus (1991) e
docentes e, questionarios e entrevistas | Fischbein (1994)
com licenciandos em matematica

Fonte: Elaboracado nossa.

Ao avaliarmos os trabalhos com base na dualidade entre pesquisa tedrica ou
empirica, constatamos que a maioria se constituiu de pesquisas empiricas totalizando
21 trabalhos. Entre esses trabalhos, quatro tinham professores como sujeito de
pesquisa, e em treze trabalhos os sujeitos eram alunos de graduacao (1 pesquisa
entrevistou docentes e aplicou questionarios e entrevistas aos licenciandos), quatro
trabalhos tinham alunos de Ensino Médio e um trabalho alunos da Educacéo Especial,
vale ressaltar que algumas dessas pesquisas foram documentais e aplicadas e cinco

pesquisas foram documentais.

Das treze investigacdes cujos sujeitos eram alunos de graduacéo, onze foram
com estudantes de cursos de Matematica, uma com estudantes de cursos de
Engenharia e uma com estudantes de cursos de Sistemas de Informacéo.
Constatamos, portanto, que ha uma concentracdo de pesquisas com estudantes de

graduacdo em cursos de Matemética, aproximadamente 85%.

A partir dessa andlise baseada em quantidades, procuramos situar como se
distribuiam os dados que indicavam as principais caracteristicas que propiciam uma
analise qualitativa. Buscamos assim verificar como essas caracteristicas repercutiam
a teoria cognitivista do pensamento matematico avancado e outros conteudos
agregados. Ou seja, fomos em busca de respostas as questdes de pesquisa do
trabalho; como e com que finalidade a nocdo de pensamento matematico avangado
foi utilizada em dissertacOes e teses brasileiras, defendidas no periodo 2010 a 20167
E como se apresentam os resultados dessas pesquisas relativamente ao uso dessa

nogao?

No proximo capitulo iniciaremos as analises qualitativas com o intuito de

responder a essas questdes de pesquisa.
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CAPITULO 4

Analises

Iniciamos as andlises recorrendo a ideia de categorizacdo, que € tipica das
metodologias qualitativas, que tém por objetivo organizar andlises em unidades
estruturantes, de forma a auxiliar a manipulacdo de uma quantidade consideravel de
dados, que no caso desta tese sdo 26 trabalhos. A primeira acdo foi analisar os
objetivos, as questdes de pesquisa, e em seguida as conclusbes dos trabalhos
selecionados. Para isso, classificamos os vinte e seis trabalhos em duas categorias e
dois pares de subcategorias que se interceptam em consonancia com os objetivos e

guestdes de pesquisa.

Foram assim constituidas: Categoria 1 - Trabalhos cuja base investigativa
repousa no emprego de estratégias didaticas, como o emprego de técnicas e/ou
tecnologias especificas. Dessa categoria submergiram 2 subcategorias, sdo elas:
C11- Trabalhos cujo foco repousa nas estratégias didaticas, ainda que empreguem
tecnologias como parte de sua execuc¢ao; e C12 - Trabalhos cujo foco repousa no uso
de tecnologias para o ensino e/ou aprendizagem matemética, ainda que no ambito de

estratégias didaticas.

Na Categoria 2 - Trabalhos que investigam o0s processos de ensino ou de
aprendizagem de matematica. Dessa categoria submergiram 2 subcategorias, sédo
elas: C21 - Trabalhos cujo foco repousa na identificacdo e/ou tratamento de
dificuldades apresentadas no processo de aprendizagem de conteidos matematicos;
e C22 - Trabalhos cujo foco repousa em questbes formais e epistemoldgicas

relacionadas ao processo de ensino ou aprendizagem de conteildos matematicos.

Os objetivos e questdes de pesquisa desses trabalhos apresentaram ideias que
se relacionam, por exemplo para a Categoria 1, subcategoria C11: “proposta didatica”,
“ferramenta didatica”, “sequéncia didatica’, “atividades exploratorias”, “proposta
alternativa”, “abordagem para o ensino” e “elementos e possibilidades para
ressignificar”. Ja para a subcategoria C12 as ideias: “utilizagédo integrada do software
Mathlets”, “uso da calculadora” e “provas em geometria em um ambiente dindmico”.

Na Categoria 2, subcategoria C21 foram considerados as seguintes ideias:
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“dificuldades no ensino”, “investigar dificuldades relacionadas”, “dificuldades de
aprendizagem” e “conflitos de aprendizagem” e finalmente para a subcategoria C22,
observamos as seguintes ideias: “registros escritos apresentados por estudantes”,

“processos do pensamento matematico avangado”, “identificar a imagem de conceito
e definicdo de conceito relativo ao conceito de fungédo”, “analisar a compreensao de
guantificacdo de 1 a 10 elementos de criancas e adolescentes com sindrome de
down”, “verificar e analisar a modificagcbes nas imagens conceituais de alunos”,
“‘investigar os processos mentais do pensamento matematico avancado em registros
escritos de estudantes”, “compreender como e de que forma as definicbes
matematicas sao utilizadas em discussodes entre estudantes” e “investigar quais séo
as definicbes apresentadas por alunos do ensino médio sobre proporcionalidade”.

Essas duas categorias foram organizadas para a analise do corpus desta tese.

No Quadro 4 constam as dissertacdes e teses separadas nas duas categorias

e respectivas subcategorias de classificacao, distinguindo as cinco teses:

Quadro 4: Categorias de classificacao das 26 pesquisas

CATEGORIA 1 CATEGORIA 2

Cl1 C12 Cc21 C22

ANDERSEN (2011) | FONSECA (2011) | FRANCO (2011) | ANGELINI (2010)

NOVAIS (2011) JANZEN  (2011) | KIRNEV (2012) AMORIM (2011)
(Tese)
SANTOS (2011) PRADO (2012) ALMEIDA (2013) BERTOLAZI (2012)
FONSECA (2012) VIEIRA (2016) POGGIO (2012)
(Tese)

CAMPOS (2014) YOKOYAMA
(2012) (Tese)

MACAO (2014) GERETI (2014)

JUNIOR (2015) JUNIOR (2014)

PRADO (2016) MARINS (2014)

(Tese)

PINTO (2014)

LEME (2016)
(Tese)
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OLIVEIRA (2016)

Fonte: Elaboragéo nossa.

Em cada categoria foi realizado o levantamento das principais caracteristicas
de cada dissertacdo ou tese (objeto de estudo, objetivo, questdes de pesquisa e

conclusoes).

Categoria 1. Trabalhos cuja base investigativa repousa no emprego de

estratégias didaticas, como o emprego de técnicas e/ou tecnologias especificas

Subcategoria C11: Trabalhos cujo foco repousa nas estratégias didaticas,

ainda que empreguem tecnologias como parte de sua execugao

A dissertacdo de Andersen (2011) teve como objeto de estudo as ideias
centrais do teorema fundamental do célculo, e os sujeitos da pesquisa foram 14 alunos
de licenciatura em matematica. Foram investigados quais processos mentais intervém

e sdo combinados quando os estudantes desenvolvem atividades nas quais é tratada
a igualdade F (x) = f;f(t)dt e se os tipos de atividades propostas favoreciam a

compreensao das ideias centrais do referido teorema.

Para essa investigacao foram propostas as questdes de pesquisa:

Quais processos mentais intervém e sdo combinados quando se insere
atividades que se apoiam em figuras construidas pelo aluno tanto em folha
de papel quanto pelo software Winplot ao se tratar da expressdo F (x) =

LS f®de?

Esse tipo de atividade favorece a compreensdo das ideias centrais que
envolvem o teorema fundamental do célculo? (ANDERSEN, 2011, p. 28)

Andersen (2011) afirmou que a intengdo com as atividades era que o estudante

levantasse conjecturas sobre as relacfes e as propriedades dos conceitos envolvidos
na igualdade F (x) = f(ff(t)dt. Em um total de 4 sessbes, 3 (12, 32 e 4%) foram

desenvolvidas com lapis e papel e a 22 com o auxilio do software Winplot. Seguem

itens dessas atividades:

12 Sessao
Atividade 1

a) Construa o grafico da funcao f (t) = 2t + 1 e use as férmulas de geometria
para achar a area da regido limitada pelo gréafico da funcéo f, pelo eixo t e
pelas retas verticaist =1et = 3;

c) Sex > 1, seja A(x) a area da regido limitada pelo grafico da funcao f, pelo
eixo t e pelas retas verticais t = 1 e t = x. Ache uma expressao (em funcao
de x) para A(X) (p. 37).
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Atividade 2

a) Esboce o gréafico da fungdo f (t) = t? + 1 e assinale a regido do plano
limitada pelo grafico da funcao f, pelos eixos coordenados e pela reta vertical
t =4,

b) E possivel usar formulas da geometria para calcular exatamente a area
da regido acima descrita? Justifique sua resposta (p. 38).

22 Sesséo
Atividade 3 (Parte I)

a) Utilize o programa Winplot para construir o grafico da funcéo f (t) = t2 +
1

b) Aperte a tecla F7. Na janela “lim inferior” digite 0. Na janela “lim superior”
digite 4. Na janela “subintervalos” digite 2. Selecione apenas a opgéo “ponto
a esq:” (as demais, devem estar desabilitadas) selecione a opgéo “visualizar”
e clique em “definida”. Preencha o quadro abaixo: [...] (ANDERSEN, 2011, p.
40).
Para a autora esse tipo de atividade pode propiciar o desenvolvimento dos
processos de visualizagdo, de representacdo e conversdes entre diferentes
representacdes, de descoberta, de andlise, de sintese, de generalizacdo e de

abstracéo, em acordo com Dreyfus (2002).

Andersen (2011) afirmou que em relacdo aos processos mentais, os resultados
de sua pesquisa evidenciaram que o0s alunos mobilizaram os processos de
visualizacéo, representacéo e conversdes entre diferentes representacdes, sintese e

generalizagao durante a realizagéo das atividades propostas.

Em esséncia, os resultados dessa pesquisa revelaram que a natureza das
atividades propostas contribuiu para que os alunos se apropriassem de inter-relacdes
entre os conceitos envolvidos no teorema fundamental do céalculo, as escolhas feitas
na elaboragédo das atividades foram adequadas, a autora afirmou ainda que muitos

dos participantes conjecturaram que a derivacao e integracao sao operac0des inversas.

A autora considerou que a nocao de pensamento matematico avancado esta
relacionada aos processos mentais utilizados pelo estudante no desenvolvimento de
uma atividade matematica em que o contetldo em estudo se insere na area do calculo
diferencial e integral e, ao tipo de atividade proposta, no caso com o auxilio de
tecnologia (software Winplot), de acordo com Dreyfus (2002) e Tall (2002). Nesse caso
Andersen (2011) associa 0 pensamento matematico avangado a matematica
avancada.

A dissertacdo de Novais (2011) teve como objeto de estudo equacgdes

indeterminadas e lugares geométricos, com o objetivo de “[...] discutir e avaliar os
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efeitos de uma proposta alternativa para o estudo das representacdes das solucdes
de equacdes e sistema de equagdes em R*’ (p. 7), tomando como referéncia a no¢ao
de imagem de conceito, 0s sujeitos de pesquisa foram estudantes do 6° periodo de

um curso de matematica.

Esse autor analisa e critica, em sua pesquisa, a proposta tradicional
apresentada em alguns livros didaticos do ensino médio e apresenta uma proposta
alternativa estruturada a partir da exploracédo da sequéncia dos seguintes conteudos:
coordenadas na reta, coordenadas no plano, lugares geométricos, equacdes
indeterminadas e sistemas de equacdes, para o ensino de equacdes indeterminadas

e lugares geométricos, tema de sua pesquisa.

A sequéncia didatica foi voltada ao conceito de equacdes e estruturada a partir

das seguintes ideias:
- O estudo de estruturas unidimensionais para uma posterior extensao para
estruturas bidimensionais;
- A assimilacdo de um nimero real como a coordenada de um ponto na reta;

- NogBes de geometria analitica que fornecessem a analise, conjectura,
generalizacdo e prova de varias propriedades sobre as equacfes e seus
graficos;

- A compreensédo das nogdes sobre Lugar Geométrico, possibilitando a futura
definicdo de LG como reta, circunferéncia, parabola, elipse, etc.;

- Reconhecimento do gréafico de uma equagédo como o Lugar Geométrico das
solucBes desta equacao;

- O entendimento que a solucéo de um sistema de equacgfes € dada pelos
pontos de intersecdo entre os Lugares Geométricos de cada uma das
equactes (NOVAIS, 2011, pp. 59-60)

O autor buscou, por meio dessa sequéncia didatica, enriquecer a imagem de
conceito dos estudantes, no que tange a correlacdo entre equacdes e lugares
geométricos. A estrutura de sua proposta alternativa, em relagdo a proposta
tradicional que foi analisada em sua pesquisa e criticada, foi dividida em trés eixos
norteadores: (1) nocdes fundamentais de geometria analitica; (2) lugares geométricos;

e (3) equacdes indeterminadas e sistema de equacdes.

No eixo de nocbes fundamentais de geometria analitica apresentou uma

sequéncia de exercicios, como 0s que seguem:

Nessa etapa apresentamos a seguinte definicdo para coordenadas na reta:
Entenderemos medida orientada como o comprimento de OP na unidade O1,
em que X tera sinal positivo se o sentido de O para P coincidir com o sentido
positivo do percurso, ou sinal negativo caso contrario. O nimero real x sera
chamado de coordenada do ponto P. Em seguida sera proposto alguns
exercicios:
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1) Marque sobre 0 eixo abaixo pontos A, B e C de coordenadas — 3; % e 1,25.

3) Os pontos P = V2, Q = —3v2 e R = /3, s&o irracionais, construa um eixo e
marque a localizacdo de suas coordenadas (dica: use uma calculadora).
Seria possivel marcar esses pontos sem o auxilio de uma calculadora?
(NOVAIS, 2011, p. 61)

No eixo de lugares geométricos apresentou uma sequéncia de exercicios,

como por exemplo:

Da definicdo “um lugar geométrico € um conjunto de pontos que satisfazem
uma ou mais condigdes”, varios exercicios sao resolvidos com o auxilio do
GeoGebra:

1) Vamos construir o lugar geométrico dos pontos que distam /2 unidades
do ponto O (0;0) do plano cartesiano. Que lugar geométrico é esse?

2) Construa o lugar geométrico dos pontos que distam 1 unidade do ponto A
(-2;1) do plano cartesiano. Que lugar geométrico é esse?

3) Qual é o lugar geométrico encontrado nos exercicios 1 e 2? Use a distancia
de r unidades e o ponto O para definir esse lugar geométrico (NOVAIS, 2011,
p. 66).

No eixo equacdes indeterminadas e sistema de equagOes apresentou uma

sequéncia de exercicios, como por exemplo:

A partir da definigdo “dado uma reta r de inclinacéo a (no sentido anti-horario)
em relacdo ao eixo OX. O coeficiente angular ou declividade de umareta r é
0 nuamero real “m = tg(a)” e de exercicios como:

16) No campo de entrada do GeoGebra digite m =1 (tecle enter) e g =0
(tecle enter), exiba os objetos m e q, em seguida digite a equagédo y = m *
x + g construindo assim o grafico com as solu¢des da equacéo.

17) Com relagdo ao exercicio 16, varie o valor de m no intervalo de [-5,5],
descreva o comportamento do grafico.

18) Com relagéo ao exercicio anterior, varie o valor de q no intervalo [-5,5] e

descreva o comportamento do grafico (NOVAIS, 2011, p. 72).
As conclusdes dessa dissertacdo foram obtidas a partir de um estudo empirico
gualitativo e semiestruturado possibilitando analisar e comparar o repertorio tedrico
anterior a proposta e posterior a sua aplicacdo aos sujeitos de pesquisa, afirmou o

autor.

Novais (2011) apresentou como resultado que os elementos que compuseram
sua proposta para o ensino de equacdes trouxeram enriquecimento a imagem do
conceito dos estudantes. E ainda fortaleceram a conexéao entre as unidades cognitivas
ja existentes e as adquiridas ao longo do desenvolvimento dos exercicios propostos
pela sequéncia didatica. O autor afirmou que a capacidade dos estudantes de
apresentar imagens do conceito, correlacionadas com a definicdo formal sofreu uma

evolugéo e, creditou a esse resultado o uso associado do software de geometria
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dindmica e planilha eletrénica, como um meio de favorecer a aprendizagem e ajudar
a suplantar dificuldades que os estudantes demonstravam ter quanto a compreensao
de conceitos complexos relativos as diversas representacdes das solucdes de uma

equacao.

Para Novais (2011) a nocdo de pensamento matematico avancado esta
relacionada ao desenvolvimento de diversas imagens conceituais do conteudo
matematico, equacdes indeterminadas e lugares geomeétricos, e também com a
correlacao com a defini¢cdo formal do objeto matemético, de acordo com Tall e Vinner
(1981). Para esse autor, de acordo com nossas analises, 0 pensamento matematico

avancado esta relacionado a definicdo formal do objeto matematico.

A dissertacao de Santos (2011) teve como objeto de estudo o ensino de funcéo
logaritmica, e “por objetivo elaborar, aplicar e analisar uma sequéncia didatica para o
ensino da funcdo logaritmica utilizando o software GeoGebra como estratégia

pedagogica” (p. 17) com 6 alunos da 32 série do ensino médio.

Para essa investigacao foram propostas as questfes de pesquisa:

Os alunos com a sequéncia didatica proposta neste trabalho conseguem
reconhecer alguns elementos fundamentais para o estudo da funcao
logaritmica, tais como dominio, imagem e o esboco do grafico?

Em que medida? Quais as dificuldades encontradas?
Quais avancos percebidos?

O uso do software GeoGebra como estratégia didatico-pedagogica no estudo
da funcdo logaritmica contribuiu ou ndo para a aprendizagem dos alunos?
(SANTOS, 2011, p. 18)

A sequéncia didatica foi desenvolvida em quatro sessdes. A 12 teve por objetivo
consolidar a nocdo de poténcia por meio de uma situacao-problema que envolvia a
exploracdo de conceitos fundamentais da potenciagcéao. A 22 teve por objetivo explorar
0 conceito de funcdo exponencial por uma situagdo-problema que envolvia o
preenchimento de tabelas, construcdo de graficos no papel e com auxilio do software

GeoGebra. Seguem alguns itens da situacdo-problema proposta na 22 sessao:
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g) Construa os graficos das fun¢gBes na forma y= a*, para 0s casos y = 2%,

X
y=4*,y=5%y=(05%y= G) , y= (v2)", utilizando o software

GeoGebra e observe que essas fung¢fes interceptam o eixo y no ponto de
ordenada igual a 1. Como vocé justifica esse fato, sera que esse fato ocorre
qualquer que seja o valor de a?

h) Construa o gréafico dafuncdo y = 1* utilizando o software GeoGebra, essa
funcéo pode ser chamada de funcéo exponencial? Justifique sua resposta.

i) Observe o crescimento do grafico das fungdes exponenciais que vocé
construiu por meio do software GeoGebra, descreva o comportamento da
curvay = a*,quandoa >1e0 <a <1 (SANTOS, 2011, p. 116).

A 32 sessao teve como objetivo explorar o conceito de logaritmo por meio de
situagcOes-problema nas quais deveriam ser utilizadas a fungao exponencial e a fungéo
logaritmica, e a 42 sessdo teve como objetivo explorar o conceito de fungéo inversa
pela exploracdo do registro de partida ou seja o registro grafico e os conceitos de
simetria, e da funcdo inversa com o intuito de concluir que a funcédo logaritmica € a

inversa da funcéo exponencial.

2) a) Construa o grafico da fungao f definida por f (x) = log, x utilizando o
software GeoGebra e escreva na tabela abaixo algumas coordenadas de
pontos que pertencem a fungéo na tabela abaixo: [...]

2) b) Construa o gréafico da funcdo g definida por g(x) = 2* utilizando o
software GeoGebra e escreva as coordenadas de alguns pontos que
pertencem a fungéo g na tabela abaixo:[...] (SANTOS, 2011, pp. 127-128)

Apos aplicar a sequéncia didatica para alunos organizados em duplas, Santos
(2011) concluiu que no decorrer das sessdes houve evolugcdo de conhecimento das
duplas, as discussfes entre os alunos favoreceram o levantamento de hipéteses
sobre o comportamento do gréfico da funcdo, do dominio e da imagem, e que 0 uso
do software como uma estratégia didatico-pedagogica contribuiu para a aprendizagem
desses alunos. A autora afirmou que todas as duplas destacaram a importancia da
visualizacéo do grafico da fungdo logaritmica no software, além da possibilidade de

testar outras funcdes de modo dinamico e rapido.

Para Santos (2011) a nocdo de pensamento matematico avancado esta
relacionada ao tipo de atividade proposta ao estudante, e que essa atividade pode
favorecer alguns processos cognitivos para a aprendizagem do contetdo ensinado,
visualizacdo e generalizacao por exemplo, com o auxilio de um software para otimizar
0s processos de representacdo e de visualizacdo das funcbes logaritmicas e
exponenciais propostas em uma sequéncia didatica, de acordo com Dreyfus (2002).

Para essa autora, de acordo com nossas andlises, 0 pensamento matematico
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avancado estd relacionado aos processos mentais desenvolvidos em atividades

matematicas complexas em nivel elementar.

A dissertacdo de Fonseca (2012) teve como objeto de estudo a convergéncia
de sequéncias e séries numéricas na disciplina de calculo diferencial e integral e seu

objetivo foi

Verificar se 0 desenvolvimento de atividades baseadas na corporificacéo dos
conceitos, buscando a transi¢&o entre os mundos corporificados e simbdlicos,
com a utilizag&o de software de geometria dindmica, favorece a compreensao
da convergéncia de sequéncias e séries (p. 29).

A pesquisa foi realizada com um grupo de alunos do curso de Engenharia de
Producédo de um Instituto Federal de ensino que cursava a disciplina calculo II.

Para essa investigacéo foi proposta a questao de pesquisa: “Que contribuicoes
uma proposta pedagdgica baseada na corporificacdo de conceitos pode trazer para a
compreensao do conceito de convergéncia de sequéncias e séries em uma turma de
calculo?” (FONSECA, 2012, p. 29)

A pesquisadora propds uma atividade introdutéria que teve por objetivo verificar
os conhecimentos dos alunos relacionados a sequéncias e suas concepcdes sobre as
palavras convergéncia e divergéncia. Essas atividades visavam constituir
conhecimentos prévios para uma futura formalizacdo dos conceitos e para a
introducao das definices de convergéncia de sequéncias e séries numeéricas infinitas,
tema da pesquisa. Apresentamos a seguir itens dessa atividade introdutoria:

1. Expligue o seu entendimento sobre os termos:

a) Sequéncia b) Converge c) Diverge

2. O que vocé entende por sequéncias numéricas? D& no minimo 5 (cinco)
exemplos de sequéncias numéricas.

3. O que caracteriza uma sequéncia numeérica? (p. 88)

6. Dada as sequéncias a seguir, encontre o 50° termo de cada uma. Como
1111 1 3456

vocé obteve?{1,2,3,4,5,6,..} {=,-,-,=,—,..} {2,=,=,—,=...} (FONSECA,
2’4’6’8’ 10 2’3’4’5

2012, p. 89)

A autora prop6s outras atividades exploratdrias para serem desenvolvidas no
laboratorio com o auxilio do software GeoGebra com o objetivo de corporificar as
ideias basicas de convergéncia de sequéncias e para criar condicfes para uma
passagem para o mundo proceitual e posterior formalizagéo. Apresentamos alguns

itens dessas atividades exploratorias:

Atividade 3: Liste os cincos primeiros termos de cada uma das sequéncias,
cujos termos gerais séo dados a seguir:
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n 2n-3
a)ay = — b) a, = (—=2)"*! ©)a, = S—, (p.191)

- . A 5
Atividade 4: Considere a sequéncia de termo geral a,, = e Vamos explorar

diferentes formas de representacao dos valores dos termos dessa sequéncia,
com os recursos do GeoGebra. (FONSECA, 2012, p. 192)

Apés aplicar e analisar a sequéncia de atividades introdutéria e exploratoria,
Fonseca (2012) concluiu que um curso de calculo diferencial e integral ndo é
necessario ter como objetivo o tratamento formal, caracteristico da ultima fase do
desenvolvimento cognitivo, esse tratamento segundo a autora deve ser feito na
disciplina de analise e além disso concluiu que a utilizagdo do software GeoGebra
influenciou na construcdo das atividades desenvolvidas pelos alunos e contribuiu,
significativamente, para a corporificagcdo dos conceitos e para a exploracdo dos

mesmos a partir de diferentes representacoes.

Para Fonseca (2012) a nogdo de pensamento matematico avancado esta
relacionada ao tipo de atividade explorada (atividades com base na corporificacao do
conceito de convergéncia), o uso de um software de geometria dinamica, que tem o
potencial necessario para possibilitar a passagem do mundo corporificado para o
mundo simbdlico, construindo uma base para constru¢cdo do mundo formal, que para
essa autora € o mundo do pensamento matematico avancado, de acordo com Tall
(2013). Para essa autora, de acordo com nossas analises, 0 pensamento matematico

avancgado esta relacionado a matematica avangada.

A dissertacdo de Campos (2014) teve como objeto de estudo o uso de
algoritmos para fatoracédo e primalidade*?> como ferramenta didatica para o ensino de

matematica e teve por objetivo

[...] construir e implementar algoritmos para fatoracéo e primalidade como
ferramenta didéatica que possibilitasse o desenvolvimento das capacidades
de generalizagdo e abstracado, relacionadas aos conceitos sobre variaveis,
funcdes e alguns temas introdutérios sobre teoria dos nimeros (p 14).

O autor construiu uma sequéncia didatica dividida em duas partes; uma parte
introdutéria relacionada a divisibilidade e nameros primos, e outra relacionada ao
tratamento de algoritmos e temas mais complexos. As atividades foram propostas
para construcdo de algoritmos com o uso das linguagens de programacao Python e

Scratch. A seguir apresentamos alguns itens dessas atividades:

42 Um teste de primalidade refere-se a um algoritmo que tendo como entrada um niimero inteiro positivo
n, determina se n é ou nao primo. RIBEIRO, B., C., M.; TEREZA, D., M. A matematica dos testes de
primalidade. ICE/DM/UFJF (s.d.). Informacao retirada de: www.impa.br Acesso em 21 jul. 2018
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Uma questao inicial é: de que forma poderia fazer um algoritmo que retome
a tabuada de um namero n até o seu décimo multiplo? (p. 62)

Outra questdo de cunho inicial é: qual € a soma dos nameros naturais
pares até um dado n? (p. 64)

Python — Algoritmo da diviséo
Qual é o dividendo? 127
Qual é o divisor? 7
O quociente € 0 18. O resto é 1 (CAMPOS, 2014, p. 68).
Apbs apresentar e discutir a sequéncia didatica, Campos (2014) concluiu que

essa sequéncia pode potencializar a aprendizagem dos conceitos de variavel e funcao
como meios de relacionar grandezas, utilizando-se programacao de algoritmos para
discutir temas da teoria dos numeros, com o uso das linguagens de programacao
Python e Scratch e que essa sequéncia didatica pode possibilitar o desenvolvimento
dos processos de generalizacdo e abstracdo, sob a perspectiva da teoria do

pensamento matematico avancado.

Para Campos (2014) a nocdo de pensamento mateméatico avancado esta
relacionada ao tipo de atividade que possibilita o desenvolvimento dos processos de
generalizacao e abstracéo, de acordo com Dreyfus (2002). Para esse autor, de acordo
com nossas analises, 0 pensamento matemdatico avancado esta relacionado a

fendbmenos complexos que podem ser expressos ha matematica elementar.

A dissertacdo de Macdo (2014) teve como objeto de estudo o ensino do
conceito de derivada e seu objetivo foi apresentar abordagens para o ensino de
derivada, fundamentado na teoria dos trés mundos da matemética de acordo com Tall
(2013) e nas formas de entender o conceito de derivada de acordo com Thurston
(1994) - infinitesimal, simbdlica, l6gica, geométrica, taxa de variacdo, aproximacao
linear e microscopica -, dessas formas escolheu trés (geométrica, taxa de variacéo e
aproximacéo linear) para elaborar atividades que poderiam ser utilizadas em sala de
aula, para introduzir o conceito de derivada. Para cada forma/abordagem apresentou
uma andlise didatica, com o intuito de mostrar e justificar a presenca de caracteristicas

dos trés mundos da matematica.

Em sua investigacao, o autor analisou dois livros de calculo diferencial e integral
e constatou semelhancas nas abordagens propostas em Guidorizzi (2001) e em
Stewart (2010), verificou que ambos apresentavam como ponto de partida para o
desenvolvimento do conceito de derivada a abordagem geométrica e em seguida a

taxa de variacdo. Macéao (2014) afirmou que esses autores propdem, em seus livros,
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iniciar o ensino do conceito de derivada por meio da abordagem geométrica realizando
comparacdes com a taxa de variacdo explorada pelo conceito de velocidade. Nessa
sequéncia, aproveitam a ideia do quociente entre diferencas de variacdo de espaco e
variacdo de tempo para relacionar o coeficiente angular da reta secante com o
conceito de velocidade média, concluindo com a comparagdo entre o coeficiente

angular da reta tangente com o conceito de velocidade instantanea.

Na abordagem para o ensino de derivada na forma geométrica, Macéao (2014)

prop6s a seguinte questao norteadora:

Existe uma reta que é tangente ao grafico da funcéo definida por f (x) = x?2,
no ponto (2, f(2))?

Se sim, podemos determinar sua equacao e esbocar o grafico?
Para determinar a reta L, escolhemos utilizar a equacao desta reta na forma
L (x) =f(a) + m(x —a), em que (a, f(a)) € um ponto qualquer da fungéo f
e m é o coeficiente angular da reta (p. 103).
Na abordagem para o ensino de derivada como taxa de variacdo, apresentou
um movimento retilineo realizado por uma particula, de modo que no instante t a
posicéo s foi dada por s = f(t) = t?, parat > 0. A partir dessa situacdo foi proposta

a andlise das posi¢des nos primeiros 3 segundos do trajeto.

Na abordagem para o ensino de derivada pela aproximacao linear, o autor

prop6s as seguintes questdes norteadoras:

Existe uma reta que passa pelo ponto (4, f(4)), cujas ordenadas de pontos
préximos proporcionam uma boa aproximagéo para o valor da fungéo f (x) =
Vx (por exemplo: x = 4,16 ou x = 3,91)?

Existe uma reta que passa pelo ponto (4, f(4)), cujas ordenadas de pontos
préximos proporcionam a melhor aproximagéo para o valor da funcéo f (x) =
Vx (por exemplo: x = 4,16 ou x = 3,91)? Se existe, qual é ela? E Gnica? Por
que esta reta é importante? (MACAO, 2014, p. 132)

Apés desenvolver e analisar tais propostas concluiu respondendo as cinco
questdes de pesquisa. Para a primeira questido: “Quais abordagens aparecem em
livros didaticos de calculo usados em universidades do estado de Sao Paulo?”
(MACAO, 2014, p. 24), concluiu que a representacdo geométrica da derivada foi a
mais usada nos dois livros didaticos de célculo analisados, seguida pela taxa de
variacdo. As demais representacdes ndo apareceram como abordagem, apenas como
complementacdo em outros tépicos. Para a segunda questéo: “Quais caracteristicas
dos trés mundos da matematica aparecem nessas abordagens?” (MACAO, 2014, p.

24), concluiu que na analise dos dois livros de calculo a luz do quadro teérico dos trés
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mundos da matematica, indicou que ambos apresentavam caracteristicas dos trés

mundos: corporificado, simbdlico e formal. Para a terceira questao:

E possivel elaborar uma abordagem inicial do conceito de derivada, pela
concepcao geométrica, com o objetivo de inserir o sujeito na construgéo de
seu conhecimento e com a presenca de caracteristicas formais, simbolicas e
corporificadas desse conceito? (MACAO, 2014, p. 24)

O autor partiu da questdo sobre a existéncia da reta tangente ao grafico da
funcéo e por meio desse processo, prop0s a inser¢do do sujeito no problema e com a
presenca de caracteristicas dos trés mundos da matematica, respondendo

afirmativamente essa questdo. Para a quarta questao:

E possivel elaborar uma abordagem inicial do conceito de derivada, pela
concepcao taxa, com o objetivo de inserir 0 sujeito na construcéo de seu
conhecimento e com a presenca de caracteristicas formais, simbdlicas e
corporificadas desse conceito? (MACAO, 2014, p. 24)

A partir da discusséo do conceito fisico de velocidade média, Macéo (2014)
colocou a questdo norteadora que, por sua vez, sugeriu 0 uso do conceito de
velocidade média para o céalculo da velocidade instantanea. Por meio desse processo
foi analisada a proposta da insercdo do sujeito no problema com a presenca de
caracteristicas dos trés mundos da matemética, que respondeu afirmativamente essa

guestao. E finalmente para a quinta questao:

E possivel elaborar uma abordagem inicial do conceito de derivada, pela
concepcao aproximacgao, com o objetivo de inserir 0 sujeito na construcao de
seu conhecimento e com a presenca de caracteristicas formais, simbolicas e
corporificadas desse conceito? (MACAO, 2014, p. 24)

O autor partiu da situacdo em que foi utilizada uma reta para calcular valores
aproximados de uma fungéo f, em pontos préximos ao ponto fixado. Magao (2014)
afirmou que por meio desse processo, descrito e analisado em sua pesquisa foi
proposto a inser¢cao do sujeito no problema com a presenca de caracteristicas dos
trés mundos da matematica, o que respondeu afirmativamente a essa questdo. E
ressaltou, “que o objetivo proposto foi ofertar abordagens, para o conceito de derivada,
gue possuissem caracteristicas dos trés mundos da matematica, que fizessem o
sujeito participar e fazer parte da construcdo do proprio conhecimento” (MACAO,
2014, p. 163).

Macdo (2014) concluiu sua pesquisa afirmando que foi evidenciado, nas
abordagens geométrica, taxa de variacdo e aproximacao linear, cada uma delas
elaborada para introduzir o conceito de derivada para sujeitos que irdo supostamente

vé-lo pela primeira vez, de acordo com caracteristicas dos trés mundos da
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matematica, que foram propositalmente la colocadas, com o intuito de inserir o sujeito
no desenvolvimento de seu conhecimento, conforme ideias desse quadro teorico;
porém, ele ressaltou que, essas atividades ndo foram aplicadas durante o

desenvolvimento de sua pesquisa.

Para o autor a nogcdo de pensamento mateméatico avangado esta relacionada
ao tipo de atividade que favoreca caracteristicas corporificadas, simbélicas e formais
do conceito de derivada, de acordo com Tall (2013). Para esse autor, de acordo com
nossas analises, 0 pensamento matematico avancado esté relacionado a matematica

avancada.

A dissertacdo de Junior (2015) teve como objeto de estudo o ensino e a
aprendizagem de derivadas a partir da visualizacdo como o0 uso de um software de

geometria dinamica e seu objetivo foi

[...] discutir as contribui¢Bes da realizac@o de atividades exploratérias para a
aprendizagem de diversos conteldos relacionados as derivadas de fungbes
reais de uma variavel real no ensino de Calculo |, a partir da visualizacao
proporcionada pelo software GeoGebra” (p. 7).

Essa pesquisa foi realizada com quatro professores de matematica do ensino
superior com experiéncia docente em célculo diferencial e integral a partir do
desenvolvimento de quatro atividades exploratorias de construcéo e interpretacéo de

gréficos.

Para essa investigagao foi proposta a questéo de pesquisa: “Que contribuicbes
a realizacdo de atividades exploratérias com o uso do GeoGebra pode trazer a

aprendizagem de derivadas a partir da visualizacado?” (JUNIOR, 2015, p. 19)

Apresentamos alguns itens da atividade exploratéria desenvolvida e aplicada

pelo pesquisador:

Atividade exploratéria 1A

Construa no GeoGebra o grafico da funcao, alterando as escalas dos eixos,

. . . x o 1 4
se necessario, para obter uma janela de inspegdo apropriada: f (x) = RS

2x3 — %XZ +30x + 10

Com base na visualizacdo do grafico construido e utilizando recursos
adequados do GeoGebra, pede-se:

1) Encontre o dominio da funcgéo.
Sugestéao:
a) passeie ao longo do eixo x, visualizando a existéncia do grafico da funcao;

b) como vocé justificaria algebricamente o dominio encontrado?
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2) Encontre a imagem da funcéo.
Sugestao: [...] (JUNIOR, 2015, p. 59)
Apoés as andlises das respostas, Junior (2015) afirmou que os resultados

obtidos apontaram que a visualizacdo proporcionada pelo software GeoGebra
contribuiu para uma ressignificacdo de diversos conceitos e propriedades de
derivadas que séo requisitados na construcdo de gréficos de fungdes reais, além de
destacar a importancia, nos processos de ensino e de aprendizagem de célculo |, um

equilibrio entre 0s processos visuais e 0s processos algébricos.

O autor afirmou que sua pesquisa se mostrou adequada ao trabalho de
professores, pois proporcionou uma facilidade para se trabalhar com questdes
complexas e de dificil compreensao. Outra qualidade foi tornar possivel estabelecer
uma maior valorizacdo do tempo com as definicdes e verificacdo de exemplos. E,
ainda, permitiu aos docentes, a realizacao de questionamentos e reflexdes que podem
surgir do didlogo com os alunos entre a teoria e a préatica. Isso quando séo
construidos, em sala de aula, com a proposi¢ao de atividades elaboradas e adaptadas

a partir de livros didaticos.

Junior (2015) afirmou que sua pesquisa trouxe uma contribuicdo aos
professores de célculo | de repensar a sua pratica em sala de aula, no sentido de levar
o aluno a construir sua aprendizagem de graficos de fungdes e suas derivadas ou
conteudos semelhantes. E ainda que “o ensino com o auxilio de tecnologias
computacionais, mediado pelo professor, demanda uma preparacéo, entendimento,
reflexdo sobre a necessdria articulacdo com a teoria que vai ser construida na

realizacdo das atividades com os alunos” (JUNIOR, 2015, p.114).

Para Junior (2015) a nocdo de pensamento matematico avancado esta
relacionada a atividades que pela visualizacdo provoquem uma discussao de certas
propriedades do conceito de derivadas de funcbes reais resultando em algumas
representacdes da definicdo desse conceito, de acordo com Dreyfus (2002) e Tall
(2002). Para esse autor, de acordo com nossas analises, 0 pensamento matematico

avancado esta relacionado a matematica avancada.

A tese de Prado (2016) teve como objeto de estudo a disciplina algebra linear
na licenciatura em matematica, e seu objetivo foi “compreender a algebra linear

ensinada para a licenciatura em matematica como um saber voltado para a formacao
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do professor de matematica que atuara na educagao basica” (p. 9). O autor analisou

documentos de 6 universidades e entrevistou 8 professores.

Para essa investigacao foi proposta a questéo geradora: “Qual algebra linear é
ou poderia ser ensinada na licenciatura em matemética, visando a prética docente na
educacéo basica?” (PRADO, 2016, p. 31)

Para responder essa questdo o autor formulou outras trés questdes

norteadoras:

Como os documentos das instituicbes de ensino superior selecionadas,
descrevem a disciplina de algebra linear nos projetos pedagégicos, ja que
esta disciplina é uma das que comp8&em o curriculo minimo obrigat6rio na
licenciatura em matematica?

Como os professores pesquisadores em algebra (educacédo matemética), das
universidades selecionadas, concedem a algebra linear e 0 seu ensino?

Qual algebra linear poderia ser concebida como saber a ensinar na
licenciatura em matematica, visando a formacdo inicial do professor da

educacao basica? (PRADO, 2016, p. 31)
A partir dessas trés questdes, Prado (2016) formulou os seguintes objetivos
especificos de pesquisa:
- Compreender a algebra linear ensinada para a licenciatura em matemética

como um saber voltado para a formacgédo do professor de mateméatica que
atuara na educacéo basica;

- Buscar elementos e possibilidades para ressignificar a algebra linear na
formacao do professor de matematica da educacao basica, concebendo um
conjunto de conhecimentos em algebra linear, necessério para fundamentar
a algebra a ser ensinada na educacao basica (p. 32).

Para esse autor o objetivo da disciplina de algebra linear na licenciatura em

matematica

[...] & fazer com que o licenciando construa as nog¢des matematicas
envolvidas como elementos que sdo partes e ndo o0s Unicos a serem
abordados na disciplina, isto é, o professor formador deve estabelecer
conexdes entre as nocgbes matematicas e a interface pedagogica,
relacionadas a essas noc¢des (PRADO, 2016, pp. 103-104).

Ele considera fundamental que o “licenciando faga uso consciente de diversas
representacdes para os objetos (em algebra linear) [...] e que faca uso do processo
alternar e interpretar essas representagées” (PRADO, 2016, p. 105); ainda destaca
gue seja proposta aos licenciandos situagdes que permitam “perceber o significado
do rigor dedutivo num processo de demonstracdo, desenvolver habilidades para lidar
com sistemas axiomaticos, assim como, empregar procedimentos indutivos em

resolucao de problemas” (p. 105) e que o licenciando “faga uso de principios indutivos
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para justificar procedimentos matematicos utilizados no ensino de mateméatica na

educacao basica” (p. 105).

Prado (2016) concluiu sua tese respondendo as trés questdes, construidas a

partir da questao geradora. Respondeu a primeira questédo considerando:

[...] que as instituicdes investigadas ndo evidenciaram o que se espera da
disciplina, em relagdo as necessidades do licenciando em matemdtica, e que
ndo h& referéncias as questdes histérico-culturais, ao exercicio da
investigacdo matemética e a percepcdo da importancia das conjecturas,
acdes consideradas essenciais na formagéo do licenciando (p. 218).

[...] que a partir dos conteldos listados, dos objetivos anunciados e das
escolhas bibliograficas feitas, a algebra linear apresentada nos documentos
das universidades investigadas mostra ser planejada, independentemente,
das disciplinas que se referem ao ensino e a aprendizagem em matematica,
articulagcao necessaria para a formacéo profissional do licenciando (p. 221).

Respondeu a segunda questao, de acordo com as entrevistas, que para todos

0s entrevistados (8 professores) “a algebra linear assume papel importante na

formacéao do licenciando em matematica” (PRADO, 2016, p. 219) e foram eleitas 11

categorias a partir dessas entrevistas. Sao elas:

C1) O licenciando pode perceber o significado do rigor dedutivo em um
processo de demonstracdo, desenvolver a capacidade dedutiva com
sistemas axiométicos e empregar procedimentos indutivos ou analégicos na
criagdo da matematica como atividade de resolucédo de problemas (p. 179).

C2) Em algebra linear o licenciando pode ser conduzido a perceber os
procedimentos indutivos ou analégicos na dindmica de ensino e
aprendizagem e, ainda, a construir estratégias que lhe permitam justificar os
procedimentos matematicos utilizados no ensino de matemética na educacao
béasica (pp. 181-182).

C3) O estudo da estrutura algébrica espaco vetorial (p. 182).

C4) Nogbes de algebra estudadas na educacdo basica que podem ser
trabalhadas em &lgebra linear: sistemas de equacgfes lineares, matrizes e
determinantes (p. 184).

C5) Nocdes de geometria estudadas na educacdo basica que podem ser
trabalhadas em algebra linear: vetores no plano e no espaco, reflexdo e
rotacdo de figuras no plano (p. 185).

C6) O licenciando pode alternar e interpretar representacdes geométricas e
algébricas de nocdes estudadas na educagdo bésica, assim como,
generalizar certas propriedades associadas a essas nog¢des, por exemplo,
sistemas de equacdes lineares, matriz e funcéo (p. 186).

C7) Em algebra linear, o licenciando pode analisar, sintetizar e generalizar
noc¢des estudadas na educacgédo basica e em geometria analitica (p. 188).

C8) Estudo das transformacgdes lineares (p. 189).
C9) Outras nocdes de algebra linear citadas (p. 191).
C10) Considerag6es nédo especificas as nogdes de algebra linear (p. 192).

C11) Contribuicdes e relagdes com outras disciplinas (PRADO, 2016, p. 193).
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Respondeu a terceira questéo de pesquisa sugerindo cinco consideragdes para

a disciplina de algebra linear para a licenciatura em matematica. Sao elas:

12: Estudo da estrutura algébrica espaco vetorial (p. 221).
22: Estudo das transformacdes lineares (p. 222).

32: O estudo do processo de demonstracgéo (p. 223).

43: Rela¢gBes com outras disciplinas (p. 224).

52 Nog¢bes de matemética que sdo ensinadas na educacao basica e podem
ser abordadas a luz do pensamento matematico avangado (PRADO, 2016, p.
225).

Prado (2016) concluiu sua tese afirmando que a algebra linear, presente nos
documentos institucionais investigados, se apresentou planejada, independente das
disciplinas relacionadas ao ensino e a aprendizagem em matematica. O autor ainda
conseguiu evidenciar elementos que podem contribuir para a formagéao do licenciando,

sdo eles:

- Perceber que conceitos estudados pelo licenciando, ndo sdo conceitos
isolados;

- Fazer o uso de diferentes representacgoes;

- Explorar o conceito de definicdo e o papel que a matematica exerce;
- Estabelecer relacdes com as outras disciplinas;

- Explorar o critério de verdade matemdtica;

- Vivenciar diversas formas de validar conjecturas;

- Explorar questdes relacionadas ao momento histérico que possibilitou a
constituicdo da disciplina, além de abordar nogBes matematicas da educacao
basica a luz do pensamento matematico avancado (PRADO, 2016, p.9).

Para Prado (2016) a nocdo de pensamento matematico avancado esta
relacionada ao desenvolvimento dos processos mentais de conceitos estudados na
disciplina de algebra linear, de acordo com Dreyfus (2002). O autor ainda considera
gue o licenciando precisa aprender esses conceitos da disciplina de algebra linear
para exercer seu papel como professor de matematica na educacgao basica. Para esse
autor, de acordo com nossas analises, o pensamento matematico avancado esta

relacionado a mateméatica avancada.

Subcategoria C12: Trabalhos cujo foco repousa no uso de tecnologias
para o ensino e/ou aprendizagem matematica, ainda que no ambito de

estratégias didaticas
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A dissertacdo de Fonseca (2011) teve como objeto de estudo o uso de
tecnologias no ensino médio para o ensino da funcédo afim e seu objetivo foi “discutir
e avaliar a utilizac&o integrada do software Mathlets como ferramenta nas aulas de
matematica, em turmas da 12 série do ensino médio” (p. 7). Foi aplicada uma

sequéncia de atividades aos sujeitos da pesquisa com o auxilio do software Mathlets.

Para essa investigacao foram propostas as questdes de pesquisa:

Quais seriam as implica¢c6es educacionais decorrentes da insercdo dessas
inovacdes tecnoldgicas no ensino da matematica?

Como o professor pode agregar a utilizacdo de recursos tecnolégicos, as
suas agOes da pratica de ensino de matematica, com vistas a melhoria da
aprendizagem dessa area de conhecimento? (FONSECA, 2011, p. 134)

A seguir apresentamos alguns itens da sequéncia de atividades:
Atividade n° 2: Fazendo pées

Para preparar seus paes, um padeiro costuma misturar cada 10 xicaras de
farinha de trigo com 4 xicaras de leite. Complete a tabela:

Farinha de trigo Leite
10 4
20
2
1
36
2%

a) Quais as grandezas envolvidas nessa situacdo? Elas variam?

b) Para cada xicara de farinha de trigo, quantas xicaras de leite ele usa?

c) Use a tabela para obter o gréfico cartesiano da relacdo acima, que tipo de
grafico vocé obteve?

d) Escreva uma expressdo matematica que relacione o niimero de xicaras X
de leite, com o nimero de xicaras y de farinha de trigo.

AbraaCenal

Nesta cena representamos o plano coordenado. No eixo horizontal
representamos a quantidade de xicaras de leite. No eixo vertical a quantidade
de xicara de farinha de trigo. O gréfico dessa relagéo associa a cada medida
x de leite a quantidade y de farinha de trigo a ser usada. A partir dessas
informacdes responda os itens e, f, g, h, i e j[...] (FONSECA, 2011, pp. 54-
55)

O autor verificou a partir das analises preliminares que os alunos apresentavam
dificuldades em estabelecer relacdo de dependéncia entre as variaveis do problema,
e de generalizac&o dos resultados. A medida que os alunos foram interagindo com o
software, naresolucéo das atividades, Fonseca (2011) percebeu que eles comegavam
a entender as relacdes de dependéncias entre as varidveis, desenvolvendo a
capacidade de generalizacdo. De acordo com o autor, a interacdo dos alunos nessa
sequéncia de atividades com o auxilio do software “serviu para ajuda-los a
desenvolverem suas imagens conceituais adquirindo a abstracdo necesséria para

encontrar a lei matematica correspondente a fungdo que modela o problema” (p. 133).
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De acordo com o autor os resultados mostraram que a integragéo do software
Mathlets as atividades propostas, como inovagdes tecnolédgicas, no ensino de fungéo
afim, levou os alunos a uma autonomia crescente na realizacao das atividades e “que
€ necessario que o professor desenvolva materiais consistentes, que permitam certa
adaptacao, a fim de garantir a eficacia da aplicacédo dessas atividades, permitindo que
elas, sejam adaptaveis a realidade de cada turma” (FONSECA, 2011, p. 135).

Para Fonseca (2011) a nocdo de pensamento matematico avancado esta
relacionada a capacidade de generalizacdo para posterior abstracdo na sequéncia de
atividades relacionada a funcao afim, e o uso do software Mathlets pode potencializar
essa aprendizagem. Ressaltando que para esse autor o desenvolvimento de imagens
conceituais dos alunos para encontrar a lei matematica correspondente a funcéo afim
modeladora dos problemas propostos, por meio do software foi considerado como um
processo de abstracédo, de acordo com Tall e Vinner (1981). Para esse autor, de
acordo com nossas analises, 0 pensamento matematico avancado esta relacionado

ao processo de abstracdo matematica.

A tese de Janzen (2011) teve como objeto de estudo o papel do professor na
formacdo do pensamento mateméatico de estudantes durante a construcdo de provas
em um ambiente de geometria dindmica. O objetivo foi “trabalhar com provas em
geometria em um ambiente dinamico da perspectiva do papel do professor de ensino
superior, em seu papel de formador do pensamento matematico” (p. 6). Apresentou
um estudo pratico que teve como finalidade compreender, por uma analise descritiva,
esse novo papel do professor frente as tecnologias em que ele ndo é mais o Unico
detentor do conhecimento, mas passa a ser um orientador das atividades dos

estudantes. Os sujeitos de pesquisa foram 2 professores universitarios na Alemanha.

A autora partiu da seguinte hipétese:

O alcance da tecnologia esta relacionado ao dominio por parte do professor;
se este estiver preparado para utiliza-la de forma coerente, buscando todo
seu potencial para a formacdo do aluno, ai sim se poderé falar em avancos
na educacédo por meio da tecnologia (JANZEN, 2011, p. 15).

Para essa investigacdo foi proposta a questdo de pesquisa: “Como pode o
professor de ensino superior criar um ambiente favoravel para o aprender a pensar
matematicamente através de provas em geometria num ambiente dindmico com suas

potencialidades?” (p. 16)
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Para a autora as duas atividades propostas em sua pesquisa ndo envolviam
nenhum conteudo especifico de geometria, e sim, um conhecimento geral e

propriedades béasicas desse conteudo. A seguir apresentamos as duas atividades:

Atividade 1

Seja ABC um triangulo onde D é o ponto médio de AB e E é o ponto médio
de AC. Crie os pontos B’ e C’' sendo simétricos de B e C, respectivamente,
pelos pontos E e D. Movimente os vértices do triangulo e observe a relagao
entre os pontos B’, A e C'. Qual relagdo existe ali? Justifique sua resposta (p.
72).

Atividade 2

Seja ABCD um quadrilatero convexo. Considere as bissetrizes dos angulos
internos e seus pontos de intersecdo E, F, G e H dos pares de bissetrizes
consecutivas. Movimente ABCD, considerando diferentes configuracdes.

O que acontece ao quadrilatero EFGH? Que tipo de figura pode se tornar?
Pode EFGH se tornar um quadrilatero especifico? Por qué? Qual a hipétese
sobre ABCD vocé precisa para obter essas situagdes?

Pode EFGH se tornar um ponto? Qual hip6tese sobre ABCD vocé precisa
para que isso acontega?

Escreva suas conjecturas e justifiqgue-as (JANZEN, 2011, p. 73)
Janzen (2011) afirmou que em um primeiro momento, percebeu-se trés tipos
de intervencdes dos dois professores durante a realizacdo da atividade matematica
proposta aos seus alunos: “de carater organizacional, de carater matematico e do uso

especifico do recurso tecnoldgico” (p. 117).

J& ao analisar os dados, a autora identificou que enquanto o professor fez uso
das potencialidades do software suas intervencdes foram direcionadas em dois

sentidos: de cunho organizacional e de cunho matematico. Janzen (2011) afirmou que

[...] ndo basta o professor ter dominio do conteddo matematico, ele precisa
estar apto a guiar o aluno no processo de prova, e isto exige uma faceta de
organizador, para auxiliar o aluno a organizar suas ideias e que este chegue
a uma prova como resultado da atividade proposta” (p. 124).

Nas intervengbes de cunho matematico, a autora afirmou que dificiimente
apareceram separadas, formaram uma rede unindo aspectos dinamicos do software,
do conteudo, da especificidade das construcfes geométricas aliados a visualizacéo

potencializada pela utilizacdo do software GeoGebra.

Para Janzen (2011) a nocdo de pensamento matematico avancado esta
relacionada a atividades de provas em geometria e ao uso de tecnologia para propor
essas atividades e favorecer o processo de visualizacdo potencializando a construcao

do conhecimento geométrico, de acordo com Dreyfus (2002). Para essa autora, de
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acordo com nossas analises, o pensamento matematico avancado esta relacionado

ao processo de provas em geometria.

A dissertacéo de Prado (2012) teve como objeto de estudo o uso da calculadora
e 0 pensamento matematico avancado em atividades propostas no caderno do
professor da rede publica do estado de S&o Paulo. O objetivo foi “investigar a insercao
do uso da calculadora nas situacGes de aprendizagem propostas no ensino
fundamental Il, a luz da teoria do pensamento matematico avangado” (p. 9). Procurou
as ideias do pensamento matemético avancado, segundo as interacfes entre os
processos mentais: representacao, visualizacdo, generalizacdo, sintese e abstracédo
a partir do uso da calculadora. Prado (2012) analisou 64 situacdes de aprendizagem

propostas nos cadernos do professor.

Para essa investigacao foi proposta a questao de pesquisa: “Que situagdes de
aprendizagem, para 0s quais se sugere a inser¢cdo da calculadora no caderno do
professor, podem promover no aluno desenvolvimento do pensamento matematico
avancado?” (PRADO, 2012, p. 28)

Durante a analise, a autora verificou que das 64 situagdes de aprendizagem
propostas no material 8 sugeriam a utilizacdo de calculadora, e que em 6 das 8
situacOes de aprendizagem propostas para a investigagao “a utiliza¢do da calculadora
se apresentou como um instrumento apenas para a realizacdo dos calculos que
requeriam um menor tempo para sua obtencéo, e que néo foi proposto um trabalho

de familiarizacéo e exploracao fazendo o uso desse recurso” (PRADO, 2012, p. 172).

A seguir apresentamos uma situacao de aprendizagem analisada pela autora:

LICAO DE CASA

1. Vocé deve ter notado que para haver um encaixe perfeito dos poligonos
regulares em torno de um vértice é necessario que a soma das medidas dos
angulos agrupados nele seja igual a 360° (dngulos replementares). Dessa
forma, s6 haverd um encaixe perfeito se a medida do &ngulo interno de um
poligono regular dividir 360°. Considerando isso, faca 0 que se pede:

a) Liste todos os divisores positivos de 360°.

b) Os divisores que vocé listou sdo os “candidatos” a medida do angulo
interno do poligono regular que estamos procurando. Substitua a letra n da
férmula indicada na tabela pelos valores listados e, em seguida, determine
quais sao os poligonos regulares que ladrilham o plano. Liste quais valores
de n indicam os lados dos poligonos que ladriiham o plano (Dica: se
necessario, utilize a calculadora) (PRADO, 2012, p. 95).

Ao analisar essa situacao de aprendizagem, a autora observou a presenca dos

processos de generalizacdo e de sintese, que podem propiciar o processo de
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abstracdo, que ela considera o nivel mais elevado do pensamento matematico

avancado.

A autora concluiu que a inser¢cdo do uso da calculadora nas situacbes de
aprendizagem analisadas era insuficiente e para que a utilizacdo da calculadora na
resolucao das situagdes de aprendizagem pudesse contribuir para aprendizagem dos
alunos seria desejavel um maior numero de situacdes de aprendizagem para que eles

tivessem um contato mais frequente com o recurso.

Para Prado (2012) a nocdo de pensamento matematico avancado esta
relacionada a atividades que promovam as interagcbes entres diversos processos
mentais do aluno, e que a calculadora pode potencializar essas intera¢des de acordo
com a atividade proposta, de acordo com Dreyfus (2002). Para essa autora, de acordo
com nossas analises, 0 pensamento matematico avancado estd relacionado ao

processo mental de abstracao.

Categoria 2: Trabalhos que investigam os processos de ensino ou de

aprendizagem de matematica

Subcategoria C21: Trabalhos cujo foco repousa na identificagcdo e/ou
tratamento de dificuldades apresentadas no processo de aprendizagem de

conteddos matematicos

A dissertacdo de Franco (2011) teve como objeto de estudo a disciplina de

algebra abstrata e seu objetivo foi

[...] investigar os diversos conflitos de aprendizagem apresentados por alunos
de licenciatura em matematica, diante de um primeiro curso de algebra
abstrata, visando compreendé-los na perspectiva das interacdes entre a
definicdo matematica formal e as imagens conceituais (pp. 16-17).

Utilizou como sujeitos de pesquisa 12 alunos do curso de licenciatura em

matematica.

Para essa investigacao foi proposta a questéao de pesquisa: “O que evidenciam
os conflitos de aprendizagem manifestados por alunos de licenciatura em matematica
num primeiro curso de algebra abstrata, a luz das interacdes entre definicdo formal e
imagens conceituais?” (FRANCO, 2011, p. 16)

Apresentou uma analise de algumas atividades para verificar potenciais

conflitos. Apresentamos um exemplo:
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Exemplo 1

Seja A um dominio de integridade e a, be c € A. Prove que,sea # 0e ab =
ac entdo b = c.

COMENTARIO: Note que, ao se trabalhar com dominios de integridade, faz-
se o0 cancelamento ou corte do termo a nos dois lados da igualdade ab = ac,
ficando b = c. Operamos, naturalmente assim, com 0s conjuntos NUMEricos.

Entretanto, a compreensdo matematica ou o convencimento da veracidade
desse fato se apoia nos axiomas de anel de integridade. De maneira
pormenorizada, tem-se:

ab = ac

Pela existéncia de simétrico aditivo,

ab + [—(ac)] = ac + [—(ac)]

ab—ac=0

Pela propriedade distributiva,

a(b—c)=0

Por hipétese, dominio de integridade n&o possui divisores de zero,

a=0ou(b—c)=0

ainda por hipétese, como a # 0, entéo,

b—c=0

b = ¢ (FRANCO, 2011, p. 62)

Em suas andlises, o autor articulou a compreenséo dos alunos em 3 categorias:

‘(1) as relagbes entre as imagens conceituais e a definicdo formal; (2) os conflitos
potenciais e os conflitos cognitivos; (3) as transicdes entre os niveis do pensamento

matematico: procedimento - processo - proceito” (FRANCO, 2011, p. 82).

Para a 12 categoria observou que partir da apresentacdo axiomatica das
estruturas de anel, subanel, ideal e outras, a definicdo formal ndo foi suficiente para
gue os alunos formassem uma imagem conceitual significativa desses conceitos
matematicos. O autor afirmou baseado nas observacdes das aulas, que somente a
partir de exemplos baseados nos conjuntos numéricos mais tradicionais, os alunos
formaram imagens conceituais do objeto matematico. “Sempre quando solicitados,
eles expressavam suas definicbes conceituais com base nesses conjuntos numéricos”
(FRANCO, 2011, p. 83).

Para a 22 categoria observou que diferente dos conflitos com notagao que foram
detectados anteriormente, superados pelos alunos durante o curso,

[...] o obstaculo imposto pelo formalismo algébrico mostrou-se intransponivel
no sentido do amadurecimento requerido para se trabalhar imerso em um
grau de abstracdo mateméatica mais elevado. No contato direto com os alunos
conseguiu captar um certo sentimento de fracasso diante dessas dificuldades
(FRANCO, 2011, p. 86).

Para a 32 categoria observou que os alunos adquiriram um nivel procedimental
ao lidarem com esses conceitos, embora tenham sido detectados conflitos que foram

superados por eles ao longo do curso.
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Franco (2011) concluiu que de modo geral, os 12 alunos participantes
apresentaram um rendimento satisfatorio nas atividades, o que aponta no sentido de
desenvolvimento nos niveis do pensamento matematico, para esse autor “em
situacdes especificas, operavam 0s objetos algébricos de maneira ndo apenas
rotineira ou repetitiva” (FRANCO, 2011, p. 87).

Para o autor a nocédo de pensamento matematico avancado esta relacionada a
definicdo matematica formal desenvolvida num curso de algebra abstrata, e as
interacdes entre a definicdo formal e as imagens conceituais dos alunos podem
minimizar os conflitos de aprendizagem dessa disciplina, de acordo com Tall e Vinner
(1981) e Dreyfus (2002). Para esse autor, de acordo com nossas andlises, o

pensamento matematico avancado esta relacionado a matematica avancada.

A dissertacao de Kirnev (2012) teve como objeto de estudo as dificuldades
evidenciadas em registros escritos a respeito de demonstracdes matematicas e seu
objetivo foi “investigar dificuldades relacionadas as formas de demonstracfes
matematicas (diretas, contra positivas, reducdo ao absurdo e contraexemplo)
evidenciadas em registros de graduandos de matematica em uma universidade norte
paranaense” (p. 7). Os sujeitos de pesquisas foram 13 graduandos do 2° ano de

licenciatura em matematica.

Para essa investigacao foi proposta a questdo de pesquisa: “Que dificuldades
graduandos de matematica explicitam no desenvolvimento de tarefas envolvendo
demonstragdes?” (KIRNEV, 2012, p. 13)

Kirnev (2012) selecionou conteudos sobre conjuntos e funcdes para elaborar
uma proposta de atividades que foi aplicada aos sujeitos participantes. Suas analises
consistiram em categorizar agrupamentos com resolucdes similares e evidenciar as

dificuldades explicitadas.

A seguir apresentamos alguns itens da tarefa proposta pela autora aos sujeitos

participantes:

1) O que s&o conjuntos?

2) Em sua opinido, quais das palavras a seguir apresentam relacdo com
conjuntos? Se existir, caracterize: a) classe; b) cole¢éo; c) elemento; d)
pertinéncia; e) relacdo; f) funcéo; g) particdo; h) niumeros; i) intervalo (p. 47)

4) Defina o conceito de pertinéncia em relagdo aos conjuntos? (p. 48)
13) Demonstre que, se A, B e C sdo conjuntos, entdo:
a)ANBUC)=(ANB)U(ANC)(p.53)
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1) Seja f: X —Y uma aplicacdo e A € X e B € X. Considerando que as
demonstra¢bes matematicas podem ser realizadas valendo-se das formas
direta, contra positiva ou reducéo ao absurdo, demonstra, se for possivel, as
seguintes proposig¢oes: a) f(A N B) = f(A) N f(B) [...] (KIRNEV, 2012, p. 55)

A partir da analise da tarefa Kirnev (2012) concluiu que existiram evidéncias de

11}

dificuldades apresentadas pelos graduandos relacionadas: “a forma de
demonstracdo; ao conteldo; a escrita na linguagem matematica ou materna” (p. 98),
e que sua pesquisa foi relevante por “explicitar dificuldades em demonstracdes
matematicas que podem ser comuns a inumeros outros graduandos de cursos de
matematica” (p. 99). Ela afirmou que sua pesquisa contribuiu a comunidade
académica com o intuito de instigar a reflexdo sobre o processo de ensino e

aprendizagem acerca das demonstracfes matematicas.

Para Kirnev (2012) a nocdo de pensamento matematico avancado esta
relacionada ao desenvolvimento de processos mentais em tarefas envolvendo
demonstragcdes matematicas, e que esse assunto provoca muitas dificuldades de
aprendizagem em graduandos de matematica, de acordo com Dreyfus (2002) e
Balacheff (1987). Para essa autora, de acordo com nossas analises, o pensamento

matematico avangado esta relacionado ao processo de demonstracdo matematica.

A dissertacédo de Almeida (2013) teve como objeto de estudo a aprendizagem
de calculo diferencial e integral na perspectiva de David Tall e seu objetivo foi “elaborar
um panorama das proposicdes tedricas sobre a aprendizagem do célculo diferencial
e integral existentes em artigos de Tall, realizar sinteses de resultados e evidenciar

elementos tedricos apresentados nos mesmos” (p. 21).

Para essa investigacao foram propostas as questdes de pesquisa:

Quais sdo os elementos teédricos utilizados em artigos de autoria ou com a
colaboragéo de Tall na analise de dificuldades de aprendizagem do calculo
diferencial e integral?

Quais foram nesses artigos as abordagens desenvolvidas por Tall para o
ensino dos tépicos: infinito, nimeros reais, limite, derivada e integral?
(ALMEIDA, 2013, p. 31)

Os dados coletados foram organizados em dois conjuntos de categorias de
acordo com o autor. No primeiro constaram as teorias desenvolvidas pelo proprio
pesquisador inglés ou por colaboradores, as categorias que surgiram no corpus
documental, foram: “concepcdes infinitesimais, conflitos, imagem conceitual e
definicdo conceitual, proceito, utilizacdo de computadores e desenvolvimento da

matematica” (ALMEIDA, 2013, p. 39). No segundo conjunto de categorias foram
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destacados os tépicos do célculo diferencial e integral que emergiram de acordo com
0 autor — “nimeros reais, infinito, limites, sequéncias e séries, continuidade, derivada,

integral e equacdes diferenciais” (p. 39).

No que se refere ao primeiro conjunto, Almeida (2013) indicou que 0s primeiros
artigos Tall e seus colaboradores apresentaram abordagens de ensino para o calculo
diferencial e integral, e s6 posteriormente apresentaram constructos teoricos que
possibilitaram a elaboracdo de modelos, que descrevem as operac¢des cognitivas dos
sujeitos que aprendem. E quanto ao segundo conjunto na categoria concepgdes
infinitesimais o autor apontou que “ideias da analise ndo-standard foram utilizadas no
estudo do desenvolvimento de algumas nogdes do calculo diferencial e integral”
(ALMEIDA, 2013, p. 143); na categoria conflitos foram “indicadas situacdes
conflituosas ao estudante, com vistas a propiciar ideias adequadas ao
desenvolvimento de um conceito da matematica” (p. 143); na categoria imagem
conceitual e definicao conceitual, o autor destacou que “estdo abordagens que levam
em conta dificuldades relacionadas a aprendizagem do calculo diferencial e integral’
(p. 143); na categoria proceito, Tall e associados utilizaram dessa noc¢éo para indicar
dualidade dos simbolos mateméaticos (processo ou conceito); na categoria utilizacéo
dos computadores Almeida (2013) apontou que sdo apresentados elementos tedricos,
“‘como os organizadores genéricos € a nogao de raiz cognitiva, que fundamentam a
utilizagcao dos computadores no ensino de topicos avangados da matematica” (p. 143);
e finalmente na categoria desenvolvimento da matematica formal, ressaltou que
“abordaram constructos teéricos que buscaram analisar como o sujeito desenvolve as
teorias matematicas formais e modelos, para analisar o desenvolvimento da

matematica formal por parte do sujeito” (p. 143).

Para o autor a nocdo de pensamento matematico avancado esta relacionada
aos conceitos do calculo diferencial e integral. E ele intuiu que as dificuldades de
aprendizagem do célculo diferencial e integral proporcionou a construgdo da teoria
cognitivista do pensamento matematico avancado por Tall e colaboradores. Para esse
autor, de acordo com nossas analises, 0 pensamento matematico avancado esta

relacionado & matemética avancada.

A tese de Vieira (2016) teve como objeto de estudo os processos de ensino e

de aprendizagem de sequéncias de nimeros reais e seu objetivo foi
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[...] identificar se dificuldades no ensino de sequéncias numéricas, apontadas
por docentes do ensino superior que jA ministraram o assunto em diversas
disciplinas e cursos, sdo as enfrentadas por estudantes de um curso de
licenciatura em matematica, em cuja grade sequéncias numeéricas aparecem
em duas disciplinas (p. 13).

Em sua pesquisa o autor realizou analise de livros didaticos de calculo e de

analise real, entrevistas com docentes dessas disciplinas, questionarios diagndsticos

e entrevistas semiestruturadas com estudantes de licenciatura em matematica. E

propds as questdes de pesquisa:

Quais dificuldades dos estudantes na aprendizagem de sequéncias
numéricas sao apontadas por professores que ensinam este contetdo? (p.
33)

Quais dificuldades, relacionadas as sequéncias numeéricas e apontadas pelos
docentes entrevistados, sdo observadas para estudantes que trabalharam

com este tema no ensino superior? (p. 33)

Quais processos do pensamento matematico avancado os estudantes
participantes da pesquisa mostram ter desenvolvido no estudo de sequéncias
numéricas? (p. 387)

Os estudantes participantes da pesquisa inter-relacionam aspectos
algoritmicos, intuitivos e formais na resolucdo de problemas sobre
sequéncias numéricas? (VIEIRA, 2016, p. 388)

A classificagéo em erros e dificuldades de estudantes brasileiros de licenciatura

em matematica sobre o conceito de convergéncia de sequéncias foi um dos objetivos

de Vieira (2016) que investigou

[...] se, e como, estudantes de licenciatura em matemética interagem
aspectos algoritmicos, intuitivos e formais relativos ao conteddo de
sequéncias numéricas e se desenvolvem processos do pensamento
matematico avancado apoOs a realizacdo das disciplinas de célculo e de
andlise real (VIEIRA, 2016, p. 42).

Vieira (2016) identificou 16 dificuldades, que foram obtidas a partir da anélise

das entrevistas com docentes que ministram disciplinas de calculo e anélise real. Sdo

elas:

1. Dificuldade em lidar com épsilons e deltas da definic&o de limite de func¢des.

2. Supervalorizacdo do estudo de convergéncia/divergéncia de sequéncias
em detrimento de outras caracteristicas relevantes como representacdes e
definicdo de sequéncias.

3. Aspectos formais relegados nos cursos de Engenharia.

4. Estudantes ndo relacionam progressdes aritméticas e progressdes
geométricas com o estudo das sequéncias numéricas no nivel superior.

5. Dificuldade em caracterizar formalmente os conceitos de sequéncia,
convergéncia e divergéncia.

6. Dificuldade no usol/identificacdo/elaboracéo da lei algébrica ou padrdo que
define uma sequéncia.
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7. Buscar sempre uma lei algébrica para sequéncias, mesmo quando ndo ha
informacgdes indicando que foram estabelecidas dessa maneira.

8. Dificuldade na compreensédo e no uso da definicdo formal de sequéncia
numérica.

9. Dificuldade em representar graficamente uma sequéncia.
10. Dificuldade em transitar entre representacfes de uma sequéncia.

11. Dificuldade na diferenciagéo entre discreto e continuo nas representacoes
graficas de sequéncias.

12. Dificuldade em lidar com a definicao de limite de sequéncias.
13. Dificuldade com a estrutura l6gica de demonstracdes.

14. Nao atentar para caracteristicas importantes de sequéncias numéricas -
ser crescente, decrescente, limitada - no estudo da convergéncia.

15. Dificuldade em diferenciar sequéncias de limites infinitos e sem limite.

16. Dificuldade em relacionar a ideia de convergéncia com o limite de uma
sequéncia (VIEIRA, 2016, p.71).

O autor afirmou que as dificuldades identificadas responderam a sua primeira

guestao de pesquisa e orientaram a elaboracdo dos dois questionéarios diagndsticos

aplicados a estudantes que ja haviam estudado sequéncias numéricas no ensino

superior, e com isso, observou quais dessas dificuldades eram, de fato, verificadas

para esses estudantes.

A seguir apresentamos itens dos questionarios diagndsticos proposto aos

estudantes:

Questdo 1.1 Explique, com suas palavras, o0 que é uma sequéncia numérica?
Caso conheca a definicdo formal, apresente-a.

Questédo 1.2 Escreva os quatro primeiros termos das sequéncias de nimeros
reais definida pelas leis abaixo:

a) a,, é uma sequéncia que converge para T;
4
b) b, 5. © b, ;
Vvn-3

C)Cp = W (p. 137).
Questdo 2.1 Apresente uma representacdo grafica para a sequéncia

- . . n+1 a .
numeérica cujo termo geral é dado por a,, = o Se a sequéncia possui

limite, indique-o na representacao (p. 229).

Questédo 2.4 (CORNU, 1983, adaptada) Considere a lista de nimeros abaixo:
51

3,99

5,001

3,9999

5,00001

3,999999

5,0000001

3,99999999

e assim por diante ...

a) Vocé considera essa lista uma sequéncia de numeros reais? Por que?
b) Identifique 0 5° e 0 6° termo da lista.

c) Escreva expressfes que representem o 99° e 0 100° termos da lista.
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d) O numero 3,999999... aparece na lista? Justifique (VIEIRA, 2016, pp. 230-
231)
Vieira (2016) respondeu a segunda questao de pesquisa concluindo que 12 das

16 dificuldades apontadas pelos docentes para o curso de matematica, foram
verificadas, em maior ou menor grau, para os estudantes de licenciatura, participantes
da pesquisa. Ele afirmou que as analises de erros discutidas para cada uma das
questdes dos questionarios diagndsticos confirmaram a presenca dessas dificuldades

e forneceram um espectro mais amplo e diversificado para cada uma delas.

Respondeu a terceira questdo de pesquisa afirmando que o instrumento de
pesquisa permitiu a analise do “desenvolvimento dos processos de representacao,
mudanca entre representagdes, visualizagdo, generalizagéo e sintese” (VIEIRA, 2016,
p. 388). De acordo com a analise dos protocolos e as entrevistas com 0s sujeitos de
pesquisa: eles “ndao desenvolveram os processos do pensamento matematico
avancado avaliados de maneira satisfatoria ou plena, no estudo de sequéncias

numeéricas” (p. 388).

Respondeu a quarta questao afirmando que os sujeitos de pesquisa

[...] ndo realizaram interagbes de aspectos algoritmicos, intuitivos e formais
para as respostas dada [...], de maneira geral, uma prevaléncia do uso de
aspectos algoritmico-intuitivos na resolu¢éo de problemas, em detrimento de
aspectos formais dos conceitos e ideias. Essa perspectiva dicotdmica no uso
dos aspectos, em muitos momentos, colocou esses estudantes em
contradicdo ou os impediu de interpretar corretamente as questdes propostas
nos questionarios e nas entrevistas (VIEIRA, 2016, p. 390).

Vieira (2016) concluiu a pesquisa afirmando que os sujeitos de pesquisa néo
inter-relacionaram aspectos algoritmicos, intuitivos e formais na resolucdo das
guestdes propostas sobre sequéncias, e gue eles ndo mostraram ter desenvolvido os
processos do pensamento matematico avancado durante a realizacdo da atividade,
como a mudanca entre representacdes, visualizacdo, generalizacdo e sintese.
Também identificou dificuldades com aspectos l6gico-formais, relativos a elaboracao
de justificativas e a argumentacdo matematica, e erros e incompreensdes em

assuntos como nameros reais e fungdes.

Para o autor, a no¢cdo de pensamento matematico avancado esta relacionada
a aspectos algoritmicos, intuitivos e formais na resolucao de questdes relacionadas
ao conteudo sequéncias numéricas e ao desenvolvimento de processos mentais nos
estudantes propiciados por essas atividades, de acordo com Fischbein (1994) e

Dreyfus (2002). O autor ainda ressalta que esses aspectos indicam dificuldades de
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aprendizagem. Para esse autor, de acordo com nossas analises, o pensamento

matematico avancado esta relacionado a matematica avancada.

Subcategoria C22: Trabalhos cujo foco repousa em questdes formais e
epistemoldgicas relacionadas ao processo de ensino ou aprendizagem de

conteddos matematicos

A dissertacdo de Angelini (2010) teve como objeto de estudo o conceito de
funcéo e seu objetivo foi “identificar a imagem de conceito e a definicdo de conceito
relativos ao conceito de fungéo, e caracteristicas dos trés mundos da matematica,
apresentados por 8 alunos da 22 série do ensino médio” (p. 8) de uma escola publica
na cidade de Sao Paulo diante da resolucdo de questbes de um instrumento

diagndstico proposto pelo autor.

Para essa investigacao foram propostas as questdes de pesquisa:

Qual imagem de conceito*® (TALL; VINNER, 1981) de fung&o que alunos do
ensino médio apresentam, apds terem estudado este tema na 12 série do
ensino médio?

Qual definicdo de conceito* (TALL; VINNER, 1981) de func&o que alunos do
ensino médio apresentam, apds seu estudo deste tema na 12 série do ensino
médio?

Quais caracteristicas dos trés mundos da matematica (TALL, 2004) surgem

nas respostas de alunos ao resolver problemas relacionados ao conceito de
fungdo? (ANGELINI, 2010, p. 21)

A seguir apresentamos algumas questdes do instrumento diagndstico proposto

aos alunos:

1) Em matematica, o que significa para vocé a palavra funcéo? (p. 62)

2) Para consertar um refrigerador, uma oficina cobra uma taxa fixa de R$
20,00 pela visita e R$ 15,00 por hora trabalhada. Qual o valor pago por um
conserto se o técnico trabalhou 3,25 horas? (Deixe anotados seus calculos,
seus rascunhos e seu raciocinio) (p. 66)

5) Paulo precisa consertar seu aparelho de som. A oficina X cobra uma taxa
fixa de R$ 30,00 mais R$ 4,00 por hora trabalhada, enquanto que a oficina Y
cobra a taxa fixa de R$ 10,00 mais R$ 8,00 por hora trabalhada.

a) Em que condigBes é melhor utilizar a oficina X? Justifigue e deixe suas
contas, rascunhos e seu raciocinio.

b) Em que condi¢bes é melhor utilizar a oficina Y? Justifique e deixe suas
contas, rascunhos e seu raciocinio.

43 Imagem de conceito nés traduzimos com imagem conceitual (concept image).
4 Definicdo de conceito nés traduzimos com defini¢do conceitual (concept definition).
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¢) Em que condi¢cBes os precos cobrados pelas oficinas X e Y sdo iguais?
Justifique e deixe suas contas, rascunhos e raciocinio (p. 73).

7) Avalie as expressfes abaixo e, para cada uma delas, identifigue se
representa uma dependéncia de "y em funcdo de x". Justifique suas
respostas.

a)x+y=4 b)y=x2+2 c)x=y? dgkx)=x%2+2 e) 3x—4=y
(ANGELINI, 2010, p. 76)

Em sua analise, Angelini (2010) verificou que os alunos apresentaram imagens
de conceito com caracteristicas quase que exclusivamente relacionadas ao mundo
corporificado, restritas a utilizacdo de métodos numéricos e localizagdo de pontos nos
gréaficos. As caracteristicas referentes ao mundo simbdlico restringiram a utilizacéo de
uma expressao algébrica dada para obter pares de valores numeéricos, sem perceber
conexdes com o conceito de funcdo como uma relacdo de dependéncia entre
grandezas. As respostas dadas pelos sujeitos de pesquisa segundo o0 autor sugeriram
imagens de conceito pobres, ndo apresentaram ideias que podiam ser relacionadas
ao mundo formal e as definicbes de conceito ndo se aproximavam das definicdes

aceitas pela comunidade matematica.

Angelini (2010) concluiu que os 8 alunos apresentaram dificuldades em resolver
as questbes propostas relacionadas ao conceito de fungdo. E afirmou que “eles
demonstraram dificuldades em operacdes aritméticas que deveriam ser consideradas
elementares para a faixa etaria de 15 a 17 anos” (p. 168). O autor recomendou que
esses alunos deveriam retomar o aprendizado de fun¢des e sugeriu uma abordagem
gue considere as caracteristicas desse conceito relacionadas aos trés mundos da

matematica para potencializar a aprendizagem.

Para o autor a nocéo de pensamento matematico avancado esta relacionada a
imagem de conceito e a definicdo de conceito do conceito de funcdo desenvolvidos
pelos alunos durante a realizacdo de uma atividade matematica, apresentando
caracteristicas corporificadas, simbolicas e formais, de acordo com Tall (2013). Para
esse autor, de acordo com nossas analises, 0 pensamento mateméatico avangado esta
relacionado ao desenvolvimento do conceito de funcdo através dos trés mundos da

matematica.

A dissertacéo de Amorim (2011) teve como objeto de estudo o conceito de limite

para os alunos de licenciatura em matematica e seu objetivo foi
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[...] desvendar a contribuicdo de uma proposta de ensino, baseada nas
imagens conceituais, relacionadas ao conceito de limite de uma funcéo,
(re)construidas por alunos do curso de licenciatura em matematica, apos
cursarem analise real, para a aprendizagem desses alunos (p. 27).

Os sujeitos de pesquisa foram 9 alunos de um curso de licenciatura em

matematica. Tratou-se de uma pesquisa tedrico bibliografica, documental e de campo.

Para essa investigacao foi proposta a questao de pesquisa:

Como uma proposta de ensino, baseada nas imagens conceituais,
relacionadas ao conceito de limite de uma fungéo, (re)construidas por alunos
do curso de licenciatura em matematica, apés cursarem analise real, pode
contribuir para a aprendizagem desses alunos? (AMORIM, 2011, p. 27)

Foram analisadas atividades realizadas por alunos de um curso de licenciatura
em matematica, na disciplina analise real, em livros didaticos de célculo e de analise

e em topicos referentes a definicdo de limite de uma funcéo.

A seguir apresentamos algumas questdes das 2 atividades (Atividade I: pOs-

célculo e Atividade IlI: p6s-anélise):

Atividade | (p6s-célculo)

2) Expligue com suas préprias palavras, o que significa cada formulacdo
matematica abaixo. A seguir, ilustre graficamente cada formulagdo na reta
real:

a)x—a
b)x — a*
C)x—a
d)x — o
€)X — —w

3) Explique, com suas proprias palavras, o que significa cada formulacao
matematica abaixo. A seguir, esboce um grafico de uma fungéo que ilustre
cada formulagé&o.

a) }Ci_rg f)=1L

b) lim, f(x) =1L
¢) lim f(x) =1L
d) lim £ (x) = + oo

&) lim £(x) =L (p. 83)
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Atividade Il (p6s-anélise)

1) Esboce o gréfico de uma funcéo real de uma variavel que satisfaca as
seguintes condicdes:

a) lim f(r) =~1, lim f(x) =~ lim f(x) =+ [.] (p.85)

4) Na definicdo de limite de uma fun¢do de uma variavel, o que significa:
a) € > 0, real qualquer

b) § > 0, real qualquer (AMORIM, 2011, p. 87)

Durante a realizacdo da atividade proposta pelos alunos, a autora constatou
um avango na construgdo das imagens conceituais acerca do conceito de limite e
percebeu uma motivacédo na aprendizagem por meio da superacédo das dificuldades

apresentadas pelos sujeitos de pesquisa.

Ap6s as andlises, Amorim (2011) em sua conclusdo apresentou o0 que
considerou contribuicbes ao professor de andlise, em uma proposta de ensino
baseada nas imagens conceituais dos alunos, séo elas:

- Entender e situar o momento e a aprendizagem de seus alunos;

- Perceber a importancia de identificar e (re)significar imagens conceituais
equivocadas e/ou conflitantes;

- Reconhecer a necessidade de (re)construir imagens conceituais coerentes
e que explorem elementos intuitivos;

- Trabalhar na perspectiva de se construir definices conceituais de acordo
com as definicbes formais;

- Repensar sua pratica pedagdgica e planejar suas acoes;

- Incentivar uma postura mais critica e ativa em seus alunos e, assim
desmistificar o “horror” a andlise (AMORIM, 2011, pp. 126-128).

Para Amorim (2011) a nocdo de pensamento matematico avancado esta
relacionada a definic6es formais do conceito de limite de funcdes reais de uma variavel
e ela considera que a construcao de imagens conceituais coerentes com as definicbes
conceituais proposta nas atividades pode favorecer a aprendizagem dos conceitos de
limites de fungdes reais, de acordo com Tall e Vinner (1981). Para essa autora, de
acordo com nossas analises, o0 pensamento matematico avancado esta relacionado a

matematica avancada.

A dissertacdo de Bertolazi (2012) teve como objeto de estudo os
conhecimentos e compreensfes revelados por estudantes de licenciatura em
matematica sobre sistemas de equacdes lineares. A autora investigou “0s processos
mentais do pensamento matematico avancado manifestados em registros escritos de

estudantes de licenciatura em matematica em tarefas sobre sistemas de equacdes
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lineares” (p. 11). Para a obtencdo dos dados foi utilizada uma proposta de avaliagédo

reflexiva com 17 estudantes de um curso de licenciatura em matematica.

Para essa investigacdo foi proposta a questdo de pesquisa: “Que
manifestacbes de pensamento matematico avancado sdo reveladas em registros
escritos de estudantes de licenciatura em matematica ao resolverem tarefas sobres
sistemas de equacdes lineares? (BERTOLAZI, 2012, p. 17)

Dos 17 participantes da pesquisa, 10 atuavam como professores na educacao
bésica, e maioria deles apresentava uma visdo instrumentalista do ensino de
matematica, que de acordo com Thompson (1997) é “uma visao adquirida pela
acumulacéao de fatos, regras e habilidades a serem utilizadas na efetivacao de um fim
externo” (BERTOLAZI, 2012, p. 55), ou até mesmo prescritiva da matematica e que
muitos dos sujeitos ainda demonstraram atitudes reflexivas a luz das ideias de Freire
(2004, 2011), “pois evidenciaram autonomia e responsabilidade perante sua prépria
formacdo” (BERTOLAZI, 2012, p. 205).

A seguir apresentamos algumas questdes da avaliacao reflexiva proposta pela

autora:

Parte |

Questdo 1. a) Pensando em seu futuro profissional, como professor de
matematica, o que considera importante em matematica que nao pode deixar
de aprender?

b) Para vocé, o que a matematica representa? (p. 89)

Questéo 2. Explique o porqué de sua escolha pelo curso de mateméatica. Que
razdes |lhe motivaram para tal escolha?

Questéo 3. H& espaco em seu curso de graduacéo para debates, reflexes
e discussfes a respeito de habilidades matematicas, a fim de estimular um
pensamento matematico avancado? (p. 90)

Parte Il

Questdo 2. a) Em quais épocas escolares vocé estudou sistemas de
equacdes lineares? Relate sua experiéncia de forma detalhada sobre esse
conteuddo.

b) Existe diferenca da abordagem da educacédo basica para a do ensino
superior sobre o conteldo de sistemas de equacdes lineares? Explique (p.
99).

Questdo 3. Defina um sistema de equacdes lineares e explicite suas
caracteristicas.

Questédo 4. (POOLE, 2004, p. 109) Um comerciante de café vende trés
misturas de gréos. Um pacote com a “mistura da casa” contém 300 gramas
de café colombiano e 200 gramas de café tostado tipo francés. Um pacote
com a “mistura especial” contém 200 gramas de café colombiano, 200
gramas de café queniano e 100 gramas café tostado tipo francés. Um pacote
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com “mistura gourmet” contém 100 gramas de café colombiano, 200 gramas
de café queniano e 200 gramas de café tostado tipo francés. O comerciante
tem 30 quilos de café colombiano, 15 quilos do café queniano e 25 quilos de
café tostado tipo francés. Se ele desejar utilizar todos os grdos de café,
guantos pacotes de cada mistura devem se preparar? (p. 110)

Questéao 4. O que é um sistema linear homogéneo? (p. 100)
Parte 11l
Questéo 5. (ANTON; BUSBY, 2006, p. 80) Considere os sistemas lineares:

| { x+y+z=1 I { x+y+z=0
(1) 2x+2y+2z=4 (11 2x+2y+2z=0

a) Mostre que o primeiro sistema ndo possui solucdo e escreva 0 que iSso
significa quanto aos planos representados por estas equacoes.

b) Mostre que o segundo sistema tem uma infinidade de solucdes e escreva
0 que isso significa quanto aos planos representados por essas equacgdes
(BERTOLAZI, 2012, p. 111)

Bertolazi (2012) apOs a andlise dos registros escritos pelos estudantes durante
a realizacédo das tarefas propostas, concluiu que todos apresentaram pelo menos 3
processos mentais diferentes de representacdo associados ao pensamento
matematico avancado, dentre 9 processos que foram analisados, mas “em relacdo
aos processos essenciais envolvendo a abstracdo matematica, apenas 3 estudantes
dentre 17 participantes manifestaram a capacidade de formalizacdo, generalizacdo e
sintese na resolucao de tarefas sobre sistemas de equacdes lineares” (p. 210).

Para Bertolazi (2012) a nocdo de pensamento matematico avancado esta
relacionada a interagbes de varios processos mentais utilizados na resolugdo de
tarefas relacionadas a sistemas de equacdes lineares e que 0s principais processos
mentais relacionados ao desenvolvimento do pensamento matematico avancgado séo:
a formalizacdo, a generalizagéo e a sintese, essenciais para a abstragdo matematica,
de acordo com Dreyfus (2002). Para essa autora, de acordo com nossas analises, 0
pensamento matematico avancado esta relacionado ao processo mental de

abstracéao.

A dissertacdo de Poggio (2012) teve como objeto de estudo o conceito de
proporcionalidade apresentado por alunos do ensino médio na perspectiva dos trés
mundos da matematica, e o objetivo foi “investigar quais sao as definicdes que alunos
do ensino médio dao sobre proporcionalidade direta e proporcionalidade inversa, bem

como analisar com que caracteristicas trabalham questdes que envolvem tais
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conceitos” (p. 11). Seus sujeitos de pesquisa foram 51 alunos de 2 turmas de uma 32

série do ensino médio de uma escola estadual paulista.

Para essa investigacao foram propostas as questdes de pesquisa:
Qual a definicdo de conceito que alunos do ensino médio dao da
proporcionalidade direta?

Qual a imagem de conceito que alunos do ensino médio tém sobre
proporcionalidade direta?

Qual a definicdo de conceito que alunos do ensino médio dao da
proporcionalidade inversa?

Qual a imagem de conceito que alunos do ensino médio tém sobre
proporcionalidade inversa?

Com que caracteristicas, entre formais, simbdlicas e corporificadas, esses
alunos trabalham questionamentos que envolvem a proporcionalidade direta?

Com que caracteristicas, entre formais, simbolicas e corporificadas esses
alunos trabalham questionamentos relacionados a proporcionalidade
inversa? (POGGIO, 2012, p. 11)

A seguir apresentamos algumas questdes do questionario diagndstico proposto

aos sujeitos de pesquisa:
1) Escreva com suas palavras o que vocé entende por proporcionalidade
direta (p. 75).
2) Dé um exemplo de proporcionalidade direta (p. 77).

3) Esboce um grafico que represente duas grandezas diretamente
proporcionais (p. 78).

6) Escreva com suas palavras qual sua primeira ideia para resolver o seguinte
problema: “Um automoével percorre uma distancia de 48 quildbmetros em 02
horas. Quantos quildbmetros percorrera em 06 horas?” Explique o porqué
desta ideia (p. 82).

7) Escreva com suas palavras o0 que vocé entende por proporcionalidade
inversa (p. 83).

8) Dé um exemplo de proporcionalidade inversa (p. 84).

10) Esboce um grafico que nao represente nem proporcionalidade direta nem
a proporcionalidade inversa. Explique (p. 86).

12) Escreva com suas palavras qual sua primeira ideia para resolver o
seguinte problema: “Se 20 homens trabalhando durante 15 dias constroem
500 metros de um muro, quantos homens serdo necessarios para construir
mais 100 metros desse muro em 30 dias?” Explique o porqué desta ideia
(POGGIO, 2012, p. 89).

Apos a analise dos protocolos de resolucdo do questionario diagnéstico, Poggio
(2012) afirmou que as definicdes de conceito de proporcionalidade direta e inversa
apresentadas pelos sujeitos de pesquisa tiveram caracteristicas do mundo
corporificado e ndo apresentaram caracteristicas do mundo simbdlico, podendo serem
resumidas, respectivamente, por “quando uma grandeza aumenta a outra também

aumenta” (p. 201) e “quando uma grandeza aumenta a outra diminui” (p. 203).
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A autora respondeu a 12 questao afirmando que a definicdo de conceito que
esses alunos apresentaram de proporcionalidade direta teve, essencialmente,
caracteristicas corporificadas. Respondeu a 22 questao afirmando que a imagem de
conceito de proporcionalidade direta dos participantes da pesquisa apresentou

caracteristicas, essencialmente, corporificadas.

Respondeu a 32 questdo afirmando que a definicdo de conceito, que 0s
participantes da pesquisa, apresentaram de proporcionalidade inversa, teve
caracteristicas corporificadas, ndo apresentando caracteristicas simbdlicas. A autora
afirmou que praticamente todos os alunos néo indicaram uma definicdo de conceito
com caracteristicas formais, tanto para a proporcionalidade direta como para a
proporcionalidade inversa. Poggio (2012) afirmou “que esse foi um dos motivos
possiveis pelos quais, nas questdes que foram propostas no questionario diagnadstico,
eles ndo conseguiram trabalhar bem os problemas que envolveram tais conceitos” (p.
203).

A 42 questédo de pesquisa foi respondida de acordo com as questdes anteriores,
gue a imagem de conceito de proporcionalidade inversa dos participantes apresentou

caracteristicas essencialmente corporificadas.

Respondeu a 52 questdo de pesquisa afirmando que em relagédo as respostas

dadas sobre a proporcionalidade direta

[...] estas apontaram que os alunos possuiam uma imagem de conceito
classificada como pobre, apresentando exclusivamente caracteristicas
corporificadas, baseadas em um grafico de reta com coeficiente angular
positivo e quando mostraram caracteristicas do mundo simbdlico, estas ndo
correspondiam ao conceito (POGGIO, 2012, p. 208).

Respondeu a 6% questdo de pesquisa afirmando que as respostas
apresentadas pelos sujeitos diante do questionario diagndéstico sugeriram que eles
ndo faziam uma jornada pelos trés mundos da matematica e apresentaram
essencialmente caracteristicas corporificadas. A definicdo de conceito apresentadas
pelos alunos, tanto para a proporcionalidade direta como para a proporcionalidade
inversa, “mostrou essencialmente caracteristicas corporificadas, com textos muitas
vezes equivocados, insuficientes para serem aceitos como uma boa definicédo, que

fosse aceita pela comunidade matemética” (POGGIO, 2012, p. 208).

Poggio (2012) finaliza sua pesquisa afirmando que 0s sujeitos de pesquisa néao

desenvolveram o0 pensamento proporcional, pois ndo apresentaram em “suas
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respostas uma imagem de conceito de proporcionalidade direta e proporcionalidade
inversa, rica e diversificada, com caracteristicas dos trés mundos da matematica” (p.
208). De acordo com a autora “para haver desenvolvimento cognitivo, € necessario
gue O sujeito transite pelos trés mundos, por meio de uma ampla gama de
experiéncias, imagens mentais, procedimentos e processos, com caracteristicas mais

ricas possiveis” (p. 208).

Para Poggio (2012) a nocdo de pensamento matematico avancado esta
relacionada ao desenvolvimento de uma imagem de conceito rica e diversificada
transitando por caracteristicas corporificadas, simbdlicas e formais diante da
resolucdo de atividades matematicas relacionadas a proporcionalidade, de acordo
com Tall (2013). Para essa autora, de acordo com nossas analises, 0 pensamento
mateméatico avancgado esta relacionado a fendmenos complexos que podem existir na

matematica elementar.

A tese de Yokoyama (2012) teve como objeto de estudo o desenvolvimento do
conceito de numero natural em individuos com sindrome de down e seu objetivo foi
“analisar a compreensdo de quantificacdo* de 1 a 10 elementos de conjuntos
discretos das criancas e adolescentes com sindrome de down e elaborar atividades
gue poderiam contribuir para o desenvolvimento dessa compreensao” (p. 11). Os

sujeitos de pesquisa foram 8 criancas/adolescentes com idades entre 5 e 19 anos.

Em sua pesquisa foram propostas algumas atividades que envolviam a
interacdo entre conceitos e procedimentos, aproveitando outras formas de estimulo
viso-espacial com material multissensorial e dedos das méos, com o objetivo de
desenvolver o conceito de numero utilizando dois procedimentos de quantificacdo: a
contagem e o subitizing (é a capacidade de quantificar um conjunto discreto, sem
utilizar um processo de contagem). Para interpretar os resultados e analisar o
processo de aplicacdo das atividades foram utilizados os conceitos de imagem
conceitual (TALL; VINNER, 1981) e organizador genérico (TALL, 1989).

A seguir apresentamos alguns itens das atividades propostas e desenvolvidas

pelo autor:

45 Esse autor entende por quantificacdo a capacidade de determinar quantidade de elementos de um
conjunto discreto qualquer (p. 11).
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Principio da conservacéo

Dados dois conjuntos discretos de mesma cardinalidade ou ndo, cujos
elementos sdo cubinhos de madeira de 1 cm de aresta, a configuracdo
espacial de seus elementos nao influencia na comparacgéo dos conjuntos em
questéo.

Foram apresentadas duas folhas de papel em branco e nelas colocadas
cubinhos. Ao colocar quantidades iguais e quantidades diferentes
perguntava-se: “tem mais cubinhos aqui (apontando o papel da esquerda),
aqui (apontando o papel da direita), ou tem a mesma quantidade?” Ainda
nesta situacdo foram colocadas outras perguntas na tentativa de
compreensao por parte dos participantes: “imagine que esses cubinhos sao
chocolates, qual vocé prefere? Este (apontando o papel da direita) ou este
(apontando o papel da esquerda)?” (p.71).

Atividade fundamental ou 1° organizador genérico

Consiste em apresentar ao participante uma nova unidade cognitiva, a forma
do Numicon*® que representa a quantidade requisitada pelo pesquisador, e
instiga-lo a escolher uma estratégia de selecdo de objetos. As pecgas do
Numicon podem ser consideradas unidades cognitivas, pois sdo simbolos
gue representavam nimeros e o individuo é capaz de focar sua atencéo
nesta estrutura cognitiva por um determinado instante. Logo em seguida, é
solicitado ao participante a mesma quantidade de pinos que a forma do
Numicon representa, ou seja, neste momento exige-se do aprendiz outra
unidade cognitiva: uma estratégia para a selegdo de pinos (p. 88).

Atividade significativa de sequéncia padrdo dos nimeros naturais: 2°
organizador genérico

Consiste em fornecer ao participante algumas representacées dos nimeros
de 1 a 10, ou as fichas numeradas ou as formas numéricas do Numicon, de
forma que ele as identifique e as coloque em ordem. Logo em seguida,
distribui-se aleatoriamente a outra representacdo dos nimeros, ou as fichas
ou as formas, para que se faca uma correspondéncia entre ambas
representacfes. Posto isto em sua frente, o pesquisador utiliza ou pinos, ou
dedos, ou pinos nos dedos para questionar o participante sobre novas
quantidades toda vez que se adiciona ou se retira um elemento do conjunto.
A sequéncia se localiza na frente do participante como um apoio a memoria
(YOKOYAMA, 2012, p. 102).

O autor apresentou duas questdes de pesquisa: A primeira foi “analisar de que
maneira o primeiro organizador genérico, ou atividade fundamental de contagem,
influéncia na imagem conceitual de numero dos participantes” (p. 214). Yokoyama
(2012) respondeu a questdo afirmando que esse organizador genérico mostrou uma
enorme influéncia e que sua principal influéncia foi estimular a escolha de uma
estratégia por parte dos participantes. A segunda foi “verificar a importancia de se
conhecer a sequéncia numérica padrdo, associada a uma acao concreta de

adicionar/retirar um elemento de um determinado conjunto, para o entendimento do

46 Numicon é um conjunto de materiais multissensoriais, desenvolvido na Inglaterra, composto por
formas numéricas coloridas, cartées numerados, pinos coloridos, tabuleiro, barbante, sacola, proposta
de atividade, faixa com reta numerada, etc. Suas formas numéricas favorecem a visao de nimero e
relacBes entre eles, de uma maneira global, diferente de outras representacdes numéricas como pontos
enfileirados, a forma escrita e a oral, proporcionando aos alunos uma importante unidade cognitiva para
a imagem conceitual de nimero (YOKOYAMA, 2012, p. 64).
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conceito de numero referente a quantidade de elementos e ao processo de contagem”

(p. 214). O autor respondeu essa questao afirmando

[...] que organizar e manipular a sequéncia padréo de nUmeros naturais, com
materiais multissensoriais, com pelo menos dois representantes numéricos,
e dar um significado concreto aos sucessores e antecessores dos nimeros,
fez com que os participantes organizassem e ampliassem suas imagens
conceituais de um nimero (YOKOYAMA, 2012, p. 221).

Yokoyama (2012) concluiu sua pesquisa afirmando que para seus sujeitos de
pesquisa a “interagdo entre conceitos e procedimentos foi um caminho viavel para

atingir uma melhor compreens&o do conceito de numero” (p. 222).

Esse autor utilizou a nogcédo imagem conceitual e organizador genérico para o
desenvolvimento da compreensdo do conceito de numero natural em
criancas/adolescentes com sindrome de down por meio de atividades
multissensoriais, de acordo com Tall e Vinner (1981) e por Tall (1989). Para esse
autor, de acordo com nossas analises, a teoria do pensamento matematico avancado

esta relacionada ao desenvolvimento de imagens conceituais.

A dissertacdo de Gereti (2014) teve como objeto de estudo os processos do
pensamento matematico avancado evidenciados em resolu¢des de questbes do
Enade e seu objetivo foi “descrever e discutir indicios/caracteristicas dos processos
do pensamento matematico avancado evidenciados na producdo escrita de
estudantes de matematica” (p. 9) de uma universidade estadual paranaense ao
resolverem questdes discursivas do Enade. As questdes do Enade selecionadas pela
autora foram aplicadas em uma turma do 4° ano do curso de mateméatica com 13

estudantes.

Para essa investigacao foi proposta a questdo de pesquisa: “Que processos do
pensamento matematico avancado sao evidenciados por estudantes de matematica

ao resolverem questdes discursivas do Enade?” (GERETI, 2014, p. 18)

A seguir apresentamos 2 questfes discursivas que a autora utilizou em seu

instrumento de coleta de dados:

2) No retangulo ABCD abaixo, o lado AB mede 7 cm e o lado AD mede 9 cm.
Os pontos |, J, K e L foram marcados sobre os lados AB, BC, CD e DA,
respectivamente, de modo que os segmentos Al, BJ, CK e DL sé&o
congruentes.
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x
D _ C
K x

Com base nessa situacéo, faca o que se pede nos itens a seguir e transcreva
suas respostas para o caderno de respostas, nos locais devidamente
indicados.

a) Demonstre que o quadrilatero IJKL é um paralelogramo.

b) Escreva a funcéo que fornece a area do paralelogramo 1JKL em funcgéo de
X e determine, caso existam, seus pontos de maximo e de minimo.

c) Na resolucdo desse problema, que conceitos matematicos podem ser
explorados com os alunos do Ensino Fundamental e do Ensino Médio? (p.
70).

3) Em um prédio de 8 andares, 5 pessoas aguardam o elevador no andar
térreo. Considere que elas entrardo no elevador e sairdo, de maneira
aleatoria, nos andares de 1 a 8. Com base nessa situacdo, faca o que se
pede nos itens a seguir, apresentando o procedimento de célculo utilizado na
sua resolucao.

a) Calcule a probabilidade de essas pessoas descerem em andares
diferentes.

b) Calcule a probabilidade de duas ou mais pessoas descerem em um mesmo
andar (GERETI, 2014, p. 87).

Apés a aplicacdo das questdes e analise das resolucdes dos estudantes a

autora concluiu que os mesmos processos evidenciados nas respostas padrédo do

Enade foram mobilizados nas resolucdes de alguns estudantes, com excecao de uma

guestado proposta em que trés estudantes mobilizaram um processo a mais, o de

visualizagéo. De um total de treze estudantes:

[...] onze estudantes mobilizaram o processo de representacéo simbdlica, trés
estudantes mobilizaram o processo de visualizacdo, sete estudantes
mobilizaram o processo de mudanca de representacdes e traducdo entre
elas, dois estudantes mobilizaram o processo de modelacéo, sete estudantes
mobilizaram o processo de sintese e dois estudantes mobilizaram o processo
de generalizacdo (GERETI, 2014, p. 122).

A autora afirma que nenhum estudante mobilizou todos os processos mentais

da teoria do pensamento matematico avancado, segundo Dreyfus (2002), nas

resolucdes das quatro questdes e que dos treze estudantes, dois ndo resolveram

nenhuma questao.

Gereti (2014) em sua pesquisa afirmou: “corroboramos com os autores

estudados nessa investigacdo que o0s processos do pensamento matematico
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avancado se fazem importantes, 0s quais permitem que os estudantes compreendam

uma gama de conceitos matematicos” (p. 124).

Para essa autora a nocdo de pensamento matematico avancado esta
relacionada a interacdo de todos o0s processos mentais durante a resolucdo de
questdes, de acordo com Dreyfus (2002). Para essa autora, de acordo com nossas
analises, o pensamento matematico avancado esta relacionado a matematica

avancada.

A dissertacao de Junior (2014) teve como objeto de estudo o ensino de analise
e seu objetivo foi “verificar e analisar as modificacdes nas imagens de conceito de
alunos de licenciatura em matematica durante a aplicacdo de atividades de ensino
sobre sequéncias de numeros reais, na perspectiva da disciplina analise” (p. 8). Os
sujeitos de pesquisa foram 6 alunos de licenciatura em matematica de um Instituto
Federal mineiro. Foi proposto um questionario inicial e algumas atividades em horério

extraclasse.

Para essa investigacao foi proposta a questédo de pesquisa: “Como atividades
de ensino de sequéncias de numeros reais podem modificar as imagens de conceito
de alunos de analise na reta?” (JUNIOR, 2014, p. 13)

Junior (2014) também apresentou alguns objetivos especificos em sua

pesquisa, foram eles:

[...] verificar se os alunos conseguem entender de forma significativa os
conteudos;

[...] verificar se os alunos conseguem formalizar os contedidos e compreender
as formalizacdes que sdo apresentadas a eles;

[...] verificar as impressdes e reagfes dos alunos frente & disciplina analise
na reta (p. 13).

bY

O autor formulou as seguintes perguntas para responder a questdo de
pesquisa de acordo com a atividade de ensino proposta aos alunos: “Como se
modificam as imagens de conceito do aluno?” (JUNIOR, 2014, p. 50) “Os alunos
conseguem entender de forma significativa os conceitos?” (p. 50) “Como ocorre a
formalizacdo dos conceitos?” (p. 51) “O que os alunos dizem sobre a disciplina

andlise? (p. 52)”

A seguir apresentamos algumas perguntas do questionario aos sujeitos de

pesquisa:

Questionario
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1) Vocé ja cursou a disciplina andlise na reta ou é a primeira vez? Se ja
cursou, descreva sua(s) experiéncia(s) anterior(es) ou atual (p. 59).

2) Ainda para os que ja cursaram a disciplina em outra oportunidade, qual a
importancia que vocés vém nesta disciplina?

3) Vocé ja estudou o conteddo de progressdes aritméticas e geométricas?
Conseguiria caracterizar os tipos de progressdes? Lembra-se do somatorio
de cada uma dessas progressdes? (p. 60)

Atividades

1) Observe as progressodes aritméticas e geomeétricas abaixo.
(1,3,5,7,..),(16,8,4,2,1, ..)

i) Faca o gréfico dessas progressdes no plano cartesiano.

ii) As sequéncias acima sao limitadas? Justifique (p. 62).

2) A sequéncia (a, a2, a3, ..., a", ...) é limitada inferior e/ou superiormente para
a>1?Epara 0<a<1?(p.63)

3) Seja (x,;) uma sequéncia tal que limx,, = a e limx, = b, qual é a relacao
entre a e b? Justifique (JUNIOR, 2014, p. 64).

O autor obteve a resposta para sua primeira pergunta concluindo que nao

houve modifica¢cdes no sentido contrario aos resultados formais.

Nos casos de 2 alunos as atividades de ensino proposta pouco modificaram
suas imagens de conceito. JA no caso dos outros alunos, que houve
modificacdes significativas, incorporando representacdes e conceitos que
aproximaram suas imagens de conceito aos resultados formais (JUNIOR,
2014, p. 95).

Em relagcdo a formalizacdo dos resultados o autor concluiu que houve um

entendimento maior dos conteudos por parte dos alunos.

Junior (2014) respondeu a segunda pergunta, com a investigacdo de cada
participante da pesquisa, observando que pode “confrontar suas imagens de conceito
criando conflitos potenciais, e isso fez com que os individuos prestassem atencdo em
incoeréncias antes ndo notadas” (p. 96). Para 2 alunos “estas atividades de ensino
refletiram um pouco do ensino tradicional, pois eles s6 entendiam quando o

pesquisador os explicava, mas ndo conseguiam esbocar uma resolucao” (p. 97).

O autor respondeu a terceira pergunta afirmando que um aspecto importante
da transicdo foi observado durante a aplicacdo das atividades: no comeco, a
formalizacdo para os estudantes se dava por meio de lembrancas sobre a
demonstracao formal ja vista por eles. “Quando estimulados a pensar em outra forma,
houve uma compreenséo maior por parte dos estudantes, e suas imagens de conceito
se agregaram a mais um tipo de representacdo sobre aquele resultado” (JUNIOR,
2014, p. 96).
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Junior (2014) respondeu a quarta pergunta observando que 3 alunos
“colocaram a importancia da disciplina analise na relacédo desta com os conteudos de
célculo” (p. 99). Dois dos alunos acreditavam que a importancia da disciplina de
andlise da reta favorece a formacao do professor de matemética. O autor destacou
que sua pesquisa cumpriu com o objetivo de ampliar as discussdes sobre o processo
de ensino e de aprendizagem na disciplina analise, propondo também uma alternativa

metodoldgica.

Para Junior (2014) a nocdo de pensamento matematico avancado esta
relacionada ao desenvolvimento de imagens conceituais de acordo com a
formalizacdo de conceitos matematicos relacionados a atividades de sequéncias de
nameros reais na disciplina de andlise da reta, de acordo com Tall e Vinner (1981).
Para esse autor, de acordo com nossas analises, 0 pensamento matematico

avancado esta relacionado a matemética avancada.

A dissertacdo de Marins (2014) teve como objeto de estudo o0 pensamento

matematico avancado em tarefas envolvendo transformacdes lineares e seu objetivo

foi de
[...] identificar e discutir que indicios/caracteristicas de processos do
pensamento matematico avancado sdo manifestados por estudantes do
curso de matematica da Universidade Estadual de Londrina ao lidarem com
tarefas referentes ao conteudo de transformagdes lineares” (p. 16).
Os sujeitos de pesquisa foram 13 estudantes do 2° ano bacharelado em
matematica.

Para essa investigacao foi proposta a questao de pesquisa: “Que processos do
pensamento matematico avancado sao manifestados nos registros escritos
apresentados por estudantes do curso de matematica ao resolverem tarefas

relacionadas ao contetdo de transformacdes lineares?” (MARINS, 2014, p. 16)

A seguir apresentamos algumas das oitos tarefas propostas:
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Tarefa 1: O que é um espaco vetorial? Explique (p. 62)

Tarefa 4: Ha alguma relagéo entre o contetdo de transformacdes lineares e
0s outros contetdos da disciplina de algebra linear, como matrizes e
determinantes? Outros? E com outras disciplinas do curso de graduacdo em
mateméatica? Explique (p. 67).

Tarefa 5: Marque qual(is) da(s) aplicacdo(des) abaixo € (sao)
transformacé&o(des) linear(es)? Justifique.

a) () T: R? —> R?definida por: T(x, ¥) = (-X, ¥).

b) ( ) T: R? > R2definida por: T(x, y) = (x + ky, y).

c) () T: R®*— R3definida por: T(x, y, ) = (X, y, 0).

d) ( ) Arotagdo do R2 no R2,

e) ( ) Atranslacdo do Rz no R2.

f) () O cisalhamento de R2 de fator k na direcao x. [...] (MARINS, 2014, p. 68)

A autora apoOs analisar as tarefas propostas e resolvidas pelos estudantes

afirmou que

[...] a maioria dos processos do pensamento matematico avancado que foram
manifestados nas resolucBes dos estudantes foram os de representacao,
principalmente o de representacdo simbdlica e mental. Apenas 3 estudantes
manifestaram em suas resolucdes o0 processo de abstracdo que esta
relacionado aos processos de generalizacdo ou sintese, além dos de
representacao (MARINS, 2014, p. 154).

E que 5 estudantes ndo manifestaram processos do pensamento matematico

avancado.

Marins (2014) concluiu sua pesquisa afirmando que 6 dos 13 estudantes
manifestaram caracteristicas dos processos do pensamento matematico avancado na
maioria das tarefas. Dos 6 estudantes, 3 apresentaram caracteristicas apenas dos
processos de representacdo, 2 manifestaram somente o processo de representacao
simbdlica e 1 os processos de representacdo simbolica, mental e mudanca de
representacdo e alternéancia entre elas. “Para o processo de abstragcdo, somente 3
estudantes manifestaram caracteristicas relativas aos dois processos que sdo a
generalizacdo e a sintese” (p. 162). Apenas 2 estudantes apresentaram
caracteristicas de todos os processos do pensamento matematico avancado na
resolucao das tarefas propostas.

A autora afirmou que os estudantes podem manifestar caracteristicas dos
processos do pensamento matematico avancado em relacdo a esses conceitos
durante a graduacdo. Porém, “7 estudantes ndo apresentaram caracteristicas desses
processos, porque nao responderam as tarefas e/ou escreveram respostas subjetivas

gue ndo mostraram algum conhecimento do assunto” (MARINS, 2014, p. 163) e que



99

o desenvolvimento do pensamento matematico avangcado pode contribuir para
reflexdo desses estudantes, a fim de que compreendam os conceitos matematicos em

guestao e seus objetivos envolvidos.

Marins (2014) finaliza sua pesquisa afirmando:

[...] percebemos que existem dificuldade por parte dos estudantes quanto a
compreensdo dos objetos matematicos de um conceito abstrato como
transformacdes lineares. Por esse motivo, ha necessidade de que o professor
de ensino superior possibilite aos seus alunos meios para suprirem essas
dificuldades, busquem “novas” formas/metodologias de ensino e
aprendizagem além da tradicional, que é definir e exemplificar o objeto, para
gue esses conceitos abstratos sejam realmente compreendidos (p. 164).

Para Marins (2014) a nogcdo de pensamento matematico avancado esta
relacionada a interagcdo dos processos mentais: representacdo, generalizacao,
sintese e abstracao, utilizados na resolucdo de tarefas relacionadas ao contetdo de
transformagodes lineares podendo minimizar essas dificuldades apresentadas pelos
estudantes na compreensao desses conceitos abstratos, de acordo com Dreyfus
(2002). Para essa autora, de acordo com nossas analises, o pensamento matematico

avancado esta relacionado a matematica avancada.

A dissertacdo de Pinto (2014) teve como objeto de estudo as definicdes
matematicas sobre fung¢des e suas derivadas como um eixo de discussdo para o

ensino e a aprendizagem do calculo e seu objetivo foi

[...] compreender como e de que forma as definicbes mateméticas sdo
utiizadas em discussbes entre estudantes e professores durante as
apresentacfes em um semindrio, cujos estudos enfatizavam representacdes
gréficas e algébricas das funcdes e suas derivadas, elaboradas por meio de
um software com representacao grafica dindmica (PINTO, 2014, p. 21).

A pesquisa de campo foi realizada com 38 alunos de uma turma de Sistemas

de Informacéo de uma universidade publica.

De acordo com a autora a analise e o estudo dos aportes teéricos que

fundamentaram a pesquisa foram distribuidos em seis etapas:

a) apreciacao global dos dados para comecar a definicdo de nosso objeto de
estudo e objetivo da pesquisa;

b) estabelecimento de diretrizes para a sele¢cdo de dados e, assim, a selec¢éo
de gravagdes para transcrever;

c) selecao e transcricdo de dados coletados nas atividades e no seminario;

d) definicho de aportes tedricos na area do pensamento matematico
avangado e interacionismo simbdlico;

e) estudo da literatura a respeito do pensamento matematico avancado e
definicbes matematicas;
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f) a codificacdo e categorizacdo dos dados (PINTO, 2014, pp. 32-33).

Apés a realizacao de 8 atividades pelos alunos, foi proposto um trabalho em
grupo. Essa proposta de trabalho foi feita pelo professor regente da turma juntamente
com a autora e teve como principal objetivo avaliar a compreensédo dos alunos sobre
funcdes e suas derivadas. As conclusGes dos estudantes, baseadas nos conceitos
abordados nas atividades e nas estratégias utilizadas, foram apresentadas em um

seminario.
A seguir apresentamos algumas das atividades propostas:

Atividade 1: Taxa de variagao

Situacao-problema: Um mergulhador salta do trampolim a 14,7 metros de
altura. Desprezando-se a resisténcia do ar, considerando a altura h em
metros, 0 tempo t em segundos e sua velocidade inicial 9,8 metros por
segundo, sua fungdo posicdo é: h (t) = —4,9t% + 9,8t + 14,7

Processo de construcdo/exploracdo de conceitos:
1.1. Abra o GeoGebra e crie um arquivo:al_cal_si_nome_data.
1.2. Plote a funcéo h (t).

1.3. Crie um controle deslizante a e configure-o no intervalo [0,3] e incremento
0.5.

1.4. Crie o ponto A = (a,h(a)). Habilite o rastro de A e, em seguida,
animagcao.

1.5. Use esses dados para completar a tabela 1 que relaciona a altura (h) do
mergulhador com o tempo (t) nos instantes especificados [...] (p. 127).

Atividade 6: O que f’ nos diz sobre f
1. Abra o0 GeoGebra e crie 0 arquivo: a6_cal_si_nome_data.

2. Elabore as seguintes funcdes:

2.1. Trigonométrica: t(x) = 2.2. Polinomial de grau 3: f(x) =
2.3. Polinomial de grau 4: p(x) = 2.4. Racional: r(x) =
2.5. Exponencial: e(x) = 2.6. Logaritmica: I(x) =

3. Determine o dominio e aimagem de cada uma delas.

4. Determine algebricamente a derivada de cada fun¢éo que vocé elaborou:
t'(x), F(x), p'(x), r'(x), e'(x), I'(x)

5. Plote no GeoGebra as fun¢des e suas derivadas (em vermelho), e
observando o gréfico de cada funcao e sua respectiva derivada, responda:

5.1. Em qual intervalo ou quais as fun¢des sdo crescentes? E decrescentes?

5.2. Para quais valores de x a derivada é negativa? Nesse caso, a funcao f é
crescente ou decrescente? Por qué?

5.3. Para quais valores de x a derivada é positiva? Nesse caso, a funcao f é
crescente ou decrescente? Por qué?

5.4. Qual é o valor da derivada quando a funcao atinge um valor maximo ou
minimo?

5.5. Escreva com suas palavras o que vocé entende por fungdo crescente e
funcéo decrescente.
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5.6. De acordo com o tipo de funcdes que vocé elaborou, escreva suas
conclusdes, estabelecendo uma relacdo entre uma fungéo e sua derivada.

5.7. Suas conclusBes servem para qualquer tipo de fungcédo? (PINTO, 2014,
pp. 139-140)

De acordo com Pinto (2014) a proposta de trabalho feita pelo professor regente
e por ela “tinha como objetivo principal estimular e incentivar os alunos a pesquisarem
e investigarem com base nos conceitos abordados nas 8 atividades desenvolvidas e

nas definicdes exploradas pelo professor regente” (p. 28) em suas aulas.

Cada grupo se encarregou de pesquisar um tema que tratasse de uma funcao
e de suas propriedades e observar as relagdes entre essa funcao e suas derivadas.
Em grupos, os estudantes deveriam sintetizar, realizar testes com a utilizagdo do
software GeoGebra e, posteriormente, apresentar, em um seminario, os resultados de
seus estudos relacionados as fun¢des e suas derivadas. A autora afirmou que muitos

didlogos aconteceram nas interacdes, pois foi intensa a participacdo de alunos.

Pinto (2014) definiu 6 categorias que nortearam as interpretacdes dos dados a
luz das teorias do pensamento matematico avancado e do interacionismo simbdlico.

As 6 categorias emergentes foram:

a) utilizando experiéncias prévias;

b) transitando entre as representacoes;

c) apresentando definicdo de conceitos;

d) discutindo as duvidas apresentadas;

e) explorando/testando funcdes e suas derivadas, utilizando o GeoGebra;

f) avancando na compreenséo das definicdes (melhoria na aprendizagem)
(PINTO, 2014, p. 87).

A autora observou gque as

[...] interagbes entre estudantes, professor e pesquisadora durante a
realizacdo das atividades e nas apresentacdes dos resultados pelos grupos
foram relevantes e evidenciaram algumas incongruéncias entre a maneira
como alguns estudantes utilizaram as definicdes matematicas e a forma como
estdo compreendidas na matematica (PINTO, 2014, p. 115).

Afirmou que os dados da pesquisa “mostraram que o0 pensamento matematico
manifestado pelos estudantes sobre os conceitos referentes as funcbes e suas
derivadas evoluiram a partir das interagfes produzidas entre os estudantes e, entre

eles com o professor da turma e a pesquisadora” (PINTO, 2014, p. 117).

A partir da analise dos episodios selecionados na pesquisa, Pinto (2014)
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[...] considerou que a interacdo social entre os estudantes, professor e
pesquisadora foi importante no desenvolvimento das imagens conceituais, e
apesar de que os estudantes individualmente tem diversas imagens
conceituais, elas sao produzidas socialmente e podem ser modificadas pelo
estudante durante as interagdes produzidas em um contexto especifico, como
foi 0 caso do seminério realizado para que os estudantes apresentassem,
discutissem e formalizassem os conceitos relacionados com distintas fun¢des
e suas derivadas (PINTO, 2014, 119).

Pinto (2014) concluiu afirmando “que os estudantes atribuiram significados aos
distintos termos e simbolos utilizados na definicdo conceitual formal de conceitos
relacionados a fungdes e suas derivadas, se aproximando em varios graus a definicdo
estipulada desses conceitos” (p. 121). Entretanto a autora “cré que sejam necessarias
pesquisas baseadas nas realizacGes de experimentos em sala de aula, onde o aluno
tenha a oportunidade de se expressar e interagir com seus pares e professores,
privilegiando as formas de pensamento matematico” (PINTO, 2014, p. 121).

Para Pinto (2014) a nocdo de pensamento matematico avancado esta
relacionada a definicbes matematicas de funcbes e suas derivadas, e que o
desenvolvimento de imagens conceituais dos alunos dessas definicbes deve ser
desenvolvidos através de atividades que favorecam interagdes sociais para que essas
imagens conceituais se aproximem da definicdo conceitual formal, de acordo com Tall
e Vinner (1981) e Blumer (1980). Para essa autora, de acordo com nossas analises,

0 pensamento matematico avancado esta relacionado a matematica avancada.

A tese de Leme (2016) teve como objeto de estudo a aprendizagem do
conceito de derivada de acordo com a perspectiva de analise pelos fluxos de

pensamento. O objetivo dessa pesquisa foi

[...] investigar os fluxos de pensamento na formagdo do pensamento
matematico na aprendizagem do conceito de derivada, tendo por base a
teoria dos trés mundos da matematica, de David Tall (2013), com vistas a
identificacdo de meios que potencializem a aprendizagem desse conceito
matematico (LEME, 2016, p. 35).

De acordo com o autor tratou-se de uma pesquisa no ambito das investigacoes
cognitivistas referenciadas pelo estudo dos fluxos de pensamento do sujeito quando
aprende matematica. Leme (2016) teve como hipotese que a identificacdo dos
diferentes fluxos de pensamento poderia potencializar a aprendizagem do conceito de

derivada.

Para essa investigacao foram propostas as questdes de pesquisa: “Quais sao

os fluxos de pensamento, embasados na teoria dos trés mundos da matemaética,
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envolvidos na aprendizagem da derivada? Como o entendimento desses fluxos pode

potencializar o aprendizado desse conceito?” (LEME, 2016, p. 108)

O autor tomou como base a teoria dos trés mundos da matematica - mundo
corporificado (C), mundo simbdlico (S) e mundo formal (F) -, e desenvolveu 9
diferentes fluxos de pensamento, codificados como Ff, Cc, Ss, Sc, Cs, Fc, Fs, Cf e Sf
gue foram exemplificados utilizando o conceito de extremos locais. De acordo com o
autor, “esses fluxos estavam em conformidade com as ideias de Tall (2013), sendo
observados pela classificagcdo proposta por ele, como matematica préatica, matematica
tedrica e matematica formal” (LEME, 2016, p. 109).

A seguir apresentamos alguns exemplos de atividades que indicam alguns

fluxos de pensamento desenvolvido pelo autor:

Simbolico — simbdlico (Ss)

Seja a funcéo real f dada por f (x) = x3 — 6x2 + 9x + 2, para determinar os
maximos e minimos locais de f, deve-se executar a seguinte rotina:

|. Determine f".
Il. Faca f"(x) = 0 para encontrar os nimeros criticos, x; € x,.
[ll. Determine f".
IV. Se f"(x;) < 0, entdo, sera um maximo local.
Se f"(x,) > 0, entdo, serd um minimo local.
V. Determinar os extremos relativos (x, f(x;)) € (x5, f(x3)) (p. 71).
Simbélico — formal (Sf)

Atividade: Seja a funcdo real f(x) = x? — 4x + 3 e considere a reta tangente
ao grafico de f no ponto de abscissa 2. Utilizando definicdes ou teoremas,
indique quais estabelecem relacdes entre f e a reta tangente (LEME, 20186, p.
76)

Ao analisar os fluxos de pensamento de acordo com as atividades proposta na
pesquisa, ele afirmou que nenhuma das atividades apresentadas eram inéditas ou

dificeis. Leme (2016) concluiu que

[...] em nenhuma pesquisa encontrada, foi observado a diferenciacédo de
atividades de célculo pelas suas carateristicas pertinentes a forma de se
pensar matematicamente e que, as atividades elaboradas para exemplificar
os fluxos de pensamento ativavam diferentes caracteristicas relacionadas a
aprendizagem dos objetos mateméticos (p. 110).

O autor afirma que sua pesquisa buscou uma melhoria na aprendizagem de
conceitos matematicos, “utilizando os diferentes fluxos de pensamento a fim de
desenvolver atividades que incitavam a ativacdo dos vérios fluxos para a
aprendizagem da derivada, podendo potencializar a aprendizagem desse conceito”
(LEME, 2016, p. 110).
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Leme (2016) finaliza sua pesquisa afirmando que trouxe

[...] como contribuicdo as pesquisas de educacdo matematica, em especial,
as relacionadas a aprendizagem da derivada, uma nova perspectiva, pois,
nessa abordagem séo declarados os elementos dos diferentes mundos e os
possiveis fluxos de pensamento que podem ocorrer entre eles (p. 110).

Para Leme (2016) a nocdo de pensamento matematico avancado esta
relacionada a utilizagcdo das diferentes combinacbes de fluxos de pensamento,
transitando pelos trés mundos da matematica, no desenvolvimento de atividades para
a aprendizagem de derivada culminado no mundo formal, de acordo com Tall (2013).
Para esse autor, de acordo com nossas analises, 0 pensamento matematico

avancado esta relacionado a matemética avancada.

A dissertacao de Oliveira (2016) teve como objeto de estudo a construgéo do
conceito de integral de Riemann e seu objetivo foi “investigar os processos de ensino
e aprendizagem de integral de Riemann em disciplinas de analise real, oferecidas em
cursos de licenciatura e bacharelado em matematica, a partir da utilizacdo de
softwares dinamicos” (p. 21). A pesquisa foi um estudo de caso com um grupo de

professores, separados em duplas, de 2 Universidades Federais mineiras.

Para essa investigacao foi proposta a questdo de pesquisa: “Quais sdo as
contribuicdes da utilizacdo de softwares dinamicos para a constru¢cédo do conceito de
integral de Riemann no ensino de analise real, a luz dos processos do pensamento

matematico avancado e da relagéo entre rigor e intuicdo?” (OLIVEIRA, 2016, p. 21)

Apresentou as seguintes tarefas na pesquisa:
- Elaborar, implementar e avaliar atividades de exploragéo visual e numérica
relacionadas ao conceito de integral de Riemann;

- Elaborar um conjunto de atividades exploratdrias, sob a forma de produto
educacional, que pode contribuir para a pratica docente em disciplinas de
andlise real, oferecidas em cursos de licenciatura e bacharelado em
matematica (OLIVEIRA, 2016, p. 22).

A seguir apresentamos algumas atividades exploratdrias desenvolvidas pelo

autor:
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Sequéncia didatica para Atividade 1

1) Construa o gréafico da fungdo no GeoGebra: f (x) = Se[-1 <=x <=1,

x"2 +1].

2) Caso necessario, ajuste a area de visualizacdo do gréfico para o intervalo
[—1,1].

3) Definicdo de constante: a = —1 e b = 1 (extremidades da particédo).

4) Crie um seletor k = [1,10] com incremento 1.

5) Definicdo de constante: n = 2*k (ndmero de retangulos).
6) Definicao de constante: Ax = ? (base dos retangulos).

7) Definicdo das Somas Inferiores: Sint = SomaDeRiemanninferior(f, a, b, n].

8) Definigdo das Somas Superiores: Ssup = SomaDeRiemannSuperiorl[f, a, b,
n] (p. 86).

Atividade 4 (Funcéo de Dirichlet)
1) Construa o gréfico da funcdo no GeoGebra: f(x) = floor(x 1024) —
2floor(x 512) [...] (OLIVEIRA, 2016, p. 98).

O autor afirmou que o uso do applet construido em sua atividade foi um bom
organizador genérico (TALL, 1986, 2000) inter-relacionado com o conceito de raiz
cognitiva, apresentando contraexemplos na obtencdo de uma melhor compreenséo

do conceito de integral.

Oliveira (2016) concluiu sua pesquisa afirmando que foram elencados 3
possiveis conjuntos de respostas, 0s quais ele chamou de eixos/categorias de analise:
“as relagdes entre rigor e intuigdo, 0s processos do pensamento matematico avangado

e as contribuicdes e limitacdes do software GeoGebra” (p. 127).

No 1° eixo afirmou que o “bom uso da insercao do trabalho com a intuicdo no
ensino e aprendizagem de conceitos de andlise, favoreceu um afloramento de suas
categorias, principalmente a intuicdo visual, em questdes a serem submetidas a
provas formais” (OLIVEIRA, 2016, p. 127).

No 2° eixo defendeu o

[...] uso das intuicBes, separadamente ou em conjunto, nos diversos
processos do ensino e aprendizagem de calculo e de andlise, para
oportunizar uma inter-relacio com o0s aspectos rigorosos desenvolvidos,
especialmente na pratica do professor de matematica (OLIVEIRA, 2016, p.
128).

E que a formacgéo do aluno e o entendimento dos contelidos, de ser o objetivo
de um curso de graduacdo em matematica sobrepondo o conhecimento técnico

simplista.
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No 3° eixo destacou que os significados gerados pelas imagens e quadros em
suas atividades exploratorias “possibilitaram a refutacdo da ideia Unica de integral
como area, dada a negatividade do valor das somas em algumas atividades”
(OLIVEIRA, 2016, p. 129). Oliveira (2016) afirmou que acredita “que a visualizacdo do
conceito de somas superiores e inferiores, trabalhados de maneira acumulativa, pode
possibilitar a insercdo do rigor ja no calculo, como forma de suavizar uma futura

transicdo para a analise” (p. 129).

Oliveira (2016) concluiu que os resultados da pesquisa

[...] apontaram que a utilizacdo do software GeoGebra contribuiu para uma
possivel discussdo entre professores e alunos no que tange a construcao e
ressignificacdo do conceito de integral de Riemann na anélise e/ou na
transicdo entre o célculo e a andlise, [...] assim como na possibilidade de
discussdes de conteudos de integral de Lebesgue, e destaca algumas
possiblidades de abordagem dos processos de ensino e aprendizagem do
conteudo de integral aos professores de analise, possibilitando-os fazer um
paralelo com os significados intuitivos advindos do célculo, a fim de serem

provados na andlise (OLIVEIRA, 2016, p.7).

Para Oliveira (2016) a nocdo de pensamento matemético avancado esta
relacionada ao desenvolvimento do conceito de integral Riemann por atividades que
procurem desenvolver a intuicdo do aluno com auxilio de um software. E que essas
atividades desenvolvidas sejam baseadas nos processos mentais, de acordo com
Dreyfus (2002) e Tall (2002). Para esse autor, de acordo com nossas andlises, 0

pensamento matematico avancado esta relacionado a matematica avancada.

A partir da categorizacdo das dissertacoes e teses e da pré analise realizada
até aqui, apresentaremos as andlises e verificacdo das conjecturas levantadas a

seqguir.

Andlises e verificacdo das conjecturas

A maioria das pesquisas analisadas associam a no¢do de pensamento
matematico avancado aos contetdos de ensino superior (a matematica avancada),
especificamente a questdo de formalizacdo de conceitos associados aos
objetos/conteddos/conceitos matematicos. Algumas associam ao tipo de
atividade/tarefa matematica e aos processos cognitivos (complexidade) que devem
ser mobilizados para sua resolucdo. Todas se baseiam em atividades que se iniciam
a partir de intuicbes e corporificagbes para o0 desenvolvimento dos conceitos

estudados para atingir a formalizacdo dos mesmos. O uso da tecnologia € bastante
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presente em muitas pesquisas (10 trabalhos) com a finalidade de favorecer a
visualizacdo de certas propriedades dos objetos e até generalizacdo dessas
propriedades, algumas utilizaram os conceitos de organizador genérico, raiz cognitiva,
imagem conceitual e definicdo conceitual (TALL, 1986; TALL; VINNER, 1981) e outras
utilizaram o conceito de interagbes entre varios processos mentais — visualizacao,
representacado, generalizacao, sintese e abstracdo (DREYFUS, 2002). O software de
geometria dindmica GeoGebra foi utilizado em 7 trabalhos, o WinPlot e 0 Mathlets em
2 trabalhos, com a finalidade de favorecer e até potencializar a aprendizagem de
certas propriedades dos objetos matematicos estudados e/ou 0s conceitos.

Ao analisarmos a subcategoria C11 percebemos que os autores propuseram
estratégias didaticas diferenciadas das “tradicionais” para diversos conteudos - desde
funcdo logaritmica, passando equacfes indeterminadas e lugares geomeétricos,
programacdao para o ensino de variaveis e funcdes, derivada, teorema fundamental do
célculo e a disciplina algebra linear — pois esses conteldos apresentam algumas
dificuldades em seu ensino e/ou aprendizagem. A nocao de pensamento matematico
para as pesquisas dessa subcategoria esta associada ao conteudo, em grande
maioria, trabalhado no ensino superior, e aos processos cognitivos que esses
conteudos exigem do aprendiz para desenvolvimento de sua aprendizagem. De
acordo com esses autores esses conteudos geram dificuldades de aprendizagem e
por esse motivo, para esses conteudos, foram sugeridas estratégias didaticas

diferenciadas com o objetivo de potencializar a aprendizagem.

Na subcategoria C12 observamos que o uso de tecnologias (softwares:
GeoGebra, Mathlets e a calculadora) favorece a aprendizagem quando se tem como
objetivo o desenvolvimento de alguns processos mentais e definicbes conceituais
como foi proposto por esses autores. Baseados na teoria do pensamento matematico
avancado propuseram a utilizacdo desses softwares/equipamento, como estratégias
didaticas, para desenvolvimento dos processos mentais (visualizagdo, generalizacao
e abstracdo) e definicbes conceituais durante a realizacdo das atividades propostas,
visto que o uso de procedimentos padronizados para resolucdo de problemas néo
favorece ao desenvolvimento desse tipo de pensamento e a tecnologia pode
desempenhar esses procedimentos favorecendo o aprendiz a desenvolver a
capacidade de generalizagcdo, de sintese e de abstracdo das propriedades dos

conceitos/objetos matematicos envolvidos. Para essa subcategoria o pensamento
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matematico avancado esta relacionado a complexidade da atividade matematica, os
autores propuseram o0 uso de tecnologias para o ensino de funcdo, provas

geomeétricas e atividades matematicas com o uso da calculadora.

Na subcategoria C21 os autores associam 0 pensamento matematico
avancado a conteudos/objetos/disciplinas do ensino superior que apresentam
dificuldades para o ensino e/ou para a aprendizagem e procuraram analisar e
entender essas dificuldades para propor solucbes que visem favorecer o
entendimento. Nesta categoria a no¢cdo de pensamento matematico avancado esta
associada aos conteudos de ensino superior (mateméatica avancada) e as dificuldades

de compreensao causadas por eles.

Na subcategoria C22 os autores associam a ho¢ao de pensamento matematico
avancado a definicbes formais, a formalizagdo de conceitos, a compreensao de
conceitos e ao modo de estudar determinado conceito/objeto matemético (por suas
definicBes e propriedades). Todos indicaram por objetivos investigar os processos de
ensino e de aprendizagem de varios conteudos/conceitos, desde conceito de
proporcionalidade passando por transformacdes lineares, sistemas lineares, conceito
de funcédo, conceito de numero, derivada, limites e integral de Riemann, associando
ao desenvolvimento do pensamento matemético avancado pelos conceitos de:
imagem conceitual e definicdo conceitual (TALL; VINNER, 1981), trés mundos da
matematica (TALL, 2013) e interacdes entre 0s processos mentais - abstracdo e
representacdo - (DREYFUS, 2002) sinalizando que esses contetdos/objetos

apresentam alguns problemas de ensino e/ou de aprendizagem.

A andlise dessas 2 categorias e suas subcategorias, nos indicaram que as
dissertacOes e teses brasileiras apresentadas no periodo estudado mostraram uma
associacdo da nocdo de pensamento matematico avancado ao pensamento
matematico desenvolvido na aprendizagem de conteddos mateméticos de ensino

superior, e ainda a formalizacdo dos conceitos matematicos.

Tinhamos como objetivo de pesquisa: compreender e analisar em quais, como
e com que finalidade aparece a nocdo de pensamento matematico avancado na
producéo brasileira, de dissertacdes e teses defendidas no periodo de 2010 a 2016;
e avaliar que resultados foram aferidos nesses trabalhos e se 0s mesmos expressam
de algum modo, as diferentes concepcdes dessa nogdo. Com base nas andlises,

podemos afirmar que a nocao de pensamento matematico avancado esta associada
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ao objeto/conceito matematico e suas propriedades e a sua formalizacdo e essas
caracteristicas estdo associadas aos conteudos de ensino superior, 0 que esta de
acordo com os apontamentos de Tall (2002). Podemos afirmar também que para
alguns autores essa noc¢ao esté relacionada ao tipo de atividade proposta, ao modo
de acessar 0 objeto/conceito matematico, e que essas atividades ndo sédo
algoritmicas, elas exigem o desenvolvimento de algumas capacidades cognitivas em

sua resolucéo (generalizacédo, visualizacao, representacao, sintese, abstracao, etc.).

Entendemos que para alguns autores a teoria do pensamento matematico
avancado n&o se expressa plenamente, pois o processo mental de abstracéo néao foi
desenvolvido nas atividades propostas e analisadas em suas pesquisas, € sim 0
processo de generalizacdo e por vezes 0 processo de sintese o que interferiu de
maneira significativa nos resultados, que de acordo com Tall (2002) e Dreyfus (2002)
0 pensamento matematico avancado estd associado principalmente ao processo de
abstracdo de propriedades formais de objetos matematico, que € diferente do
processo de generalizagdo e sintese, processos esses que estdo no percurso para

chegar a abstracdo, mas nao Sao 0 processo em si.

Na andlise dos trabalhos, buscamos responder as seguintes questdes de
pesquisa: Como e com que finalidade a no¢cdo de pensamento matematico avangado
foi utilizada em dissertacdes e teses brasileiras, defendidas no periodo de 2010 a
20167 E como se apresentam os resultados dessas pesquisas relativamente ao uso

dessa nocao?

Nas analises observamos que a teoria do pensamento matematico avancado €
uma referéncia tedrica em dissertacfes e teses brasileiras defendidas no periodo de
2010 a 2016 relacionadas ao desenvolvimento do pensamento matematico,
principalmente pesquisas referentes aos cursos de licenciatura em matemética, o que
esta de acordo com Igliori (2012), ao afirmar que a pesquisa em educacao
matematica, quando o foco é a formacdo do pensamento matematico, avangou com
muitas contribuicdes no ensino superior. Das 26 pesquisas selecionadas, 19 foram
no ensino superior, mostrando que a no¢cdo de pensamento matematico avancado
esta relacionada ao ensino e a aprendizagem de contelldos matematicos estudados
no nivel superior, o que corrobora com os apontamentos de Tall (2002), que afirma

gue essa teoria cognitivista revela os obstaculos cognitivos que surgem a medida que
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0s estudantes do ensino superior lutam para entrar em um acordo com ideias que

desafiam e contradizem sua estrutura atual do conhecimento.

Algumas pesquisas no ensino superior utilizaram o conceito de processos
mentais utilizados pelos estudantes durante a realizagdo de uma atividade
matematica, o que esta de acordo com Dreyfus (2002), que afirma que desses
processos mentais (representacdo, Vvisualizacdo, generalizacdo, classificacao,
inducdo, analise, sintese, abstracdo e formalizacdo), 0os processos mais poderosos
sdo: o da abstracdo e o0 da representacdo e que se o estudante desenvolver a
capacidade de fazer abstracBes durante a realizacdo da atividade matematica, ele

alcancou um nivel avancado de pensamento matematico.

A primeira questdo de pesquisa foi respondida segundo nossas analises,
constatamos que a teoria do pensamento matematico avancgado foi utilizada como um
constructo tedrico que pode trazer contribuicbes ao desenvolvimento do ensino, e
favorecer a aprendizagem de diversos conteldos matematicos desde a educacéao
basica até o ensino superior. Essa teoria foi utilizada para justificar o desenvolvimento
das imagens conceituais de forma nao coerentes, e as vezes conflitantes, que
estudantes atribuem a conteldos matematicos, sdo associadas a formalizacdo de
conceitos e as propriedades de objetos matematicos estudados, geralmente, no
ensino superior. Por meio de constructos tedricos desenvolvidos a partir da teoria, 0s
autores procuraram sugerir estratégias diferenciadas, e até propor sequéncias

didaticas, que potencializem a aprendizagem de diversos conteidos matematicos.

Nessa perspectiva surge a utilizagcdo de tecnologias (softwares de geometria
dindmica por exemplo) para otimizar os processos e direcionar a atencdo dos
estudantes a certas propriedades do conceito matematico em estudo, para isso foi
utilizado nessas pesquisas o conceito de organizador genérico e raiz cognitiva (TALL,
1986), o conceito de imagem conceitual e definicdo conceitual (TALL; VINNER, 1981)
e 0 processo mental da visualizacdo (DREYFUS, 2002).

A finalidade com que a nocdo de pensamento matematico avancado € utilizada
nessas pesquisas aponta para o estudo de dificuldades de aprendizagem de certos
conteudos (derivada por exemplo) e de certa forma os trabalhos propdem situacdes
que levem os aprendizes a encontrar meios para suplanta-las e adquirirem os
conhecimentos visados. Observamos novamente que nessas pesquisas a teoria €

utilizada como suporte para ensinar certos conteudos do ensino superior, conteidos
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gue abordam a formalizagc&o de conceitos, o estudo de certas propriedades de objetos
matematicos, que de acordo com essa teoria, alguns tipos de atividades propostas
aos estudantes podem favorecer o desenvolvimento de certos processos cognitivos
relacionados a algumas capacidades necessarias para o desenvolvimento de um

pensamento matematico mais complexo.

Ao buscar a resposta para a segunda questdo, como os resultados dessas
pesquisas se relacionam com essa teoria cognitivista, obtivemos como resposta que
na maioria das pesquisas os resultados apresentados favoreceram ou potencializaram
a aprendizagem ou o ensino do conteludo pesquisado, diversos conceitos foram
utilizados nas sugestdes de estratégias, nas sequéncias didaticas e nas andlises das
atividades propostas aos sujeitos de pesquisa, desde o conceito de processos mentais
(DREYFUS, 2002) até os dos trés mundos da matematica (TALL, 2013). Algumas
pesquisas ndo se apropriaram de modo pleno dessa teoria, utilizando constructos
tedricos de ensino superior, de acordo com Tall (2002), na educacéo basica, o que ao
nosso ver interferiu de maneira significativa no resultado de pesquisa. Outras
utilizaram alguns constructos tedricos, 0s processos mentais por exemplo, de modo
fragmentado, Dreyfus (2002) afirma explicitamente que o pensamento matematico
avancado esta relacionado aos processos de abstracdo e representagdo, e alguns
autores em seus resultados afirmaram que outros processos (generalizacéo e sintese
por exemplo) desenvolvidos pelos estudantes durante a realizacdo da atividade
proposta demonstraram o desenvolvimento do pensamento mateméatico avangado o

gue nos pareceu em desacordo com as ideias de Dreyfus (2002).

Encontramos pesquisas que tomaram como referéncia a teoria do pensamento
matematico avancado, mas nao explorou em suas analises todo o potencial dessa

teoria, 0 que nao favoreceu tirar conclusdes sobre as concepg¢des adotadas por elas.

E importante destacar que é preciso analises e reflexdes que levem a clarear a
distingdo entre os processos mentais indicados em Dreyfus (2002), como por exemplo
entre generalizacdo e abstracdo. E 0 que nos revelaram algumas pesquisas que
consideraram um processo de generalizacdo nas atividades propostas como sendo 0

processo de abstragao.

A andlise do corpus revelou que é admitido que o processo de formacgédo do

pensamento matematico, necessario para o desenvolvimento de certas atividades é
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pautado por obstaculos cognitivos e em consequéncia esses obstaculos sao

geradores de dificuldades de aprendizagem.

Podemos apontar como resultado desta pesquisa que a teoria do pensamento
matematico avancado esta sendo utilizada para se compreender o funcionamento do
processo de formacao desse pensamento, e, a partir disso, para se buscar elementos
gue iluminem estratégias de ensino que promovam de forma mais qualificada a

aprendizagem dos conceitos matematicos.
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CAPITULO 5

Consideracgdes finais

Neste capitulo indicamos 0s passos realizados no desenvolvimento desta
pesquisa e apresentamos os resultados obtidos das analises das dissertacdes e teses
brasileiras defendidas no periodo de 2010 a 2016, que utilizaram como referencial

tedrico o pensamento mateméatico avancado, segundo os autores Dreyfus e Tall.

Para as analises essas produgdes cientificas foram categorizadas, em acordo

com os objetivos e questdes das pesquisas selecionadas.

Iniciamos o0 estudo indicando a importancia do desenvolvimento do
pensamento matematico, tema da tese, na construcdo da sociedade. De forma
sintética argumentamos que a matematica € produto da especificidade de um
pensamento que o ser humano possui, o qual foi se formando e se desenvolvendo a
medida que o homem necessitava medir, relacionar, interpretar quantidades,
comparar, avaliar padrdes e constituir linguagens formais para conceituar os objetos

de seu estudo.

A caracterizacdo desse pensamento matematico é instigante e de interesse de
tedricos e de quem ensina matematica, entender sua formacao e seu desenvolvimento
€ tema de pesquisa da educacao matematica. Os resultados dessas investigacdes
auxiliam professores e formadores que tém entre suas tarefas, em suas praticas
docentes, de contribuir com a formacdo e desenvolvimento do pensamento
matematico de seus alunos. A familia e outras instituicdes sociais também séo
responsaveis por essa tarefa e podem trazer contribui¢cdes aos individuos favorecendo
a oferta a eles de materiais que tém essa potencialidade, como brinquedos e jogos

especificos, por exemplo.

No ambito das teorias da educacdo matematica, ha varios teoricos que se
propuseram a caracterizar o0 pensamento matematico. Ha entre essas proposicoes
diferentes modos de conceber essa forma de pensar, chegando mesmo a concepc¢des
que se diferem de algum modo, em especial entre agueles que adotam teorias
cognitivistas. Como exemplo, pode-se citar a teoria do pensamento matematico

avancado, que ja foi enunciada com vieses ndo consensuais. Esses vieses podem
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repercutir nos resultados de pesquisas. Essa problemética é relevante e nos motivou

a investiga-la em producéo de dissertacdes e teses brasileiras.

Ela orientou a elaboracéo desta pesquisa e a definicdo de seus objetivos, quais
sejam: compreender e analisar em quais, como e com que finalidade aparece a nogéo
de pensamento mateméatico avangado na producao brasileira, de dissertacdes e teses
defendidas no periodo de 2010 a 2016; e avaliar que resultados foram aferidos nesses
trabalhos e se os mesmos expressam de algum modo, as diferentes concepc¢des

dessa nocgao.

As informagdes historicas do desenvolvimento dessa teoria foram o0s primeiros
elementos que buscamos conhecer. Verificamos que foi em 1976 com a constituicdo
do grupo internacional Psychology of Mathematics Education que foram
compartilhadas ideias de pesquisas de dois campos de investigacdo: matematica e
psicologia. E que em 1985 foi criado um Grupo de Trabalho com foco no constructo
tedrico pensamento matematico avancado, com o objetivo de incentivar pesquisas
sobre essa tipificacdo do pensamento matematico. Nesse momento sdo formuladas,
por teoricos da educacdo matematica, duas conceituacOes para a estruturacao
cognitiva do pensamento matematico, 0 pensamento matematico elementar e
pensamento mateméatico avancado. Os principais autores dessas conceituacdes sao
Dreyfus e Tall.

Para Dreyfus (2002) o pensamento matematico avancado € estruturado na
mente de um estudante em uma longa sequéncia de atividades que promove a
interacdo entre processos mentais - representagdo, visualizacdo, generalizagao,
classificacdo, inducado, andlise, sintese, abstracdo e formalizacdo. Essa estruturacdo
ocorre de maneira intrincada, para que se estabeleca a compreensdo, na

aprendizagem.

Para esse autor é possivel pensar em tépicos de matematica avancada de uma
forma elementar, distinguindo entdo o pensamento elementar do avancado pela
complexidade e a forma de como se lida com essa complexidade durante a resolucao
de uma atividade matematica. Dreyfus (2002) considera que a matematica avancada
foca nas abstracbes de definicho e deducdo de propriedades de objetos e/ou
conceitos matematicos, e que dentre 0s processos mentais envolvidos no
desenvolvimento do pensamento matematico avancado, o mais importante é a

abstracéao.
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Para Tall (2002) o pensamento matemético avancado envolve o uso de
estruturas cognitivas produzidas por uma grande variedade de atividades
matematicas para o desenvolvimento de novas ideias que fundamentam e ampliam o
crescente sistema de teoremas demonstrados. Ele afirma que o desenvolvimento
cognitivo do pensamento matematico elementar para o avancado parte das
“percepcodes de” e “acdes sobre” objetos em um mundo exterior, construido por meio
de dois desenvolvimentos paralelos: um do visual espacial para o formal dedutivo; e
outro de sucessivas encapsulacdes do processo para 0 conceito. Esses dois
desenvolvimentos inspiram o pensamento criativo baseado em objetos formalmente

definidos e em provas sistematicas.

Esse autor diz que muitos dos processos cognitivos que se desenvolvem
durante a realizacdo de uma atividade matemética, que constituem o pensamento
matematico avancado, sdo da mesma natureza dos que constituem o0 pensamento
matematico elementar. A possibilidade de definicdo formal e de deducdo é um dos

fatores que os diferenciam.

Igliori (2012) afirma que a pesquisa em educagcdo matematica no ensino
superior, crescente nas Ultimas quatro décadas, quando o foco € a formacao do
pensamento matematico avangou com as contribuicbes resultantes da nocdo de
pensamento matematico avancado, e que a diversidade de concepc¢des atribuidas a

ela pode interferir nos resultados de pesquisas.

Leikin et al. (2009) afirmaram que em 1988 Tall discutiu o termo pensamento
mateméatico avancado de duas formas distintas: pensamento sobre a matematica
avancada ou forma avancada do pensamento matematico. E que essa discussdo

sobre 0 que é o pensamento matematico avancado ainda persiste nos dias atuais.

A partir dessas discussdes sobre o pensamento matematico avancado,
elaboramos duas questdes de pesquisa que orientaram o desenvolvimento da

pesquisa. Tais questdes foram assim formuladas:

Como e com que finalidade a nocdo de pensamento matematico avancado foi
utilizada em dissertacOes e teses brasileiras, defendidas no periodo de 2010 a 20167
E como se apresentam os resultados dessas pesquisas relativamente ao uso dessa

nogao?
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Fizemos um estudo sobre teorias cognitivistas relacionadas ao pensamento
matematico com o intuito de iluminar nosso entendimento dessa problematica e
encontramos duas teorias cognitivista: a teoria APOS desenvolvida por Dubinsky e a

teoria da reificagao desenvolvida por Sfard.

Dubinsky (2001) se apoia na descricdo da natureza do conhecimento
matematico e do desenvolvimento desse conhecimento durante a aprendizagem por
um estudante. Esse autor trouxe elementos tedricos para o entendimento da formacéao
do pensamento matemaético. Ele trata de conhecimento mateméatico de um modo geral
em sua teoria APOS. Nesta tese, cuja tematica é o pensamento matematico
avancado, analisamos alguns conceitos desse autor com vistas a buscar, em estratos
de sua teoria com os conceitos Acdo, Processo, Objeto e Esquema se havia indicativo
de que distinguisse tipos de pensamento matematico, a exemplo do que é foi pelos
autores Dreyfus e Tall. Mas verificamos que ele ndo se encontra entre agueles que
utilizam a cunha de pensamento matematico avancado ou elementar, diferenciando

tipos de pensamento matematico.

Sfard (1991) desenvolveu a teoria cognitivista da reificacdo, mas néo faz parte
do grupo que tipifica o0 pensamento matematico em pensamento matematico
avancgado ou elementar. A autora apresenta um quadro teodrico que visa a investigar o
papel dos algoritmos no pensamento matematico, em formacdo de conceitos
relacionados a numeros e funcgoes.

Essa autora considera que durante a formacédo desses conceitos ocorre a
transicdo das operacdes computacionais para objetos abstratos. Que essa transicao
€ um processo longo e dificil, realizado em trés etapas: interiorizagdo, condensacao e
reificacdo. Afirma que o fendmeno da reificacdo € complexo e dificil, e, que ele pode
permanecer fora do alcance de certos estudantes.

O objetivo desta tese foi identificar no¢Bes de pensamento matematico
avancado em dissertacdes e teses brasileiras, defendidas no periodo de 2010 a 2016,
e assim sendo Dubinsky e Sfard ndo os inserimos seus constructos teoricos nesta
pesquisa.

Fizemos um estudo da teoria do pensamento matematico avancado segundo
os autores Dreyfus e Tall para posterior analise das nogfes dessa teoria em pesquisas

brasileiras.
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Esta pesquisa foi de carater bibliografico, uma modalidade de pesquisa que tem
como principal caracteristica a utilizacdo de dados/informacdes de documentacéo
escrita para a analise de suas questdes. Para a organizacao das analises utilizamos
a metodologia de pesquisa da analise de conteudo, desenvolvida Bardin (2011). Para
a autora a metodologia de andlise de contetdo é “um conjunto de técnicas de analise
das comunicacfes que utiliza procedimentos sistematicos e objetivos de descricdo do
conteudo das mensagens” (p. 44). A autora afirma que a “intengdo da analise de
contetdo € a inferéncia de conhecimentos relativos as condi¢cdes de producdo,
inferéncia essa que recorre a indicadores” (BARDIN, 2011, p. 44). De acordo com a
autora a metodologia de andlise de contetudo é organizada em torno de trés polos
cronoldgicos: (1) a pré-andlise, (2) a exploracdo do material, e (3) o tratamento dos

resultados, a inferéncia e a interpretagao.

A partir da escolha da metodologia de pesquisa e dos procedimentos
metodoldgicos fizemos a selecéo das dissertacdes e teses por meio de uma busca no
Banco de Teses e Dissertacdes da CAPES indicando para busca o seguinte termo:

‘pensamento matematico avancado” e foram encontrados 38 trabalhos.

A partir da leitura dos resumos, desses 38 trabalhos, foram considerados
agueles que incluiam entre os referenciais para a andlise de dados, a teoria do
pensamento matematico avancgado, que tinham sido publicados no periodo de 2010 a

2016, totalizando 26 trabalhos: 21 dissertagfes e 5 teses.

A primeira agao foi fichamento dos trabalhos com suas principais
caracteristicas. A segunda foi de analisar os objetivos e as questdes de pesquisa de
cada trabalho. Através dessa analise, classificamos os vinte e seis trabalhos em duas
categorias, assim constituidas: Categoria 1. Trabalhos cuja a base investigativa
repousa no emprego de estratégias didaticas, como o emprego de técnicas e/ou
tecnologias especificas, e dessa categoria emergiu 2 subcategorias: C11 — Trabalhos
cujo foco repousa nas estratégias didaticas, ainda que empreguem tecnologias como
parte de sua execucdo; e C12 — Trabalhos cujo foco repousa no uso de tecnologias
para o ensino e/ou aprendizagem matematica, ainda que no ambito de estratégias
didaticas. E Categoria 2: Trabalhos que investigam os processos de ensino ou de
aprendizagem de matematica, e dessa categoria emergiu 2 subcategorias: C21 —
Trabalhos cujo foco repousa na identificacdo e/ou tratamento de dificuldades

apresentadas no processo de aprendizagem de conteudos matematicos; e C22 —
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Trabalhos cujo foco repousa em questdes formais e epistemoldgicas relacionadas ao

processo de ensino ou aprendizagem de contelldos matematicos.

Por meio dessas categorias atingimos 0s objetivos de pesquisa que foi:
compreender e analisar em quais, como e com que finalidade aparece a nocao de
pensamento matematico avancado na producdo brasileira, de dissertacbes e teses
defendidas no periodo de 2010 a 2016, e avaliar que resultados foram aferidos nesses
trabalhos e se os mesmos expressam de algum modo, as diferentes concepc¢des

dessa nocgao.

Através das subcategorias pudemos verificar que os trabalhos classificados na
subcategoria C11 propuseram estratégias didaticas diferenciadas das” tradicionais”
para diversos conteudos, pois esses conteudos apresentam algumas dificuldades de
a aprendizagem. A nocao de pensamento matematico para as pesquisas dessa
subcategoria esta associada ao contetudo, em grande maioria, no ensino superior, e
aos processos cognitivos que esses conteudos exigem do aprendiz para

desenvolvimento de sua aprendizagem.

Os trabalhos classificados na subcategoria C12 utilizaram a tecnologia para
potencializar a aprendizagem, essas pesquisas baseadas na teoria do pensamento
matematico avancado propuseram a utilizacdo desses softwares para
desenvolvimento de alguns processos mentais e definicbes conceituais durante a
realizacdo das atividades propostas. A no¢ao de pensamento matematico avangado
para essas pesquisas esta relacionada com a complexidade da atividade matematica

e ao uso da tecnologia para gerencia-la.

Os trabalhos classificados na subcategoria C21 associaram 0 pensamento
matematico avancado a conteudos/objetos/disciplinas do ensino superior que
apresentam dificuldades para o ensino e para a aprendizagem e procuraram analisar
e entender essas dificuldades para propor solu¢bes que visavam a favorecer o

entendimento.

Os trabalhos classificados na subcategoria C22 associaram a nocao de
pensamento matematico avancado as definicbes formais, a formalizacdo de
conceitos, a compreensdao de conceitos e ao modo de estudar determinado
conceito/objeto matematico. Esses trabalhos investigaram o0s processos de ensino

e/ou aprendizagem desses conceitos.
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Diante disso, apresentamos e respondemos as guestdes de pesquisa: Como e
com gque finalidade a nocdo de pensamento matematico avancado foi utilizada em
dissertacOes e teses brasileiras, defendidas no periodo de 2010 a 2016? E como se

apresentam os resultados dessas pesquisas relativamente ao uso dessa nogao?

Nas analises observamos que a teoria do pensamento matematico avancado €
uma referéncia tedrica em dissertacdes e teses brasileiras defendidas no periodo de
2010 a 2016 quando o foco € a formacdo do pensamento matematico avancado no
ensino superior, principalmente pesquisas referentes aos cursos de licenciatura em

matemaética.

Para responder a primeira questdo de pesquisa apontamos que a teoria do
pensamento matematico avancado foi utilizada como um constructo teérico que pode
trazer contribuicbes ao desenvolvimento do ensino, e favorecer a aprendizagem de
diversos contelidos mateméticos desde a educacdo basica até o ensino superior.
Essa teoria foi utilizada para justificar o desenvolvimento das imagens conceituais de
forma ndo coerentes, e as vezes conflitantes, que estudantes atribuem a contetdos
matematicos, associadas a formalizacédo de conceitos e as propriedades de objetos

mateméaticos estudados, geralmente, no ensino superior.

Para a segunda questdo, obtivemos como resposta que na maioria das
pesquisas o0s resultados apresentados favoreceram ou potencializaram a
aprendizagem ou o ensino do conteudo pesquisado, diversos conceitos foram
utilizados nas sugestdes de estratégias, nas sequéncias didaticas e nas analises das
atividades propostas aos sujeitos de pesquisa, desde o conceito de processos mentais
(DREYFUS, 2002) até os dos trés mundos da matematica (TALL, 2013).

Podemos apresentar como resultado desta pesquisa que a teoria do
pensamento matematico avancado estd sendo utilizada para se compreender o
funcionamento do processo de formacdo desse pensamento e para se buscar
elementos que iluminem estratégias de ensino que promovam de forma mais

gualificada a aprendizagem dos conceitos matematicos.

Como sugestao para pesquisas futuras, durante a pesquisa verificamos uma
grande concentracdo de pesquisas empiricas relacionadas ao desenvolvimento do
pensamento matematico avancado na licenciatura em matematica, apenas uma

pesquisa com alunos de Engenharia de Producéo e outra com alunos de Sistemas de
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Informacdao, indicando que seria necessario pesquisas para outros cursos que utilizam
desse tipo de pensamento. Outras sugestdes seriam de pesquisas documentais ou
tedricas relacionadas ao tema, pois durante a pesquisa verificamos uma grande
quantidade de pesquisas aplicadas e sugestbes de propostas didaticas para o
desenvolvimento desse tipo de pensamento e poucas com a preocupacao de trazer

aportes teoricos para o tema.
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