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RESuUMO

Este estudo teve por objetivo compreender a abordagem da prova e da
demonstracao de propriedades de triangulos presentes em livros didaticos da 62 a
82 séries de Mocambique. As propriedades, objeto de estudo, sdo a soma dos
angulos internos, a relacao entre um angulo externo e os internos ndo adjacentes,
bem como a relacdo de congruéncia entre triangulos. Desse modo, o estudo
pretendeu responder a seguinte questao: Como os livros didaticos em uso nas
escolas (de Mocambique) apresentam a organizacdo matematica e didatica do
objeto triangulo, com enfoque na prova e demonstracdo. O estudo fundamentou-
se nos trabalhos de Nicolas Balacheff sobre os processos de validacao de provas,
Raymond Duval sobre os registros de representagcdes semibticas e Yves
Chevallard sobre a organizacdo praxeoldgica. A pesquisa teve como
procedimento metodolégico a coleta e a andlise de dados bibliograficos. Os
resultados do estudo mostraram que nos livros didaticos analisados predominam
provas pragmaticas. Os autores privilegiam os registros figurais e discursivos em
linguas natural e simbdlica e apresentam em tais livros tarefas claras com o
discurso tecnolégico-tedrico disponivel. Mas, os resultados do estudo mostraram
que as conversdes nao sao devidamente exploradas no estudo dos tridngulos e a
reconfiguragdo nado € aproveitada para produzir argumentos que poderiam

fundamentar provas intelectuais.

Palavras-chave: Livro didatico de Mogcambique. Prova e demonstragdo. Teoria

Antropoldgica do Didatico. Geometria da 62 a 82 series.



ABSTRACT

This study aimed to understand the approach of proof and proving of properties of
triangles present in textbooks for the 6th to the 8th series of Mozambique. The
properties, the object of study, are the sum of internal angles, the relationship
between the external and the internal angle non-adjacent and the relationship of
congruence between triangles. Thus, the study sought to answer the following
question: How do the texbtbook in use in schools (Mozambique) present the
organization of the study about triangles and how they tech this object with a focus
on proof and proving. The study was based on the work of Nicolas Balacheff about
the processes of validation tests, Raymond Duval works about records of semiotic
representations and Yves Chevallard works about the praxeological organization.
The research has methodological procedure as the collection and analysis of
bibliographic data. The study results showed that in the textbooks examined
predominantly pragmatic proof. The authors emphasize the records figural and
discursive in natural and symbolic language in these books and they have clear
tasks with the technological-theoretical discourse available. But, the study results
show that conversions are not adequately explored in the study of triangles and
the reconfiguration is not fully exploited to produce arguments that could support

intellectual proof.

Keywords: Textbooks of Mozambique. Proof and Proving. Anthropological Theory
of Didactics. Geometry for 6" to the 8" series.



SUMARIO

INTRODUGAOD .....oooiiiiiiieee e 13
CAPITULO T ..o 19
REVISAO BIBLIOGRAFICA ...........cooiiiiiiiiieeeie e, 19
1.1 Dissertacoes e teses defendidas Nna PUC/SP .......ccooviiiieieiiiiie e 19
1.2 Reflexdes tedricas sobre argumentagao, prova e demonstragao ................. 29

1.3 Contribuigbes e importancia da revisao bibliografica para nossa pesquisa .. 39

CAPITULO 2 ...t 41
PROBLEMATICA ..ottt 41
2.1 Uma sintese das reflexdes sobre os problemas de ensino e aprendizagem
de Geometria com enfoque na prova € demonstragao .........cceeecveeeeiivieeene 41
2.2 OrganizagGa@o dO CUIMICUIO ......eeeiiiiiiie et 43

2.3 O ensino da Geometria em escolas mogambicanas (do Ensino Primario e
Secundario do 1° Ciclo) com enfoque nas demonstracbes das

propriedades dos tHANGUIOS ........coouiiiiiiiiiiiee e 45
2.4 Descricao do problema, questao da pesquisa e objetivos do trabalho ......... 48
2.5 Justificativa de escolha e sua releVancia ...........ccceeveeeiiieeniiee e 51
2.6 Metodologia e Procedimentos de PesquisSa ..........ccceevveeeieiiiiiiiiiiieee e, 51
2.7 Referencial TEOMCO ..ooeveeeeiiieie et e e e 53

2.7.1 Balacheff € 0S tip0S de Provas ..........ccceeeiiiieee i 54

2.7.2 Registros de Representagdes Semidticas (DUVAL, 2003) ................. 58

2.7.3 CHEVALLARD: Teoria Antropolégica do Didatico (TAD) .........ccceeee.... 64
CAPITULO 3 ...t 73
ANALISE DOS LIVROS DIDATICOS ........coovuiuriiineiceneieiees s esessesenss 73
3.1 Critérios de escolha de livros para a analise ...........ccceeveeeiieeiiiecisee e 74

3.2 Os Livros objetos de Analise desta Pesquisa ..........ccccovceviiieiiiieenieee e 75



3.3 Critérios de ANAliSe A0S LIVIOS .....cceviiiiiiiiiieiiie e e 75
3.4 ANALISE AOS LIVIOS ...oeiieieeiiiieee et e e e e e e ee s 76
3.5 Descricao e analise da organizacao didatica dos livros selecionados com

enfoque nas atividades de iNtrOAUGAD ........ccovviiiiiiiiiiiiieie e 79
3.6 Discussdes dos resultados da organizagao didatica com enfoque nas

atividades de introducao dos CONCEItOS .......ccoeeeeeeiieiiiiiiie e, 96
3.7 Descricao e analise da organizacao didatica com enfoque nas atividades

propostas aos alun0s Para EXEICICIO .....uuvverereeeriiriierieieeeeeeeeseeeer e e e e e e eeeenes 108
3.8 Discussao dos resultados da organizagao didatica com enfoque nas

atividades de resolugéo de problema propostas aos alunos .............cccceeeee... 122

CONSIDERACOES SOBRE OS RESULTADOS DESTAPESQUISA .................... 127

REFERENGIAS ......oooooeoeeeee oo e e e e e e e e e e e e e ee e e e e e e s erenann 131



LISTA DE FIGURAS

Figura 1 - Formulagao da segunda atividade ...........ccceeeiiiiiiiiiiiieieeee e 15
Figura 2 - Transformagao de uma representagao Semiodtica .........cccceeeeeieeeeeiciieennns 60
Figura 3 - Representacdo de um teorema em trés registros de representacéo ....... 61

Figura 4 - Procedimento sugerido para a validagado da propriedade da soma dos
angulos internos NUM trANQUIO .......oouveeii i 81
Figura 5 - ilustracao da técnica de dobradura para deduzir a propriedade da soma
dos angulos internos de um tHANQUIO .........cooiiiiiii i 81
Figura 6 - llustracao figural de como se pode estabelecer a relagdo entre angulo
externo com os dois internos N&o adjacentes ..........ccccceeevvireeeieiiieee e, 85
Figura 7 - Reconfiguracdo que permite demonstrar a relagéo entre um angulo
externo e 0s dois internos NAo adjacentes .........occcveeriiiiiiieniiiee e 86
Figura 8 - extrato de como € abordado o teorema sobre angulo externo de um
EFANQUIO <. 86
Figura 9 - Figuras congruentes em um quadriculado ...........ccoeeiiiiiiiiiiiiiine e, 87
Figura 10 - Extrato de como foi demonstrado o caso LLL de congruéncia de
EHANGUIOS .. e 88
Figura 11 - Demonstragao do critério LAL da congruéncia de tridngulos
apresentada em um livro didatico de Mogambique ..........cccovvueeeeeiieneen. 90
Figura 12 - apresentacao do critério LAL da congruéncia de triangulos em um livro
didatico de MoGambIQUE .......cccueveiiiiiiiiiiiee e 91
Figura 13 - demonstracao do critério ALA da congruéncia de tridngulos em um
livro didatico de MogambiQUE .........cc.eveiieieriiiii e 92
Figura 14 - Extrato da demonstracao do critério LAL da congruéncia de triangulos
(U= T P2 1= 1 [ 100
Figura 15 - Figura de suporte para a demonstragéao do critério LAL da
congruéncia de tHANQUIOS .........oceeeiiiiiiiieee e 103
Figura 16 - Reconfiguracao que leva a Conjetura ..........cccoeeeeeriieeiiiec e 106



Figura 17 - Outra reconfiguracao que leva a conjectura sobre a soma dos angulos
internos de Um tHANQUIO .......cooiiiiiiiie e
Figura 18 - Figura usada para a aplicacao da propriedade da soma das medidas
dos angulos internos de um tridngulo ..........cooceeiiieiinieieniec e
Figura 19 - Procedimento de dobradura que os alunos devem fazer para deduzir a
propriedade da soma dos angulos internos de um triangulo ..................
Figura 20 - llustragéo da deducao da relacao entre um angulo externo e os
internos ndo adjacentes de um tHANQUIO ..........coooiiiiiiiiiiiiiieie e,
Figura 21 - llustragédo da aplicacao dos critérios de congruéncia de triangulos para
demonstrar alguma relagcdo geometrica .........ccevveeriieeeiieei e
Figura 22 - Segunda ilustragao da utilidade dos critérios de congruéncia de
EHANGUIOS ..
Figura 23 - ilustragdo de como identificar os elementos correspondentes em
tHANQUIOS CONGIUBNTES .. ..eeeiiiiiee e
Figura 24 - um exemplo de aplicagédo dos critérios de congruéncia de triangulos ...
Figura 25 - llustrag@o de UM eXErCiCIO ........ccueiiiuiiiiiiieeiee e
Figura 26 - Exercicio de aplicacdo de casos de congruéncia de triangulos .............

106

110

111

111

114

115

116

117
118



LISTA DE QUADROS

Quadro 1 - Diferentes formas de representar uma mesma propriedade .................. 63
Quadro 2 - Resultados da anadlise e descricao da organizacao didatica dos livros.

quanto as atividades introdutdrias dos coNCeitos .........ccceeevceeeeviiiieeenne 96
Quadro 3 - Tipo de atividades propostas aos alunos para a exercitagao ................. 120
Quadro 4 - Natureza de atividades de construgéo de tridngulos propostas nos

AV 0T e [To P-4 [oo 1= SRR 123
Quadro 5 - Tipo de atividades relativas a propriedade da soma dos angulos

internos e/ou externos num tridngulo presentes nos livros didaticos ..... 124
Quadro 6 - Atividades propostas quanto as condigdes de existéncia de um

EHANGUIO . 126



13

INTRODUCAO

Nosso interesse pelas questdes relacionadas com a prova € a
argumentagdo advém da experiéncia em sala de aula como professor de
Matematica em Mocambique. No inicio, acompanhavamos as aulas de nossos
professores nas diferentes disciplinas do curso de formacao de professores de
matematica para o Ensino Secundario dos primeiro e segundo ciclos — que no
Brasil, correspondem as ultimas séries do 3° ciclo do Ensino Fundamental até
Ensino Médio.

Nesse periodo, constatamos que alguns professores evitavam
demonstragdes, apresentavam apenas os enunciados dos teoremas seguidos de
exercicios de aplicagdo das regras contidas nas proposicdes, com raras
demonstracdées e outros que tinham formagcdo eminentemente em Matematica
pura ou aplicada com forte inclinagdo as demonstracbes. No exercicio
profissional, esta diferenca comecou a criar certa curiosidade sobre o valor das
demonstracbes em Matematica e, sobretudo, o real significado das
demonstracées no exercicio profissional docente do professor de Matematica.
Lecionamos uma disciplina denominada “Matematica Escolar”, disciplina de
iniciacao aos ingressantes no curso de formacédo de professores da Instituicao
onde estamos vinculados em Mogambique, cujo objeto de estudo é a matéria que,

normalmente, deveria ser do Ensino Fundamental e Médio.

Mais uma vez, constatamos que quando se tratava de demonstragdes, a
maioria dos alunos ndo dominava esse tipo de tarefa, embora todos fossem
graduados e tivessem um nivel de escolaridade que teoricamente equivale ao
nivel pré-universitario. Os temas estudados eram mais voltados a trigonometria

em tridngulos ou circulo trigonométrico e a inducdo finita. Para os mesmos
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ingressantes, a situacdo era mais alarmante quando se tratava de Geometria

Plana.

As dificuldades dos novos ingressantes eram mais notoérias quando o
assunto a ftratar envolvia pequenas provas e demonstracbes que se
caracterizavam mais pela manifesta falta de dominio de uma estrutura de
demonstracdo, mas também nossa experiéncia apoiou-se na Geometria que
recebemos na formagcdo de professores na forma de postulados, teoremas,
definicbes e demonstragbes sem, porém, um envolvimento muito profundo com a
estrutura das demonstracbes, embora fosse um momento em que éramos
preparados para entrar na sala de aula, como responsaveis pelo processo do
ensino da Matematica.

Usiskin (1980, apud Herbst & Miyakawa, 2008, p. 469) salienta que o0s
académicos e professores tém visto o curso de Geometria como um lugar onde os
alunos tém oportunidade de encontrar um sistema matematico de postulados,
teoremas e definigcdes e, por mais de um século, na Geometria do Ensino Médio

os alunos aprendem teoremas e fazem provas e demonstracoes.

O outro momento de reflexao e, provavelmente, o que mais nos levou a
pensar profundamente nas argumentacdo, prova e demonstragdes (em
Geometria) foram as atividades que desenvolvemos nos Cursos “Tépicos de
Geometria” e “TIC’s” do Programa de Estudos Po6s-Graduados em Educacédo
Matematica da PUC/SP, no segundo semestre de 2008.

Com as atividades desenvolvidas naquele curso, comegamos a ter mais
consciéncia de que a Geometria é também um problema de ensino em nosso
pais, e este assunto merece ser estudado, particularmente, na vertente
argumentacao, prova e demonstracao. Fizemos essa leitura, pela dinamica como
as aulas foram direcionadas, ligando as experiéncias que vivemos no passado
ndao muito distante, chegamos a conclusdo de que precisamos olhar as
dificuldades constatadas, como provaveis resultados do tipo de ensino a que eles
(e também nés) foram sujeitos. Mas por que enveredar por provas e

demonstracdes e ndo outro assunto?

Duas atividades foram discutidas nas aulas de “Tépicos de Geometria” que

influenciaram decisivamente para as demonstragdes em Geometria.
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A primeira, esta incorporada na ficha “Iniciacdo a demonstracdo em
Geometria” e sua formulagéo é a seguinte: Seja ABC um tridngulo e seja | o ponto
médio de BC. Seja S o simétrico de | em relacdo a reta AB e seja T o simétrico de
| em relacao a reta AC.

a) Demonstre que os segmentos SB e TC tém 0 mesmo comprimento.

A segunda atividade, aparece também em um texto de apoio em que se
discutiu em uma das aulas da mesma disciplina intitulado “As diferentes

apreensdes de uma figura na Geometria”, cuja formulacéo é a seguinte:

Atividade 4 M D
ABCD e NSDM sao quadrados. MD = 3 A
cm, AD = 2 cm e MA = 2 cm. Quanto
mede SC? ¢
B
N S

Figura 1 - Formulac¢édo da segunda atividade
Fonte: Texto de apoio de Tépicos de Geometria

A principio, estes problemas intrigaram-nos muito, porque com papel e
lapis foi dificil produzir figuras que facilitassem a atividade de demonstrar o
teorema dado na atividade 4 e a obter o valor do segmento SC. Mas com apoio
de um software de Geometria Dinamica (Geogebra ou Cabri Geometry Il Plus, por
exemplo) constatamos ser facil enxergar o caminho da demonstracao do teorema

ou achar o valor de SC.

Assim, quando se obtém a medida de SC por meio de um software e se faz
o movimento de um dos pontos A ou B, constata-se que a relacao entre SC e AM
permanece inalteravel. Entdo, comeca o questionamento: por que serd que

permanece constante a congruéncia entre os segmentos SC e AM?

Depois de uma longa discussdo em sala de aula, entre mestrandos, aliada
a uma exploragdo do problema por meio do software de Geometria dindmica,

propusemos argumentos para justificar o fenémeno observado.
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Percebemos que nossa concentragdo ndo estava no uso do software para
a apreensdo das conjecturas que nos levaram as demonstracbes dos dois
teoremas, mas, na forma como chegamos as solucdes dos dois problemas de
prova na sala de aula: foi mediante a apresentagao de provaveis argumentos que
nos levariam a prova, refutacées, nova apresentacao de outros argumentos,
discussao até a producdo completa da demonstracdo. O episédio fez com que
refletissemos um pouco sobre o que nos intrigava: julgavamos que a producao de
uma prova ndo envolvia tentativa, nem muito menos a procura de elementos que
as vezes poderiam ser postos de lado. Tinhamos apenas em mente aquilo que
aparece nos livros: tudo bonito, como se o produto final da demonstracdo nao
resultasse de um processo de producdo que envolve refutacdes, refinacoes,

inclusive, tentativas e erros, etc.

Com o curso “Tépicos de Geometria”, pudemos constatar que uma das
preocupacoes da Educacdo no Brasil € o resgate do ensino da Geometria nas
escolas, depois de se constatar, em avaliacdes feitas pelo SAEB/MEC, que o
desempenho dos alunos do Ensino Fundamental em Matematica € mais baixo
quando se trata de Geometria.

Entre outras causas desse desempenho, destacam-se: grande parte dos
professores que hoje estd em atividade, teve uma formacdo precaria em
Geometria, em razdo do Movimento da Matematica Moderna que relegou o
ensino da Geometria para segundo plano; a formacao inicial de professores no
Brasil continua ndo prestando maior atengao a discussao com seus alunos sobre
uma proposta mais eficiente para o ensino da Geometria; a formagao continuada
que vem sendo implementada, em forma de cursos de reciclagem, também nao
tem conseguido mudar a pratica na sala de aula em relacdo ao ensino de
Geometria (ALMOULOUD; MELLO, 2000).

Esses autores ainda afirmam que: “Embora os curriculos mais recentes
destaquem a importancia de se resgatar o trabalho com Geometria no Ensino
Fundamental, o professor ndo sabe o que fazer” (p. 2) e defendem a necessidade
de uma formagédo adequada do professor para trabalhar com a demonstracdo em
Geometria como forma de preparar o aluno a apropriar-se dos conceitos e

habilidades geométricas.
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Como reflexo da identificacdo dos problemas que o Ensino da Geometria
enfrenta no Brasil, constatamos que existem varias pesquisas de Mestrado e/ou
Doutorado que tém contribuido para a busca das formas adequadas para abordar
a prova e a demonstracao no ensino da Geometria.

Tudo isso contribuiu para que comecassemos a ver a Geometria, como
um campo para pesquisa, ja que alguns dos problemas que sao levantados
relacionados com o ensino da Geometria sdo similares aos vividos no nivel do
sistema educacional de Mocambique: as reformas curriculares em Mogcambique
desde 2004 reconhecem que o sistema de ensino vigente mostra-se inadequado.
Em um estudo realizado sobre o desempenho dos alunos do Ensino secundario
constatou-se que

[...] os alunos revelam maiores dificuldades na expressao escrita
particularmente na producdo de textos bem estruturados, com
sequencia logica e sem erros ortograficos fato que se reflete no
desempenho dos mesmos nas restantes disciplinas. Os testes
revelaram ainda haver problemas na disciplina de Matematica, por
exemplo, na geometria, calculo percentual, trabalho com radicais

e em exercicios que exigem calculo com numeros decimais ou
notacdo decimal (INDE e MEC, 2007, p. 6, grifo nosso).

Nosso trabalho tem como objetivo descrever e analisar a organizacao
matematica e didatica do objeto tridngulo com enfoque na prova e demonstracao

de algumas de suas propriedades.

Para esse estudo, tomamos como referencial tedérico a Teoria
Antropoldgica do Didatico de Chevallard (1999) a Teoria dos Registros de
representacdo Semiébtica de Duval e os tipos de prova propostos por Balacheff.

A metodologia adotada apoiou-se na pesquisa bibliografica, tendo como
fonte livros didaticos de Mateméatica do sistema educacional de Mogambique e
gue se encontram em uso desde 1986.

O trabalho esta estruturado de seguinte modo:

No primeiro capitulo, fazemos revisdo da bibliografia para delinear o

problema de pesquisa.

No capitulo 2, apresentamos uma sintese das principais reflexdes sobre a

probleméatica de ensino e aprendizagem da Geometria com enfoque na prova e
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demonstracao; apresentamos a questao de pesquisa, bem como os objetivos e 0s
procedimentos metodolégicos da pesquisa; e também o referencial teérico que

sustenta as analises dos resultados.

No capitulo 3, fazemos a descrigdo e a analise de livros didaticos,
desmembrados da seguinte forma: apresentam-se os critérios de escolha dos
livros contemplados no estudo; sdo mostrados os critérios que foram utilizados
para analisar cada um dos livros contemplados na pesquisa; faz-se sua descricao
e analise da organizacdo didatica quanto ao objeto “tridngulo”, bem como a
descricao e a analise matematica do mesmo objeto. Nas consideracdes finais,
apresentamos as principais conclusdes, perspectivas e limitagdes do trabalho. No
final, destacamos as referéncias bibliogréaficas utilizadas no presente estudo.
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CAPIiTULO 1

REVISAO BIBLIOGRAFICA

As pesquisas voltadas a problematica de ensino e aprendizagem da
Geometria, particularmente, da Geometria dedutiva sao varias. De forma sucinta,
passamos a apresentar algumas dessas pesquisas, particularmente, as que foram

realizadas dentro da instituicdo onde estudamos.

1.1 Dissertacoes e teses defendidas na PUC/SP

1-  Mello (1999)

A pesquisa de Mello incidiu sobre o ensino e aprendizagem da técnica de
demonstracdo, com base na organizacao e aplicagdo de uma sequéncia didatica
a um grupo de alunos da 82 série do Ensino Fundamental de um colégio da rede
particular de ensino, da cidade de Mogi das Cruzes (SP). Em seu trabalho, a
autora inspirou-se nos principios da Engenharia Didatica como metodologia de
pesquisa e teve como fundamentacdo teédrica os trabalhos de Balacheff sobre
Explicacdao, Prova e Demonstracdo; Raymond Duval sobre os registros de
representacdo semibtica, o processo de aprendizagem da Geometria e
demonstracao e Brousseau sobre Contrato Didatico, Erros e Obstaculos.

Entre outros documentos, Melo (1999) analisou dez livros didaticos da 72
série. Nessa busca, a autora constatou que apenas dois deles tratam da técnica
da demonstracdo, mas de forma parcial. Em relagdo aos oito livros analisados, a

autora afirma que nao apresentam o estatuto de definicdo e de teorema; néo
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tratam da demonstragdo nem apresentam exercicios que exijam provas ou
demonstracao, nem mesmo fornecem os primeiros passos para o aprendizado da
demonstracdo. Mesmo para os livros que tratam da prova e demonstracdo em
Geometria, Mello (1999) afirma que ndo fazem distincdo entre definicao e
teorema, nao apresentam um esquema organizado de demonstracdo nem
ferramentas de demonstragdo que permitam que mediante o preenchimento de
espagos vazios o aluno possa completa-los e obter uma redagdao da

demonstracao.
Em relacao a proposta curricular, Mello (1999, p. 72) afirma que:

A proposta curricular sugere que o aluno saiba demonstrar as
propriedades relativas a triangulos e quadrilateros, teorema de
Tales e teorema de Pitagoras, contudo ndo explica para o
professor como desenvolver esta habilidade no aluno.

No estudo preliminar sobre a proficiéncia dos alunos em assuntos de
Geometria das 72 e 82 séries, Mello (1999) conclui que os alunos apresentaram
fraco desempenho quanto aos conceitos e habilidades geométricas. Em face dos
resultados do estudo com os alunos, a pesquisadora levantou a seguinte questao,
“As escolhas didaticas dos professores, quando ensinam geometria, favorecem a
apropriacdo dos conceitos e habilidades geométricas?” como norteadora de seu
estudo.

A autora adotou a resolucdo de problemas, como estratégia para a
aprendizagem da técnica de demonstracdo. As atividades da sequéncia foram
experimentadas em uma turma de 14 alunos da 82 série do Ensino Fundamental.
A concepcgao da aprendizagem da técnica da demonstracdo baseou-se na ideia
de que, por meio da discussao, distincdo entre definicdo e propriedades,
associacao dos registros de representacdo e estabelecimento de um conceito
usando uma definicdo ou uma propriedade, o aluno vai aprender a técnica de

demonstracao.

Depois da aplicagcdo da sequéncia didatica, Mello (1999) concluiu que
houve evolucdo dos alunos quanto a compreensdo do estatuto do teorema
(identificacdo das hipdteses e conclusao), construcdo de figura, utilizacdo de
todas as informacdes em uma organizagao légica e redacdo da demonstragéo.
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Mas, a pesquisadora afirma que no teste final apenas dois alunos conseguiram
elaborar a redacdo da demonstracdo com total sucesso e os restantes obtiveram

um éxito parcial. A autora destaca ainda que:

— mesmo reconhecendo o estatuto de definicdo e teorema, conseguindo
reconhecer a hipétese e a conclusdo de um teorema, os alunos
continuavam apresentando maiores dificuldades na mudanca de registro
da linguagem da figura para a linguagem algébrica; e o tracado de
figuras sobrepostas também constituia uma dificuldade para eles;

— a mudanca do tratamento de um registro de representacdo, de uma
mesma propriedade (oferecida inicialmente na linguagem natural) para
duas representacdes distintas no esquema (linguagem algébrica), era

uma grande dificuldade para os alunos;

— o0s alunos apresentavam dificuldades na conversdo e coordenac¢do dos
registros de representacdo, bem como na compreensao do tratamento

interno a um registro.

Mesmo assim, a autora afirma que os alunos avancaram em seus

conhecimentos em Geometria uma vez que passaram a reconhecer

a figura como éancora dos entes matematicos dados nas
hipéteses;

— a utilizacao dos registros de representacao;
— aordenacéo légica das informacdes que compdem a prova;
— 0 estatuto da definicdo e do teorema;

— a importancia da demonstragdo para explicar logicamente as
propriedades da geometria;

- a importancia da figura geométrica como apoio “na economia
de meméria” durante o desenvolvimento da demonstracao.
(MELLO, 1999, p. 166)

2- Carlovich (2005)

Carlovich (2005) analisa o ensino da Geometria dedutiva nos livros
didaticos dos 3¢ e 4° ciclos do Ensino Fundamental, mais utilizados nas escolas
publicas do Estado de Séao Paulo, desde a década de 1990 até a de 2000. A

autora subdividiu as colecdes em analise em dois periodos histéricos, tendo como
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marco a implementacdo do Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD), em
1995. Assim, definiu para sua pesquisa, o inicio dos anos 1990 — como primeiro
periodo — e o inicio dos anos 2000 — como segundo periodo. Com relacao a
esses dois periodos, a autora procurou perceber nos livros de cada época, como
os autores desses livros acompanhavam as discussdes da Didéatica da
Matematica no que se refere ao ensino e aprendizagem da Geometria dedutiva e

qual diferenga encontraria nessas colecoes.

A autora definiu duas questdes para sua pesquisa:

Em que medida os livros didaticos paulistas de 3° e 4° ciclos do
Ensino Fundamental acompanharam discussées da Didatica da
Matematica sobre o ensino da Geometria dedutiva nos periodos
anterior e posterior a implementagdo do Programa Nacional do
Livro Didatico (PNLD) para este nivel de ensino, em 1995?

O que distingue os livros didaticos paulistas de 3° e 4° ciclos do
Ensino Fundamental do periodo anterior daqueles do periodo
posterior a implementacao do PNLD (1995) quanto a incorporagao
dos resultados de pesquisas sobre o ensino-aprendizagem da
Matematica, mais especificamente sobre o ensino da Geometria
dedutiva? (CARLOVICH, 2005, p. 35)

Carlovich (2005) utilizou como procedimento metodolégico a pesquisa
documental e usou como referencial teérico os trabalhos de Chervel (1990) sobre
a histéria das disciplinas e a nogdao de “vulgata escolar’; a classificacdo das
Geometrias proposta por Parsysz (2000) e os trabalhos de Chevallard (1999)
sobre a Organizacao Praxeoldgica.

Da pesquisa, Carlovich (2005) conclui que:

e as colecdes analisadas dos anos 1990 forneciam indicios de uma
abordagem para a Geometria dedutiva em que as demonstragdes sao
apresentadas como produto, cabendo ao aluno aplicar o raciocinio na
resolucao de exercicios.

e as colecoes dos anos 2000 apresentam algum enfoque heuristico, isto é,
incorporam atividades em que os alunos sdo solicitados a fazer

validagdes empiricas e dedutivas.
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3- Gouvéa (1998).

Em sua dissertacdo de Mestrado, Gouvéa (1998) procurou resgatar o
ensino e aprendizagem da Geometria. O estudo teve como motivagdo os
resultados do Sistema de Avaliagdo do Rendimento Escolar (SARESP) de 1996,
implantado pela Secretaria de Estado da Educacao de Sao Paulo, pois os alunos
matriculados naquele ano na 72 série do Ensino Fundamental de todas as escolas
da rede estadual foram avaliados nos componentes curriculares de Matematica.
Constatou-se que o desempenho dos alunos foi baixo. A pesquisa teve a seguinte
hipétese: os professores quando ensinam, nado levam em consideragdo as
exigéncias em relagdo ao ensino e aprendizagem da demonstracdo que, a partir
da 72 série, prevé que o aluno raciocine sobre conceitos e ndo mais sobre figuras,
ou seja, que inicie a provar, a justificar e a demonstrar para tornar indiscutivel
certo resultado. Em face da hipétese levantada, Gouvéa (1998) desenvolveu uma
sequéncia didatica com um grupo de 12 professores da rede estadual em cinco
sessoOes de 4 horas cada que ocorreram aos sabados.

No pré-teste realizado, antes da aplicacdo da sequéncia, a autora
constatou que a metade dos professores verificava, por meio de exemplo, a
veracidade de uma propriedade matematica e, para casos em que se exibia
figura, deixavam-se levar por evidéncias falsas em lugar de se servirem da
demonstracao para verifica-la. Mas, em pés-teste realizado ap6és a sequéncia
didatica, a pesquisadora observou certa evolucdo dos professores quanto a viséo
sobre a Geometria dedutiva, mas, ainda havia uma certa resisténcia por parte dos
docentes para organizar um texto com um desenvolvimento dedutivo pautado nas

propriedades ja demonstradas.

Conforme refere a autora, o estudo fundamentou-se em Balacheff (1987)
que considera a conjectura e a prova como estagios necessarios dos processos
pessoais relevantes na resolucéo de problemas e defende que o aluno ndo tem
maturidade légica para experimentar ou se conscientizar da necessidade das
provas: é preciso ajuda-lo a sentir a necessidade de usar essa ferramenta
baseando em situacdes-problematicas.

A pesquisa de Gouvéa (1998) abordou também as demonstracdes em
livros didaticos, tendo constatado que o ensino da Geometria por meio do
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processo de descoberta indutiva era negligenciado nos livros que foram
analisados, como podemos perceber quando diz:

Nesses livros, a “dedutividade”, que esta presente nos teoremas
de Pitagoras e de Tales, ndo pode ser reinventada pelo aluno,
porque tais demonstragdes estdo impostas aos alunos, os quais
véem somente o resultado final da descoberta matematica e
devem assimila-las para uma posterior repeti¢ao, impossibilitando-
lhes a visdo dos processos que as produziram. (GOUVEA, 1998,
p. 190)

No tépico sobre “livro didatico”, Gouvéa (1998) fez o estudo, dividindo-o em

periodos histéricos relativamente a Matematica Escolar.

O primeiro periodo, “antes” do advento do movimento da Matematica
Moderna, momento marcado por uma focalizagdo excessiva dos conteudos
matematicos. Segundo a autora, os livros didaticos que ela consultou, costumam
conter todas as demonstracdes organizadas; os teoremas eram numerados; 0s
cursos de Geometria apresentavam o0s conceitos primitivos: ponto, reta e plano;
discutiam e exemplificavam as definicbes de alguns conceitos indispensaveis a
um sistema dedutivo: proposicdes, postulados, teoremas, hipdteses, teses e
demonstracao e, finalmente, propunham exercicios referentes aos assuntos

estudados.

O segundo periodo foi da vigéncia do movimento Matematica Moderna
em que se defendeu uma Matematica com énfase na atividade do aluno; buscou-
se a linguagem dos conjuntos, como a linguagem unificadora de toda a
Matematica ensinada e, a organizacao das demonstracoes “em duas colunas”- na
primeira coluna, para apresentar os argumentos que se usam na demonstracao e
na segunda, as respectivas justificagdes. A caracteristica dominante nos livros
didaticos desse periodo foi dar énfase maior aos conjuntos, as estruturas e aos

morfismos.

O terceiro periodo tem como caracteristica principal o abandono pelos
professores, do ensino da Geometria; o surgimento de fortes criticas por parte de
pedagogos e psicélogos contra formalizacdes na Matematica escolar e, por
conseguinte, a aversao a deducdo e a demonstracdo. A caracteristica tipica dos

s

livros didaticos dessa época, segundo Gouvéa (1998, p. 46) € apresentarem
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“somente as principais demonstracdées, as mais usadas, quais sejam, as de

Pitagoras e Tales”.

4- Tojo (2006)

Esta autora teve por objetivo analisar livros didaticos sobre a abordagem
proposta para o ensino de alguns tépicos da Geometria. Tojo (2006) servindo-se
da organizacdo praxeolégica de Chevallard (1988), centrou-se nas tarefas
propostas, nas técnicas, tecnologias; nos discursos teéricos envolvidos no
desenvolvimento do tema congruéncia e na organizacdo de conteudos em trés

livros didaticos recomendados pelo Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD).

Nos resultados da analise, a autora destaca que:

e No livro “Educacao Matematica” a abordagem da congruéncia de figuras
€ com base nas transformagcdes geométricas; ha valorizagdo de
atividades empiricas e de manipulacao, o que faz com que a construcao
do conceito de congruéncia pelo aluno seja pela experiéncia. Afirma que
nao existe rigor no tratamento matematico, e os exercicios sdo para

justificar em lingua natural ou construir tridangulos congruentes.

e No livro “Matematica é tudo”, a abordagem da congruéncia de triangulos
foi feita na base de construcdes, servindo-se de régua e transferidor.
Sao destacados os enunciados das propriedades ou teoremas; ha rigor
na apresentagao dos conteudos, no uso dos termos e simbolos; constam
exercicios de demonstracdo e ha mobilizacdo de conceitos anteriores
nas atividades de congruéncia; ndo usa a linguagem das transformacoes

isométricas para tratar da congruéncia.

e No livro “Matematica, pensar e descobrir’, a apresentacdo dos casos de
congruéncia de triangulos é direta, sem propostas de atividades
empiricas nem de construgcédo; serve-se da sobreposicao e coincidéncia
de lados e angulos para a introducao da congruéncia. (TOJO, 2006, p.
73-74).
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5- Pietropaolo (2005)

Pietropaolo (2005) investigou a necessidade e a acessibilidade da
implementagdo de provas e demonstragdes nos curriculos de Matematica da
Educacdo Basica, bem como as implicagbes que essa inovacao traz aos
curriculos de formacéo inicial de professores. O autor utilizou como metodologia a
pesquisa bibliografica e documental e a realizacdo de entrevistas com
pesquisadores em Educacdo Matematica e com professores da Educacao Basica,

cuja pratica profissional incluia algum tipo de trabalho envolvendo provas.

Assim afirma que, em outros paises, ha muita pesquisa envolvendo provas
na Educagcdo Basica, mas, segundo seu ponto de vista, ndo parecem estar

alicercadas em uma teoria consistente.

Os resultados de sua pesquisa mostram que o0s entrevistados eram
favoraveis a inclusdo das provas nas aulas de Mateméatica, desde o Ensino
Fundamental, mas, outros defendiam um trabalho mais voltado as verificacdes
empiricas para se chegar a formalizacdo no Ensino Médio. O autor vé “a prova
como um conteldo e como recurso pedagdgico bastante rico nas aulas de
Matematica do Ensino Fundamental e Médio, desde que se admita um sentido

mais amplo para essa palavra.”
Para o autor:

N&ao caberia a simples reprodugéo — pelo aluno ou professor — das
provas presentes nos livros, mas sim o “fazer matemadtica” em
sala de aula, envolvendo assim, experimentagbes conjecturas,
argumentac¢des. Mas, para tal, o professor precisaria ter uma
formacgédo que levasse em conta esse principio. (PIETROPAOLO,
2005, p. 9-10).

Um dos aspectos que aborda em seu trabalho é a discussao sobre o
significado de prova e demonstracdo a luz de alguns pesquisadores, como
Godino e Récio, (apud PETROPAOLO, 2005); Reid, (apud PIETROPAOLO 2005)

e outros.

Para Godino e Récio, (1997); Reid, (2002) citados por Pietropaolo (2005)
as analises dos significados de prova e da demonstracao para as pesquisas que
envolvem essa tematica, sdo fundamentais. Pietropaolo (2005, p. 49) refere que



27

esses pesquisadores distinguem as caracteristicas de prova em diferentes
contextos institucionais: no cotidiano, nas ciéncias empiricas, na Matematica
escolar, na Matematica profissional, em légica e em alicerces da Matematica.
Mas, salienta que, em todos eles, ha algo em comum: “a procura pela verificacao
de afirmacdes por meio de argumentos, ainda que estes possam ser articulados
de maneiras distintas e por procedimentos diferentes”.

Afirma que, apesar de se usar o termo demonstracdo como sinénimo de
prova, sobretudo em Matematica, alguns educadores fazem distincao entre os
dois termos. Para tal recorre ao dicionario para nos apresentar o seguinte:

Prova (gr. texunpiov; lat. Pobatio; ingl. Proof; franc. Preuve; al.
Beweis) Um procedimento proprio para estabelecer um saber, isto
€ um conhecimento valido. Constitui P. todo procedimento desse
género, qualquer que seja sua natureza: o mostrar ad 6culos uma
coisa ou um fato, o exibir de um documento, o trazer um
testemunho, o efetuar uma indugdo sdo P. como sdo P. as
demonstragbes da matematica e da logica. O termo é, portanto,
mais extenso do que demonstracdo (v): as demonstracdes sao
provas, mas nem todas as provas sao demonstragdes
(ABBAGNANO 1982, apud PIETROPAOLO, 2005, p. 49).

Pietropaolo (2005, p. 49) afirma que no ambito da Matematica, prova e
demonstracdo sao, em geral, sinbnimos e nao precisam de adjetivacédo: “se uma
prova foi plenamente aceita pela comunidade de matematicos, entao ela teria o
status de rigorosa [...]". O préprio autor em seu trabalho de pesquisa usa os dois

termos prova e demonstracdo como sinbnimos:

E importante assinalar que neste capitulo utilizaremos salvo
indicacao em contrario, as palavras prova e demonstragao com os
significados expressos no paragrafo anterior, ou seja, como
sinbnimos, uma vez que vamos recorrer a argumentos elaborados
por  matematicos, nao necessariamente  professores.
(PIETROPAOLO, 2005, p. 49).

A respeito das atuais tendéncias no ensino das provas matematicas,

Pietropaolo (2005) afirma:

Os mais recentes curriculos de alguns paises pretendem resgatar
a importancia das provas e implementa-las, visto que esse
assunto foi sendo cada vez menos enfatizado nas salas de aula.
Os curriculos brasileiros também fazem indicacdes nesse sentido,
embora de maneira bem mais timida. Consideram que deve haver
prudéncia, para nao repetir erros passados, sugerindo também um
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trabalho com as provas empiricas. Todavia, ndo assumem
claramente se se deve chegar as provas formais na Educagao
Basica, contrariamente a posigao dos antigos curriculos brasileiros
e a dos atuais de outros paises como Frangca e Inglaterra.
(PIETROPAOQOLO, 2005, p. 209).

Pietropaolo (2005, p. 210) defende que “o ensino da prova deve ser
desenvolvido como processo de questionamento, de conjecturas, de contra-
exemplos, de refutacbes, de aplicacdo e de comunicagdo.” Baseando-se nos
resultados de campo com professores da Educacao Basica e de pesquisadores
em Educacao Matematica participantes da pesquisa, o autor defende um ensino
da prova com enfoque heuristico, ou seja, um tratamento que encare a
demonstracdo, como argumento convincente e como meio de comunicagao entre
os alunos, tratamento esse das demonstracdes que foge de uma apresentacao
meramente dogmatica do conteudo.

Ainda o autor aponta (p. 210) que os educadores matematicos que
participaram de sua pesquisa defendem que o trabalho com provas deve ser um
processo de busca, de questionamento, de conjecturas, de contraexemplos, de
refutacdo, de aplicacdo e comunicagdo, com sentido mais largo que né&o inclui
necessariamente o status de rigorosa. Até os professores da Educacédo Basica
chegaram a afirmar “[...] esse processo deveria comegar pela informalidade,

depois passar pelas provas “semi-formais” antes de se propor as “formais™.
(PIETROPAOLO 2005, p. 212). A corroborar sua ideia Pietropaolo afirma:

[...] um dos critérios de andlise de livros didaticos do plano
nacional do livro didatico do MEC ¢é justamente verificar a
existéncia ou nao de articulacdo do trabalho com as verificagdes
empiricas de teoremas e as respectivas demonstracdes. Desse
modo, existem no mercado brasileiro algumas publicagcbes
propondo caminhos para a construcdo de inferéncia e deducgao
matematica desde o Ensino Fundamental. (PIETROPAOLO, 2005,
p. 212).

O autor ndo descarta a possibilidade de se discutir com os alunos algumas
demonstracdes rigorosas, defendendo que deve haver certa discussdo nesse
sentido sem, porém, ser o enfoque das atividades da prova no Ensino Basico.

O contato com alguns dos resultados das pesquisas faz-nos pensar na
realidade do ensino e aprendizagem da Geometria em escolas mog¢ambicanas,
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quer dizer, até que ponto essas reflexdes refletem-se na realidade educacional de
Mocambique? Mas dadas as dificuldades em levar a cabo a pesquisa de campo
neste momento, podera ser util como primeiro passo, pesquisar as propostas de
ensino da Geometria em livros didaticos utilizados em escolas mogambicanas,
sobretudo como por exemplo, as propriedades e teoremas de objetos
geomeétricos, como os triangulos, sdo abordados.

1.2 Reflexoes tedricas sobre argumentacao, prova e
demonstracao

Investigacbes voltadas a problematica do ensino e aprendizagem da
argumentacao, prova e demonstracdo em Matematica tém conquistado espaco
atualmente no seio da Comunidade da Educacdo Matematica. Essas pesquisas,
tanto se concentram no prognostico da cognicao individual dos alunos como nas
competéncias em produzir provas, no ensino e aprendizagem da prova
matematica nas aulas regulares de Matematica, bem como na analise de material
de ensino (HEINZE et al., 2008, p. 443).

Como salientam Mariotti e Balacheff:

O papel e a importancia atribuida a argumentacdo e prova na
ultima década levou a uma enorme variedade de abordagens de
investigacao nesta area. A vivacidade nesta area é testemunhada
pelo numero de contribuicbes apresentadas em conferéncias
internacionais, dos artigos publicados em principais revistas
especializadas e em dissertacbes e teses de doutorado
abordando o assunto das demonstragbes (MARIOTTI;
BALACHEFF, 2008, p. 341)

Varios pesquisadores apontam o valor das provas e demonstracdes, tanto
em Matematica como em Educacdo Matematica. Desse modo, Rav (1999, apud
HANNA e BARBEU, 2008, p. 346), considera que as demonstragcdes em
Matematica sdo indispensaveis para a ampliacdo do conhecimento matematico
gue sao “o coragao da Matematica, o real caminho para a criagdo de ferramentas
analiticas e catalisador do conhecimento”.
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Conforme cita a autora, o proprio ato de conceber uma demonstracao
contribui para o desenvolvimento da Matematica. Provas e demonstragdes
produzem novos conhecimentos matematicos, novas relagées contextuais e

novos métodos de resolver os problemas.

O ensino e a aprendizagem da argumentacao, da prova e da demonstracao
vém sendo objeto de muita discussao entre pesquisadores, sobretudo, quanto ao
papel que a atividade deveria desempenhar na Educacdo Matematica (HANNA,
2000), e o tipo de enfoque que se poderia dar em sala de aula (HEINZE, 2004).
Mas, para Hanna (2000), o maior foco de conflito nas discussdes sobre o tipo de
enfoque a dar a atividade das demonstracdes estd relacionado a visdo do
movimento dos anos 1950 e 1960, em que se defendia o ensino da Matematica
voltado ao rigor, portanto, com a Matematica escolar carregada de muito rigor nas
demonstracoes.

Boero (1996 apud ALMOULOUD, 2007a) na pesquisa que realizou com
alunos da 82 série, cujo problema consistia em verificar se a maioria dos alunos
daquele nivel de escolaridade poderia produzir teoremas (conjecturas e provas)
se colocados em condicbes ideais para tal, o autor conclui que isso é possivel
desde que: (1) durante a producdo da conjectura, o aluno trabalhe sua hipétese
por meio de uma atividade argumentativa entremeada de justificagbes da
plausibilidade de suas escolhas; (2) se durante a etapa seguinte da prova, o aluno
organiza, por meio de relacbes construidas de maneira coerente, algumas
justificativas (“argumentos”) produzidas durante a construcdo de acordo com uma
corrente logica. (ALMOULOUD, 2007a, p. 3).

Pesquisadores como Pedemonte (2007); Antonini e Mariotti (2009); Douek
(2009), entre outros, defendem que a exploracado da relagdo entre argumentacao
e demonstracao é de extrema importancia para o desenvolvimento da proficiéncia
dos alunos em atividades de demonstracdo, desde que sejam preparados
inicialmente a produzir conjecturas e avancar com algumas justificativas.
Balacheff (1999) é contra essa posicao, pois vé a argumentacdo como um
obstaculo epistemolégico para a aprendizagem da demonstracdo, dado que a
argumentacao € um processo social aberto, e a demonstracédo obedece a regras

predefinidas.



31

Heinze (2004), em uma pesquisa empirica na qual o estudo era norteado
por trés questdes, a saber: (1) como as provas de Matematica estavam sendo
ensinadas nas aulas na Alemanha; (2) Que aspectos eram enfatizados pelos
professores nesse processo de prova, e, se (3) existiriam lacunas no processo de
prova ou elementos que sdo menos enfatizados, propde um modelo para ser
implementado em sala de aula para a producdo das demonstracées que

considera adequado. O modelo proposto comporta as seguintes fases:

Fase 1: exploracdo da situacao-problema, geracdo de uma conjectura e a
identificacdo dos diferentes tipos de argumentos para a plausibilidade dessa

conjectura.

O autor considera essa fase: bem-tratada, se todos os elementos foram
apresentados pelos estudantes; tratada, se alguns dos elementos forem dados
pelo professor ou a fase € muito curta; tratada-mal, se for o professor quem

realiza a primeira fase, e nao tratada, para os outros casos.

Fase 2: consiste em uma formulacao precisa das conjecturas, de acordo
com as convencdes textuais compartilhadas. Considera: bem-tratada: se os
alunos formularam a conjectura (eventualmente, corrigidos pelo professor);
tratada: se apenas for o professor quem da a formulagdo das conjecturas; mal-
tratada: se houver erros na versao final das conjecturas, e, nao tratada: nao ha

formulacéo da proposicao a ser provada.

Fase 3: € de novo uma fase exploratéria, baseada nas conjecturas
formuladas, com o objetivo de identificar argumentos adequados a conjectura e
ao planejamento de uma estratégia de prova. Para esta fase, o autor distingue

quatro subcategorias:

(1) Referéncia aos pressupostos, (2) a investigacao das hipéteses, (3)
coleta de informacgdes e (4) a producéao de uma ideia de prova.

Mais uma vez, o autor classifica em: bem-tratada se, pelo menos, trés das

subcategorias forem observadas; tratada: se duas dessas subcategorias forem
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observadas; tratada-mal: ha apenas uma dessas subcategorias; nao tratada: em
todos os outros casos.

Fase 4: com base no esquema montado para a prova e selecionados 0s
argumentos da fase 3, segue-se a combinacdo desses argumentos em uma
cadeia dedutiva que constitui um esbog¢o da prova final. Esta fase pode ser
realizada apenas verbalmente ou em conexdo com algumas observacdes
escritas. E classificada: bem-tratada: estudantes (apoiados pelo professor) dao
contribuicbes consubstanciais; tratada: € apresentada na maior parte ou
exclusivamente pelo professor; tratada-mal: ha grandes lacunas ou outras

deficiéncias na cadeia dedutiva; nao tratado: em todos os outros casos.

Fase 5: o autor considera como sendo a ultima fase, para o processo de
provar em Matematica escolar. Aqui, a cadeia de argumentos da fase 4 € escrita,
segundo as normas combinadas na respectiva sala de aula de Matematica. O
autor destaca ser importante que esta fase dé uma visdo retrospectiva do
processo. E classificada em: bem-tratada: todos os passos sdo escritos
sequencialmente com uma retrospectiva sumaria do processo da prova; tratada:
0S mais importantes passos sao escritos sequencialmente e ha um retrospectivo
resumo; mal-tratada: ha apenas alguns argumentos escritos, mas nao o

retrospectivo resumo; nao tratados: em todos os outros casos.

Para seguir o modelo, é preciso medir o tempo gasto para as diferentes
fases e determinar a qualidade de cada fase com relagcao as categorias descritas

no modelo, conforme salienta o autor.

Mas também ha outra discussédo que envolve pesquisadores em Educacao
Matematica, que é a relagao entre argumentacao e processo de aprendizagem da
producédo de uma demonstracao.

Vincent, et al (2005); Douek (2009) interessaram-se pelo significado dos

termos argumento e argumentacgé&o. Para Vincent et al.:
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Um argumento pode ser definido como uma sequéncia de
declaragbes matematicas que visam a convencer, enquanto
argumentagdo pode ser considerada como um processo no qual
uma légica matematica conectando discurso € desenvolvido.
(VINCENT et al., 2005, p. 281. Tradugao nossa).

Douek (2009) considera o argumento como razao ou razdes oferecidas a
favor ou contra uma proposi¢cdo, parecer ou medida no qual se incluem
argumentos verbais, dados numéricos, desenhos, etc. A argumentacao consiste
em um ou mais argumentos logicamente ligados. Para a autora a prova em si é
uma argumentacdo. Douek (2009) considera o processo de producado da prova,
como uma atividade cognitiva e socioculturalmente situada que envolve quatro

modos de raciocinio, a saber:

1. Exploragao heuristica — ocorre quando alguém tenta interpretar uma

proposicao ou produzir uma proposicao ou um exemplo;

2. Organizagdo do raciocinio tornando explicito o fio de raciocinio que
conecta as proposicdes — tenta-se perceber se a proposicdo €
pertinente, buscando-se, desse modo, uma ligacdo coerente para
convencer o interlocutor ou tentar compreender a proposicdo, ou o
raciocinio. As ligacbes podem ser razbes teéricas de validade. Esse
raciocinio esta, normalmente, aberto a diferentes caminhos e essa
organizacdo tem em vista a busca de argumentos parciais ou toda a

argumentacao destinada a producgao da prova;

3. Producéo de um texto que segue normas dedutivas da Matematica. Isso
significa que depois que as ideias da demonstracao sejam trazidas a luz,

elas devem ser organizadas em um raciocinio dedutivo; e

4. Estruturacdo formal do texto para aproximar uma derivacdo formal.
Segundo a autora, este modelo pode nado ser seguido na totalidade do

contexto escolar.

Ainda, segundo a autora, metodologicamente poderia dizer-se que as fases
sao ferramentas didaticas para organizar situacoées de ensino e aprendizagem em
sequéncias com obijetivos didaticos claros e ferramentas cognitivas para a andlise

da atividade do aluno.
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As etapas de producdo de uma demonstracdo em aula de Matematica
propostas por Douek (2009), sobretudo, por Heinze (2004) sdo de extrema
importancia para nossa pesquisa porque nossa ideia ndo deve ser apenas uma
mera distingdo semantica entre prova e demonstracao, e sim, uma distincao entre
0 processo da constituicdo de uma prova a que chamamos de demonstracéo e o
produto final dessa atividade a que chamamos de prova.

Segundo Montoro (2007), historicamente, a Matematica deixou de estar
relacionada apenas a problemas praticos, para ser uma ciéncia dedutiva que
trabalha com definicbes e conceitos, relacbes entre 0s conceitos e suas
propriedades. A demonstracdo é o modo de argumentacao aceito na comunidade
matematica para confirmar essas propriedades. Para a autora, um aspecto que
distingue a demonstracdo matematica de uma argumentacdo, em geral, é a
necessidade de (a demonstragdo matematica) existir em relagdo a uma
axiomatica explicita. Desse modo, segundo a autora, para os matematicos nao
haveria diferenga entre demonstrar ou justificar uma afirmacao, ambos os termos
significariam deduzir a validade, mediante raciocinios logicamente validos da

axiomatica pertinente.

O termo demonstracdo utiliza-se em ambitos sociais e profissionais mais
diversos. Um dos significados pode ser ‘“realizar a agdo efetiva que evidencia
aquilo que se pretende ver” (MONTORO, 2007, p. 1), por exemplo, 0 movimento

demonstra-se andando.

Montoro (2007, p. 1) salienta que, por outro lado, a argumentacado vem-se
convertendo em uma ferramenta muito utilizada na constru¢cado de aprendizados
em ciéncias, em geral. Entendendo-se por argumentacao, qualquer discurso que
se emprega para tornar algo claro, deduzir como consequéncia natural, um
raciocinio que se emprega para convencer alguém daquilo que se afirma ou nega.
Outro termo que a autora salienta, como presente na Educacdo Matemética é a
justificacao, como significado de prova convincente de algo e justificar, como
provar algo com razdées convincentes, testemunhas ou documentos, quer dizer,
justificacao é a forma mais geral de argumentacdo que nao necessariamente

converge ao termo demonstragao no sentido matematico.
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Nao ha um consenso entre os pesquisadores da Educagdo Matematica
sobre o real significado com que se usam os termos prova, demonstracao e
argumentacao. (Godino, 1997; Reid, 2005; Pietropaolo, 2005; Balacheff 2008).

A respeito da importancia da argumentacdo para a proficiéncia na
producdo de demonstracgdes, Vincente et al. (2005) defendem que, durante a
producdo das conjecturas, o aluno trabalha progressivamente sua declaracéo
mediante uma atividade argumentativa funcionalmente entremeada com
justificacdes da plausibilidade de suas escolhas. Na fase da producéo da prova, o
aluno liga-se ao processo de uma forma coerente, organizando algumas das
justificacdes (‘arguments'), previamente produzidas na constru¢do do esquema da

cadeia logica.

A relacado entre argumentacado e producdo de uma prova na perspectiva
cognitiva foi detalhadamente analisada por Pedemonte (2007). Em sua tese de
doutorado cita que o desenvolvimento da ideia de unidade cognitiva € definido
como uma espécie de continuidade entre a producao de conjecturas e o processo

de producao de uma prova.

Pedemonte (2007) mostra que uma prova é mais acessivel para os alunos
se uma atividade de argumentacao for desenvolvida previamente para produgéo
de uma conjectura. Segundo a autora, esta argumentacao pode ser utilizada
pelos alunos na construcdo de uma demonstragcdo, mediante uma organizacao

feita baseada na l6gica argumentativa previamente produzida.

Boero et al. (1996 apud PEDEMONTE, 2007), também, defendem que o
raciocinio que ocorre durante a argumentagdo desempenha um papel crucial na

producéo da prova.

Para Balacheff (1991 apud CABASSUT, 2005) argumentacao e
demonstracdo nao sdo da mesma natureza, pois o objetivo da argumentacao é
obter o acordo dos parceiros da intengdo, mas, ndo, em primeiro lugar, para
estabelecer a verdade de alguma declaracgéao.

Balacheff (1999) considera que a argumentacdo constitui-se em um
obstaculo epistemolégico para a aprendizagem da demonstracdo e, mais
especificamente, da prova Matematica por causa do conflito entre a prova
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Matematica (demonstracdo) que deve ter uma relacdo com um sistema de
axiomas e a argumentacdo que implica a liberdade de escolha da forma de

convencer.

Alguns autores, sem esquecer as diferencas entre argumentacao e prova,
defendem que o foco deve ser as analogias que existem entre os dois processos
e as possiveis implicacoes didaticas (ANTONINI; MARIOTTI, 2009). Na verdade,
concordamos quando Douek (2009) afirma que “para fins de ensino e
aprendizagem, a argumentacado € um meio frutuoso para controlar a validade do
raciocinio”. A autora defende que as atividades exploratérias e a justificacao
devem ser introduzidas nas fases iniciais do processo de ensino e aprendizagem

da prova.

Entendemos o esquema que Douek (2009) apresenta como ferramenta
metodoldgica para o processo de ensino e aprendizagem das demonstragdes,
como uma adaptacéo, para o ensino, do modelo de Boero (1999, apud HEINZE et
al., 2008). O modelo distingue diferentes fases e da uma visdo da combinacao de
passos exploratorios empirico-indutivos e hipotético-dedutivos durante a producao

de uma prova.

Conforme aponta Boero (1999 apud HEINZE et al., 2008), a primeira fase,
€ a producao de uma conjectura. Isso inclui a exploracado de um problema que
conduz a uma conjectura, bem como a identificagdo de argumentos para
sustentar a prova. A segunda fase compreende a formulacdo precisa da
proposicao; a terceira fase combina a exploracdo das conjecturas, a identificacdo
dos argumentos matematicos para a sua validacado e a produgao aproximada da

prova.

Para o autor, essas trés fases constituem o trabalho “privado” do
matematico, exploracdo privada que, até pode levar a erro, um anteprojeto que
nao é tornado publico. Apenas as fases seguintes estdo sujeitas a comunicacao
publica e incluem: a selecao e a combinacdo de argumentos coerentes em uma
cadeia dedutiva; a organizacdo desses argumentos, de acordo com os padrdes

matematicos e; por vezes, a proposta de uma prova formal.
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Heinze et al. (2008) afirmam que o modelo proposto para a producao de
uma demonstracdo em que parte do processo nao é apresentada ao publico,
mostra-se apenas a parte limpa e ordenada, da apenas uma representacao
incompleta das atividades realizadas durante o processo da prova, nao reflete o
processo de solucdo, mas, simplesmente, mostra o produto. Heinze (2004)
salienta que os matematicos sabem, por meio de seu préprio trabalho, que o
processo de produgdo de uma prova € a prova como um produto desse processo
sao distintos.

As vezes o processo de provar um teorema pode demorar anos e
até pode incluir varias abordagens que podem ou nao conduzir a
um sucesso. Em geral nenhum desses esforgos pode ser visto no
produto final, que esta na prova escrita formalmente. Por
conseguinte, para o ensino e a aprendizagem das demonstrages
nao é suficiente mostrar apenas o produto. E mais importante
salientar o processo de prova. [...] (HEINZE, 2004, p. 42 traducao
e o grifo é nosso).

Somos de opinido que uma simples apresentacdo das demonstragcbes em
livros didaticos sem questdes que levem os alunos e os professores a refletirem
sobre o processo complexo da constituicdo de uma demonstracao, tera
provavelmente pouco sucesso no desenvolvimento das competéncias dos alunos
e dos proprios professores na construcdo de uma demonstracdo. Tal como
mostram o0s precursores da problematica do processo de ensino e de
aprendizagem das demonstracdes como Pdlya (1954 apud MONTORO, 2007, p.
2), Lakatos (1976, apud MONTORO, 2007), Schoendfeld (1992, apud
MONTORO, 2007), é preciso destacar que a denominada “demonstragao final” de
um teorema € o culminar de um processo, a apresentacao limpa e ordenada de
uma larga investigacdo nunca isenta de intuicdo, provas, argumentos,
justificacdes, erros, refinamentos, etc. E isto que se deveria privilegiar nos livros
didaticos: estimular que os utilizadores pautem por mais atividades de cunho
exploratério que estimulam a exploracao de propriedades que levem a formulagéao
de conjecturas seguidas de sua validacao por meio de demonstracdes do que

simples apresentacao das provas ja acabadas.

Para além dos niveis de categorizacao da evolugcao cognitiva dos alunos na
producdo de uma demonstragdo em Matematica, Hanna (2000) defende que,
quando se tenta definir o papel da demonstracdo em uma sala de aula de maneira
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sistematica, € conveniente considerar toda a série de funcées que desempenha a
pratica de uma demonstracdo. A autora afirma que, em sala de aula, seria de
esperar que uma demonstracdo refletisse todas as funcbes, mas que elas néao
sao todas necessarias para a aprendizagem da Matematica no mesmo nivel de
escolaridade. Manin (1977 apud HANNA, 2000) defende que uma melhor
demonstracao é a que também ajuda a compreender o significado do teorema ou
a proposicao a ser provado: a ver ndao sé a verdade, mas também por que é
verdade. Ainda segundo a autora a prova pode mostrar a necessidade de uma
melhor definicdo ou um rendimento algoritmico Gtil. Ela pode contribuir para a
sistematizacao e comunicacao de resultados ou para a formalizagdo de um corpo
de conhecimentos matematicos. A autora apresenta a lista das fungbes da prova
e demonstracao segundo Bell (1976, apud HANNA, 2008):

1- Verificacdo (preocupacao com a verdade de um enunciado)
2- Explicagao (fornecimento das razdes por que é verdade)

3- Sistematizacdo (organizagdo de diversos resultados num
sistema dedutivo de axiomas, principais conceitos e teoremas)

4- Descoberta (descoberta ou invencao de novos resultados)
5- Comunicacéo (transmissao de conhecimento matematico)
6- Construgcdo de uma teoria empirica

7- Exploragdo do significado de uma definicdo ou as
consequéncias de um pressuposto

8- Incorporagdo de um fato conhecido em um novo quadro e sua
visualizacao a partir de uma nova perspectiva. (HANNA, 2000,
p. 8, traducao nossa).

Embora a autora liste oito fungdes para as demonstracoes, ela defende,
para que o aluno possa entrar no mundo da Matematica, ele podera comegar por
conhecer as funcbes fundamentais que sdo a verificacdo e a explicacdao. No
dominio da educacao, seria de esperar que se valorizasse primeiro a explicagao

€, hesse caso, as provas que melhor ajudam a explicar.
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1.3 Contribuicoes e importancia da revisao bibliografica para
nossa pesquisa

As pesquisas a respeito do ensino e aprendizagem da argumentacéo,
provas e demonstracdées na educacao contribuirdo no que se refere as diferentes
perspectivas de ensino e aprendizagem da demonstracdo na Educacdo
Matematica. Primeiro, ajudaram a comecar a formar nossa propria concepcao de
prova e demonstracdo com base nos diversos pontos de vista avancados pelos

pesquisadores e a direcionar nossa pesquisa.

A pesquisa de Carlovich (2005), por exemplo, foi para nés um modelo de
analise de conteudos das cole¢gbdes analisadas e de clareza de como elaborar os
critérios de andlise de livros didaticos.

A pesquisa de Pietropaolo (2005) nos trouxe informagdes sobre as provas
e as demonstracdes sob dois pontos de vista diferentes: o dos professores e o do
curriculo da Educacdo Basica. O trabalho nos revelou a necessidade da
ampliacao do significado da a¢ao de provar no contexto educacional. Apesar de
nao ter avancado com propostas concretas sobre o processo de producdo da
prova em uma sala de aula como fez Heinze (2004), o trabalho de Pietropaolo nos
permitiu comegar a imaginar as primeiras ideias de como a produgédo de uma
demonstracdo em uma sala de aula poderia ser. Por conseguinte, como a
producao de livro didatico de Matematica poderia contemplar esse conteudo, visto
que algumas pesquisas mostram que o livro didatico exerce uma forte influéncia
no professor em sua forma de dar aulas. Além disso, Pietropaolo (2005), ao
analisar as concepcdes dos professores, mostrou a necessidade de mudancas
curriculares nos cursos de graduagdo, ja que professores e pesquisadores
mencionaram durante a pesquisa a importancia de se viver na graduacao
experiéncias de prova e demonstracdo similares aquelas que vao ensinar aos

alunos.

Mello (1999) traz contribuicbes valiosas sobre como deveria ser o
planejamento de aulas cuja finalidade é o processo de ensino e aprendizagem da
prova e demonstracdo em aulas de Matematica. A autora mostra que um trabalho
que leva em consideracao a formulacao de conjecturas e as devidas justificativas
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pode possibilitar a evolugao do discurso do aluno frente as situa¢des de provas ou
demonstracées. Esta visdo também foi enfatizada por Pedemonte (2007), Antonini
e Mariotti (2009) e Douek(2009). Estes autores discutem a relacdo entre a
argumentacao e a producao da prova e a demonstracao por parte de alunos. Mas,
os autores, como Balacheff (1999), Duval (1999) mostram a diferenca existente
entre a argumentacao (que é um processo socialmente aberto) e a demonstracéo
(que é um processo ligado a um grupo socioprofissional) que exige observar
certas regras de sua producao.
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CAPITULO 2

PROBLEMATICA

2.1 Uma sintese das reflexdes sobre os problemas de ensino e
aprendizagem de Geometria com enfoque na prova e
demonstracao

A Geometria € um ramo importante da Matematica, tanto como objeto de
estudo como instrumento para outras dareas, mas varias pesquisas apontam a
Geometria como um dos problemas de ensino e aprendizagem (ALMOULOUD,
2008).

Tradicionalmente, o curso de Geometria também é visto como o primeiro
momento em que os alunos tém oportunidade de encontrar um sistema
matematico de postulados, teoremas e definicbes e, por mais de um século, a
Geometria vem sendo considerada o curso ideal para os alunos aprenderem a
fazer provas e demonstracdes. (USKIN 1980 apud HERBST; MIYAKAWA, 2008,
p. 469). Mas, as demonstracbes em Matematica constituem uma tarefa
cognitivamente complexa (MONTORO, 2007), e € um dos temas mais dificeis
para os alunos aprenderem (HEINZE, 2004).

Ao relatar a situagéo do ensino de Geometria no Brasil, Aimouloud e Mello
(2000), afirmam que a Avaliagdo Nacional Basica (SAEB), de 1993 constatou que
apenas 3,1% dos alunos da 52 série e 5,9% dos alunos da 72 série conseguiram
acertar entre 50% e 100% das questdes propostas de Matematica; quanto ao
corpo docente destacam que “Até a oitava série, embora quase todos os

professores achem que a Geometria € importante para merecer um lugar em



42

todos o0s niveis do ensino, ndo ha concordancia quanto ao conteudo ou a
sequéncia do ensino da geometria.” (ALMOULOUD e MELLO, 2000, p. 2).

Como salientamos na revisdo da literatura, Balacheff (1988, apud
GRAVINA, 2001) categoriza as provas produzidas pelos alunos em dois grupos:
provas pragmaticas e provas intelectuais. Defende que, para que os alunos
entendam o significado de uma demonstracdo e sejam capazes de produzir uma
demonstracao, seja necessario que se garanta que passem por esses dois niveis.
O autor reconhece que “A elaboracdo de uma demonstragdo requer uma
organizacao e um status particular de conhecimentos, explicitados e aceitos por
uma comunidade, que ndo se autoriza mais a buscar onde quiser 0s argumentos
que utiliza. [...]” (BALACHEFF 1987, apud GRAVINA 2001, p. 66). Balacheff
defende que

A exigéncia de provas precisa, portanto, poder encontrar seu lugar
desde as praticas matematicas das primeiras classes, aceitando
que sejam reconhecidas como provas outras coisas que ndo as
demonstragbes no sentido estrito. Serd preciso levar em
consideragdo a natureza da racionalidade dos alunos e as
condicbes de sua evolugdo, mas também encarregar-se da
analise didatica dos critérios aceitos de prova que podem evoluir
no decorrer da escolaridade. (BALACHEFF, 1987, apud
CARLOVICH 2005, p. 49)

Portanto, o autor afirma que, tendo em conta o nivel de racionalidade dos
alunos, as atividades das provas empiricas podem ser aceitas no 3° Ciclo do
Ensino Primario (11-13 anos de idade) de Mogcambique. Mas que da 82 série em
adiante, ja se deveria exigir que os alunos nao se conformassem apenas com a
verificacdo experimental para estabelecer a validade dessas propriedades. Isto é,
dever-se-ia mostrar as limitacbes desse modo de validar as propriedades
geométricas e considerar as demonstragdes formais, como o Unico meio de
validar as conjecturas estabelecidas. Entdo, utilizando a tipologia de prova
proposta por Balacheff, pretendemos analisar, como sédo validadas as
propriedades dos tridngulos nos diferentes livros didaticos contemplados na

presente pesquisa.

O livro didatico é um elemento essencial nos processos de ensino e de
aprendizagem da Matematica. Os documentos oficiais recomendam seu uso e,

nossa experiéncia mostra a dependéncia que muitos professores tém dele ao dar
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suas aulas. Desse modo, acreditamos que, perceber se o0s autores consideram as
ideias discutidas pelos pesquisadores, pode ser uma das formas de observarmos
quais sao as qualidades e defeitos desse material, que é usado em escolas de
Mocambique.

2.2 Organizacao do curriculo

Nesta parte, passamos a apresentar de forma breve como esté estruturado

o sistema Nacional de Educacao de Mogcambique

Segundo a Lei 6/92 de 6 de maio de 1992 que reajusta a Lei 4/83 de 23 de
marco de 1983, o SISTEMA NACIONAL DE EDUCAGAO EM MOGCAMBIQUE em
seu Artigo 6 define que a Educacgao estrutura-se em ensino pré-escolar, ensino
escolar e ensino extraescolar. O ensino pré-escolar é frequentado por criangas

com idade inferior a 6 anos; o0 ensino escolar a partir dos 6 anos.

Segundo a mesma lei, em seu Artigo 8, o ensino escolar compreende:
Ensino Geral, Ensino Técnico-Profissional e Ensino Superior. Considerado o eixo
central do Sistema Nacional de Educagdo, o Ensino Geral compreende dois

niveis, nomeadamente, Primario e Secundario.

Ainda a mesma lei estabelece que o Ensino Geral seja frequentado, em
principio, a partir do ano letivo em que a crianga completa 6 anos de idade, sendo

criangas com essa idade matriculadas automaticamente na 12 classe (série).

O Ensino Primario prepara os alunos ao acesso ao ensino secundario,
compreende as sete primeiras classes (séries) e esta subdividido em dois graus:
(1) Primeiro grau, da 12 a 52 classes (séries); (2) Segundo grau, da 62 a 72 classes
(séries). (Artigo 11). A Reforma Curricular de 2004 subdivide o Ensino Primario
em trés ciclos, sendo: 1° Ciclo, da 12 a 22 séries; 2° Ciclo, da 32 a 52 séries e, 3°
Ciclo, da 62 a 72 séries.

Por sua vez, o Ensino Secundéario compreende cinco classes (séries) e,
segundo o Artigo 12 da Lei 6/92 em referéncia, subdivide-se em dois Ciclos: 1°
Ciclo, da 82 a 102 séries; 2° Ciclo, 112 e 122 classes (séries). Este nivel de ensino

€ visto como visando a consolidacdo, ampliacdo e aprofundamento dos



44

conhecimentos dos alunos nas Ciéncias Matematicas, Naturais e Sociais e nas

areas da Cultura, da Estética e da Educacao Fisica.

Por outro lado, o Ensino Técnico Profissional é visto como constituindo o
principal instrumento para a formacao profissional da forca de trabalho qualificado
necessaria para o desenvolvimento econdmico e social do pais e compreende

trés niveis: Elementar, Basico e Médio.

No que tange a formacdo de professores, a Lei 6/92 estipula que se

estruture em trés niveis, nomeadamente:

1. Nivel basico: realiza-se a formacao de professores do Ensino Primario
do 12 grau. As habilitacGes de ingresso neste nivel correspondem a 72

séries + 3 anos;

2. Nivel médio: realiza a formacao inicial de professores do Ensino Primario
e dos professores das praticas de especialidade do ensino Técnico-
profissional. As habilitagdes de ingresso neste nivel correspondem a 102
série de ensino geral ou equivalente, 102 + 2 anos.

3. Nivel superior: realiza a formacao dos professores para todos os niveis
do ensino. As habilitagdes para o ingresso neste nivel correspondem a

122 série do ensino secundario geral

Portanto, qualquer producdo didatica deve levar em consideragdo as

caracteristicas dos sujeitos professores em termos de sua formacao académica.

Com excecgao das escolas do Ensino Primario do 32 Ciclo (62 e 72 séries) e
o Ensino Secundario, bem como outros niveis e subsistemas da Educacdo. Em
Mogambique, as escolas do Ensino Primério do 12 e 22 Ciclos s&o de dois ou trés
turnos, conforme a demanda. Para as escolas de trés turnos, o Plano Curricular
do Ensino Basico (PCEB) prevé uma carga horaria de 4,5 horas por semana,
correspondendo a 6 aulas (tempos) de 45 minutos cada por semana na disciplina
de Matematica. Para as escolas com dois turnos o PCEB prevé uma carga horaria
para a disciplina de Matematica de oito aulas de 45 minutos cada por semana.
Para 32 ciclo (62 e 72 séries), o PCEB prevé uma carga horaria de seis aulas de
45 minutos cada e em nivel do Ensino Secundario Geral do 12 Ciclo (82, 92 e 102
séries) o Plano Curricular do Ensino Secundario Geral (PCESG) prevé cinco e



45

quatro aulas de 45 minutos cada para 8?2 série/classe e 92 e 10?2 séries/classes,
respectivamente (INDE e MEC, 2007, p. 69-70).

Quanto ao 2° Ciclo do Ensino Secundario, a carga horaria da disciplina de
Matematica varia entre trés e cinco aulas por semana de 45 minutos cada,
conforme a area de concentracao ligada ao curso superior a que se destina.

O calendario escolar em Mocambique compreende 178 dias Uteis,
equivalente a 37 semanas letivas. (Programas do Ensino Basico, 2003).

2.3 O ensino da Geometria em escolas mocambicanas (do Ensino
Primario e Secundario do 12 Ciclo) com enfoque nas
demonstracoes das propriedades dos triangulos

Os programas do Ensino Primario (12 a 72 série/classes) para o Ensino da
Matematica defendem que, na Educacdo Matematica, atualmente os
conhecimentos matematicos tomam pouco valor como resultados, mas mantém
seu valor, como modelo de desenvolvimento I6gico-formal. Valorizam o
desenvolvimento do raciocinio. Como consequéncia desse olhar, esses
programas enfatizam, o que chamam de jogos matematicos, bem como as
questbes sobre séries numéricas, numeros primos e, sobretudo, geometria
dedutiva. (PCEB, 1° Ciclo, 2003, p. 230; 3° Ciclo, 2003, p.376). Quanto a
perspectiva metodoldgica, os programas defendem que o aluno é o centro de todo
0 processo de ensino e aprendizagem, é o objeto que se pretende transformar.

No que diz respeito a introducdo do ensino e aprendizagem da
demonstracdo em Geometria, 0s programas em vigor assinalam seu inicio no final
do 3° Ciclo do Ensino Primario, especificamente, na 72 série/classe, sendo o
teorema sobre a soma das medidas dos angulos internos de um tridngulo o
primeiro objeto de demonstracdo. Depois segue a identificacdo do angulo externo
em um triangulo, como o0 suplemento ao angulo interno adjacente a ele; a
verificacdo de que em um tridngulo is6sceles a altura, a mediana e a bissetriz sao

coincidentes; a verificacdo de que em um triangulo isésceles os angulos da base
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sdo congruentes (o documento usa o termo iguais), bem como a verificacdo de

que em um triangulo equilatero, os trés angulos sao congruentes.

Portanto, verificamos que, no final do terceiro ciclo do ensino primario,
prevé-se que o aluno comece a ver as primeiras demonstracées de propriedades
e teoremas envolvendo tridngulos, mas os programas nao especificam como
essas propriedades e teoremas deverdo ser abordados nesse nivel de
escolaridade.

Ja no 12 Ciclo do ensino secundario — 82, 92 e 102 séries (classes) —, no
prosseguimento ao estudo da Geometria plana e, particularmente, a Geometria
dedutiva com enfoque nas propriedades dos triangulos, os programas prevéem
que, na 82 série/classe, entre outros tépicos da Geometria, os alunos vejam a
congruéncia de figuras geométricas; os critérios de congruéncia de triangulos; o
Teorema de Pitagoras e a respectiva demonstracdo via gravura; aplicacdo do
Teorema de Pitagoras; aplicacdo dos critérios de congruéncia de triangulos na
resolucao de problemas. Mas nao se faz nenhuma referéncia metodol6gica sobre
como os critérios de congruéncia de triangulos deverao ser abordados.

e Na 92 série /classe, na Geometria plana, prevé-se entre outros assuntos:
o teorema sobre os angulos internos de um quadrilatero e sua aplicacao;
as propriedades dos trapézios, paralelogramo, retangulo, losango e
quadrado; as homotetias: ampliacdo e redugdo de figuras planas
(triangulo, retangulo, quadrado); o conceito de semelhanca de tridngulos;
os critérios de semelhanca de tridngulos; o teorema de perimetro e
areas; o Teorema de Thales e sua aplicacdo; os casos de semelhanca
de tridngulos retangulos; demonstracdo do Teorema de Pitdgoras pela
semelhanca de tridngulos; relacbes métricas em triangulo retangulo.
Para além do Teorema de Pitagoras que, desta feita, sera demonstrado
recorrendo-se a semelhanca dos triangulos, para os restantes teoremas
0 programa orienta que o professor envolva os alunos no processo
experimental por medicdo e, em seguida, se institucionalize, com base
nessas experimentacées o teorema ou propriedade, seguida de alguns

exercicios de aplicacao.
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Como destacamos ao longo da apresentacao das propostas dos conteudos
relacionados com a prova e demonstragcdo das propriedades de tridngulos a
serem ensinados em escolas de Mogambique, ndo ha propostas claras nem aos
autores de livros didaticos, nem aos professores, de como as demonstracoes
deverao ser apresentadas ou feitas e muito menos, ha alguma discussao sobre 0
lugar que a argumentacdo, prova e demonstracdo devem ocupar na grade da

Matematica escolar.

Os programas em referéncia contrastam com as principais correntes da
Educacdo Matematica que clamam pela valorizacdo do papel das provas e
demonstracées em prol da formagdo multifacetada do aluno. Também fazendo
algum paralelismo com os parametros curriculares de alguns paises, notamos que
os documentos da Educacao de Mocambique quase nao tém nada de especial
quanto ao ensino e aprendizagem da Geometria. Por exemplo, notamos que, no
Brasil, os Parametros Curriculares Nacionais (Brasil, 1998) trazem algumas
recomendacgdes claras sobre como deve ser 0 ensino da Geometria nos diversos
ciclos de Ensino: tornam claro que, até certo nivel, deve-se mostrar ao aluno a
limitacdo da verificacdo experimental para a validacdo de propriedades
geomeétricas e a necessidade de considerar as demonstracées, como o Unico que
garante a validacdo de propriedades geométricas, embora as atividades de
natureza exploratéria envolvendo experimentacées sejam importantes em

Geometria, apenas para o levantamento de conjecturas.

Ao longo de sua histéria, a Matematica tem convivido com a
reflexdo de natureza filoséfica, em suas vertentes da
epistemologia e da l6gica. Quando se reflete, hoje, sobre a
natureza da validagdo do conhecimento matematico, reconhece-
se que, na comunidade cientifica, a demonstragdo formal tem sido
aceita como a unica forma de validagdo dos seus resultados.
(BRASIL, 1998, p. 26).

E o documento continua afirmando que:

Nesse sentido, a Matematica ndo € uma ciéncia empirica.
Nenhuma verificacdo experimental ou medicao feita em objetos
fisicos podera, por exemplo, validar matematicamente o teorema
de Pitdgoras ou o teorema relativo a soma dos angulos de um
triangulo. (BRASIL, 1998, p. 26).
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Portanto, percebemos que os programas de ensino de Matematica em
Mogambique ainda ndo contemplam essas reflexdes tdo necessarias quanto o

préprio processo de ensino e aprendizagem.

2.4 Descricao do problema, questao da pesquisa e objetivos do
trabalho

O papel e a importdncia atribuida a prova e demonstracdo sao
evidenciados por inimeras pesquisas, congressos, conferéncias internacionais e
edicdes especiais de revistas especializadas apenas abordando esse tema.
Hanna (2000) na introducdo de seu artigo “Proof, explanation and exploration: an
over view” destaca que tem havido um aumento de artigos sobre o ensino e
aprendizagem da prova entre 1990 e 1999. As principais revistas de Educacéao
Matematica publicaram mais de uma centena de trabalhos de investigacdo sobre
o tema, o que, segundo a autora, é indicio de que a prova e a demonstracao sao
certamente uma questao pertinente a Educacao Matematica.

A autora afirma que uma das razbées € com a prépria natureza da prova,
destacando que isso ndao € uma surpresa, visto que certas evolucoes, tanto das
Matematicas como em Educacdo Matematica tem questionado o papel da prova.
Hanna (2000) afirma categoricamente que a prova como atividade matematica
continua a merecer um lugar de destaque no curriculo da Matematica, “uma das
nossas tarefas fundamentais como educadores matematicos, porém, é
compreender o papel da prova no ambito do ensino, para que possamos melhorar
a sua utilizacdo em sala de aula” (HANNA, 2000, p. 5, traducédo nossa).

Em seu artigo “The proving process in mathematics classroom: method and
results of a video study”, Heinze (2004) concorda com a ideia de Hanna (2000),
ao afirmar que raciocinio, prova e argumentacédo na sala de aula de Matematica é
uma questao importante de pesquisa na Educacao Matematica. Segundo o autor,
nos ultimos anos, observa-se um crescente numero de investigacdo empirica
sobre o tema. Além disso, raciocinio e argumentacdo em Matematica foram

incorporados aos estudos comparativos internacionais como TIMSS e PISA (cf.
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BAUMERT et al., 1997; DEUTSCHES PISA-KONSORTIUM, 2001). Mas, o autor
salienta que a demonstragdo em Matematica é um dos temas mais dificeis aos
alunos para aprender. Pesquisas mostram que a opinido dos préprios alunos
sobre demonstracdes e suas habilidades para provar sdo significativamente
influenciadas pela especificidade da salas de aula de Matematica.

Em sua pesquisa de mestrado, Mello (1999) afirma que um dos problemas
que favorece o fraco desempenho de alguns alunos em conceitos e habilidades
geométricas sao as escolhas didaticas de seus professores quando ensinam
Geometria.

Livros escolares, como recurso importante no suporte ao ensino e
aprendizagem em muitos paises, tém recebido crescente atencao da comunidade
internacional de educacao nas ultimas décadas. Na Educacao Matemética, esse
interesse comecgou a destacar-se mais a partir de 2004 quando, no 10° Congresso
Internacional de Educacao Matematica (ICME — 10) organizou-se um grupo de
discussao especificamente centrado nos livros didaticos (DG10) com analise de
livros e outro material didatico de cerca de 50 paises. (FAN; ZHU, 2007, p. 61-75).
Os autores salientam que varias pesquisas vém revelando que a forma de ensinar
adotada pelos professores em salas de aula e aquilo que esta incorporado nos

livros usados em suas turmas sao similares.

Os documentos oficiais da Educacao em Mocambique, tais como o Plano
Curricular do Ensino Secundario Geral (INDE e MEC, 2007), afirmam que, no
nivel do Ensino Secundario Geral (ESG), verifica-se fraca articulagéo horizontal e
vertical entre os programas e as disciplinas; que a aprendizagem € baseada,
fundamentalmente, na memorizagdo de conceitos, férmulas e procedimentos.
Ainda o documento observa que a compreensdo dos conceitos e o
desenvolvimento de competéncias por meio da observacdo, visualizacao,
experimentacao, deducao e generalizacao parecem nao fazer parte da pratica do
dia a dia na sala na aula (INDE e MEC, 2007, p. 5-6). O documento também
salienta que as pesquisas realizadas no ambito das reformas curriculares em
curso em Mogambique, desde 2004, mostram que existem problemas na
disciplina de Matematica, por exemplo, em Geometria. Mas néo especificam quais

sdo os tipos de problemas; no entanto, acreditamos que um deles pode ser que a
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observacgao, a visualizacao, a experimentacdo, a deducao e a generalizacao nao
fazem parte da préatica do dia a dia em sala de aula e, na Geometria, atividades

de natureza exploratoria, ndo sdo devidamente exploradas.

Tendo em conta que alguns resultados de pesquisa mostram que alunos
tém dificuldades para lidar com provas matematicas e algumas analises
estatisticas mostram que as competéncias dos alunos em construir a prova sao
substancialmente influenciadas por fatores de aula (HEINZE, 2004); ainda tendo
presente que o livro didatico exerce forte influéncia na pratica de ensino e
aprendizagem, como fonte de referéncia e validacao do saber a ser ensinado
(BRASIL, 1998; FAN, ZHU, 2007), propusemos fazer uma pesquisa em torno da
seguinte questdo que consideramos ter espaco dentro do ambito da Educacgéo
Matematica:

Como os livros didaticos em uso nas escolas (de Mogcambique) apresentam
a organizacdo matematica e didatica do objeto triangulo com enfoque na prova e

demonstracao?

Acreditamos que lancar mao da compreensdo da estrutura didatica e
matematica dos livros didaticos, em uso nas escolas mogambicanas, pode ser util
para a analise e compreensao dos fendbmenos de ensino e aprendizagem que
dependem muito dos livros didaticos, particularmente, nos casos em que o livro
didatico é visto como depositario de toda a verdade cientifica a ser consumida
pelos principais atores do processo de ensino e aprendizagem — o professor € o

aluno.

Assim, propusemos como objetivos para o presente trabalho:

1. Analisar como os autores dos livros didaticos de Matematica da 62 a 82
séries/classes tratam os “triangulos”, quanto a demonstracdo de
algumas de suas propriedades, bem como a relagdao de congruéncia de
triangulos;

2. Analisar a organizacdo matematica que é proposta para o estudo de

algumas propriedades de triangulos.
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2.5 Justificativa de escolha e sua relevancia

Escolhemos “tridngulo”, como objeto de estudo por acreditarmos que os
“tridngulos” possuem muitas propriedades passiveis de ser objeto de atividades
exploratérias e investigativas que podem levar a formulacdo de conjecturas que,
posteriormente, poderdao ser objeto de demonstracdo. Além disso, os casos de
congruéncia de triangulos tém muita aplicagcdo na validacao de propriedades
envolvendo quadrilateros, poligonos regulares, bem como no estabelecimento de

algumas das propriedades da trigopnometria no triangulo.

Recorremos ao livro didatico, como fonte de pesquisa porque, como
salientamos baseados nas reflexdes que fizemos resultantes da literatura, o livro
didatico exerce forte influéncia na atuagdo do professor em sala de aula e, como
afirma Leinhardt (1994, apud MATEUS 2007), o livro é amigo das ideias, é um

andaime para professor e alunos. E afirma:

Se livros sdo limitados € com um pouco mais que algumas
colecdes de exercicios e entremeados com algumas figurinhas,
entdo tais livros deveriam ser redesenhados e expandidos. Se um
livro é limitado, entdo alunos e professores deveriam ser
encorajados a usar varios livros ao mesmo tempo. (LEINHARDT
1994 apud MATEUS 2007, p. 41).

Neste trabalho, partimos da ideia de que a forma como os livros didaticos
apresentam e/ou representam os objetos de estudo tem uma grande influéncia na
maneira, como 0s professores ensinam e o que exigem de seus alunos. Desse
modo, a hipétese do nosso trabalho foi a seguinte: os livros didaticos, atualmente
em uso, ndo diferenciam prova como processo, de prova como produto, isto €,

nao ha diferenciagdo entre demonstragéo e prova.

2.6 Metodologia e Procedimentos de Pesquisa

Com vista a estudarmos a problematica do ensino da prova e
demonstracdo em Mocambique, utilizamos como procedimento metodoldgico,
para a coleta de dados, a pesquisa documental.
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Segundo Fiorentini e Lorenzato (2006), a Pesquisa Documental ou
Pesquisa Bibliografica ou Historico-Bibliografica é aquela que se faz basicamente
sobre a documentacdo escrita. Para esses autores, os documentos escritos
apresentam-se estaveis no tempo, sao ricos em fontes de informacao e incluem
nessa categoria: filmes, fotografias, livros, propostas curriculares, provas (testes),
cadernos de alunos, autobiografias, revistas, jornais, pareceres, [...], listas de
conteudo de ensino, planejamentos, dissertagdes ou teses académicas, entre
outros.

Para Marconi e Lakatos (1990), a pesquisa bibliografica tem como
finalidade colocar o pesquisador em contato direto com tudo que foi escrito, dito
ou filmado sobre determinado assunto, inclusive, conferéncias seguidas de

debates transcritos por alguma forma, quer publicadas, quer gravadas.

Ja para Manzo (1971 apud MARCONI e LAKATOS, 1990, p. 66), a
bibliografia pertinente “oferece meios para definir, resolver, ndo somente
problemas ja conhecidos, como também explorar novas areas onde os problemas
nao se cristalizaram suficientemente” permitindo ao cientista o reforgo paralelo na

analise de suas pesquisas ou manipulacdo de suas informagdes.

Ainda segundo Marconi e Lakatos (1990, p. 66) “[...] a pesquisa
bibliografica ndo é mera repeticdo do que ja foi dito ou escrito sobre certo
assunto, mas propicia 0 exame de um tema sob novo enfoque ou abordagem,

chegando a conclusdes inovadoras.”
Para nosso estudo, a fonte de pesquisa € o livro didatico de Matematica.

Chervel (1990, apud VALENTE, 2007) no artigo Historia das Disciplinas
Escolares: reflexbes sobre um campo de pesquisa, destaca a importancia dos
livros didaticos como fontes de pesquisa. Segundo o autor, em dado periodo
temporal, para o ensino de uma disciplina, todos os livros didaticos “dizem a
mesma coisa, ou quase isso”, resultando no que o autor chamou de fenémeno de
vulgata. Para o autor, o fenbmeno de vulgata escolar manifesta-se pela forma
como os livros e edicbes didaticas sdo concebidos: os conceitos ensinados, a
terminologia adotada, a organizacao da sequéncia de ensino e dos capitulos, o
conjunto de exemplos fundamentais utilizados, o tipo de exercicios incorporados
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nos livros sao praticamente idénticos ou quase os mesmos, apresentando pouca
variagcdo. Essas variagdes justificam as diferencas entre autores ou edicdes.
Afirma que “A similaridade entre essas producdes é tao grande que o tema do
plagio € comum entre os textos didaticos”. (CHERVEL 1990, apud VALENTE,
2007, p. 42).

Assim, para nossa pesquisa analisamos um livro da 62 classe (o
equivalente a 62 série no Brasil) de Matematica que se usou por muito tempo em
Mocambique, desde os meados de 1986 até 2004; analisamos um livro de 72
série/classe em vigor desde 2005; trés livros da 82 série/classe (sendo dois da
década 1990 até os anos 2000 e outro com edicao datada de 2007).

A andlise dos livros baseia-se (1) na nog¢ao de praxeologia de Chevallard
(1999), (2) nas nocgdes de registro de representacdo semidtica de Duval e (3) na
classificacdo de provas proposta por Balacheff (1998). Com base em nosso
referencial tedrico, realizamos um levantamento da forma como os autores dos
livros didaticos abordam o objeto matematico “triangulo”, com enfoque na
demonstracao de algumas de suas principais propriedades, bem como a relagéo
de congruéncia de triangulos. Fizemos o levantamento das principais atividades
de prova e demonstracdes propostas nos materiais de ensino aos alunos sob a
Otica da Teoria Antropologica do Didatico.

2.7 Referencial Teodrico

Nosso estudo fundamenta-se nos trabalhos de Nicolas Balacheff sobre
processos de validacdo de provas, Raymond Duval sobre os registros de
representagdes semidticas e Yves Chevallard sobre a organizagdo praxeologica.

Usamos as ideias de Balacheff para analisar o processo de validacao das
provas constantes dos livros didaticos contemplados na presente pesquisa. As
ideias de Duval vao nos subsidiar na analise dos registros de representacao
semidtica utilizados pelos autores dos livros didaticos, para apresentar as
propriedades dos triangulos, as ideias de Chevallard servirdo para analisar as
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praxeologias didaticas e matematicas nos livros selecionados para o presente

estudo.

Desse modo, passamos a apresentar as principais ideias que nortearam o

presente estudo a luz dos trés autores.

2.7.1 Balacheff e os tipos de provas

Balacheff (1982 apud GOUVEA, 1998) interessou-se pela problematica da
“prova” e pelo significado da “demonstragdo”, como meio de validacdo das ideias

matematicas, e preocupou-se com o significado dos termos argumentacio,

explicagdo, prova e demonstragcdo. Neste autor buscamos o significado desses

termos em nossa pesquisa.

Assim, de acordo com Balacheff, entenderemos por:

Argumentacdo, qualquer discurso destinado a obter o
consentimento do interlocutor sobre uma afirmacao;

Explicacao, uma argumentacdo em que 0 consentimento se
busca a partir da explicitacdo da racionalidade da afirmacao, e
nao através de outros tipos de argumentacao;

As provas sao explicagbes em que a explicitagdo da veracidade
de uma assercao se realiza sob regras ou normas acordadas por
uma comunidade determinada em um momento dado. Na
comunidade matematica, essas normas estabelecem a
apresentacdo de uma sucessdo de enunciados, cada uma das
quais é uma definigdo, um axioma, um teorema prévio ou um
elemento derivado mediante regras pré-estabelecidas de
enunciados que Ihe precedem. Nesse caso as provas recebem o
nome de demonstracdo. (BALACHEFF 1987, apud MONTORO,
2005, p. 2).

Segundo Carlovich (2005)

Chama-se demonstracdo uma prova que s6 pode ser aceita no
seio da comunidade matematica. Ela é uma sequencia de
enunciados organizada segundo regras determinadas. Um
enunciado é considerado como verdadeiro, ou é deduzido
daqueles que o precedem com a ajuda de uma regra de deducao
tomada em um conjunto de regras bem definido. (BALACHEFF,
1987, apud CARLOVICH, 2005, p. 13, grifo na fonte).
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Almouloud (2007a) também se apoia em Balacheff para distinguir
explicacao, prova e demonstracao. A explicacao situa-se no nivel do sujeito e visa

comunicar ao outro o carater de verdade de um enunciado matematico.

[...] A explicagdo, reconhecida como convincente por uma
comunidade, adquire um estatuto social, constituindo-se uma
prova para esta comunidade, seja a proposicao “verdadeira” ou
ndo. Quando a prova se refere a um enunciado matematico,
Balacheff a chama, somente neste caso, de demonstracao.

— As provas sao explicagdes aceitas por outros num determinado
momento, podendo ter estatuto de prova para determinado
grupo social, mas para outro ndo. As demonstragbes sao
provas particulares com as seguintes caracteristicas:

— Sao as Unicas aceitas pelos matematicos

— Respeitam certas regras: alguns enunciados sdo considerados
verdadeiros (axiomas), outros sdo deduzidos destes ou de
outros anteriormente demonstrados a partir de regras tomadas
num conjunto de regras l6gicas

— Trabalham sobre objetos matematicos com um estatuto teérico,
nao pertencentes ao mundo sensivel, embora a ele fagam
referéncia. (ALMOULOUD, 20073, p. 3).

Ainda segundo Balacheff (1988, apud GRAVINA, 2001), as provas
produzidas pelos alunos podem ser subdivididas em duas categorias: provas
pragmaticas e provas intelectuais. As pragmaticas apoiam-se em conhecimentos
praticos, valendo-se dos recursos de acao, por exemplo, desenhos, observacao
de figuras; e as provas intelectuais sao as que se compdem de argumentos que
implicam propriedades e relagdes entre propriedades, sua comunicacdo esta

caracterizada pela linguagem matematica.

O autor identifica quatro niveis de validagdo, sendo os trés primeiros
(empirismo ingénuo, experiéncia crucial e exemplo genérico) enquadrados nas
provas pragmaticas e o quarto nivel (experiéncia mental) na categoria de provas

intelectuais.

O empirismo ingénuo (empirisme naif): consiste na verificacdo de alguns
poucos casos, sem questionamento de sua particularidade, para a validacdo de
uma propriedade. E considerado o primeiro passo no processo de generalizacdo
e, resiste ao longo do processo do desenvolvimento do pensamento geométrico.
Segundo as circunstancias em que as categorias de prova foram propostas,
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No empirismo ingénuo, os alunos determinam experimentalmente
que o numero de diagonais de um certo pentagono € 5; modificam
a forma do pentagono e conferem novamente a constatagéo
inicial; dai concluem peremptoriamente que um hexagono tem 6
diagonais. (BALACHEFF, 1988, apud GRAVINA, 2001, p. 66).

Experiéncia crucial (expérience cruciale): trata-se de um processo de
validacdo de uma proposicao depois de se verificar um caso especial, geralmente,
nao familiar, quer dizer, é aquela na qual se usa um exemplo cuidadosamente
selecionado por quem argumenta, tomando como representante da classe de
objetos. Este procedimento de validacdo surge de uma atividade em que
explicitamente é apresentado um problema de generalizacao.

Na experiéncia crucial os alunos fazem experiéncia com um
poligono de muitos vértices (uma imensa figura), buscando
depreender generalizagdo empirica, buscando a validagdo em
outros casos particulares. (BALACHEFF, 1988, apud GRAVINA,
2001, p. 66)

Exemplo genérico (exemple générique): trata-se de um processo de
validacéo de uma propriedade, apds a manipulacao de alguns exemplos de modo
a deixa-los com uma caracteristica que representa uma classe de objetos; € um
procedimento de validacdo mediante operacdes ou transformacdes sobre um
exemplo. O objetivo é explicitar as razées que validem a propriedade.

No exemplo genérico os alunos utilizam o caso particular do
hexdgono para explicagdo, mas desprendem-se de
particularidades, o que da indicios de pensamento dedutivo: “num
poligono com 6 vértices, em cada vértice temos 3 diagonais.
Assim sao 18 diagonais; mas como uma diagonal une dois pontos,
0 numero de diagonais € 9. O mesmo acontece com 7 vértices, 8,
9...” (BALACHEFF, 1988 apud GRAVINA, 2001, p. 66).

Experiéncia mental (expérience mentale): trata-se de um processo de
validagcdo em que é feita uma construcao cognitiva mais complexa, nao fazendo
uso de casos particulares, quer dizer, consideram-se exemplos que nao sao
tomados, como elementos de conviccdo sendao para ajudar a organizar a

justificacdo ou como suporte de argumentagao.
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E finalmente, na experiéncia mental os alunos se desprendem do
caso particular o que transparece na argumentagdo: “em cada
vértice 0 nUmero de diagonais é o numero de vértices menos 0s
dois vértices vizinhos; é preciso multiplicar isto que encontramos
pelo numero de vértices, porque em cada vértice parte 0 mesmo
numero de diagonais. Mas estamos contando cada diagonal duas
vezes; 0 numero de diagonais que procuramos se encontra
dividindo por 2 e obtemos uma vez cada diagonal”. (BALACHEFF
1987 apud GRAVINA 2001, p. 66).

Para Balacheff (1998 apud GRAVINA, 2001), o nivel de experiéncia mental
marca a transicdo entre a prova pragmatica e a prova intelectual. E no nivel de
experiéncia mental que as acgbes interiorizadas confluem-se a generalizacao,
livres de concretizagdes particulares, em génesis cognitivo da demonstracdo. O
nivel exemplo genérico é intermediario: ora na categoria de prova pragmatica, ora
na categoria de prova intelectual, conforme a natureza efetiva da agcao sobre o
exemplo ou dependendo da concretizagdo feita. A passagem das provas
pragmaticas para as intelectuais é marcada por uma evolucdo dos meios de
linguagem, e o autor defende que, para que os alunos possam entender o
significado de uma demonstracdo e serem capazes de produzir uma

demonstracao, € preciso passar por esses niveis.

Montoro (2007) considera dois tipos de provas intelectuais: a experiéncia
mental e a deducao formal e, nesta Ultima, a justificacdo baseia-se em
operacdes mentais sem recorrer necessariamente a exemplos especificos, fazem-
se inferéncias na base dos conhecimentos de propriedades e definicoes,
realizam-se operacdes sintaticas com 0s enunciados que permitem transcender
ao exemplo. (SINERIZ; FERRARIS, 2005 apud MONTORO, 2007).

Ao usar as ideias de Balacheff a respeito do tipo de provas e a forma de
validacdo das propriedades geométricas, pretendemos estudar como os autores
abordam as propriedades relativas a tridngulos por meio da organizacao
praxeoldgica, segundo Chevallard (1999), ou seja, pretendemos estudar:

1. A forma como as propriedades sao validadas;

2. As fungdes (principais) da prova que as atividades propostas pelos

autores de cada livro preenchem; e
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3. O tipo das provas (segundo a tipologia de Balacheff) presentes no
estudo das propriedades dos tridngulos e na relacao de congruéncia de
triangulos.

2.7.2 Registros de Representacoes Semiodticas

A Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica fornece-nos o quadro
teérico para a compreensdo do papel das representacées semibticas no
desenvolvimento cognitivo e a origem das dificuldades enfrentadas pelos alunos
no processo de ensino e aprendizagem da Matematica. Duval (2003 apud
MATEUS, 2007) identifica os fen6menos intrinsecos aos registros de

representacdo e sua influéncia na aprendizagem. Para o autor,

um modelo pertinente para explicar as condigdes de aquisicdo
dos conhecimentos matematicos por alunos deve estar
prioritariamente  centrado nas condigbes cognitivas de
compreensao, isto é, nas condi¢cdes especificas aos objetos
matematicos. Desse ponto de vista, as representacdes semibticas
ou mais exatamente, a diversidade dos registros de representacao
semiobtica, tém um papel central na compreensao. (DUVAL, 2003,
apud MATEUS 2007, p. 46).

Segundo esta teoria, a aprendizagem de um conceito matematico e,
consequentemente a compreensao em Matematica, supdéem a coordenacao de
pelo menos dois registros de representacdo. Para Duval (2008), a diferenciacao
entre objeto matemético e a representacao que se faz dele é de suma importancia
para o funcionamento cognitivo no intuito de possibilitar ao aluno compreender,
efetuar e controlar, ele proprio, a diversidade dos processos matematicos que
lhes sdo propostos em situacdo de ensino. “A originalidade da atividade
matematica esta na mobilizacdo simultdnea de ao menos dois registros de
representacdo ao mesmo tempo, ou na possibilidade de trocar a todo o momento
de registro de representacao”. (DUVAL, 2008, p. 14).

Mas o que é um “registro de representacao”?

O autor define um registro de representacao semidtica, como um sistema

semiobtico que permite trés atividades cognitivas:
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1) A identificacdo de uma representacao;

2) A transformacao em um mesmo sistema de representacao (tratamento),

e

3) A transformacao de um tipo de representagcdo em outro (conversao)

Segundo Jesus (2008, p. 29), “Uma figura, um enunciado em lingua
materna, uma férmula algébrica ou uma representacao grafica, por exemplo, sao

representacoes semiodticas em registros semibticos diferentes”.

Em primeiro lugar, constituir um traco ou um conjunto de vestigios
perceptiveis que sejam identificiveis como uma representacao de
algo num sistema determinado. Em seguida fransformar as
representagdes pelas Unicas regras préprias ao sistema, de
maneira a obter outras representagdes que podem constituir uma
correspondéncia de conhecimentos em relagao as representacoes
iniciais. Por ultimo, converter as representacées produzidas num
sistema de representagdes para outro sistema, de tal maneira que
este Ultimo permita esclarecer outros significados relativos ao que
€ representado. Nao sdo todos os sistemas semibticos que
permitem estas trés atividades cognitivas fundamentais [...] Mas
as linguas naturais, as linguas simbdlicas, as representacdes
graficas, as figuras geométricas, etc. permitem-nos. Falamos
entdo de registro de representagdo semiotica. (DUVAL 1995 apud
JESUS, 2008, p. 29)

Para Duval (2004), a compreensdo do educando de uma determinada
situacao-problema ou um determinado conhecimento requer dois momentos:
semiosis e noesis, que sempre estdo interligados, sendo: semiosis, a
representacao realizada por meio de signos, e noesis, a aquisicdo conceitual de

um objeto.

Para o autor, o sujeito s6 se apropria de um determinado objeto
matematico se recorrer a nocdo de representacdo, uma vez que a Matematica
trabalha com objetos abstratos, “os numeros, as funcdes, as retas etc., séo
objetos matematicos; as escritas decimais ou fracionarias, os simbolos, os

graficos etc., sdo algumas de suas representacdes”. (DUVAL, 2004, p. 14).

Duval (2008, p. 15) defende que, para que um conhecimento ou um saber
matematico possa ser colocado em funcionamento, € preciso que o aprendiz

apreenda-o nao apenas com um registro, mas com, pelo menos, dois registros de
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representacado e que saiba coordenar esses registros. Salienta que existem dois
tipos de transformacgdes de representagdes semidticas radicalmente diferentes —

os tratamentos e as conversoes.

a natureza do registro semiodtico impde uma selegao entre
elementos significativos [...] de conteldo conceitual representado.
Isso quer dizer que toda a representacao € cognitivamente parcial
em relagdo com o que ela representa e que as representagoes de
registros diferentes ndo apresentam os mesmos aspectos de um
mesmo conteludo conceitual. Assim, as figuras, e de maneira mais
geral todas as representacdes analogas, nao podem representar
mais que estados, configuragdes ou produtos de operagdes, e ndao
acoes ou transformagdes. (Bresson 1987, apud DUVAL 2004, p.
69).

Transformacado de uma representacdo semidtica em outra representacao

semiobtica

Permanecendo no mesmo sistema: Mudando de sistema, mas conservando a

Tratamento

referéncia aos mesmos objetos: Conversao

Quase sempre, é este tipo de informacgao
que chama a atengdo porque ele
corresponde a  procedimentos  de
justificacéo.

De um ponto de vista “pedagdgico”, tenta-
se algumas vezes procurar o melhor
registro de representacdo a ser utilizado

Este tipo de transformagédo enfrenta os
fendmenos de nao-congruéncia. Isso se
traduz pelo fato de os alunos néo
reconhecerem o mesmo objeto através de
duas representagoes.

A capacidade de converter implica a
coordenacdo de registros mobilizados. Os

para que os alunos possam compreender. fatores de ndo-congruéncia mudam
conforme os tipos de registro entre os quais
a conversao é, ou deve ser efetuada.

Figura 2-. Transformacédo de uma representagéo semiética
Fonte: Duval (2008, p. 15).

Os tratamentos sao transformacgdes de representacdes dentro do mesmo
registro, por exemplo, efetuar um célculo sem mudar do sistema de numeracao,
completar uma figura, de acordo com critérios de conexidade e de simetria e
conversbes sao transformacdes de representacdes que consistem na mudanca
de registro conservando os mesmos objetos, por exemplo, a passagem da
descricao “um quadrilatero convexo com os lados opostos paralelos” para sua

representacao “figural”.



61

O autor enfatiza que a articulacao dos registros constitui uma condicao de
acesso a compreensdao em Matematica e ndo o “enclausuramento” em cada
registro. A compreensdao em Matematica implica a capacidade de mudar de
registro, pois nao se deve confundir nunca um objeto e sua representagao.

O autor distingue quatro tipos de registros de representacao: dois relativos
a representacao discursiva: a lingua natural e os sistemas de escritas (registro
numeérico, registro simbdlico e registro algébrico); e dois relativos a representacao

nao discursiva: registro figural e registro gréfico.

Exemplo de uma representacéo de um teorema de geometria plana em trés

registros de representacéo.

Registro discursivo Em todo tridngulo isésceles, os angulos da base sao congruentes

Registro simbélico AABC. AB=AC = B=C

Registro figural

B

Figura 3- Representagdo de um teorema em trés registros de representacao
Fonte: Adaptacao do préprio autor

NG6s acreditamos que uma apresentacéo de diferentes registros, conforme
a Figura 3, seja muito importante para que o aluno comece a perceber a
necessidade de uma coordenacgao de registros para um raciocinio geométrico.

Para Almouloud:

Falar de registros € colocar em jogo o problema da aprendizagem
e dar ao professor um meio que podera ajuda-lo a tornar mais
acessiveis a compreensdao da matematica. A nogao de registro
permite salientar a importdncia da mudanga de registro e
considerar a necessidade de uma coordenacao de registros. Uma
mudanga de registros tem vantagens do ponto de vista do
tratamento, podendo facilitar a compreensdo ou a descoberta.
(ALMOULOUD, 2007b, p. 72)
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Portanto, o aluno precisa reconhecer um objeto matematico por meio de
multiplas representacdes semibticas, para que consiga transferir ou modificar
formulacées ou representagdes de informacdes durante a resolucdo de um
problema, o que pode permitir evitar identificar objetos matematicos pelos
conteudos de certas representacées. Segundo Duval:

Esta situacdo se faz em fungdo das possibilidades e das
dificuldades semibticas de cada registro. Uma linguagem nao
oferece as mesmas possibilidades de representacdo de uma
figura ou diagrama. Isso quer dizer que toda a representacdo é
cognitivamente parcial em relacdo ao que ela representa.
(DUVAL, 1993 apud JESUS, 2008, p. 31)

Para o autor, na aprendizagem da Matematica, o grau de dificuldades
varia, conforme a natureza dos registros: nos tratamentos, dificuldades mais
sérias observam-se nos registros plurifuncionais, como as demonstracbées em
Geometria feitas em lingua natural e a utilizacdo heuristica de figuras; na
conversdo, quando ha necessidade ou nao de passagens entre registro

monofuncional e registro plurifuncional.

Duval (2008) defende que a construcdo de sequéncias didaticas deve
depender da natureza dos fendmenos que se deseja estudar. Assim, se o0 objetivo
for a articulagcdo entre dois registros relativos a representagcdo de um objeto
matematico, é preciso respeitar duas condi¢des: primeiro, a sequéncia deve ser
constituida de uma série de tarefas a respeito dos dois sentidos da conversao;
segundo, para cada sentido da conversido, devem existir tarefas que comportem

casos de congruéncia e casos mais ou menos complexos.

Se o0 objetivo é acentuar a compreensdo de uma nogao
matematica, pode ser importante que tais sequencias sejam
constituidas por dois ou trés pares de registros: de um lado, um
par compreendendo um registro multifuncional e um registro
monofuncional; de outro lado, um par compreendendo dois
registros monofuncionais (DUVAL, 2008, p. 27).

Quando as conversdes sao feitas nos dois sentidos, depreende-se que
existe maior possibilidade de mobilizar os conhecimentos dos alunos com vista a

aquisicao de um conceito. O autor destaca:
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Ha uma pluralidade de registros de representagdo de um mesmo
objeto, e a articulagdo desses diferentes registros € condi¢cao para

a

compreensao, embora varias abordagens didaticas nao levem

em conta esse fato. E enganosa a ideia de que todos os registros
de representacao de um mesmo objeto tenham igual contelddo ou
que se deixem perceber uns nos outros (Duval, 2008, p. 31).

Almouloud (2007b) chama a atencdo sobre a operacdo “conversao”,

destacando alguns asp

1-

Por exemplo,
apresentamos no quad
em que os alunos dem

saber identificar o que

ectos que devem merecer consideracao, a saber:

Toda conversdo tem sentido a ser considerado. Efetuar a
conversdo em um sentido ndo significa que seja possivel
efetud-la no sentido inverso. Por isso, € necessario sempre
indicar qual o registro de partida e o de chegada; caso
contrario, havera risco de abuso de linguagem ou desvio
conceitual.

Nao se deve confundir o conteldo da representacdo com o
objeto representado, embora o registro permita revelar
propriedades do objeto. Converter é, entdo, mudar o contetdo
e nao somente a forma (ALMOULOUD, 2007b, p. 73)

achamos pertinente que as atividades como a que
ro 1 sejam necessarias aos alunos para que durante a fase
onstram propriedades geométricas, que sejam capazes de

€ dado, qual o elemento a demonstrar, como representa-lo

com base em uma figura como no exemplo:

Ep:r}(i:é?j(:c)ie ed; Interpretacédo figural (linguagem | Interpretacao matematica
prop figural) (linguagem simbdlica)
linguagem materna
A Hipoteses:

A mediana de um - ABC é um triangulo
triangulo é o segmento L
que une um veértice ao - M é ponto médio do lado BC
ponto médio do lado
oposto B Conclusdo: AM é uma mediana

M ¢ | do triangulo ABC

B

As medianas de um Hipoteses: ABC é um triangulo e
triangulo interceptam-se E com AE, BF e CD medianas.
em um mesmo ponto Concluséo: AE, BF e CD

F

Quadro 1 - Diferentes formas de representar uma mesma propriedade

Fonte: Adaptacéo do autor
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Com esta teoria, pretendemos observar e avaliar o grau de articulacao
entre os registros de representacdo semibtica relativos aos tridngulos com
enfoque na prova e demonstracdo de algumas propriedades nos livros didaticos
que vamos analisar. Assim, pretendemos analisar como se realiza a articulacao
entre 0s reqistros de representacdo semidtica em atividades que envolvem prova
e demonstracao de propriedades de tridngulo nos livros didaticos de Mo¢cambique
por meio da organizagdo praxeoldgica, segundo Chevallard (1999).

A seguir, apresentaremos, as principais ideias dessa teoria.

2.7.3 CHEVALLARD: Teoria Antropologica do Didatico (TAD)

Desenvolvida por Chevallard (1996), a Teoria Antropoldgica do Didatico,
doravante indicada por TAD, teve suas primeiras manifestacées na teoria da
transposicao didatica, teoria cujo objetivo era distinguir os diferentes saberes

envolvidos no processo de ensino e aprendizagem.

Segundo Joshua e Dupin (1993, apud ALMOULOUD, 2007b, p. 112)
Chevallard defendia a ‘necessidade de existéncia de uma matematica do
professor, qualitativamente distinta daquela do matematico e da do aluno. Uma
classe de objetos a ensinar é consequéncia de uma historia particular, o resultado
de um tratamento didatico obedece a regras precisas. Estes mecanismos gerais
que permitem a passagem de um objeto de saber a um objeto de ensino é que
sao vistos como transposicao didatica por Chevallard.

Para Almouloud (2007b, p. 113), a teoria da transposicao didatica tem em
vista fazer uma analise epistemoldgica do saber sob o ponto de vista didatico
basicamente em termos de objetos de saber. Estes objetos classificam-se em:

e paramatematicos — ferramentas utilizadas para descrever e estudar
outros objetos matematicos;

e matematicos — instrumentos que para além de serem Uteis, para estudar
outros objetos matematicos, tornam-se objetos de estudo em si mesmos;

e protomatematicos — apresentam propriedades utilizadas para resolver
alguns problemas sem, contudo, adquirir o status de objeto de estudo ou
ferramenta para o estudo de outros objetos.
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Em virtude das limitagdes de classificacdo da teoria de transposicao
didatica, Chevallard propde uma teoria que ndo sé considera a classificacéo
utilizada na transposicdo didatica como teoria, bem como considera outros
elementos para a andlise surgindo, entdo, a Teoria Antropolégica do Didatico
(TAD).

A TAD situa a atividade matematica e, em consequéncia, a atividade de
aprendizagem em Matematica no conjunto das atividades humanas e das
instituicbes sociais. Essa abordagem considera os objetos matematicos, nao
como existentes em si, mas como entidades que emergem de sistemas de

praticas que existem em dadas instituicoes.

Desse modo, Chevallard (1999) propde a elaboracdo de uma antropologia
didatica cujo objeto de estudo é a didatica, com o objetivo de estudar, por
exemplo, o professor e o aluno diante de um problema matematico. Essa teoria
postula que “tudo € objeto”. O autor destaca trés objetos especificos em sua
teoria: instituicbes (I), pessoas (X) e as posicdes que as pessoas ocupam nas
instituicbes. Ao ocupar certa posicdo em uma instituicdo, as pessoas tornam-se
sujeitos das instituicoes, sujeitos ativos que fazem com que a instituicdo exista. O
conhecimento — o saber (O) como forma de organizacao — entra entdo em jogo
com a noc¢ao de relacdo entre os principais elementos (instituicdo, objeto do saber
e pessoa) da teoria.

Segundo o autor, um objeto O existe a partir do momento que uma pessoa

X ou uma instituicdo | reconhece-o como existente. O autor explica:

Um objeto existe a partir do momento em que uma pessoa X ou
uma instituicdo | o reconhece como existente (para ela). Mais
precisamente, podemos dizer que o objeto O existe para X
(respectivamente, para |) se existir um objeto que denotarei por
R(X,0) (resp. R1(0)), a que chamarei relagdo pessoal de X com O
(resp. relagao institucional de | com O). Por outras palavras, o
objeto O existe se existir a0 menos para uma pessoa X ou para
uma instituicdo |, isto é, se pelo menos uma pessoa ou uma
instituicao tiver uma relagdo com esse objeto. (CHEVALLARD
1996, p. 127).

Chevallard (1996) ainda introduz a nocado de conhecimento. Assim,
conhecer um objeto na Teoria Antropolégica do Didatico, é tanto para uma pessoa

como para uma instituicao ter uma relagdo com o objeto.
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[...].- um objeto existe se for conhecido por pelo menos uma
pessoa ou uma instituicdo (poderd mesmo existir apenas — o que
constitui um caso limite — para essa pessoa ou para essa
instituicao). Um objeto s6 existe porque € objeto de conhecimento.
(CHEVALLARD, 1996, p. 128).

O autor defende que

A cada instituicdo | estd associado um conjunto de objetos O1,
chamado conjunto dos objetos institucionais (para 1), que é o
conjunto dos objetos O que | conhece, ou seja, para os quais
existe uma relagao institucional R1(O). Um objeto O ¢é institucional
para | ou, dito de outro modo, existe para I, quando | define uma
relacao (institucional) com O.

Conforme autor:

Todo o saber é ligado ao menos a uma instituicdo, na qual é
colocado em jogo, em um dado dominio real. O ponto essencial é,
portanto, que um saber ndo existe in vacuo, num vazio social.
Todo conhecimento aparece, num dado momento, numa dada
sociedade, ancorado numa dada instituicdo. (CHEVALLARD,
1989, apud HENRIQUES, 2006, p. 8).

Para Chevallard (1996), a relacdo pessoal de um individuo com um objeto
de saber s6 pode ser estabelecida quando o individuo entra nessa instituicdo
onde esse objeto existe. De igual modo, uma relagdo institucional esta
estritamente relacionada com as atividades institucionais solicitadas aos alunos.
Desse modo, € caracterizada por diferentes tipos de tarefas que os alunos devem

realizar e por justificativas que fundamentam tais tarefas.

Portanto, a relacao institucional a um objeto (R(l, O)) é descrita por um
conjunto de praticas sociais que funcionam nessa instituicao, envolvendo esse
objeto do saber. Assim, do ponto de vista da teoria antropolégica do didatico,
enquadramos, por exemplo, a argumentagdo, prova e demonstragdes em
Geometria na categoria de objeto O do saber e a disciplina de Matematica nas

Escolas Fundamental e Média na categoria instituicao | onde existe O.

Ao enquadrar a atividade matematica dentro do conjunto de atividades
humanas e das instituicbes sociais, Chevallard (1999) toma a nocao de

organizacdo praxeoldgica ou simplesmente praxeolgia, como conceito-chave na



67

TAD, para estudar as praticas institucionais relativas a um objeto de saber e, em
particular, as praticas sociais em Matematica.

Chevallard (1999) salienta que a nocao de tipo de tarefas supde um objeto
relativamente preciso. As tarefas sao identificadas por um verbo de acgao, que
isoladamente caracteriza um género de tarefa, por exemplo, calcular, demonstrar,
multiplicar, provar, justificar, etc., sdo géneros de tarefas, porém demonstrar que a
soma das medidas dos angulos internos de um tridngulo é igual a 180°
caracteriza um tipo de tarefa.

Especificamente, um género de tarefas s6 existe sob a forma de
diferentes tipos de tarefas, que estd estritamente especificado.
Calcular ... diz-se, um género de tarefa, mas calcular o valor
(exato) de uma expressao numérica que contém um radical € um
tipo de tarefa, como o célculo do valor de uma expressdao que
contém a letra x quando se da a x um valor determinado. Durante
0s anos de escola, o género calcular, [...] € enriquecido com novo
tipo de tarefas; o mesmo ira acontecer no instituto aonde o aluno
vai, em primeiro lugar, a aprender a calcular com vetores e, em
seguida, mais tarde, a calcular um integrante ou uma primitiva, e
assim por diante. E vai-se repetir, evidentemente, com os géneros
demonstrar; [...] (CHEVALLARD, 1999, p. 2, tradugao nossa).

O autor salienta que as tarefas, tipos de tarefas, géneros de tarefas nao
sdo dados da natureza, sdo "artefatos", "construtos", construgdes institucionais,
cuja reconstrucao em tal instituicdo, por exemplo, em uma dada classe, é um

problema completo, que é objeto da didatica, isto é, objeto de ensino.

Segundo o autor, uma técnica, denotada por 7 é uma maneira de resolver
as tarefas de um tipo T. Para um determinado género de tarefa, normalmente, ha
uma técnica ou um numero restrito de técnicas reconhecidas pela instituicdo que
a concebeu (exceto as possiveis técnicas alternativas que por ventura possam
existir em outras instituicoes). Uma técnica, ao menos, deve ser compreensivel,
plausivel e ter justificacdo, para que possa permitir seu controle e garantir a
eficacia das tarefas realizadas por meio dela.

O autor explica que a Tecnologia 6 é um discurso racional a respeito da
técnica e cumpre as funcoées de justificar a técnica t, garantindo que ela permita
realizar as tarefas do tipo T; explicar porque ela € correta; e, produzir as técnicas.

Por exemplo, se um aluno memoriza uma determinada tecnologia (teorema ou
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formula em Geometria), pode chegar a resolver certos tipos de exercicios com
essa tecnologia, mas, de vez em quando, pode ndo saber explicar o porqué do

resultado encontrado.

Desse modo, é preciso destacar que, se a primeira funcao da tecnologia —
justificar a técnica -, consiste em assegurar que a técnica atinja, o que se
pretende; a segunda fungao — explicar — expde o porqué daquele procedimento.
Vale ainda salientar que essas duas fungdes da tecnologia, justificar e explicar,
podem ser vistas, de forma distinta, por uma dada tecnologia, quer dizer, um
mesmo discurso sobre uma tarefa do tipo T pode assumir duplamente a funcao de
técnica e tecnologia, que permite, por um lado, encontrar o resultado do que pede
(funcédo técnica) e justificar que o resultado esperado (funcdo tecnoldgica) é

correto.

No ensino da Matemética, um tema de estudo €, frequentemente,
associado a uma tecnologia 6 determinada (por exemplo, Teorema de Pitdgoras,
Teorema de Tales), ou ainda, o bloco de saber [6/@] correspondente a uma
tecnologia que permite explicar e justificar técnicas relativas aos diversos tipos de

tarefas.

As quatro nocodes: tipo de tarefa (T), técnica (z), tecnologia (6) e teoria (®)
compdem uma organizacao praxeoldgica completa [T/# & @] que se subdivide em
dois blocos: (1) o bloco pratico-técnico - [T/4 - formado por certo tipo de tarefas e
por uma técnica, correspondendo ao saber-fazer; e (2) o bloco tecnoldgico-tedrico

— [6/@] - contendo uma teoria que justifica uma tecnologia.

Produzir, ensinar e aprender Matematica sdo agbes humanas que podem
ser descritas por um modelo prexeolégico. Essa organizacao praxeoldgica € uma

organizacdao matematica.

Segundo Matheron:

Essa organizacdo permite estudar uma mesma nogédo matematica
designada com mesmo nome, mas com organizagao matematica
de naturezas diferentes, se desenvolvidas no seio de instituicbes
diferentes. Esse ponto de vista ressalta o aspecto ecolégico
relativo a um objeto O, quer dizer, o aspecto do questionamento
da existéncia real ou da inexisténcia desse objeto na instituicao
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onde vive uma dada organizacdo matematica. Essa dimenséao
ecolégica nos permite questionar: como é ensinado um objeto
identificado num livro didatico? Que tipo de exercicios (tarefas) a
realizar e com que tipo de técnicas disponiveis (ou nao)? Qual é a
organizagdo matematica, e por consequéncia, que tipo de
progressdo considerar? (MATHERON 2000, apud HENRIQUES
2006, p. 12).

A citacdo acima é relevante para o propdsito de nosso trabalho, pois é
dentro da perspectiva de tentarmos perceber como o material didatico disponivel,
tanto para os alunos como aos professores esta estruturado que nosso estudo
estara voltado.

Chevallard (1999, apud ALMOULOUD, 2007) introduziu também as noc¢des
de habitat de um objeto matematico, como sendo o tipo de instituicdo onde se
encontra o saber relativo ao objeto de estudo; a nocéo de nicho para determinar a
funcédo desse saber e ecologia das tarefas para indicar as condicdes e restricoes

que permitem sua produc¢ao e sua utilizacao nas instituicoes.

[...] a ecologia das tarefas e técnicas sdo condicées e
necessidades que permitem a producao e utilizagdo destas nas
instituicoes e supde-se que, para poder existir em uma instituigéo,
uma técnica deve ser compreensivel, legivel e justificada (...) essa
necessidade ecologica implica a existéncia de um discurso e
justificativo das tarefas e técnicas que chamamos de tecnologia da
técnica [...]. (CHEVALLARD, 1999 apud ALMOULOUD, 2007b, p.
116).

Chevallard (1999) e Bosch (2000), ressaltam que as noc¢des de "tarefa",
"técnica", "tecnologia" e "teoria" sdo duplamente relativas. Primeiro, sédo relativos
a instituicao em referéncia, quer dizer, aquilo que é considerado, como um tipo de
tarefa (ou uma técnica, ou tecnologia, ou uma teoria), em uma dada instituicdo
nao é forcoso que seja a mesma coisa em outra: em uma determinada instituigéo,
muitas vezes, sdao consideradas apenas propriamente como "tipos de tarefas",
aqueles para os quais se dispde de alguma técnica (mesmo que esteja em fase
embrionaria), com um entorno teorico-tecnolégico de forma mais ou menos
explicita. Em segundo lugar, as nog¢des de "tarefa", "técnica", "tecnologia" e
"teoria" séo relativas ao papel que desempenham em uma determinada atividade
matematica. Desse modo, o mesmo objeto matematico (como por exemplo, o

teorema sobre &ngulos correspondentes ou alternos em retas paralelas cortadas
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por uma secante), pode ser considerado como uma técnica para realizar um tipo
de tarefa (por exemplo, para mostrar que a soma dos angulos internos de
qualquer triangulo é 180°), ou servir como uma tecnologia comum para um
conjunto de tipos de tarefas e técnicas (por exemplo, para mostrar varias
propriedades sobre a semelhancga de triangulos).

Chevallard (1999, p. 238) define organizacdo didatica como o conjunto de
tipo de tarefas, de técnicas, de tecnologias, de teorias mobilizadas para o estudo
concreto em uma instituicdo concreta; enquanto Bosch (2000, p. 2) d4 o nome de
organizacdo matematica a uma entidade composta pelo tipo de problemas ou
tarefas problematicas, tipos de técnicas que permitem resolver os tipos de
problemas, tecnologias ou discursos (“logos”) que descrevem e explicam as

técnicas, uma teoria que fundamenta e organiza os discursos tecnolégicos.

Bosch (2000) defende que o modelo epistemolégico proposto pela Teoria
Antropolégica do Didatico, “fazer Matematica”, consiste em ativar uma
organizacao matematica, quer dizer, resolver determinados tipos de problemas
com certos tipos de técnicas (o “saber fazer”), de maneira inteligivel, justificada e
argumentada (mediante o correspondente “saber”). Segundo a autora, esse
trabalho pode conduzir a construgcdo de novas organizacbes matematicas ou,
simplesmente, a reproducao de organizagdes previamente construidas. Por isso,

afirma que

O objetivo de um processo de ensino/aprendizagem pode
formular-se em termos dos componentes das organizagcdes
matematicas que se quer construir: que tipo de problemas tem de
se ser capaz de resolver, com que tipo de técnicas, na base de
que elementos descritivos e justificativos, em que marco tedrico,
etc. (BOSCH, 2000, p. 2).

Para a autora a Teoria Antropologica do Didatico assume, como um de
seus postulados fundamentais que toda atividade, em sentido estrito, todo “saber-
fazer”, pressupde a existéncia de um saber ou discurso justificativo-explicativo da
atividade. Esse discurso, cuja fungcdo principal consiste em proporcionar a
atividade descricoes, explicacoes e justificacdes validas (para a instituicdo onde
tem lugar), também deve incorporar elementos de resposta das razdes da
atividade considerada e os resultados que ela produz.
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A autora salienta que a “compreensao” deve incluir a busca de situacoes-
probleméticas que estdo (ou que poderiam estar na origem da organizacao
matematica considerada). Por exemplo, para que servem os angulos? E os
tridangulos? Por que é preciso aprender a [...]? (BOSCH,. 2000, p. 3). Conforme a
autora, estes tipos de perguntas fazem parte do questionamento tedrico-
tecnoldgico e constituem um aspecto importante da exigéncia de justificacdo das

atividades correspondentes.

Assim, com esta teoria, o foco de nossa atencdo estara voltado as
articulagdes entre as organizacées matematicas e didaticas que os livros didaticos
apresentam quanto ao objeto “tridngulo” com enfoque para as provas e
demonstrac¢des. Portanto, com esta teoria pretendemos estudar:

1. Quais os principais tipos de tarefas relativas as propriedades dos
tridangulos com enfoque na prova e demonstracao?
2. Quais as principais técnicas mobilizadas para o estudo dessas

propriedades?

3. A disponibilidade do discurso teédrico-tecnolégico que sustenta essas

técnicas inerentes ao tipo de tarefas propostas.
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CAPITULO 3

ANALISE DE LIVROS DIDATICOS

Neste capitulo, apresentamos uma analise de livros didaticos, tomando por
base a Teoria Antropolégica do Didatico. Realizar uma descricdo e analise da
organizacao matematica e didatica de um livro € importante, pois, como salienta
Choppin (2004) desde que existam programas de ensino, o livro didatico é a fiel
traducdo do programa ou constitui o suporte privilegiado dos conteudos
educativos, o depositario dos conhecimentos, técnicas, ou habilidades que um

grupo social acredita que sejam necessarios transmitir as novas geracoes.

O livro didatico pbe em pratica métodos de aprendizagem, propde
exercicios ou atividades que, segundo o contexto, visam a facilitar a memorizagéao
dos conhecimentos, favorecer a aquisicdo de competéncias disciplinares ou
transversais, a apropriacdo de habilidades, de métodos de anadlise ou de
resolucao de problemas. (CHOPPIN, 2004, p. 553-554).

Além disso, nés acreditamos quando se afirma que o livro didatico é um
meio que “exerce grande influéncia sobre a atuagao do professor em sala de aula,
pois ele se torna, frequentemente, a Unica ferramenta disponivel para o seu
trabalho” (PNLD 2005, apud MIGUEL 2005, p. 76).

Chevallard (1999) afirma que o livro didatico determina em grande parte a
opcao didatica do professor com relacado ao tipo de conteldo a desenvolver em
sala de aula, e a maneira como fazé-lo e para o aluno é uma das maiores fontes

de aquisicao do saber.
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3.1 Critérios de escolha de livros para a analise

Uma leitura de algumas dissertacGes apresentadas e defendidas na
PUC/SP como as de Carlovich (2005); Barbosa (2007); Silva (2007); Tojo (2006);
Pasini (2007), etc., mostra que os autores desses trabalhos tiveram mais
possibilidades de escolha, porque a demanda do livro didatico no Brasil € bem
forte. O historiador e pesquisador Choppin (2004) refere que o setor escolar
assume um peso consideravel na economia editorial de alguns paises e, para o
caso do Brasil, no inicio do século XX, os livros didaticos representavam dois
tercos dos livros publicados, ainda em 1996, significavam quase 61% da
producao nacional.

Para estes casos, na verdade, para a escolha da colecdo merece que se
detalhem razées que motivaram este pesquisador a optar por esta ou aquela
colecdo ou grupo de colecdes. A sustentar nosso ponto de vista sobre a
necessidade de tornar claro o critério usado para a escolha dos livros didaticos de
Matematica para objeto de estudo, Carvalho afirma:

Como existe atualmente uma considerdvel gama de livros
didaticos de matematica para o ensino Médio, foi necessario um
critério de selegdo para iniciarmos nossa andlise. Nosso critério é
bem simples: escolhemos analisar os livros selecionados pelo
Ministério da Educagéo do Brasil no Programa Nacional do Livro
Didético para o Ensino Médio — PNLEM/2006. (CARVALHO, 2007,
p. 70).

Mas para o caso de Mocambique estas opgdes ficam muito limitadas,
porque a producdao do livro didatico ainda €& muito incipiente, pois tal como
reconhecem os documentos oficiais, até ha falta de manuais de professores e de
livros do aluno (INDE e MEC, 2007, p. 7).

Assim, em funcao dos fatores limitantes, o critério que utilizamos para a
escolha de livros didaticos a analisar foi simples: os livros oficialmente aprovados
pelo Ministério da Educacdo e Cultura de Mogambique para uso nas escolas

publicas nos ultimos anos: da década 1990, até a atual década de 2000.
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3.2 Os Livros objetos de Analise desta Pesquisa

Os livros que contemplamos para a pesquisa sao os seguintes:

1. DRAISMA, J. & SOVERTKOQV, P. Eu gosto de Matematica. 62 Classe.

Instituto Nacional do Desenvolvimento da Educacgéo (INDE), 1991.

2. ZAVALA, C. A. M.; ISSUFO, D. S. As maravilhas dos numeros. 72
Classe. Maputo, Texto Editores, 2005.

3. NHEZE, I. C. e Vi V. T. Matematica 82 classe, 1991
4. NHEZE, I. C. Matematica: 82 classe. Diname, 1998.

5. CARVALHO, R. F. & MARTINS, Z. A. Mg Matematica 82 Classe. 6. ed.
Maputo: Texto Editores, 2007.

3.3 Critérios de Analise dos Livros

Para termos consisténcia na forma de buscar o objeto de interesse neste
estudo, em cada um dos livros contemplados na pesquisa, apresentamos 0s

critérios que nortearam as buscas realizadas.

Ao considerar nossa questdo de pesquisa e nosso referencial teérico que
tém como base a Teoria Antropolégica do Didatico de Chevallard (1999) e a
Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica de Duval (2004, 2008), bem
como a Topologia de Provas proposta por Balacheff (1988), como teorias que vao
subsidiar nossa analise, em qualquer um dos livros didaticos em relagdo ao
estudo do objeto “tridngulo”, com enfoque para a prova e demonstragdo das
propriedades, tais como: a soma dos angulos internos, o angulo externo, os
critérios de congruéncia, as propriedades especificas dos tridngulos isosceles,

vamos observar o seguinte:

Critério 1: esta voltado a analise de como as propriedades dos tridngulos
sao validadas a luz da tipologia das provas propostas por Balacheff, isto é: na
abordagem dos tridngulos
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1. Como as propriedades sdo validadas?

2. Que funcbdes (principais) de prova preenchem as atividades propostas
pelos autores de cada livro contemplados no presente estudo?

3. Quais tipo de provas (segundo a tipologia de Balacheff) estdo presente
no estudo das propriedades dos triangulos? e

4. Se os autores propdem atividades exploratérias (relacionadas com as
propriedades dos tridngulos) que possibilitam aos alunos a apreensao

dos primeiros modos de raciocinio dedutivo, segundo Balacheff.

Critério 2: esta voltado aos registros das representacbes semiobticas
presentes na abordagem das propriedades dos triangulos, quer dizer, com este

critério pretendemos verificar em cada livro:

1. Como se realiza a articulacao entre os registros (sobretudo o figural e o
discursivo) na abordagem dos triangulos com enfoque para a prova € a
demonstracao de suas propriedades?

Critério 3: Com esse critério, pretendemos concentrar nossa atengdo nas
praxeologias didaticas e matematicas na abordagem de tridngulos por parte dos
autores de livros didaticos, ou seja

1. Os principais tipos de tarefas relativas as propriedades dos triangulos,
mas com enfoque para a prova e demonstracao;
2. As técnicas mobilizadas para o estudo dessas propriedades; e

3. A presenga do discurso tedrico-tecnoldgico que sustenta essas técnicas

inerentes ao tipo de tarefas propostas.

3.4 Analise dos Livros

Chevallard (1999) salienta que, por volta de um tipo de tarefas T, se
encontra, em primeiro lugar, uma terna formada por uma técnica (ou a0 menos),
T, por uma tecnologia de 1, 0, e por uma teoria de 0, ®. O bloco [T/t/6/@] como

salientamos em nossa fundamentacao tedrica, constitui-se o que se chama



77

praxeologia pontua. Trata-se de uma praxeologia relativa a um tipo de tarefas, T.
Tal praxeologia ou organizagao praxeologica € composta por um bloco pratico-
técnico, [T/1], e, por um bloco tecnolégico-tedrico, [6/@], sendo este ultimo bloco
habitualmente identificado com o saber e o primeiro, [T/t] constitui um saber-

fazer.

Ainda o autor afirma que, geralmente, em uma instituicdo dada I, uma
teoria ® responde a varias tecnologias 6;, cada uma das quais, por sua vez,
justificam e tornam inteligiveis vérias técnicas, tj, correspondentes a outros tantos

tipos de tarefas Tij.

As organizagdes pontuais vao assim, combinar-se, em primeiro lugar, com
as organizacoes locais [Ti/t/6/®], centradas em uma tecnologia 6 determinada e
depois em organizagbes regionais [T;/tj/6;/0®], formadas de uma teoria O.
Denominar-se-a de organizacdo global ao complexo praxeolégico obtido,
[Tiw/Ti/Op/Ok], em uma dada instituicdo, pela agregagdo de varias teorias Ok.
(CHEVALLARD, 1999, p.226).

Assim, a passagem de uma praxeologia pontual [T/t/6/@] a uma
praxeologia local [Ti/ti/6/®] pbe em marcha a tecnologia 6; de igual modo, a
passagem posterior a uma praxeologia regional [T;/tj/6/®] levara a teoria ©
(CHEVALLARD 1999, p. 226).

Conforme defende Chevallard (1999), dado um tema de estudo matematico

0, considerar-se-a sucessivamente:

a) A realidade matematica que se pode construir em uma classe de

Matematica onde se estuda o tema 6;

b) A maneira que pode ser construida essa realidade matematica, quer

dizer, como pode ser realizado o estudo do tema 6.

O primeiro objeto — “a realidade matematica que...” — nao é mais do que uma
praxeologia matematica ou organizacdo matematica que se chama OMg e, 0
segundo objeto — “a maneira que...” — denomina-se uma organizagao didatica, e
indicar-se-a por ODg. (Chevallard 1999, p. 229).
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Assim, segundo o autor, o trabalho do estudo a realizar consiste,
sobretudo, em dois tipos de tarefas: descrever e analisar a organizagéao
matematica OMy que se pode construir em uma classe de Matematica onde se
estuda o tema 6 (T»1); € descrever e analisar a organizacao didatica ODy que
pode ser posta em pratica em uma classe de Matematica onde se estuda o tema,
(T22).

Neste estudo, trata-se de estudar as organizacées matematicas e didaticas
dos livros didaticos de Matematica, segundo a Teoria Antropoldgica do Didatico.
Desse modo, para que nossa anadlise seja a mais completa possivel, precisamos
ter dois enfoques: um voltado a descricdo e analise da organizacdo didatica e
outro, a descricdo e analise da organizacdo matematica proposta nos livros
selecionados. Segundo a mesma teoria, as duas organizacoes (praxeologias) —
didatica e matematica — podem ser caracterizadas e analisadas por meio de
tarefas, técnicas, tecnologias e teorias.

Assim, tendo como aporte principal esta teoria, as teorias de registros de
representacdo semiodtica de Duval e os niveis de prova de Balacheff, como
subsidiarias para a andlise, direcionamos nossa atencdo para dois tipos de
tarefas:

1. Tarefas voltadas a introdugéo dos conceitos.

2. Tarefas desenhadas a realizacao de problemas e exercicios.

Por questdes metddicas, fixaremos como nossa simbologia:

Tapar: Descrever e analisar a organizagdo matematica, OMy, que pode ser
construida no estudo da prova e demonstracdo de propriedades relativas a
tridangulos, onde 6 € o objeto matematico “triangulos” com enfoque na prova e

demonstracao de algumas de suas propriedades;
Tapa: Descrever e analisar a organizagdo didatica ODpgt = dODpgt das

propriedades que serdo objeto de estudo.

Com as duas analises, uma voltada a organizacdo matematica e a outra a

organizacao didatica, ndo se pretende emitir juizo de valor a respeito da qualidade
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dos livros selecionados, mas apenas discutir o que foi estudado (objeto
matematico) e como foi estudado (organizacao didatica).

3.5 Descricao e analise da organizacao didatica dos livros
selecionados com enfoque nas atividades de introducao

Neste ponto, é nossa intengdo descrever e analisar as escolhas didaticas
presentes nos livros que selecionamos para estudo, com enfoque na prova,
argumentacdo e demonstracdo dos conceitos e propriedades relacionados a
triangulos. Nossa atencao estara focada para:

e A propriedade sobre a soma dos angulos internos de um triangulo.

e A relacdo entre angulo externo de um triangulo e os internos nao

adjacentes.
e A desigualdade triangular e,

e A congruéncia de triangulos.

Segundo Chevallard (1999), as praxeologias didaticas ou organizacoes
didaticas sao respostas a questdes do tipo ...? “como estudar a questdao q = tT?”
ou, “como determinar ...?”, questionamentos esses que se traduzem em tarefas
didaticas que, para efeitos de analise, vao nos conduzir para as tarefas, técnicas,

tecnologias e teorias, como variaveis de foco de analise.

Ja salientamos acima que, sob o ponto de vista da Teoria Antropoldgica do
Didatico, existe uma codeterminacdo entre tarefas didaticas e tarefas

matematicas vice-versa. Assim, séo

Principais conceitos norteadores:
Situacao 1: Como é introduzido a nogao de tridngulo.
Tarefa 1: Introduzir a nogao de triangulo

Técnica 1.1: Construgao com régua, lapis e papel.
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Técnica 1.2: Construgdo em ambiente de geometria dinamica, servindo-se

de pontos, segmentos de reta e circunferéncia.

Técnica 1.3: Construcdo em ambiente de geometria dinamica apenas
servindo-se de pontos e segmentos de reta.

Discurso teérico-tecnolégico 6/@: O discurso tecnoldgico-tedrico que
fundamenta as técnicas, baseia-se no fato de que dados trés pontos A, B e C, em
um plano e néo colineares, a unidao dos segmentos AB, AC e BC resulta em
poligono ABC, denominado triangulo ABC.

As técnicas 1.1 e 1.3 apenas diferem pelo meio utilizado e, na possibilidade
de em 1.3 poderem ser obtidas varias configuragcdes do objeto “triangulo” com o
arrastar de um dos pontos, porém a exploragdo de conjecturas que levem a
classificacdo dos triangulos quanto aos lados e quanto aos angulos nao séao
destacaveis, porque facilmente as figuras que se obtém perdem suas
propriedades fundamentais com o “arrastar”. Isso também é mais notavel com a
primeira técnica que, pelas limitacdes do “papel, lapis e régua”, ndo permitem
efetuar véarias exploragées nem conseguimos outras configuragdes: de cada vez,

obtemos praticamente uma nova figura.

Mas ja com a técnica 1.2, a fungcao “arrastar” incorporada ao software
permite explorar propriedades fundamentais do tridngulo entre outras: a relacao
entre os lados, a relacao entre os angulos, permitindo, desse modo, a formulagéao
de conjecturas e/ou a classificacdo de triangulos baseando-se em propriedades
invariantes tais como: a relagéo entre os lados ou entre os angulos independente

do tamanho do tridngulo que se tem, etc.
Situacao 2: Como é introduzida e estudada a propriedade da soma dos
angulos internos de um tridngulo

Tarefa: Estudar a propriedade da soma das medidas dos angulos internos

de um triangulo

Técnica 2.1: Com régua, desenha-se um tridngulo particular; com a ajuda

do transferidor, medem-se os angulos internos, somam-se os valores obtidos e,
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por fim compara-se o resultado obtido com o dos outros para ver se existe algum

fenbmeno comum no resultado.

Técnica 2.2: Constréi-se um tridngulo qualquer de papel, assinalam-se os
vértices, com uma tesoura, recortam-se e justapdem-se sobre uma régua
observando-se como vai ser a configuragao se todos os vértices forem postos em
um mesmo ponto e um dos lados de cada angulo for justaposto a um lado do

outro angulo, por exemplo, a figura 4.

Reconfiguracao .
L Régua ‘l
12 Sinalizagao e corte 2°; Resultado final

Figura 4- Procedimento sugerido para a validagao da propriedade da soma dos angulos internos
num triangulo.
Fonte: Draisma e Sovertkov 1991, p. 62

Técnica 2.3: Constroi-se um triangulo ABC qualquer de papel e recorta-se.
Em seguida, marcam-se os pontos médios de dois lados e, finalmente, dobra-se o
tridangulo recortado, de modo que todos os vértices estejam em um dos pontos do
terceiro lado em que ndo se marcou o ponto médio controlando-se que tipo de
angulo forma as trés regides que constituem os angulos internos do tridngulo,
como ilustra a Figura 5.

Figura 5- ilustracao da técnica de dobradura para deduzir a propriedade da soma dos angulos
internos de um tridngulo.
Fonte: Nhéze (1998, p. 174)

Técnica 2.4: Com apoio de um software de Geometria Dindmica, constroi-se
um tridngulo e determinam-se as medidas dos angulos; somam-se os valores

obtidos; por meio da funcdo “arrastar’, vao-se obtendo outros triangulos e
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controlando-se a soma, e, observando-se a invariancia do resultado, conclui-se

que vale 180°.

Técnica 2.5: Valendo-se de papel e lapis ou de um software, exploram-se
alguns casos, levanta-se uma conjectura e com base na teoria das paralelas faz-

se a validagao do resultado observado por meio de uma demonstracao.

Técnica 2.6: Sem nenhuma manipulagdo é enunciada a propriedade com
ou sem validacao dedutiva.

Discurso teorico-tecnholégico: 6/@,: o discurso tecnoldgico-teérico que
justifica as técnicas baseia-se no fato de que &angulos correspondentes e/ou
angulos alternos internos em retas paralelas intersectadas por uma transversal
sdo congruentes; baseia-se, também, na propriedade da soma dos angulos

internos de um tridngulo.

As técnicas 2.1, 2.2, 2.3 e 2.4 apenas diferem nos instrumentos a utilizar na
validacdo da propriedade, mas em sua esséncia todas se baseiam em prova
pragmatica para validar a propriedade em estudo. Apesar desse traco comum
para as quatro técnicas, as técnicas 2.3 e 2.4 ndo exigem que se meg¢am 0S
angulos internos, apenas a montagem dos recortes efetuados, de modo a formar
um angulo “material” que seja raso e uma manipulacao material eficiente. A
técnica 2.5 possibilita a exploracdo e o levantamento de conjecturas, atividade
muito importante para o desenvolvimento do raciocinio geométrico, pois como
defendem Ponte et al. (2009), o trabalho com tridngulos e/ou quadrilateros deve
revestir-se de um cunho exploratério e investigativo. As tarefas, envolvendo,
esses objetos geométricos no Ensino Basico devem permitir que os alunos
formulem estratégias proprias e, ao mesmo tempo, mobilizem conhecimentos e
capacidades anteriormente desenvolvidas. Ja a técnica 2.6, é tipica de autores de
livros didaticos cuja preocupacado é apenas apresentar o material didatico sem o
objetivo de envolver o aluno na producéo de seu conhecimento (matematico).

Situacao 3: Como é introduzida a relagao entre a soma ou diferenca entre
dois lados de um triangulo com o terceiro lado, ou seja, como é abordada a
relacdo conhecida por “desigualdade triangular”.
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Tarefa: Introduzir ou abordar a propriedade da “desigualdade triangular”.

Técnica 3.1: Constroi-se um triangulo e, em seguida, pede-se que:

e Com a régua mecam os lados, procedendo-se depois a comparacao da
soma das medidas de dois lados menores com a medida do terceiro lado
maior. Repete-se 0 procedimento com mais outros exemplos e,

finalmente, institucionaliza-se a propriedade.

Técnica 3.2: Sao dados varios grupos de trés numeros supostamente
medidos de trés segmentos de reta; com régua e compasso, pede-se que, para
cada grupo, se tente construir um tridngulo. Anota-se para cada caso qual a
relacdo entre a soma de dois deles com o terceiro valor maior. Finalmente,

institucionaliza-se, o0 que se constatou.

Técnica 3.3: Sao dados varios pauzinhos ou palitos com diversos
tamanhos. Em seguida, pede-se que utilizando varias combinagdes de trés deles
tente-se construir um tridngulo. Elabora-se uma tabela onde se registra em cada
linha, o grupo de trés pauzinhos em que foi possivel ou nao tal construcéo,
controlando a relacéo entre justaposicao entre dois pauzinhos de tamanho menor
com o terceiro pauzinho de tamanho maior, institucionalizando mais tarde, o que é

comum em todos 0s casos em que foi possivel obter um triangulo.

Técnica 3.4: Sem nenhum processo experimental enuncia-se a proposi¢ao
que encerra a propriedade e, em seguida, usando-se um processo dedutivo
formal prova-se a validade da propriedade por meio de uma demonstracao.

Discurso tedrico-techolégico 6/0: O discurso tecnoldgico-tedrico baseia-
se na ideia de que os segmentos podem ser comparados (ou por sobreposicéo,
ou pela medida de seus comprimentos); na relacao de ordem dos numeros reais e

desigualdade triangular.

A diferenca entre a técnica 3.1 com as técnicas 3.2 e 3.3 reside no fato de
qgue nas duas ultimas procura-se, com os dados fornecidos, quando é possivel ter
um tridngulo, enquanto com a primeira ja estamos em presenca do objeto
“tridngulo”, procura-se estabelecer as condigcbes que permitem ou permitiram sua

existéncia. As trés técnicas tém um ponto comum: uma verificacdo empirica das
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condicbes de existéncia do objeto “tridngulo”. Para a técnica 3.4, apenas visa-se
ao estabelecimento de uma propriedade matematica independente de qualquer
verificagcdo empirica: visa, simplesmente, a validacdo matematica de um objeto
que deve ser aceito como existente nos casos em que se tem um triangulo, trata-
se aqui, de uma apresentacao dedutivista da Matematica, estilo este que,
segundo Lakatos (1976, apud CARLOVICH, 2005):

[...] comega com uma lista laboriosamente feita de axiomas, lemas
e/ou definigdes. Os axiomas e definicdes frequentemente parecem
artificiais e mistificadoramante complicados. A lista de axiomas e
definicbes € seguida de teoremas cuidadosamente redigidos.
Estes, por sua vez, estdo carregados de pesadas condicoes,
parece impossivel que alguém jamais os tivesse suposto. O
teorema é seguido de prova [...] O estudante de matematica é
obrigado, de acordo com o ritual euclidiano, a assistir a esse ato
conjuratério sem fazer perguntas sobre o assunto ou sobre como
o ato magico é praticado... (Lakatos 1976, apud CARLOVICH
2005, p. 46)

Conforme salienta Carlovich (2005, p. 46), no estilo dedutivista “A
Matematica & apresentada como uma série crescente de verdades imutaveis e
eternas.”. Isto é visivel na técnica 3.4 na qual falamos que dado um tridngulo, é
enunciada a propriedade da relacdo da desigualdade triangular sem nenhum

envolvimento dos alunos na atividade exploratéria do fato.

Situacao 4: Como é introduzida a propriedade do angulo externo de um

triangulo.
Tarefa: Introduzir a propriedade do angulo externo de um triangulo.

Técnica 4.1: Constréi-se um triangulo ABC qualquer. Marca-se um de seus
angulos externos. Determina-se a amplitude dos dois angulos internos néao
adjacentes ao angulo externo assinalado e adicionam-se os valores obtidos. Em
seguida, mede-se o angulo externo marcado e compara-se o resultado obtido
com a soma verificadaa. Procede-se de igual modo, para os outros angulos

externos, controlando se existe alguma regularidade nos resultados.

Técnica 4.2: Desenha-se um tridngulo e assinalam-se os angulos internos.
Prolonga-se um dos lados de cada um dos angulos internos e assinala-se um

angulo externo adjacente a cada um deles. Recorrendo-se a propriedade da soma
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dos angulos internos de um tridngulo e a propriedade dos angulos suplementares
entre cada um dos angulos internos com cada um dos angulos externos
adjacentes e mediante transformacoes algébricas, deduz-se a relagdo entre cada
angulo externo com a soma das medidas dos angulos internos nao adjacentes,

conforme mostra a Figura 6.

Queremos deduzir a relagao entre, por
exemplo, angulo externo € com os angulos
internos o e .

1. € + B = 180° (adjacentes suplementares)
2. o+ P +7v=180°(soma dos angulos internos
de um triangulo)

3. e+ B =0a+p + vy (substituicdo de 2 em 1)

4. ¢ = o + Y (resolugcdo da equacao 3 em

ordem a ¢)
Procede-se de igual modo para os outros
angulos externos, validando-se, desse modo, a

propriedade.

Figura 6 — llustragao figural de como se pode estabelecer a relagao entre angulo externo com os
dois internos ndo adjacentes.
Fonte: O pesquisador

Técnica 4.3: Desenha-se um triangulo e assinalam-se um angulo externo e
dois internos ndo adjacentes. Em seguida, pelo vértice do triangulo que contém o
angulo externo traga-se uma semirreta paralela ao lado comum dos dois angulos
internos nao adjacentes ao externo. Recorrendo-se a relacdo de &angulos
correspondentes e/ou alternos em retas paralelas cortadas por uma transversal,
deduz-se a relacédo. Na Fig. 7 podemos ver um procedimento de validacdo dessa
propriedade que se baseia na técnica 4.3:
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DBC ¢ angulo externoao AABC

A e Csdaoangulosinternos ndo —adjacentes

Tese: {DI§C —A+C

Figura 7 — Reconfiguragcao que permite demonstrar a relagdo entre um angulo externo e os dois
internos néo adjacentes.
Fonte: O pesquisador

Demonstracao:

Pelo vértice C, tracamos a reta suporte de EF paralela a AB. Temos, desse
modo:

1.DBC = B1 + B2 (por construgao)

2. A = B+ (dngulos correspondentes em retas paralelas — AB e EF)

3. C = B2 (por serem alternos em retas paralelas AB e EF)

4. DBC = A + C (por substituicao em 1 pelos membros esquerdos de 2 e

3), o que completa a demonstragao.

Técnica 4.4: Enuncia-se apenas a propriedade e apresenta-se uma figura
ilustrando essa propriedade, por exemplo, a Figura 8 ilustra isso.

Angulo externo de um triangulo

 Recorda A figura 8 ilustra como o
Num tridngulo, a amplitude de um angulo externo é igual 2 soma livio L da 72 classe
tudes dos dois angulos internos nao adjacentes a ele. 2
M apresenta a propriedade
sobre angulo externo em
AN um triangulo.
- N NS
T v

Figura 8 - extrato de como é abordado o teorema sobre angulo externo de um triangulo.
Fonte: Zavala e Issufo, (2005, p. 56)



87

Discurso tedrico-tecnologico 6/@: O discurso tecnolégico-teérico que
fundamenta as técnicas relativas a tarefa, € a soma de angulos internos de um
triangulo; angulos adjacentes complementares; angulos alternos internos e/ou

correspondentes em retas paralelas.

Situacao 5: Como se introduz o conceito de congruéncia de figuras.
Tarefa 5: Introduzir o conceito de congruéncia de figuras.

Técnica 5.1: Pelo desenho de duas figuras num quadriculado guiando-se
pelo numero de quadriculas e inclinagdes que se faz para tracar os lados de cada

figura.
A D
H . E facil concluir que os poligonos [ABCD] e
\\ v [EFHG] sédo congruentes com base em sua
e
/ disposigéo no quadriculado.

Figura 9 - Figuras congruentes em um quadriculado.

Técnica 5.2: Pelo desenho de duas figuras de lados e angulos
respectivamente com medidas iguais seguidos de um movimento no plano, de
uma das figuras de forma a fazer com que seus lados coincidam com os lados da

outra figura.

Discurso tedrico-tecnologico 6/@: O discurso tecnoldgico-teérico que
justifica as técnicas a usar, baseia-se em nog¢des de deslocamentos no plano que

deixam a figura invariante: translacao, rotacao e reflexao.

Entendemos que embora as duas técnicas 5.1 e 5.2 incorporem a ideia de
sobreposicao e coincidéncia dos elementos correspondentes, elas sao diferentes:
uma, a 5.1, o controle da coincidéncia das partes correspondentes das figuras é
por contagem das quadriculas e da inclinacdo no quadriculado; a outra, a técnica

5.2, exige que se execute (ou aparentemente se simule) o deslocamento.
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Situacao 6: Como se estabelecem os critérios de congruéncia de

tridangulos?
Tarefa 6: Estabelecer os critérios de congruéncia de triangulos.

Técnica 6.1: Observacao de algumas condicdes minimas que garantem a

congruéncia de dois triangulos, validando-as com a demonstracéo.

Dado que nao existe apenas um critério para se concluir que dois
tridngulos sao congruentes, por razdes didaticas para andlise, a partir da tarefa 6,
vamos criar algumas subtarefas atreladas a cada um dos critérios de congruéncia
e para cada subtarefa vamos identificar a respectiva técnica.

Subtarefa 6.a: Determinar a congruéncia de dois triangulos conhecidos os
trés lados.

7

Técnica 6.a-1: O critério é apenas enunciado sem alguma atividade

exploratéria nem demonstragéao.

Técnica 6.a-2: Apresentando duas representacdes figurais ilustrando os
tridngulos com a indicacao (tanto simbdélica como figural) dos lados congruentes,
apresentam-se argumentos baseados na ideia de sobreposicao dos lados de um
sobre os lados correspondentes do outro (demonstracdo), validando o critério
para quaisquer dois triangulos que satisfazem a condicdo, por exemplo, a
demonstracao que se apresenta baseada na Fig. 10 extraida de um livro didatico.

Os autores comegam por afirmar o seguinte: “Sejam os tridngulos ABC

e PQR nos quais AB=PQ; AC=PR e BC =QR.

R Provemos que os dois tridngulos

sao congruentes.

Figura 10 - Extrato de como foi demonstrado o caso LLL de congruéncia de triangulos
Fonte: Nhéze, (1998, p. 178)

Eis os argumentos da demonstracédo que o autor apresenta:
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Como AB = PQ, existeima sobreposicao dtﬁegmento AB em

PQ do mesmo modo, AC sobrepbe-se em PR, e, BC em QR
Portanto, existe uma sobreposicao do AABC no APQR.Logo, os
triangulos ACN e PQR sao congruentes e denota-se por AABC =
APQR, c.g.d. (NHEZE, 1998, p. 178).

Técnica 6.a-3: Baseando-se na ideia de construcdo de triangulos, dadas
as medidas dos trés lados, invoca-se uma isometria que pode transformar cada
um dos pontos do vértice da figura desenhada em outro ponto do vértice de um

outro tridngulo, enunciando-se em seguida o critério.

Discurso tedrico-tecnoldgico: O discurso tecnolégico-tedrico que justifica
as técnicas fundamenta-se na sobreposicao de figuras por algum deslocamento

no plano ou na no¢éo de isometria no plano.

A técnica 6.a-2 baseia-se na verificagcdo empirica, portanto, pode-se dizer
que o critério € apresentado como um axioma; e as técnicas 6.a-2 e 6.a-3, apesar
de se comegar com construcdes, a validacédo do critério baseia-se em deducao, o
que se pode questionar é se o discurso tedrico-tecnoldgico utilizado
(sobreposicao, isometria) esta disponivel em nivel da instituicdo a que o livro

didatico esta destinado.

Subtarefa 6.b: Estabelecer o critério de congruéncia de dois triangulos

dados dois lados e o dngulo por eles formado.

Técnica 6.b-1: O critério apenas é enunciado sem alguma atividade

exploratéria nem demonstragao.

Técnica 6.b-2: Constréi-se, a partir de dois segmentos, e 0 dngulo por eles
formado um triangulo. Em seguida, tenta-se construir outro triangulo diferente do
inicial, usando as mesmas medidas anteriores. Controla-se se é possivel isso ou

nao e depois se institucionaliza o critério LAL.

Técnica 6.b-3: Com régua e transferidor constroi-se um tridngulo no qual
se conhece a medida de dois lados e o angulo por eles formado. Depois se
compara a constru¢gdo com as construgdes de outros que utilizaram os mesmos
dados, verificando-se se sao congruentes ou nao. No fim, institucionaliza-se o
critério LAL.
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Técnica 6.b-4: Supde-se a existéncia de dois tridngulos distintos nos quais

dois lados e um angulo por eles formado sdo congruentes cada um a cada um.

Por um encadeamento de argumentos que se baseiam em uma correspondéncia

entre esses lado e angulo demonstra-se que o terceiro lado de um triangulo é

congruente ao terceiro lado do outro. Dai, institucionaliza-se o critério LAL. Eis um

exemplo retirado de um livro didatico.

B1

A1l

C1

™ ™ —_— —_—

Demonstremos que estes dois triangulos sao
congruentes.

Como os angulos A e A; sao congruentes, existe
uma correspondéncia entre eles, tal que o ponto A
passa ao ponto A; e o lado AC ao lado A,C..
Consequentemente, o ponto C passara ao ponto
C;. Por sua vez o lado AB passara ao A:B; e pela
mesma razdo o ponto B passard ao ponto B;. E
como a imagem dum segmento através da
congruéncia, ainda é um segmento, o lado BC
passara ao lado BC; e, portanto a linha poligonal
ABC passara a linha poligonal A{B;C;. Através
desta correspondéncia o interior da linha poligonal
ABC passara ao interior da linha poligonal A{B:C;.
Isto quer dizer que através da correspondéncia
estabelecida o tridngulo ABC sobrepde-se
totalmente ao triangulo A{B;C4, ou seja, eles séao
congruentes, c.q.d. (NHEZE, 1998, p. 180-181)

Figura 11 - Demonstragao do critério LAL da congruéncia de tridangulos apresentada em um livro
didatico de Mogambique.

Fonte: Nhéze, (1998, p. 180-181)

Técnica 6.b-5: Baseando-se na ideia de construgdo de um tridngulo dados

dois lados, e o angulo por eles formado, recorre-se aos argumentos de isometria

de que qualquer triangulo a construir com esses dados seria congruente ao inicial,

institucionalizando-se, no final, o critério LAL. A Figura. 12 ilustra isso.

A demonstracdo do critério comega com a apresentacao do problema de

construgéo (Fig. 12).
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2° Problema: Construir um tridngulo conhecidas as medidas de dois lados e

do angulo por eles formado.

Depois da apresentagédo dos passos de construgao

1° passo AB=5cm n . R
: Vi AC=5om de um tridngulo dados dois lados e um angulo por
/7 BAC=50°
s eles formado, os autores afirmam:
A Se tivéssemos desenhado outro tridngulo A’B’C’ com
2° passo AB = 5 cm e AC = 3 cm e B'AC = 50°

poderiamos assegurar a existéncia de uma isometria
que transformaria o AABC no AA'B'C’, pelo que os
triangulos seriam geometricamente iguais. (NHEZE e
VI, (1991, p. 62)

Figura 12 - apresentacéo do critério LAL da congruéncia de tridngulos em um livro didético de
Mogambique
Fonte: Nhéze e Vi, (1991, p. 62)

Discurso tedrico-tecnologico 6/@: O discurso tecnoldgico-teérico que
justifica as técnicas relativas a este critério de congruéncia de tridngulos baseia-
se na isometria no plano; na correspondéncia e sobreposicdo; condicoes de

construcao de tridngulo dados dois lados e o angulo por eles formado.

Observa-se que as técnicas 6.b-2 e 6.b-3 enquadram-se na categoria de
provas pragmaticas, a diferenca reside no fato de que a primeira baseando-se na
ideia de argumentos por contradicdo tenta mostrar que ndo € possivel construir
um tridngulo que seja diferente do inicial servindo-se dos mesmos dados. Na
segunda técnica, a validagcdo é sem nenhum questionamento da possibilidade de
haver resultados diferentes. Ja as técnicas 6.b-4 e 6.b-5 podem ser consideradas
provas intelectuais, pois, nos argumentos nao se faz mencdo a exemplos
concretos. Mas, ambas as técnicas deixam por explicar um detalhe: ndo explicam,
0 que garante que o segmento BC sera congruente ao segmento B;C4, nem como

se assegura a congruéncia entre os angulos B e B+, ou entre C e C;.

Subtarefa 6.c: Estabelecer o critério de congruéncia de dois triangulos,

dado um lado e os angulos adjacentes a ele.

Técnica 6.c-1: O critério apenas €& enunciado sem alguma atividade

exploratéria.
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Técnica 6.c-2: Constroi-se um triangulo, a partir de um segmento de reta e
de dois angulos que tem esse segmento como lado comum. Em seguida, tenta-se

construir um triangulo diferente do inicial, usando as mesmas medidas.

Técnica 6.c-3: Constréi-se um tridngulo, dados um segmento e dois
angulos que tém esse segmento, como lado comum. Depois se compara a
construcdo obtida com as construgdes de outros que utilizaram os mesmos
dados.

Técnica 6.c-4: Supondo-se que se tém dois tridngulos em que um lado e
os angulos, adjacentes a esse lado sdo congruentes cada um a cada um; tenta-se
demonstrar que o terceiro vértice de um triangulo vai corresponder com o terceiro
vértice do outro triangulo, assegurando-se, desse modo, que o terceiro angulo de
um é congruente ao terceiro angulo do outro, garantindo-se, assim, a congruéncia

dos outros lados. Eis um exemplo tirado de um livro didatico

A O autor afirma o seguinte:
Sejam dados dois triangulos ABC e A;B:C; nos
quais BC=B,C;, C=C, BC = B, (e B=B,

< B
Demonstremos que estes dois tridngulos sao
congruentes.
A] Como os angulos B e By sdo congruentes, existe
uma correspondéncia entre eles, tal que o ponto B
passa ao ponto B; e o lado BC ao lado B;C;.
C Como BC e B,C; sdo congruentes entdo C passara
1 : B, aoponto C;.

Consideremos agora a imagem do lado AC, que
sera um segmento cujos extremos sao A, € BiA; e
Cs: Os angulos ACB e A,CiB; sdo congruentes
pela prépria correspondéncia que mantém as
distancias entre os pontos correspondentes. Por
outro lado, pela hipétese, os angulos ACB e A;B;C;
e A,C4B; que sdo marcados do mesmo lado da reta
C4B;. Portanto, o lado C4A; coincide com o lado
C1A,, de modo que os pontos A; e A, coincidem.

Tal como demonstragdo anterior, o triangulo ABC
sobrepbe-se no triangulo AB,C;. Isto quer dizer
que eles sao congruentes, c.q.d. (NHEZE, 1998, p.
182-183)

Figura 13 - demonstragéo do critério ALA da congruéncia de tridngulos em um livro didatico de
Mogambique.
Fonte: Nhéze (1998, p. 182-183)
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Técnica 6.c-5: Baseando-se nos procedimentos para construcdo de um
tridangulo, dados um lado e dois angulos adjacentes a esse lado, produzem-se
argumentos apoiados em isometrias no plano, que vao mostrar que qualquer
outro triangulo que for construido utilizando-se os mesmos dados sera congruente
ao triangulo inicial, institucionalizando-se, em seguida, o critério ALA da

congruéncia de triangulos.

As técnicas atreladas a esta tarefa que visam a estabelecer o critério de
congruéncia entre dois tridngulos, dados dois angulos e um lado comum, também
nao fogem das técnicas que discutimos para a tarefa anterior: umas baseiam-se
em provas pragmaticas (técnicas 6.c-2 e 6.c-3) e outras em provas intelectuais
(técnicas 6.c-4 e 6.c-5). Mas também notamos nestas duas técnicas que faltam
algumas fundamentagdes nas demonstracées apresentadas: ambas as técnicas
deixam por explicar um detalhe muito importante da demonstragédo — deixam de
explicar que o mais importante € mostrar que o terceiro angulo de um triangulo
sera congruente ao terceiro angulo de outro tridngulo e que os dois outros lados
de um triangulo serdo congruentes aos outros lados do outro triangulo cada um a

cada um. Isto é que precisa ser provado.

Depois da definicdo dos itens que norteiam a analise de como os autores
introduzem os conceitos relativos a triangulos com enfoque em prova e
demonstracdo, nos dados do Quadro.2, apresentamos os resultados dessa
descricao e analise.

TarefaT; | Técnica T L+ Lo Ls Ls Ls
711 Construgdes com régua, lapis N N \/
e papel

T4 712 Construgdes com software G

D, usando pontos, segmentos de
reta e circunferéncia.

113 Construgdes com apenas
software de GD

To 1 Desenho, medicdo e
comparacao de resultados
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Te

Too pesenho em
papel/recorte/dobradura

T3 Como no T,,, mas com
pontos médios nos lados

To4 Exploragdo com software de
GD seguida de sua aceitagao
sem demonstracao

Tos Atividade exploratoria
seguida de validagdo por
demonstracdo, usando a teoria
das paralelas

Tos Apenas a propriedade é
apresentada sem  atividade
prévia de exploragéo, seguida de
uma demonstracao

731 medigdo dos lados dado, um
triangulo e comparagéo da soma
com a medida do terceiro lado

Ts

T30 Dados trés nimeros tenta-se
construir um tridngulo usando
esses numeros e Vverifica-se
guando é possivel

T35 Tenta-se construir o triangulo
com trés pauzinhos, controlando-
se quando é possivel

T34 A propriedade é apresentada
como conhecida

T35 Faz-se experimentacdo e
depois valida-se a conjectura por
uma demonstracao formal

T41 Por medicdo compara-se
cada angulo externo com a soma
dos internos ndo adjacentes

Ts

T42 Exploragbes, por desenho e
medi¢do, de cada angulo externo
com a soma dos dois internos
ndo adjacentes.

T43 Iratamentos figural e
algébrico da relacdo de cada
angulo externo com  seu
adjacente interno e a
propriedade da soma dos
angulos internos de um A

T44 Apenas apresentagbes da
proposicdo com a visualizagdo
da propriedade por meio de uma
figura
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T45 Tratamento figural da relagdo
entre angulo externo e os
internos ndo adjacentes por
reconfiguracédo

151 Uso de quadriculado

T52 Uso de translagdes, rotagcbes
ou reflexdes no plano

Teas O critério é apresentado
como axioma

Teaz COm as mesmas medidas
tenta-se construir dois tridngulos
de tamanhos diferentes

Tsa3 Ulilizando o0s mesmos
dados, cada um constr6i um
triangulo e compara sua
construcdo com a dos outros

Teaa O critério € demonstrado,
por meio da ideia de
sobreposicao de figuras

Teas O critério € demonstrado,
baseando-se na ideia de
isometria

Ten1 O critério é apresentado
COMO um axioma

Tebo lenta-se construir dois
tridngulos diferentes com dois
lados e o angulo por eles
formado congruente

Teps Ulilizando o0s mesmos
dados cada um constréi um
tridngulo e compara sua
construcdo com a dos outros

Tebsa O critério é demonstrado
baseando-se na ideia de
sobreposicao de figuras

Tebs O critério € demonstrado,
baseando-se na ideia de
isometria que aplica um no outro

Tec1 O critério é apresentado,
COMO um axioma

Teco lenta-se construir dois
triangulos diferentes, mas com
0s mesmos dados: dois angulos
€ 0 lado comum congruente cada
um a cada um
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Tec Tsa3 Utlizando os mesmos
dados cada um constréi um
triangulo e compara sua
construcdo com a do outro

Teca O critério & demonstrado, \/
baseando-se na ideia de
sobreposicéo de figuras

Tecs O critério é demonstrado \
baseando-se na ideia de
isometria que aplica um no outro

Quadro 2 - Resultados da analise e descri¢do da organizagéo didatica dos livros. quanto as
atividades introdutérias dos conceitos.
Fonte: Dados do pesquisador

3.6 Discussoes dos resultados da organizacao didatica com
enfoque nas atividades de introducao dos conceitos

Pela analise dos dados do Quadro 2, nota-se que:

(a) A propriedade da soma dos angulos internos de um tridngulo é tratada
em quase todos os livros contemplados no presente estudo (em dois do Ensino
Béasico — 62 e 72 séries — e 2 da 82 série), sendo o livro Ls da 82 classe (série) o
unico que nao aborda essa propriedade, como objeto de estudo, sendo uma
ferramenta para a resolucao de tarefas propostas. Mas, com exceg¢ao do livro L»
da 72 classe (série), que comeca com uma demonstracao pragmatica por meio de
visualizagdo de como os trés angulos ficam quando juntados de modo que
apenas um lado seja coincidente com o lado de outro angulo sem nenhuma
atividade exploratéria (p. 49), seguida de uma validacdo por meio de uma
demonstracado formal, usando as propriedades das retas paralelas (p. 53), nos
livros restantes, a propriedade €& institucionalizada empiricamente pela
manipulacdo — desenho, medicdo, recorte ou dobradura sem nenhum
questionamento sobre as limitagdes desses procedimentos no estabelecimento de

propriedades geométricas.

Nos quatro livros, observamos onde a propriedade é explicitamente tratada,
trés fazem-no por meio de prova pragmatica, conforme a classificacdo de
Balacheff (1998) preenchendo a fungdo de descoberta; apenas o L, contemplou

duas provas: uma pragmatica e outra intelectual. Para este ultimo livro,
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consideramos que as duas provas apresentadas desempenham a funcédo de
explicacéo, pois nao existem atividades que motivem o aluno a alguma agao que

mostre que a demonstracao visa a apresentar a descoberta.

Em relagédo aos trés livros que validam a propriedade apenas por meio da
atividade experimental, ndo levam o aluno a questionar sobre a validade desse
procedimento. Balacheff (1998) afirma que esta forma de validacao apresenta-se
insuficiente, embora seja uma das formas de generalizagao, resiste ao longo do
desenvolvimento do pensamento geométrico. Além disso, autores como Pdlya
(1995), consideram a demonstracdo da propriedade da soma dos &angulos
internos de um tridngulo, como sendo indispensavel para qualquer aluno que

tenha visto Geometria. P6lya afirma que:

Se o estudante houver passado pelas aulas de Matematica sem
realmente entendido algumas demonstracoes semelhantes a esta,
ele tera todo o direito de fazer as mais causticas censuras a sua
escola e a seus professores. (POLYA 1995, p. 116).

O autor destaca a importancia das demonstracdées para o desenvolvimento

intelectual dos alunos ao afirmar:

[...] se o0 aluno nao tiver aprendido este ou aquele fato geométrico
especifico, ndo tera perdido muito. Mas se ele ndo houver
familiarizado com as demonstragcbes geométricas, tera deixado
escapar os melhores e mais simples exemplos das verdadeiras
provas e perdido a melhor oportunidade de adquirir a ideia do
raciocinio rigoroso. Sem esta ideia, faltar-lhe-4 o verdadeiro
critério para comparar argumentos de todos os tipos que se lhe
apresentam na moderna vida cotidiana. (POLYA, 1995, p. 116)

(b) Propriedade da relacao entre a medida de um angulo externo com a
soma das medidas dos angulos internos nao adjacentes (Tarefa T,)

Dos cinco livros didaticos analisados, apenas trés tratam dessa
propriedade: sdo os livros Ly, Ls e Ls. Os restantes ndo fazem mengéo a essa
propriedade. O Livro L, apresenta a propriedade sem nenhuma deducdo, nem
atividade exploratéria; mas em L4 e Ls a propriedade vem fundamentada, no
primeiro, por uma reconfiguragédo e, no ultimo, por meio de argumentos baseados
na relacao entre o angulo externo, seu suplementar interno e a propriedade sobre

a soma dos angulos internos de um triangulo. O livro Ly embora apresente uma
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reconfiguracdo da figura por meio de uma reta paralela a um dos lados do
triangulo, o fato ndo é aproveitado pelo autor, para produzir argumentos que
validem a demonstracdo, portanto, a validacdo apoia-se na prova pragmatica,
segundo a classificacdo de provas propostas por Balacheff (1988). Apenas no
livro Ls, a validagdo que podemos considerar, enquadra-se na categoria de prova
intelectual, podendo considerar-se que nesse livro a prova cumpre as funcbes de

explicagao e sistematizagéo.

(c) Desigualdade triangular (T3 )

Dos quatro livros que tratam dessa propriedade, trés fazem-na por meio de
atividades experimentais assumindo, em seguida, como propriedade valida para
qualquer tridngulo, portanto, nas categorias de prova propostas por Balacheff
(1988), podemos dizer que se trata de uma validagdo pragmatica; o quarto livro
apenas incorpora a propriedade, como uma ferramenta, portanto, ja
supostamente conhecida pelos alunos utilizadores do livro. O autor do livro L, da
7% série nao trata dessa propriedade, apesar de contemplar atividades de
construcao de triangulos que por forca de circunstancias, acabam contemplando
tarefas em que nao é possivel construir o triangulo (tarefa 1.b da pagina 52). Essa
tarefa € importante para a constru¢cdo do conceito de tridngulo, pois, como
defende Retamal: “[...] um trabalho com a construcao de figuras impossiveis, por
exemplo, a de um quadrilatero com trés angulos retos, permitira ajudar a tomada
de consciéncia sobre as propriedades geométricas e as condicdes internas de
uma configuracao” (RETAMAL, 2009, p. 29).

Assim, os trés livros que tratam da desigualdade triangular, fazem-no por
meio de atividades de manipulagdo, mas sem nenhum questionamento se o que
se constata nesta ou naquela figura triangular seja uma propriedade vélida para
qualquer tridngulo. Hanna (2000) afirma que, alguns educadores matematicos
defendem que, 0 que se vé em sala da aula como ensino de prova, ndao passa de
uma rotina de aprendizagem de provas matematicas desprovidas de qualquer
valor educativo. Para esses educadores, o papel educativo mais significativo sdo
atividades de investigacéo, exploracéao, justificacdes informais e o uso de intuicao
do que a demonstracdo. Eles apoiam o cultivo nos alunos da percepcao da
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Matematica, como uma ciéncia heuristica e enfatizam a abordagem indutiva.

Pélya (1995) é dessa linha, ao afirmar que

[...] devemos acrescentar que muitos fatos matematicos foram
primeiro encontrados por indugcdo e demonstrados depois. A
Matematica, apresentada com rigor, € uma ciéncia dedutiva
sistematica, mas a Matematica em desenvolvimento & uma ciéncia
indutiva experimental. (POLYA, 1995, p. 93)

O autor salienta, e nés concordamos com ele que, depois de se aceitarem
as verdades geométricas com base na experimentacéo, € preciso mudar de ponto
de vista: tendo em conta que o raciocinio que nos levou as ideias, foi apenas
plausivel, experimental, provisério, heuristico, é preciso tentar estabelecer

definitivamente por meio de uma demonstracgéo rigorosa. (POLYA, 1995, p. 93).

Portanto, acreditamos que a propriedade foi estabelecida apoiada em
experimentacbes na 62 série, nas séries seguintes, os autores deveriam
questionar o método, levando o aluno a pensar em outras formas de validar
propriedades geométricas que nao fossem apenas por evidéncias resultantes de
mera verificacdo experimental, levando o aluno a ver a necessidade das
demonstragcdées formais, como o Unico meio aceite na Matematica para validar
propriedades que se constatam nas experimentacdes tal como defende Pdlya
(1995), e é apresentado pelos autores do livro L, da 72 série/classe.

(d) Introducédo dos critérios de congruéncia dos triangulos pelos autores
dos livros didaticos

Uma leitura atenta dos dados do Quadro 2 mostra que os trés livros que
tratam da congruéncia de triangulos, cada um deles introduz de forma diferente,
mas os trés critérios de forma igual: o livro L3 com a ideia de isometrias no plano;
o L4 por meio da sobreposicao de figuras e o livro Ls, simplesmente, enuncia os
critérios como axiomas. Portanto, os dois livros L3 e L4 validam os critérios com
base na prova intelectual e o Ls considera os critérios, como axiomas, isto €,
como proposi¢cdes que ndo precisam ser demonstradas, mas, sim, ferramenta a
usar para o estabelecimento de outras verdades que precisam de demonstracao

para sua validacao.
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Mas, enquanto os autores do livro L3z deixam claro para o leitor com a
linguagem de isometria que usam para demonstrar os critérios de congruéncia de
tridangulos, o autor do livro Ly ndo deixa claro quais mecanismos devem ser
usados para efetuar a sobreposicao das figuras. Por exemplo, para deduzir o
critério LAL da congruéncia de dois triangulos, apresenta a Fig. 14:

Sejam dois friangulo [ABC]e [ABC,| nos quais XA = X AJ
AC=AC e AB=AB,
Demonstremos que estes dois
A triéingulos s&o congruentes:
Como os angulos A e A sdo
congruentes, existe uma corres-
pondécia entre eles, tal que o ponta

A, A passa ao ponfo A e o lado AC

aolado AC,. Consequentemente,:
o ponto C passard ao C,. Porsua vez

B, C, olado Ag possard ao AB, e, pela

mesma razdo o ponto B passard ao ponto B, E como a imagem:

dum segmento através da congruéncia, ainda & um segmento, or
lado BC passard ao lado B]—C1 e, portanto, a linha poligonal ABC
passard & linha poligonal ABC,. Afravés desfa correspondéncia, o
inferior da linha poligonal ABC passard ao interior da linha poligonal

ABC,.Isto quer dizer que através da correspondéncia estabelecida

Figura 14 - Extrato da demonstracao do critério LAL da congruéncia de tridngulos usada em L,
Fonte: Nhéze (1998, p. 180)

O autor termina a demonstragéo afirmando que “o triangulo ABC sobrepde-
se totalmente ao triangulo A{B1C+, ou seja, eles sdo congruentes, c.q.d.” (NHEZE,
1998, p. 181).

Esta “demonstracdo” envolve varios aspectos nao levados em
consideracao pelo autor: o tipo de correspondéncia que estabelece a passagem
do ponto A do triangulo ABC ao ponto A do tridngulo A{B1C+ nao foi explicitada
pelo autor. Este afirma que “a imagem de um segmento através da congruéncia,
ainda é um segmento”, deixando transparecer, segundo suas palavras, que

congruéncia em Geometria € uma transformagao, ndo uma relagao.

Pesquisadores em Educagdo Matematica como Balacheff (1987, apud
TOJO, 2005, p. 10) tém defendido que a construgdo dos fundamentos em

Geometria deve iniciar com justificagdes empiricas e evoluir para validacoes
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dedutivas, desde as séries iniciais, respeitando o nivel de racionalidade dos

alunos.

Freudenthal (1973, apud TOJO 2005) defende que no lugar de se levar a
cabo com os alunos o formalismo rigoroso da Geometria axiomatica, devem ser
apresentadas ao aluno experiéncias de organizacdo local em que algumas
propriedades sao estabelecidas sem demonstracdo, tomando os casos de
congruéncia de tridngulos, como exemplo de propriedades que poderiam ser
apresentadas sem demonstragcdo. Fetissov (1994) salienta que uma
demonstracdo bem estruturada ndo pode basear-se sendo em proposicoes ja
estabelecidas, sendo inadmissivel qualquer alegacdao de evidéncias. Mas
observamos que o autor do livro L4 ndo usa este principio ao incluir nos passos de
suas demonstracdes expressdes que nao foram previamente estabelecidas, com
a excecao do critério LLL em que se baseia na definicdo das figuras congruentes

que deu.

Fetissov (1994) faz uma discussdo bastante circunstanciada sobre o
conceito de congruéncia afirmando que as abordagens que se baseiam na ideia
de superposicdo de figuras para explicar a congruéncia, estdo implicitamente
admitindo que as figuras geométricas podem ser transladas no espago, sem
sofrer nenhuma alteracdo, quer dizer, com esse enfoque, duas figuras
geomeétricas serdo congruentes se for possivel transladar uma delas no espaco,
fazendo-a superpor-se a segunda de tal modo que ambas coincidam em todas
suas partes. Na verdade, o autor do livro L4y usa essa ideia para produzir
argumentos que fundamentam as “demonstracées” dos critérios LAL e ALA da
congruéncia de tridngulos, procedendo de igual modo. Mas sobre esse enfoque,

Fetissov, afirma o seguinte:

A primeira vista, esse conceito de congruéncia parece totalmente
compreensivel, mas, mediante uma andlise mais atenta, ndo é
dificil encontrar nele um circulo vicioso. De fato, para estabelecer
a congruéncia de duas figuras temos de fazer com que coincida
uma com a outra; e, para fazer com que coincidam, temos de
transladar uma delas no espago, permanecendo essa Ultima
invariante durante o processo de translagao. (FETISSOV, 1994, p.
64).
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O autor continua com a explanagdo sobre o enfoque de transladacao e

sobreposicao.

Mas o que significa permanecer invariante? Significa que a figura,
durante todo o processo, mantém-se congruente a sua forma
inicial. Isso mostra que se define o conceito de congruéncia
mediante a ideia de translacdo de uma figura invariante e o
conceito de figura invariante mediante o conceito de congruéncia
(FETISSOV, 1994, p. 64-65)

Para evitar esse ciclo vicioso das demonstragcdes de congruéncia de

tridangulos por intermédio da ideia de sobreposicao (ou superposi¢ao) de figuras, o

autor defende que o conceito seja estabelecido, baseando-se em grupos de

axiomas que envolvem a congruéncia de segmentos de reta, angulos e triangulos,

quer dizer, um dos critérios de congruéncia de triangulos deve ser assumido como

um postulado ou axioma do qual outros critérios serdo estabelecidos. Eis os

axiomas que o autor apresenta:

1) Dados um segmento AB e uma semireta de origem A’, existe
um e um s0, ponto B’ na semireta de maneira que A’B’ = AB.

2) A congruéncia de segmentos de reta é uma relagdo de
equivaléncia, isto é: todo o segmento € congruente a si mesmo
(propriedade reflexiva); dados dois segmentos de reta, se o
primeiro é congruente ao segundo, entdo o segundo é congruente
ao primeiro (propriedade simétrica); dados trés segmentos de reta,
se o primeiro é congruente ao segundo e este o terceiro, entao o
primeiro é congruente ao terceiro (propriedade transitiva).

2) Se A, B e C séo pontos colineares, com Bentre Ae C,e A, B’
e C’ também colineares, com B’ entre A’ e C’, e se, ainda, AB =
AB eBC=BC’, entao AC=AC’.

4) Dados um angulo AOB e uma semi-reta O’A contida na
origem de um semi-plano também dado, entdo existe uma Unica
semi-reta O'B” nesse semi-plano de maneira que A‘'O'B’= AOB.

5) A congruéncia de angulos € uma relagao de equivaléncia

6) Sejam E, AC e AD semi-retas coplanares tais que C é
interior a BAD e A'B', A'C' e A'D' semi-retas também
coplanares e tais que C’ é interior a B'A'D'. Se BAC = B'AC
e CAD = C'A'D',entdo BAC = B'A'D'.

i.e. se a angulos congruentes somarmos angulos congruentes,
entdo as somas também serdo iguais.
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Afirma: “Finalmente, para fundamentar a congruéncia de tridngulos,

introduz-se mais um axioma”, a saber:

7) Se dois lados de um triangulo, bem como o angulo formado por
eles, sdao ordenadamente congruentes a dois lados de outro
triangulo e ao angulo formado por esses lados, entdo os outros
dois angulos do primeiro tridngulo também sao ordenadamente
congruentes aos outros dois angulos do segundo triangulo
(FETISSOV, 1994, p. 65-66)

Fetissov (1994) salienta que, com o0s sete axiomas, podem ser
demonstrados os critérios de congruéncia de tridngulos ou teoremas sobre a

congruéncia de figurais sem precisar usar a ideia de superposic¢ao.

Para demonstrar o caso LAL da congruéncia, procedemos da seguinte

maneira:

Sejam ABC e A'B’C’ os triangulos dados. Admitamos, por hipétese, o
seguinte: AB = A'B’, AC = A'C’ e BAC = B'A'C'. Temos de demonstrar que 0s
demais elementos desses tridngulos sdo também congruentes entre si. O axioma
7 nos permite concluir imediatamente que ABC = A'B'C e BCA = B'C'A'.

Resta-nos provar que BC = B'C'.

Com base no axioma 1, tomemos na semirreta B'C' o ponto C” tal que B'C”

= BC. Observando entao os triangulos ABC e A'B’C”,

Figura 15 - Figura de suporte para a demonstracédo do critério LAL da congruéncia de triangulos
Fonte: Fetissov (1994, p. 66)

Notamos que AB = A'B’, BC = B'C” e ABC = A'B'C". Segundo o axioma

7, podemos concluir, entdo, que B'A'C" = BAC.Mas como BAC = B'A'C', por
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hip6tese, da transitividade da congruéncia de angulos (axioma 5) segue que
B'A'C" = B'A'C'. Temos, portanto, o seguinte: os angulos B'A'C' e B'A'C'" tém
0 mesmo vértice, o lado A’B’ comum, € congruente entre si e situa-se no mesmo

semiplano. Considerando o axioma 4, somos forcados a concluir que B'AC" e

B'A'C' sd0 os mesmos angulos. Consequentemente, A'C' e A'C" devem

coincidir e, assim, BC = B'C”. Donde, B’'C’ = B'C’. Isto completa a demonstragao.

Portanto, temos aqui um exemplo de uma demonstragdo bem
fundamentada baseada em um suporte tedrico presente, ingrediente que tanto
falta nas “demonstracdes” que o autor do livro didatico L4 apresenta, como sendo
demonstragdes dos critérios LAL e ALA da congruéncia de tridangulos.

Ainda Fetissov (1994) afirma que, seguindo 0 mesmo raciocinio utilizado
para demonstrar o critério LAL da congruéncia de triangulos, demonstram-se os

restantes critérios.

Nés ja salientamos, ao longo deste trabalho, que autores como Fetissov
(1994), Balacheff (1998) defendem que, em Matematica, uma demonstracao bem
estruturada deve apoiar-se em conceitos explicitados e aceites por uma
comunidade, quer dizer, deve basear-se apenas em proposicdes ja estabelecidas.
Nessa ordem de ideias tendo em conta a definicdo que Nhéze (1998) deu de
figuras congruentes, entdo, as demonstracdes dos critérios de congruéncia
deveriam ter suporte tecnoldgico nessa definicdo, o que conseguiu fazer para o
critério LLL, mas n&o nos outros critérios. Também salientamos anteriormente,
que alguns pesquisadores até chegam a questionar o real valor da forma, como

sao apresentadas algumas demonstragcées em sala de aula.

Embora a pesquisa ndo esteja voltada ao ensino, na contextualizagao do
problema, deixamos transparecer a grande influéncia que o livro didatico exerce
sobre os principais protagonistas do processo de ensino e aprendizagem — 0
professor € o aluno — visto como depositario dos saberes a transmitir e a

assimilar.

Desse modo, argumentos como aqueles apresentados na tentativa de
fundamentar o critério LAL ou outros critérios, que alguns conceitos ainda estéao

por estabelecer, acabam tornando essa tentativa quase que inutil, pois, para além
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do que adiantamos anteriormente, pesquisadores como Hanna (2000), de Villier

(2000), defendem a valorizacdo de provas que explicam “porqué” e, por

conseguinte, dar-se mais atencgao inicialmente as provas que ajudam a explicar.

Nesse contexto, defendemos que os critérios de congruéncia de triangulos
poderiam ser introduzidos por meio de atividades de experimentacdo em que, por
meio de construcdes, sdo constatadas as condicdes minimas para a garantia da
congruéncia de dois tridngulos e, posteriormente, sao utilizadas para explicar

propriedades ligadas a outros conceitos que tém correlacao com esses critérios.

Os dados do Quadro 2 mostram que cada um dos livros didaticos que trata
dos critérios de congruéncia de tridngulos, privilegia apenas uma técnica, sem
contemplar outras alternativas. Nenhum dos livros propde mais de um método na
introducdo desses critérios. Na contextualizagdo deste estudo, salientamos que
os documentos oficiais da Educacdo de Mogambique reconhecem que a
compreensao dos conceitos e o desenvolvimento de competéncias por meio da
observacéo, visualizacdo, experimentacao..., nao fazem parte da pratica do dia a
dia na sala de aula. Assim como reportamos também nessa parte da pesquisa,
estudos mostram que ambientes de ensino sédo fortemente influenciados pela
forma como os livros didaticos sao estruturados. Os livros objeto de pesquisa nao
contemplam muitas estratégias de estudo dos conceitos ligados as propriedades
dos triangulos. Desse modo, podemos depreender o quanto esse material esta
limitando o desenvolvimento das habilidades e competéncias dos alunos que o

utilizam.

Quanto a Teoria dos Registros de Representacdo Semiédtica, constatamos

que:

Em geral, os cinco livros estudados privilegiam os registros figural e
discursivo (na lingua natural e simbdlica). Quanto as provas e demonstracoes,
podemos destacar que no livro Ly da 62 série/classe observa-se que as principais
propriedades relativas aos tridngulos apresentadas (soma dos angulos internos, a
relacdo entre os angulos opostos a lados congruentes em tridngulos isésceles)
sdo validadas mediante a coordenacgdo entre os registros discursivo e o material
(JESUS, 2008).
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Normalmente, os autores pedem que se construa um tridngulo de papel e
por dobradura explore a conjectura que esta relacionada ao conceito em estudo.
Para os angulos opostos aos lados congruentes em triangulos isosceles, os
autores apresentam a seguinte atividade: “Construa um tridngulo isésceles de
papel. Recorta o triangulo. Compara, por dobragem, os angulos opostos aos
lados iguais. O que concluis?” (DRAISMA e SOVERTKOV, 1991, p. 114). Para a
propriedade da soma dos angulos internos, os autores apresentam uma atividade

formulada da seguinte maneira:

2 Soma dos angulos de um triangulo
e Constroi um triangulo qualquer de papel

e Marca os angulos com as letras a, B, v ; p «

Régua I

e Corta os angulos. Forma um angulo igual
dos trés angulos.

¢ Quanto mede esse angulo?

Figura 16 — Reconfiguracdo que leva a conjetura
Fonte: Draisma e Sovertkov (1991, p. 62)

Portanto, mais uma vez, notamos que a propriedade é validada, mediante a
coordenagdo entre o registro discursivo e o registro figural. O mesmo
procedimento de validacdo, recorrendo a coordenacdo entre 0s registros
discursivos e a representacao do registro material é apresentado no livro L4 para
validar a propriedade da soma dos angulos internos de um tridngulo. Observa-se
este fato quando o autor propde que se desenhe um tridngulo qualquer e com
uma tesoura recorte os trés angulos, colocando-os de modo a obter o que se

reproduz a seguir e pergunta: “Que tipo de angulo se forma?” (NHEZE, 1998, p.

170).
/\
8 o B 4 o

Figura 17 — Outra reconfiguracdo que leva a conjectura sobre a soma dos angulos internos de um
triangulo.
Fonte: Nhéze (1998, p. 170)
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Quanto ao livro L3z da 82 série/classe, que nao trata da propriedade da
soma dos angulos internos de um tridngulo, nem da propriedade do angulo
externo de um triangulo, constatamos que, em relacdo a congruéncia de
tridngulos os casos de congruéncia sao apresentados em dois registros:
discursivo e figural. No registro discursivo, sdo apresentados os argumentos e a
institucionalizagdo, e no registro figural sdo apresentadas as construcées que

complementam e explicitam o discurso tedrico.

Em relacéo ao livro L4 da 82 série/classe, ja salientamos que a propriedade
da soma dos angulos internos de um triangulo é validada por meio de desenho
em papel, recorte e dobradura, (técnica rt,), portanto, no registro material
(JESUS, 2008). No que se refere a propriedade do angulo externo de um
tridngulo, é tratada pautada na reconfiguracao figural que mostra sua relagdo com
a soma dos dois internos ndo adjacentes (técnica 145 do Quadro 2), portanto, o
tratamento € feito em dois registros (figural e discursivo). Os casos de
congruéncia de triangulos sao apresentados em dois registros: discursivo e
figural, a desigualdade triangular € mostrada em dois registros (figural e
discursivo). Pela leitura das técnicas constantes do Quadro 2, podemos concluir
que no livro L4 as propriedades objeto de demonstracdes sdo apresentadas em

dois registros de representacgao.

Ja o livro Ls a deducdo da propriedade da soma dos angulos internos de
um triangulo é feita por meio do registro material. A propriedade do angulo
externo de um tridngulo é apresentada por um lado com base na reconfiguracéo
de uma figura e, por outro lado, por meio de uma atividade de medicao que leva a
conjetura sobre a soma dos angulos externos de um triangulo. O registro
discursivo é por meio da linguagem simbdlica; mas os casos de congruéncia de
tridangulos todos sao apresentados no registro discursivo por meio da lingua

natural.

Agora, analisaremos as atividades propostas pelos autores no intuito do
aluno consolidar seus conhecimentos. Como salienta Brousseau (1996), saber
Matematica é mais do que aprender definicoes e teoremas, a fim de reconhecé-

los em ocasidbes em que podem ser utilizados e aplicados, mas resolver um
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problema é apenas uma parte do trabalho. Encontrar boas questdes é tao

importante como determinar suas solugoes.

Assim, nesta parte do trabalho as questbes que colocamos tém por
objetivos criar critérios que nos guiardo na busca da praxeologia didatica
adotada pelo(s) autor(es) de livros didaticos para os alunos se exercitarem.

3.7 Descricao e analise da organizacao didatica com enfoque nas
atividades propostas aos alunos para exercicio

Situacao d7: Que atividades sao propostas aos alunos relacionadas a

construcao de triangulos?

Tarefa Td7 1: Construir um tridngulo:
a) dadas as medidas dos trés lados
b) dados dois lados e 0 angulo por eles formado

c) dados dois angulos e um lado comum aos dois

Técnica 1197.1: Dependendo dos dados e condicbes do problema, poder-
se-a fazer o apelo ao uso de apenas régua e compasso (situacédo do item a); de
régua e transferidor (para o caso do item b); ou de régua, transferidor e compasso

(situagao do item c).

Técnica T207.2: Construgdo com apoio de software de Geometria dindmica
com recurso ou ndo a ferramenta “transferéncia de medidas” conforme os dados

do problema.

Discurso teorico 6/@: As tarefas referentes a cada um dos itens acima
tém a ver com as construcbes empiricas de triangulos. No caso do item a),
esperamos que o aluno consiga construir triangulo, tendo presente que cada
ponto serd vértice de dois segmentos de reta e que a construcéo sera possivel se,
ao usar régua e compasso, houver a interseccao dos arcos da circunferéncia e ha
duas solucdes possiveis; para a condicdo do item b), espera-se que o aluno

consiga construir um angulo; em seguida, marque dois segmentos de reta em que
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um dos extremos € o vértice do angulo, e, finalmente, saiba que o terceiro lado do
tridangulo é obtido unindo os outros extremos ndo adjacentes ao angulo dos dois
segmentos. Finalmente, para o caso do item c¢), o aluno devera perceber que os
dois extremos de um segmento serdo os vértices dos dois angulos dados e que o
terceiro lado do triangulo resultard da interseccdo dos outros lados dos dois
angulos dados.

Situacao ds: Quais atividades sao propostas aos alunos relacionadas com

a propriedade da soma dos angulos internos de um triangulo?

Tarefa Tog.1: Determinar a medida de algum angulo interno, dada alguma
condicao de partida, por exemplo:

a) a medida de um angulo interno

b) a medida de um angulo externo

c) arelacdo entre ao menos dois angulos internos

Técnica 110ds.1: Dependendo da formulagao da pergunta, podera ser por um

céalculo em que o ponto de referéncia tera de ser 180° e trabalhar de modo que os

dados fornecidos, para determinar sua soma seja 180.
Técnica T12ds.1: Podera ser por meio de medicao com transferidor.

Técnica 130s.1: Podera ser a mobilizagao inicial do conceito de angulos
adjacentes suplementares, seguida da aplicacdo da propriedade da soma dos
angulos internos de um triangulo. Por exemplo, supomos que a atividade dada

esteja relacionada com a Fig. 18:
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Tarefa: Determinar a medida Técnica possivel:
dos angulos internos do triangulo ABC
da figura

Pela figura, espera-se que o procedimento

seja de primeiro calcular o angulo B, pela

relacao B +115°=180° depois do célculo

o da medida de B, pela propriedade da soma

A D |dos éangulos internos de um tridngulo,
T B calcula-se o valor de C.

Figura 18 - Figura usada para a aplicacdo da propriedade da soma das medidas dos angulos
internos de um tridngulo.
Fonte: O pesquisador.

Discurso tecnolégico-tedrico: Espera-se que o aluno aplique a relacao
entre os angulos internos de um triangulo, em que sua soma seja 180°; também,
em alguns casos pode ser que se espere que 0 aluno precise trabalhar com o
conceito de angulos adjacentes suplementares para dai mobilizar a propriedade

da soma dos angulos internos de um tridangulo.

Tarefa Todg,: Explicar ou justificar se pode existir um dado tridngulo com
algum tipo de angulos, por exemplo, ter dois angulos retos ou ter um angulo reto e

um angulo obtuséangulo, etc.

Técnica t1ds2 Pela propriedade da soma dos angulos internos de um
tridngulo, poder-se-a verificar se a soma dos dois niumeros fornecidos é inferior ou
nao a 180. Se for inferior, entao o triangulo pode existir; caso contrario, o triangulo
nao existe. No caso de fornecimento de trés angulos, o processo de controle

podera ser simplesmente de ver se a soma € ou ndo 180°.

Discurso tedrico tecnoldgico: Espera-se que o aluno tenha como base
de fundamentacao que um triangulo pode existir, se a soma dos angulos internos
for igual a 180°; ou se a soma de dois de seus angulos internos for menor do que
180°.

Tarefa Tdg 3 Deduzir a relagdo entre um angulo externo de um triangulo com
os dois internos ndo adjacentes ou a propriedade da soma de seus angulos

internos.
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Técnica 711ds3: Poderda ser por meio de construcdo e medicdo com
transferidor que se chega a uma conjectura que mostra a relacao seguida de uma
validagdo ou nao.

Técnica 120s3: Pode ser por meio de um desenho de triangulo de papel,
seu recorte seguido da dobradura dos vértices, de modo que cada um dos lados
fique junto de outro, como no caso do exemplo, da Figura 19, extraida de um livro
didatico.

’

ERNENRN

Figura 19 - Procedimento de dobradura que os alunos devem fazer para deduzir a propriedade da
soma dos angulos internos de um triangulo.
Fonte: Carvalho e Martins (2007, p. 92)

Técnica 13ds.3: Por meio de uma construgao geométrica, da propriedade da
soma dos angulos internos de um tridngulo e a nogcao de angulos adjacentes
suplementares, deduz-se a relacdo. Por exemplo: Dada a figura 20 mostre que,
em qualquer tridngulo, um angulo externo é igual a soma dos angulos internos
nao adjacentes.

Deducao
c 1. Pelafigura a + B = 180°, mas por outro
2. a+B+C=180° Entao,
3. a+B=180°=a+B+C
D BA Qo B 4 B = B + C
A demonstracao faz-se de igual modo se
tomamos o angulo interno B ou C com o
respectivo externo adjacente, completando assim
a demonstragéo.
Figura 20 - — llustragao da deducgéo da relagéo entre um angulo externo e os internos nao

adjacentes de um triangulo.
Fonte: O pesquisador.
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Discurso tecnolégico-teorico: O discurso tecnoldgico-tedrico que justifica
as técnicas relativas a tarefa baseia-se na propriedade da soma dos angulos
internos de um tridngulo, na relacao entre dois angulos adjacentes suplementares
e/ou na regra de substituicéo.

Situacao dy: Que atividades sao propostas aos alunos relacionadas com as

condigdes de existéncia de um triangulo.

Tarefa Tog 1: Avaliar e justificar se dados trés nimeros (na mesma unidade)

ou trés segmentos podem ser medidas ou os lados de um triangulo.

Técnica t1dg.1: Com régua ou compasso (no caso de segmentos) verifica-

se se nao existe algum segmento que seja maior ou igual a soma de dois outros.

Discurso tedrico-tecnoldgico: O discurso tecnoldgico-tedérico que
fundamenta as técnicas relativas a atividade, baseia-se na propriedade que
estabelece que, em um tridngulo, a medida de qualquer lado é sempre menor que
a soma das medidas dos dois outros.

Tarefa Tdgo: Avaliar e justificar se dados trés numeros (na mesma

unidade), podem ser as medidas de angulos internos de um triangulo.

Técnica t1d92: Verifica-se se a soma é igual ou ndo a 180° Caso a

resposta seja negativa, conclui-se que tal triangulo néo existe.

Discurso tedérico 6/0: O discurso tecnoldgico-tedrico que justifica a técnica
baseia-se na propriedade que diz que a soma dos angulos internos de um

tridangulo é igual a 180°.

Situacao dio: Que atividades sdo propostas aos alunos relativas a

propriedade da desigualdade triangular?

Tarefa Tdqo.1: Justificar se € sempre possivel construir um triangulo, dadas

as medidas de trés segmentos.

Técnica 110101: Com régua e compasso e utilizando a transferéncia de
segmentos e/ou interseccdo de arcos de circunferéncia, tenta-se construir o

tridangulo cujos lados tém como medidas os valores fornecidos. Se os arcos
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construidos, tendo como centro os extremos do segmento, intersectam-se fora do
segmento, entdo, o triangulo existe; se ndo se intersectam ou intersectam-se

exatamente em um ponto contido no segmento, entdo, o triangulo ndo existe.

Técnica 12010.1: Sem fazer a construcdo, compara-se cada um dos valores
dados com a soma de dois deles, se qualquer deles for menor que a soma de
outros dois, entao, o tridngulo existe; porém, se algum deles for maior ou igual a

soma dos dois outros, entao, o triangulo nao existe.

Discurso tedrico-tecnologico 6/@: O discurso tecnolégico-teérico que
fundamenta as técnicas baseia-se na propriedade que diz que em um tridngulo

qualquer lado é menor que a soma dos outros dois.

Tarefa Tdio2: Dizer em que valores a medida do terceiro lado de um

triangulo pode variar, dadas as medidas de dois de seus lados.

Técnica 110102: O intervalo obtém-se pela propriedade da desigualdade

triangular.

Discurso tedrico-tecnholdgico 6/@: O discurso tecnolégico-tedrico que
fundamenta as técnicas baseia-se na propriedade que diz que em um tridngulo

qualquer a medida de um lado é menor que a soma dos dois outros.

Situacao d¢1: Quais atividades sao propostas aos alunos relacionadas com

os critérios de congruéncia de triangulos?

Tarefa Todq1.4 Utilizar os casos de congruéncia de triangulos para provar
determinadas afirmacdes em Geometria.

a) Provar que dois segmentos ou dois angulos sao congruentes;

b) Provar que os lados opostos paralelos de um quadrilatero sao

congruentes,

c) Um quadrilatero com os lados opostos congruentes e angulos opostos
também congruentes tem as diagonais intersectando-se pelos seus

pontos médios.
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Por exemplo, na Figura 21, os segmentos AC e CE estdo sobre a mesma
reta suporte, bem como os segmentos BC e CD. Sabe-se que AC = CE e que BC
= CD. Prove que AB = DE.

AC=CE
Dados .
BC=CD

Provar que {EEEZ

Figura 21 - llustracdo da aplicacao dos critérios de congruéncia de tridngulos para demonstrar
alguma relagdo geométrica.
Fonte: Adaptado pelo autor dos livros didaticos.

Técnica t1d11.1: Pela observacdo das condicoes definidas, procura-se

produzir argumentos que envolvam algum dos critérios de congruéncia de
triangulos.

Para o exemplo dado, o procedimento pode ser como 0 seguinte:

Afirmacao Justificacoes

AC=CE Dado (L)

ACB=DCE Angulos opostos pelo vértice (A)
(0.p.v)

BC=CD Dado (L)

= AABC = AEDC (Caso LAL)

Se dois triangulos sdo congruentes, seus elementos correspondentes sao
congruentes.

Logo, Ezﬁ, c.q.d.
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Outro exemplo que podemos dar é o seguinte: Na figura, ABC é tridngulo

isdsceles com AB=BC; a=B; D = E. Provar que BD = CE.

ABC étrianguloisoscelescom AB=AC
Dados: sa=pf
D=E

S

Pedido: Provar que BD = CE

Fig. 23

Figura 22 - Segunda ilustracédo da utilidade dos critérios de congruéncia de tridngulos.
Fonte: Adaptacao pelo autor de livros didaticos

O procedimento de resolugao pode ser como o0 que segue.

Consideremos os tridngulos ABD e ACE da Figura 22.

Argumentos Justificacoes
1. AB=AC Pelos dados (L)
2 Q4= é Pelos dados (A)
3. D=F Pelos dados (Ao)
4. AABD = AACE Caso LAAo
5. BD=CE Lados correspondentes em triangulos

congruentes- c.q.p.

Discurso tecnoldgico-teérico: O discurso tedrico-tecnoldgico para
justificar os procedimentos esta atrelado aos critérios de congruéncia de

triangulos.

Tarefa Tdq1.2: Utilizar as relagbes em triangulos congruentes para justificar

algumas afirmacoes.

Técnica 7110112: Pela coordenacdo entre os registros em cada par de
tridangulos congruentes, identificam-se os elementos correspondentes obtendo,

desse modo, os argumentos que vao fundamentar a resposta.
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Por exemplo, suponhamos ter a seguinte atividade:

De dois triangulos ABC e DEF sabe-se que AB = EF, BC = DE e m(B) =

a) Justifica que “AABC = ADEF”
b) Completa: med(A)= ; med(C) =..
c) Sendo A =75°e B =42° determina D.

Como ponto de partida podera ser preciso fazer um esboco de dois
tridngulos congruentes para melhor visualizacdo dos elementos correspondentes.

Assim podera ser:

D
Figura 23 - ilustragdo de como identificar os elementos correspondentes em tridngulos

congruentes
Fonte: Préprio autor

a. Assim, pela figura conclui-se facilmente que “AABC = ADEF pelo critério
LAL;

b. Em tridngulos congruentes, a angulos congruentes opdem-se lados
congruentes, entdo, como o angulo A opde-se o lado BC congruente ao
lado DE que se opde ao angulo F no triangulo DEF, med(A) = med(F );
med(é) = med(ﬁ).

c. Pela propriedade da soma dos &angulos internos de um tridngulo

med(C) = 180°- 75° 42° = 63°, portanto, med(D) = 63°.
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Discurso tecnolégico-teorico: O discurso tecnoldgico-tedrico que justifica
as técnicas baseia-se nas propriedades dos elementos correspondentes em

tridangulos congruentes.

Tarefa Td¢1.3: Aplicar os critérios de congruéncia de tridngulos para provar

a igualdade geométrica de dois triangulos, dadas algumas condicoes.

Técnica 11011.3: Analise dos dados e condigbes fornecidos na figura e na
linguagem simbdlica que permitem enxergar o critério de congruéncia que

fundamenta a resposta.

Discurso tecnoldgico-tedrico: O discurso tecnol6gico-teérico que
fundamenta as tecnologias relativas ao tipo de tarefas em referéncia sdo os
critérios de congruéncia de triangulos e outras propriedades geométricas

inerentes as condi¢cdes dadas nas atividades. Por exemplo,

1. Para resolver a seguinte questao:

Na Figura 24, sabe-se que AB = BC e AD = DC. A
Demonstre que o AABD = ACDB

C

Figura 24 - um exemplo de aplicacédo dos critérios de congruéncia de triangulos
Fonte: Nhéze (1998, p. 185)

Pelas condic¢des fornecidas na Figura, tem-se:
1. AB =BC pelos dados —( L)
2. AD = DC pelos dados — (L)
3. DB = DB pela construcédo — (L)
= AABD = ACDB pelo caso L.L.L.

Mas para a questao
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Na Figura 25, sabe-se que AB = CD e AB // CD.
Mostre que AABE = ACDE

Figura 25 — llustracao de um exercicio.
Fonte: Nhéze (1998, p. 185)

Aqui ja € preciso levar em considera¢do os dados constantes da legenda,
portanto, o procedimento pode ser 0 seguinte:

Argumentos Justificagoes
1. A=D 1. Alternos em retas paralelas cortadas por AD (A)
2. AB=CD 2. Pelos dados (L)
3. B=C 3. Alternos em retas paralelas cortadas por BC (A)
4. AABE = ACDE 4. Pelo critério ALA

As duas tarefas embora tenham como ferramenta os critérios de
congruéncia de tridngulos diferem no critério, em razdo das condi¢cdes impostas

na Figura e nos dados.
Tarefa Todq1.4: Demonstrar as propriedades dos tridngulos isdsceles, tais
como:

a) os angulos da base (angulos opostos a lados congruentes) séo

congruentes;

b) A altura relativa a base de um triangulo isésceles, divide-o em dois

tridangulos retangulos congruentes;

c) A bissetriz do angulo oposto a base de qualquer triangulo isésceles é

também altura e mediana relativa ao lado oposto.
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Técnica 11d11.4 As técnicas a usar sao varias, conforme a propriedade a
estudar. Por exemplo, para a propriedade do item a, para além do uso dos
critérios de congruéncia de triangulos, existe outra técnica em alguns livros

didaticos, a saber:

Técnica T2011.4: Por construcdo e recorte de um triangulo isésceles de
papel, faz-se a dobradura, verificando-se como o0s angulos opostos aos lados

congruentes comportam-se na dobradura. (Prova pragmatica).

Discurso tecnoldgico-teorico: O discurso tecnoldgico-tedrico que justifica
as técnicas baseia-se nos critérios de congruéncia de triangulos ou na

sobreposicao de angulos (para o caso da prova pragmatica).

Tarefa Toq1.5: Completar as demonstracdes, preenchendo alguns espacos

vazios

Técnica t1d11.5: Baseando-se no esquema que comporta a demonstragao,
completam-se os espacos, de acordo com o0s passos dados. Por exemplo, se

tivermos a seguinte tarefa:

Complete a demonstragdo que se segue

Hipétese { BC=CD

A

Tese: {G=F

Figura 26 - Exercicio de aplicagdo de casos de congruéncia de tridngulos
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Argumentos

Justificacoes

1. dzﬁ;BCEC_Deﬁzﬁ

2. med(&)+med(f)=180°

3. med(f)+me(D) = 180°

4. D =B
5. AGBC = ACBF

6. G=F

I

Por hipétese

Angulos adjacentes suplementares

Angulos adjacentes suplementares

Ja que por hipétese @& = f

Pelo caso LAL

Angulos opostos a lados congruentes.

Nota: O sublinhado corresponde aos espagos vazios que deveriam ser preenchidos.

Discurso tecnologico-teérico: O discurso que justifica a técnica,

fundamenta-se conforme o conceito a usar como a ferramenta para completar a

demonstragao.

Os dados do Quadro 3 que se segue, apresentam os resultados das

buscas da organizacao didatica nos livros contemplados no estudo com enfoque

nas atividades propostas aos alunos.

Quadro 3 - Tipo de atividades propostas aos alunos para a exercitagcao

Tarefa To; Técnica Tk

L+ Lo Ls L4 Ls

Tod71. Construir  ou | T1d7.1: pode ser por meio de um \ \ \ \ \

desenhar um tridangulo instrumento de medida
dadas algumas | 1,075 pode ser usando um
condicdes

software de GD.

Tos 1: calcular a | T10g.1: Uso da propriedade da \/ \ \/ \ \/

medida de algum | soma dos angulos internos de

angulo de um tridngulo




um triangulo
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Todg.1: medicdo com algum

instrumento de medida

T3dg 1. Uso das propriedades do

angulo externo e/ou da soma

dos angulos internos

Tog2: explicar se dados
3 n® podem ser medidas
de angulos internos de

um A

T10dg 2. USO da propriedade da

soma dos angulos internos de

um triangulo

Tdg 3: deduzir a medida

de um angulo externo

de um tridngulo, ou a

propriedade da soma

dos angulos internos de

um triangulo

T10g3. medicdo seguida de
conjetura que se demonstra ou

nao

Todg3. dobradura de um

triangulo de papel

T3dg3. uso da soma dos

angulos internos e angulos

adjacentes suplementares

Tog 1: justificar se 3 n®

podem ser medidas

de lados de um

triangulo

T10g 1. tentativa de construgéao

com régua e compasso

Todg 1. comparacao de cada n®

com a soma dos outros dois

Td10.1: Justificar se 3 n®

podem ser medidas

de lados de um

triangulo

T1010.1:tentativa de construcéo

To010.1. uUso de desigualdade

triangular

Td192: estimar entre

que n? varia 3° lado A

T1010.2; controle da soma e da

diferenca dos valores dados
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Toq11:Usar casos de
congruéncia.de
triangulos para provar

afirmacoes

T1011.1: Observagao de

condicbes e producdo de

argumentos

Toq1.2: Justificar prop
usando.relacdes em

triangulos congruentes

T1011.2. ldentificacdo e uso de

elementos correspondentes

To113:

congr de A para provar

Usar critérios

T10113:Andlise  dos dados e
escolha de critério adequados

segundo o caso

propriedades

geométricas

Td114 Demonstrar. | 11d114: usando critérios de
Propriedades de | congruéncia de triangulos
triangulos

isésceles To041.4: recorte e dobradura
Td115: Completar | T1d115:  Preenchimento  de
demonstracdes espagos em branco

Fonte: Dados do pesquisador

3.8 Discussao dos resultados da organizacao didatica com
enfoque nas atividades de resolucao de problema propostas

aos alunos

No

Brousseau (1996) defendem que uma boa acdo de aprendizagem do aluno
depende da qualidade de exercicios que lhe sao disponibilizados, tanto pelo
professor como pelo material didatico (por exemplo, o livro didatico). Analisando

as tarefas propostas para exercicio dos alunos,

observacoes:

inicio deste tdpico, dissemos que alguns pesquisadores como

tecemos as seguintes
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a) Todos os cinco livros didaticos analisados contemplam as atividades de
construcao de tridngulos para a apreensao do conceito de tridngulo e/ou
quanto as condigcdes de sua existéncia. Apresentamos a seguir, 0
quadro que resume a énfase dada pelos autores dos livros analisado.

Quadro 4 - Natureza de atividades de constru¢do de tridngulos propostas nos livros didaticos

Atividade proposta L, L, Ls Ly Ls

s.jf c.jf s.jf c.jf s.jf c.jf s.jf | c.jf s.jf | c.jf

Construir um tridngulo 1 1 2 1 1
dadas as medidas dos
lados

Construir um tringulo 1 1 1 1 1
dados os dois lados e
um angulo

Construir um tridngulo 1 2 2 1
dados os dois angulos
e um lado

Construir um tridangulo 1
dados os dois angulos

Fonte: O pesquisador

s.jf: sem justificacao c.jf: com justificagao

Os dados do Quadro 4 mostram que apenas o livro Ly contempla as
atividades de construgcdo em que uma justificativa é solicitada. Os outros livros
tratam essa atividade apenas como uma mera construgdo sem intencao aparente

de desenvolver no aluno o espirito de argumentacao.

Voltando ao quadro que apresenta o resumo das técnicas relativas as
atividades desenhadas para o exercicio dos alunos, verificamos que nenhum dos
cinco livros didaticos contempla atividades de construcdo em ambiente de
Geometria Dinamica, mesmo o de edicao mais recente (2007).

Ainda nos dados do Quadro 3, constatamos que os cinco livros didaticos
contemplam, de um ou de outro modo, atividades relacionadas com a propriedade
da soma dos angulos internos. Sua diferenca pode residir, talvez, no enfoque que
oferecem: se apenas sao atividades que pura e simplesmente tém por objetivo a
computacdo, ou se essa propriedade é usada para fundamentar outras
propriedades. Assim, o quadro que se segue apresenta o resumo do enfoque de
cada livro didatico quanto a isso.
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Quadro 5 -. Tipo de atividades relativas a propriedade da soma dos angulos internos e/ou
externos num triangulo presentes nos livros didaticos

Tipo de atividade L4 L, Ls L, Ls
1. Atividades apenas para calcular a medida
de algum angulo dado ... 10 5 1 5 2
2. Atividades para deduzir
propriedades/relagbes 6 5 4

3. Atividades para determinar. a medida de
algum éangulo usando a relagdo entre lado e
angulos, vice-versa 3 2 1 1

4. Atividades para justificar 2 4 2

5 Atividade para deduzir a medida do angulo
externo 1

Total de atividades envolvendo angulos
internos e/o externos 21 7 1 15 10

Fonte: O pesquisador

Os dados do Quadro 5 mostram que qualquer um dos cinco livros didaticos
analisados contempla alguma atividade relacionada com os angulos internos e/ou
externos de um triangulo, sendo o Ly 0 que mais contempla atividades, a maioria
das quais pede a determinacao do valor de algum angulo interno. O quadro 5
também mostra que apenas um livro (Ls) faz apelo a propriedade da soma dos
angulos internos de um triangulo para deduzir a propriedade que mostra a relacéo
entre um angulo externo e os angulos internos de um triangulo. O livro L, apenas
preocupa-se com tarefas de célculo sem outro tipo de tarefas que poderiam ser
desenvolvidas com base no estabelecimento dessa propriedade, assim, a
deducdo de como determinar a medida de um &angulo externo, conhecidas as
medidas dos angulos internos em um triangulo; atividades de justificacdo ou

verificacdo da existéncia de um triangulo, etc.

Os dados do Quadro 3 mostram ainda que trés dos cinco livros (L+, L4 € Ls)
utilizam a dobradura de um tridngulo de papel como uma das técnicas para a
deducédo da propriedade da soma dos angulos internos de um tridngulo por parte
dos alunos. J& mencionamos autores que, embora defendam uma atividade

exploratéria no ensino da Geometria plana na escola, chamam atencao sobre as
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limitagbes que isso acarreta no estabelecimento de conceitos geométricos e a
necessidade de confiar nas demonstragdes formais, como procedimento ultimo

para o estabelecimento dos teoremas.

Constatamos que o autor do livro Ls, mesmo depois de demonstrar o
teorema sobre os angulos internos de um tridngulo pelo procedimento pragmatico
(prova pragmatica), ainda da aos alunos duas atividades cuja finalidade é provar a
mesma propriedade por medicdo, usando transferidor e outra por meio da
dobradura de triangulo do papel (portanto, ambas as provas pragmaticas). E,
também, em atividades envolvendo critérios de congruéncia de tridngulos, apds a
“demonstracdo” de cada critério, segue-se uma atividade de construcao de dois
triangulos usando os mesmos dados, terminando-se com a medi¢do dos lados e

angulos dos triangulos para se controlar se sao ou nao congruentes.

Acreditamos que o autor, ao propor essas atividades de constru¢cao com
régua e transferidor, seguidas de uma verificacdo por medicdo e/ou dobradura,
quer convencer o aluno da validade do critério/teorema visto. Em sua tese de
doutorado, Gravina (2001) menciona que os alunos tém dificuldade para entender
o significado de uma demonstracéo; tais alunos aceitam como verdade, apos
algumas medicoes, por exemplo, que “a soma dos angulos internos de um
tridangulo é 180 graus”. Além disso, depois de demonstrada a propriedade, s6 se

convencem apds uma verificacao usando um exemplo concreto:

7

— Se eu testei num monte de tridngulos e é sempre verdade
entado eu aceito o resultado... Se continuo testando mais e mais
vezes, digamos 10 vezes, e sempre funciona, eu diria que, sem
davida, tem que ser deste jeito...

— Esta demonstracao dedutiva é para este tridngulo (no desenho
associado), mas o enunciado diz que € para qualquer triangulo.
Eu tenho que pensar em todos os tipos de triangulos, poderia
ser verdade. Eu ndo poderia garantir isto de imediato...

— Eu ainda tentaria num monte de tridngulos diferentes. Mesmo
que a gente tenha visto a demonstracao, para ficar seguro, eu
testaria nos tridngulos. Com a prova dedutiva e sem exemplos,
eu sempre fico em davida... Eu ainda me mantenho, de alguma
forma, cético... (Harel, G. e Sowder, L., apud GRAVINA 2001,
p. 65-66).

7

O outro tipo de tarefas contempladas nos livros didaticos analisados é
quanto as condicdes de existéncia de um triangulo (desigualdade triangular) ou a
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condicao de existéncia do tridngulo, baseando-se na soma dos angulos. Os dados
do quadro 6 resumem o resultado da busca efetuada no ambito desse tipo de

tarefas.

Quadro 6 - Atividades propostas quanto as condigdes de existéncia de um triangulo

Tipo de atividade Ly Lo Ls Ly Ls
1 justificar se sempre dados 3 n®, sdo medidas de lados de | 1 1 2 1
um A
2 justificar se 3 segmentos sdo sempre lados de um | 1 1
triangulo
3 justificar se dados trés n® sdao sempre angulos de um 1 1
triangulo
4 dadas duas medidas de lados de um tridngulo dizer entre 1 1 1
que valores estara o terceiro valor

Fonte: Dados do pesquisador

Pelos dados do Quadro 6, constatamos que o livro L, ndo trata da
propriedade sobre as condi¢coes de existéncia de um tridngulo. Também pelo
quadro verifica-se facilmente que apenas o livro L4 chega a discutir as condicbes
de existéncia em que sdo dados trés numeros como medidas dos angulos

internos de um tridngulo.

Ainda, em relacdo ao Quadro 3, verificamos que os trés livros do Ensino
Secundario (Lz, Ls € Ls) todos eles usam, de alguma maneira, os critérios de
congruéncia de tridngulos para validar propriedades ou afirmacdes em Geometria,
porém, apenas um livro contempla atividades em que o aluno completa espagos

em branco para obter uma demonstracao.

Apesar dos cinco livros didaticos contemplarem atividades relacionadas
com triangulos cujo enfoque sao provas e demonstracdes, mobilizando varios
registros de representacao, constatamos que, em nenhum deles, aparece alguma
atividade de conversdao de registros, o que pode ser uma limitacdo na
apresentacao dos conceitos pois, como salienta Duval (2008), a articulacdo dos
registros constitui uma condigdo de acesso a compreensdao em Matematica e ndo

o “enclausuramento” em cada registro.
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CONSIDERACOES SOBRE 0S RESULTADOS DESTA
PESQUISA

Nesta secao do trabalho, apresentamos as principais conclusdes a luz do
referencial tedrico que sustentou este trabalho.

Quanto a Teoria dos Registros de Representacio Semiodtica

constatamos que:

Em geral, os cinco livros estudados privilegiam os registros figural, lingua
natural e linguagem simbdlica. Quanto as provas e demonstra¢des, observamos
que embora aparegcam algumas reconfiguracdes que poderiam facilitar a obtencao
dos argumentos que seriam utilizados para produzir provas e demonstracoes,
estas ndo sao aproveitadas. O livro Ly, por exemplo, aborda o teorema sobre a
soma dos angulos internos de um triangulo por meio de dobradura e medicoes,
utilizando transferidor. Na pagina 151 do mesmo livro, é apresentada uma
reconfiguragcdo por meio de uma paralela a um dos lados de um triangulo
passando pelo vértice oposto a esse lado. Esta reconfiguracdo poderia ser
utilizada para demonstrar a congruéncia entre os angulos internos nao adjacentes
a reta com os angulos que essa reta forma com os lados do tridngulo. A
reconfiguracao nao foi utilizada para desempenhar seu papel heuristico que Duval
(2004) defende. O mesmo fato é observado no livro Ls que apresenta
reconfiguragcdes que poderiam ser utilizadas para produzir argumentos que
sustentariam a demonstracao das propriedades da soma dos angulos internos de
um tridngulo e da relacdo entre um angulo externo e os dois internos nao
adjacentes. Apenas o livro Ls serve-se da reconfiguragdo para demonstrar o
teorema sobre a medida de um angulo externo de um tridngulo. A maior parte das
atividades apresentadas aos alunos estd em lingua natural e/ou lingua figural,
quase nenhum dos livros estudados propde atividades especificas que visem a
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providenciar competéncias para demonstrar. Constatamos também que nenhum
dos cinco livros contempla atividades que exigem a exploracdo de diferentes
registros de representacdo de um mesmo objeto geométrico e, os tratamentos

dentro do mesmo registro também néo sao significativos.

Tipos de provas propostas por Balacheff

Em relacdo a tipologia de provas propostas por Balacheff (1988),
observamos que, em geral, os autores dos cinco livros validam as propriedades
dos triangulos por meio de provas pragmaticas. Percebemos que o fato ocorre,
tanto para os autores que privilegiam atividades que se pautam por agdes de
natureza exploratorio-investigativa (L1), como aos que aparentemente apresentam
demonstracées formais para validar algumas das principais propriedades dos
triangulos (L4). Apenas o livro didatico L, apresentou uma prova intelectual para
validar o teorema da soma dos angulos internos de um triangulo e, o Ls 0 teorema

sobre o angulo externo.

Teoria Antropoldgica do Didatico

Em relacdo a Teoria Antropoldgica do Didatico, observamos que, em geral,
os cinco livros analisados apresentam tarefas claras com o discurso tecnolégico-
tedrico disponivel, com a excec¢ao do livro L{, que possui uma atividade que
mobiliza os casos de congruéncia de triangulos para responder a questdao, mas
esse topico ndo é objeto de estudo nesse nivel de escolaridade. A atividade
voltada a construcao, pede que o aluno construa um tridangulo dados dois de seus
angulos e, no final, questiona o que falta saber, para que os tridngulos com essas
medidas de angulos sejam geometricamente iguais A tarefa € formulada da

seguinte maneira:
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Constréi um triangulo ABC
med(A) = 25°e med(B) = 60°
Podes calcular a medida do angulo C?

Compara a teu triangulo com os dos teus colegas. Eles tém o
mesmo tamanho?

O que falta saber para todos poderem construir o triangulo com o
mesmo tamanho? (DRAISMA e SOVERTKOV, 1987, p. 62).

Acreditamos que a tarefa é desafiadora sob o ponto de vista da construcao
do conhecimento por parte do aluno, mas, dentro da Teoria Antropoldgica do
Didatico vemos que o discurso tecnolégico-tedrico que fundamenta a resposta da
atividade ainda nado esta disponivel aos alunos, pois nado foi estudado

anteriormente.

Observamos que os principais géneros de tarefas que esses livros

apresentam sao:

1. L1: medir, comparar (por dobragem ou medi¢do), construir (usando
régua e compasso ou transferidor), justificar, calcular (a medida de

algum angulo) e explicar, verificar (por construgao), classificar.

2. Lo: classificar, calcular (a medida de algum angulo), construir (com
régua, compasso ou transferidor), tracar (altura, medianas, bissetrizes

de um tridngulo), copiar, observar.

3. Ls, Ly e Ls: desenhar, calcular, justificar, demonstrar, completar e

explicar.

Portanto, embora os livros do Ensino Secundéario Geral de Mocambique
apresentem provas de propriedades, tais como: a soma dos angulos internos de
um tridngulo, a medida de um &angulo externo de um tridngulo, propriedades
relativas a triangulos is6sceles, bem como os casos de congruéncia de triangulos,
a maioria dessas provas é pragmatica. Em quase todos os livros contemplados
neste estudo com a excecdo de um (o da 62 série/classe), as atividades de

natureza investigativa estao ausentes.

Mas percebemos que o livro Ly embora seja o Unico que apresenta a

Geometria com enfoque voltado as atividades investigativas, a validacdo de todas
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as propriedades abordadas neste estudo € por meio de provas pragmaticas. Dado
o nivel de escolaridade a que o livro é destinado, as validacbes sdo aceitaveis.
Em relacdo aos outros livros didaticos, notamos que na Geometria ndo sao
devidamente exploradas atividades que levem a producdo de conjecturas.
Podemos, entdo, fazer a hipétese de que, em Mocambique, nas praticas das
series dos professores que utilizam esses livros didaticos, prevalecem provas
pragmaticas. Esta hipétese pode ser objeto de pesquisa para outros estudos para
confirma-la ou refuta-la, pois, tratando-se de livros didaticos, aceita-se que podem
nao dar conta de toda a pratica que ocorre em sala da aula.

Nossa questdo de pesquisa visava a estudar o quanto as atividades de
prova e demonstracdo estavam presentes nos livros didaticos de Mogambique de
62 a 82 séries/classes, especificamente, provas e demonstracdes de propriedades
dos triangulos.

O estudo mostrou que nos livros analisados predominam provas
pragmaticas para a demonstracao da propriedade da soma dos angulos internos
de um tridngulo (L4, Ls, L4 € Ls), € que a prova atrelada ao teorema sobre a
medida dos angulos externos de um triangulo é pragmatica (L4), embora seu autor
tenha apresentado uma reconfiguracdo que se apoia nas propriedades de
angulos em retas paralelas intersectadas por uma transversal. O estudo mostrou
que as atividades de reconfiguracdo estdo ausentes nos livros analisados e que
quando ha alguma oportunidade de se explorar a reconfiguragdo para produzir
argumentos, os autores ndo exploram devidamente o fato, limitando-se apenas a

evidéncias empiricas propiciadas pelas figuras.

O estudo também verificou que com exceg¢ao de um livro didatico (L+), os
restantes ndo exploram muito algumas das propriedades relacionadas com a

altura, a bissetriz dos angulos internos de um tridngulo e as mediatrizes.

Em relag&o a distingdo entre prova como atividade e prova como resultado
de uma ag¢do humana, os livros didaticos ndo exploram devidamente situacdes de

cunho exploratério.
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