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Geometria Dinamica e o Calculo Diferencial e Integral

Marcos de Miranda Paranhos

RESUMO

O objetivo deste trabalho é apresentar idéias fundamentais do Calculo
Diferencial e Integral e suas aplicacbes na resolucdo de problemas. Como
professor de Calculo, constato pela minha trajetéria e pela troca de experiéncias
com outros profissionais da area, um senso comum a respeito da mecanizacao de
técnicas e do baixo aproveitamento dos alunos com relacdo as idéias e
aplicacoes tao significativas que o Calculo poderia Ihes proporcionar. Refletindo,
experimentando e me informando sobre essa questdo, penso que grande parte
dessa problematica estd na forma limitada com que temos apresentado essas
idéias em nossas aulas.

Todo professor desenvolve ao longo de sua trajetéria formas de
representar as idéias que deseja transmitir e essa é a esséncia do raciocinio
pedagdgico. Nesse sentido, acredito que toda idéia compreendida deve ser
transformada para ser ensinada e foi esse aspecto da questdo que direcionou
esse trabalho.

Inspirado pela possibilidade do uso de softwares no ensino do Calculo e
fundamentado didaticamente na “Dialética Ferramenta-Objeto” e o “Jogo de
Quadros” de Régine Douady, realizei este trabalho que consiste de uma
sequUéncia de atividades, divididas em seis médulos, em que as idéias basicas
sobre derivada, integral e otimizacdo de funcdes sdo apresentadas por meio dos
softwares Geogebra e Winplot. As seqliéncias sao feitas para funcbes com uma e
duas variaveis, podendo ser desenvolvidas juntamente com o aluno ou ser
apenas apresentadas pelo professor. Espero com esse trabalho estar ampliando
a dimensao que a maioria dos estudantes tem do Calculo e de suas aplicacoes,
além de estimular o uso de recursos tecnoldgicos como ferramentas de larga

capacidade na interpretacao e resolucao de problemas.

Palavras chave: Calculo Diferencial e Integral, limites, derivadas, integrais,
otimizacao de fungbes, geometria dinamica, Geogebra e Winplot.



ABSTRACT

The aim of this work is to present fundamental ideas of differential and
integral calculus and its applications in solving problems. As a teacher of calculus,
| see my trajectory and by exchanging experiences with other professionals, a
common sense about the mechanization of techniques and low student
achievement in relation to the ideas and applications so significant that the
calculation might provide. Reflecting, experiencing and informing me about this
issue, | think much of this problem in a limited way with which we have presented
these ideas in our classes.

Every teacher develops along its trajectory ways to represent the ideas you
want to convey and that is the essence of pedagogical reasoning. In that sense, |
understood that every idea must be transformed to be taught and it was this
aspect that directed this work.

Inspired by the possibility of using software in the teaching of Mathematics
and didactically based on "Dialectic Tool-Object" and "Game Tables" by Régine
Douady, | performed this work that consists of a sequence of activities, divided into
six modules, where basic ideas about derivative, integral and optimization
functions are presented by means of software and GeoGebra Winplot. The strings
are made to functions with one and two variables, can be developed along with the
student or be provided only by the teacher. | hope with this work is expanding the
size that most students have the Calculus and its applications, besides stimulating
the use of technological resources as tools for large capacity in interpreting and
solving problems.

Keywords: Differential and Integral Calculus, limits, derivatives, integrals,
optimization of functions, dynamic geometry, Geogebra and Winplot.
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Capitulo 1
1.1 Introducao Histérica

A construcao de um conhecimento deve ser feita sobre bases soélidas e
contribui para isso seguir o rastro histérico desse conhecimento para que se
possa perceber em que contexto e sob quais necessidades ele foi concebido.

Conforme informacgdes obtidas no livro A Rainha das Ciéncias (Gilberto
Geraldo Garbi, 2006) e no site Histéria das Derivadas', alguns matematicos ja
utilizavam conceitos de Calculo para resolver problemas, porém de forma
imprecisa e ndo rigorosa. Cavalieri®, Barrow®, Fermat* e Kepler’, sdo alguns
deles. A sistematizacao, estruturacao e aperfeicoamento do Calculo s6 viria mais
tarde com Newton® e Leibniz’ que deram origem aos fundamentos mais
importantes do Calculo: as Derivadas e as Integrais.

A questao da derivada esta intimamente ligada as retas tangentes a curva
nos pontos tomados e suas implicagdes com maximos € minimos. Os Gregos da

Antiguidade ja tinham o conceito de reta tangente a curva em um ponto. O

" Historia das derivadas. Disponivel em:http://ecalculo.if.usp.br/historia/historia_derivadas.htm

2 Bonaventura Francesco Cavalieri (1598 - 1647) desenvolveu a idéia de quantidades infinitamente
pequenas. Uma regido, por exemplo, pode ser pensada como sendo formada por segmentos ou
"indivisiveis" e que um sélido pode ser considerado como composto de regides que tém volumes
indivisiveis.

% |saac Barrow (1630 - 1677) apresenta um importante trabalho sobre tangentes que viria a
originar o trabalho de Newton no desenvolvimento do Calculo Diferencial.

*Pierre de Fermat (1601-1665) em 1639 divulga um novo método para determinacéo de tangentes,
estudo que levaria aos maximos e minimos.

® Johann Kepler (1571 - 1630) apresentou seu método de integracio para determinar volumes de
sélidos de revolucao.

® Isaac Newton, Sir (1642-1727) desenvolveu métodos analiticos unindo técnicas matematicas ja
conhecidas, o que tornou possivel a resolugédo de problemas de diversos tipos, como o de
encontrar areas, tangentes e comprimentos de curvas assim como maximos e minimos de
funcbes. Todas essas descobertas foram feitas anos antes que Leibniz, de forma independente,
viesse a desenvolver o Célculo Diferencial. Recusou-se durante muito tempo a divulgar suas
descobertas e foi Leibniz quem primeiro publicou.

” Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716). O destino havia reservado a Leibniz a tarefa de
elaborar uma notagdo apropriada para estas operagdes, assim como a nomenclatura, Célculo
Diferencial e Calculo Integral, ambas utilizadas atualmente.



interesse por tangentes as curvas reapareceu no século XVIl, como parte do
desenvolvimento da geometria analitica. Como equacdes eram entao utilizadas
para descrever curvas, a quantidade e variedade de curvas estudadas aumentou
bastante em comparacao aquelas conhecidas na época classica. Fermat elaborou
um método algébrico para determinar os pontos de maximo e os pontos de
minimo de uma funcéo. Ele encontrava geometricamente os pontos onde a reta
tangente ao grafico tinha inclinacao zero, ou seja, buscava os pontos em que o
coeficiente angular da reta tangente era nulo. Escreveu a Descartes® explicando o
seu método, que é basicamente utilizado ainda hoje. Na realidade, devido a esse
trabalho, que estava intimamente relacionado com as derivadas, Lagrange®
afirmou considerar Fermat o inventor do Célculo.

A questdo das tangentes a curva foi de especial importancia para Newton
ao estudar o movimento dos planetas. Em 1665 pesquisando o tracado das
tangentes, criou seu método das fluxdes que é aquilo que chamamos hoje de
Célculo Diferencial. Sendo fluxdao o nome dado por ele a derivada. Em 1666 ao
pesquisar quadraturas, produziu um manuscrito que chamou de método inverso
das fluxdes. Esse nome mostra que Newton enxergou 0 que seus precedentes
Fermat, Cavalieri e Barrow ndo haviam enxergado, que o tracado das tangentes
(derivacao) e a quadratura das curvas (integracédo), sao operacdes inversas uma
da outra. Ao que um dia ele rebateu com sua célebre frase: “Se enxerguei mais
longe, foi porque me apoiei sobre ombro de gigantes”.

Newton ndo se interessou em publicar seus trabalhos e seus manuscritos
circularam apenas entre um pequeno numero de pessoas em Cambridge, onde
tinha sua catedra. Ao esconder do mundo seus estudos, Newton corria o risco de
ver suas idéias serem redescobertas por outros, o que de fato aconteceu. Leibniz
em 1676, durante viagem diplomatica a Londres visitou a Royal Society'™ e teve

8 René Descartes (1596 - 1650). Da relacao estabelecida entre Geometria e Algebra por
Descartes, surgiu a nomenclatura "coordenadas cartesianas", introduzida por Leibniz, tirado de
Cartesius, traducao latina do nome de Descartes.

% Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) publicou inimeros trabalhos de alta qualidade em vérias
areas da ciéncia, dentre eles a teoria dos numeros, teoria das fungdes, calculo de probabilidades,
teoria dos grupos, equacoes diferenciais, mecanica dos fluidos, mecanica analitica e mecéanica
celeste.

'% Sociedade Real de Londres para o Progresso do Conhecimento da Natureza é uma instituicao
destinada a promog¢éo do conhecimento cientifico, fundada em 1660.



acesso aos manuscritos de Newton. Escreveu a ele perguntando sobre séries
infinitas e recebeu duas cartas, denominadas Epistola Prior e Epistola Posterior
,onde Newton revela alguns de seus pensamentos sobre séries infinitas e sobre
seu método de fluxes. O Calculo Diferencial de Leibniz tinha uma
fundamentacdo bem diferente daquele de Newton. Leibniz ndo estudou o
movimento para chegar aos conceitos de derivada e integral. Ele pensou nas
variaveis x e y como grandezas que variavam por uma sucessado de valores
infinitamente pequenos. Introduziu dx e dy como a diferenga entre esses valores
sucessivos. Embora Leibniz ndo tenha usado como definigdo de derivada, ele
sabia que representava o coeficiente angular da tangente. Em 1684 Leibniz
publicou um artigo em um periddico especializado e que tratava do Calculo
Diferencial, em 1686 publica novo artigo falando sobre o cOmputo de areas, onde
mostrou que o tracado de tangentes e a quadratura de curvas sdao operacdes
inversas. Leibniz denominou sua descoberta de Calculus Summatorius, de onde
temos o simbolo | que é um “s” estendido.

Houve uma longa e acalorada disputa no meio cientifico da época sobre
guem seria a mais importante autoridade em Célculo. Essa situacdo chegou a tal
ponto que os matematicos que viviam no Reino Unido se distanciaram durante um
periodo bastante longo dos matematicos do continente. Enquanto o Calculo
"Leibniziano" ganhava cada vez mais adeptos na Europa, entre esses a familia
Bernoulli, os mateméticos da "ilha", ficaram isolados e, quando voltaram a
estabelecer relacbes com os europeus do continente, haviam nao s6 perdido
parte do avanco do Calculo como também nao compreendiam muito bem a
notacao "Leibniziana", entdo largamente utilizada.

Apesar desse fato, o julgamento tranquilo da Histéria considera que ambos
foram inventores independentes do Célculo. Newton chegou a eles dez anos
antes, Leibniz foi o primeiro a divulga-lo e sua melhor simbologia perdura até hoje.

O desenvolvimento do Calculo continuou com outros matematicos, como,
Jacques Bernoulli'’, Johann Bernoulli'?, MacLaurin'®, Agnesi'*, Euler®,
d'Alembert'®, Lagrange e Cauchy'”.

" Jacques Bernoulli (1654 - 1705) em 1689 publicou um trabalho sobre séries infinitas, conhecido

n
como a desigualdade de Bernoulli (130" = T4 .



1.2 Relevancia do Tema

Essa Matematica nao estatica, baseada em movimento de um ponto sobre
uma curva, denominada originalmente de “Fluxdes”, apresenta para o aprendiz
algumas dificuldades no seu entendimento. Devido a sua dindmica, exige que se
pense em diversos aspectos a um sé tempo e € comum que o aprendiz nédo
integre as idéias que ocorrem em diferentes quadros matematicos e assim perca
a noc¢ao do todo, sem a qual nada se conclui.

E senso comum entre os professores de Célculo que as idéias de derivada
e integral nado ficam bem compreendidas pela maioria dos alunos que
lamentavelmente fica apenas com procedimentos algébricos que pouco
acrescentam a sua capacidade de analisar e resolver problemas. Frente a
relevancia do assunto e as dificuldades do aprendizado, pensei que deveria
viabilizar formas de apresentar as idéias fundamentais do Caélculo Diferencial e

Integral e suas aplicacdes na resolucao de problemas.

'2 Johann Bernoulli (1667 - 1748) estudou a catenaria, forma assumida por uma corda ou corrente
suspensa livremente por dois pontos. O problema era determinar sua equacgao. Utilizando o
Célculo Leibniziano, Johann Bernoulli resolveu o problema e esse foi o primeiro sucesso publico
do novo Calculo.

'3 Colin MacLaurin (1698 - 1746) apresentou sua expansao de funcdes em séries de poténcias,
conhecida hoje como série de Maclaurin. Nesse trabalho, além de tentar dar fundamentos
rigorosos ao Calculo, Colin mostrou muitas utilidades do mesmo.

' Maria Gaetana Agnesi (1718 - 1799) publicou obra com temas de Algebra, Geometria e Célculo
Infinitesimal. O aparecimento desse livro causou grande sensagao por ser uma publicacéo feita
por uma senhora e desenvolvida com maestria, envolvendo questdes matematicas consideradas
profundas e dificeis.

"% Leonhard Euler (1707 - 1783) ocupou-se de quase todos os ramos da matematica pura e
aplicada, sendo o maior responsavel pela linguagem e notagées, escreveu mais de duzentos
artigos, bem como trés livros em analise matematica.

'® Jean Le Rond D'Alembert (1717 - 1783) foi pioneiro no estudo das equagdes diferenciais
parciais e também na utilizagéo delas na Fisica.

"7 Augustin Louis Cauchy (1789-1857) apresentou uma fundamentagdo completa do Calculo,
estabelecendo o carater que ele tem na atualidade.



Baseado em idéias apresentadas no texto Aprendizagem da docéncia:
Algumas contribuicées de L. S. Shulman apud Maria da Graca Nicoletti Mizukami
(2004), fiz a reflexdo que se segue.

Para L. S. Shulman (1987), idéias compreendidas devem ser
transformadas, de alguma forma, para serem ensinadas. Essas formas de
transformacao, esses aspectos do processo pelo qual o professor se move de
uma compreensao pessoal para possibilitar a compreensao de outros, sdo a
esséncia do ato de raciocinio pedagdgico. Todo professor tem preferéncias por
algumas representacdes das idéias que pretende transmitir e forma com isso um
repertdrio representacional para a matéria que ensina. Pode-se acrescentar
também que ao longo da sua trajetéria, lida com diferentes alunos e diferentes
questionamentos. E conseqliente entdo, que nesse processo vao surgindo
inimeras conexdes que podem tornar essas representacdes e a sua
compreensdo cada vez mais ricas e abrangentes.

Durante o mestrado, passei a ter um contato mais efetivo com softwares e
com publicagées matematicas. Dois artigos, “Visualizagdo Dindmica no Célculo”
(Catherine A. Gorini, 1997) e “Jacob Steiner e o problema da menor malha viaria”
(José Luiz Pastore Mello, 2006), foram decisivos para que eu desse um salto
qualitativo na minha compreensdo do assunto e em minha perspectiva
pedagdgica.

No primeiro artigo, a proposta da autora € que na hora de interpretar e
resolver problemas de calculo, use-se softwares tornando a tarefa bem mais rica
e agradavel. Entre os problemas propostos por ela, um chamou a atencado e com
a ajuda de software de geometria dinamica, constatei que existia uma funcao e
um ponto de maximo. A solucdo que visualizei com o software coincidia
precisamente com a solucéo que obtive pelo uso do Calculo.

No segundo artigo, Jacob Steiner'® propde o problema da conexdo de trés
ou mais pontos no plano por meio de um caminho total de comprimento minimo.
O autor trata o problema na forma original, como um problema de geometria.
Mudando o Ponto de Vista'® e usando um software de geometria dinamica,

:: Jallpob Steiner (1796—1863), qualificado por muitos historiadores como o maior gedbmetra desde
polénio.

"9 Marc Rogalsky pesquisador francés usa o termo ponto de vista para designar uma maneira de
entrar em um problema ou interpretar um objeto matemético .



transformei o problema de geometria para um problema de calculo. Essas duas
atividades mostraram-me que tinha em maos uma forma de interpretar e resolver
situacées de otimizacdo de alta complexidade, muito além daquilo que esta
proposto e é possivel realizar com livros didaticos e aulas convencionais. Afinal,
para abordar uma Matematica Dindmica, nada mais oportuno do que ferramentas
dindmicas.

E importante lembrar que acredito que um tema a ser ensinado deva ser
abordado por suas idéias centrais, de maneira simples, apoiado em registros
simples para que ndo se perca o foco. Desta maneira, esse trabalho ndo tem a
pretensdo de substituir aquilo que ja é feito em sala de aula no sentido de
introduzir as idéias do Calculo Diferencial e Integral. O objetivo é apresentar uma
ferramenta extra que possibilite autonomia ao aluno e a ampliagéo dos limites do

que ja se realiza.
1.3 Objetivos

O objetivo desse trabalho é fazer um estudo sobre as idéias fundamentais
do Célculo Diferencial e Integral e sua utilizacao na resolucao de problemas que
envolvam fungdes com uma e duas variaveis. Esses problemas destinam-se a
alunos de um curso de Calculo.

Depois da apresentacdo da derivada de uma funcéo e suas conseqiéncias
no crescimento, decrescimento, pontos maximos, minimos e de inflexdo, uma das
etapas seguintes é propor problemas onde essas idéias possam ser usadas como
ferramentas que auxiliam na busca de solugdes.

Nessa etapa, por meio do uso de softwares, questbes que de outra forma
nao seriam tao bem percebidas, passam a ser um novo objeto de informacao e
estudo. Conforme artigo “A Aprendizagem Da Matematica Em Ambientes
Informatizados” (Maria Alice Gravina, 1998), um exemplo ilustrativo é o estudo da
parabola, em matematica é um objeto abstrato, que pode ser representado por
uma equacgao ou grafico. Em fisica, serve para descrever o movimento de um
objeto em queda livre ou que € jogado verticalmente para cima. Propriedades
matematicas da fungédo passam a ter leitura fisica e vice-versa. Ponto de maximo
da funcdo corresponde a altura maxima atingida pelo objeto, zero da funcgéo

corresponde ao tempo de movimento e inclinagdo da reta tangente a curva é a



velocidade. As relacbes entre conceitos matematicos e fenémeno fisico
favorecem a constru¢do do conhecimento em ambas as areas.

Apos esse estudo o aluno estaria familiarizado com as ferramentas que o
Célculo oferece no sentido de analisar comportamento de funcdes e de como isso
pode ser usado na resolucdo de problemas. Além disso, sistematizado os
procedimentos a serem seguidos, pode perceber como o uso de softwares é

poderoso aliado, tornando essa tarefa bastante sofisticada.

1.4 Fundamentacao Didatica

Na otimizacdo da area de um retangulo de perimetro dado, feita uma
analise matematica da questdo, tem-se uma funcdo de segundo grau e seu
grafico. Propriedades da funcéo e informacdes obtidas a partir do grafico tem seu
correspondente geométrico. Por exemplo: maximo da funcdo é a medida do lado
do retangulo que gera a maior area e isso pode ser verificado no grafico. A
analise de uma situacao, feita nos diferentes campos da matematica, € conduta
bastante comum tanto de professores como de alunos. A observacao e estudo
dessa conduta levaram a pesquisadora francesa Régine Douady a apresenta-la
em sua tese de doutoramento como “A Dialética Ferramenta-Objeto” e 0 “Jogo de
Quadros”.

Conforme idéias apresentadas por Saddo Ag Almouloud na obra
“‘Fundamentos da didatica da matematica” (2007), Douady evidencia a
importancia da formacao de imagens mentais na construgao de conhecimentos e
resolucao de problemas. Nesse processo, a “Mudanca de Quadro” tem a intencao
de mobilizar novas ferramentas que nao se apresentavam na analise de apenas
um quadro. Quadros matematicos diferentes podem comportar um mesmo
problema e apresentar diferentes encaminhamentos para a sua solucédo. Ja
quanto a expressao “Jogos de Quadros”, esta fica reservada a iniciativa do
professor no uso dessa conduta com a intencdo de encaminhar a evolucao das
idéias a serem atingidas.

A mudanca de “Ponto de Vista” de Marc Rogalsky apud Almouloud (2007)
também esta presente nessa analise, porém com a ressalva de que um mesmo
quadro pode apresentar diferentes pontos de vista, ou seja, diferentes maneiras

de entrar em uma questao.



Nao existe um rigor quanto ao numero de quadros e os tipos de
componentes matematicos que podem comportar. Isso varia segundo o autor € 0
tipo de analise. Equacoes, incégnitas e métodos de resolucdo de equacgdes sao
exemplos que compdem o quadro algébrico. Desenhos, poligonos, sélidos,
dimensdes, perimetros, areas e volumes sao exemplos que compdem o quadro
geométrico. As variacbes de duas ou mais varaveis relacionadas e a
determinacao de variaveis ligadas por relagcbes compdem o quadro das funcoes.
A representacao grafica de uma funcao, a determinacao de informagdes a partir
da leitura e interpretacdo do grafico compéem o quadro da geometria analitica.
Inteiros, fracionarios, numeros reais e as operagdes sdo ferramentas basicas para
todas as etapas do estudo, qualquer que seja o quadro considerado, mas podem
ser considerados como componentes do quadro numeérico.

Doady aborda a nocao de “Ferramenta e Objeto” e sua relacéo dialética na
producdo de conceitos para o aluno. Um objeto pode ser uma ferramenta na
exploracdo de um novo conceito, visando a solucao de um problema matematico.
Os conhecimentos antigos servem de ferramenta para se analisar uma situagao
nova, pois se interage essa nova situacao com o conhecimento que ja se possui.
O conhecimento antigo é ferramenta insuficiente para solucdo da situagao
problema, o que deve provocar no aluno a procura de um novo conhecimento
para solucéo dessa situacao.

Este novo conhecimento, uma vez institucionalizado pelo professor, passa
a integrar o corpo de conhecimento matematico, adquirindo, portanto, o status de
objeto. Esse novo objeto pode vir a ser ferramenta para construgdo de outros
conceitos e assim por diante, estabelecendo entdo uma dialética entre
ferramenta e objeto.

Por exemplo, no problema: Quais as medidas dos lados do retangulo de
area dada com menor perimetro que podemos construir? O conhecimento de area
e perimetro é insuficiente para resolver a situacdo. O conhecimento da funcao
ajuda na solugéo, mas como o objetivo da atividade é a otimizacao, ha entao a
necessidade de um novo conhecimento, isto €, o conhecimento da derivada.

Em torno da necessidade de solugcdo desse problema, aparecem as
conjecturas dos alunos sobre como resolver esta situacdo. Reunindo as
conjecturas dos alunos, o professor realiza a explicitagcdo (institucionalizacéo
local) para posterior institucionalizagdo do novo conhecimento como objeto



matematico. Esse novo objeto matematico se torna ferramenta para solucao de
problemas, dando reinicio ao processo.

A Engenharia Didatica de Douady apud Almouloud (2007) é a construcao e
a exploracao de situacdes de aprendizagem sobre temas de ensino. Essas
situagdes visam relacionar o professor, os alunos e elementos do saber
matematico. “A Dialética Ferramenta-Objeto e 0 Jogo de Quadros” € ferramenta
poderosa na a construcao e gestdao dessa Engenharia Didatica, permitindo uma
leitura da evolugdo das nocdoes matematicas e também uma analise da
aprendizagem efetivamente existente.

Nao se pode deixar de perceber que nessa abordagem aparece também a
nocao de “Registros de Representacdo Semidtica”, introduzida por Raymond
Duval, filésofo e psicologo francés. Esta porém, é diferente da nocédo de quadros,
enquanto a primeira baseia-se nos diferentes tipos de registros, a segunda
baseia-se nas diferentes abordagens e nos diferentes dominios matematicos.

1.5 Procedimentos

Tem-se como objeto da pesquisa um repertério representacional para as
idéias fundamentais do Calculo Diferencial e Integral, que apresente recursos que
permitam um maior aprofundamento dessas idéias. Junto a isso, sequiéncias
didaticas em que essas idéias sejam utilizadas para serem testadas e
assimiladas.

As apresentacdes sobre os conceitos de derivada, integral e funcdo com
duas variaveis sdo premissas para a resolucdao dos problemas. Nelas o aluno
percebe as idéias fundamentais do Calculo: maximos, minimos, inflexao,
crescimento, decrescimento, derivada como limite de uma taxa de variacao,
integral como limite de uma soma, calculo de areas via integral, a formagédo do
grafico da fungdo com duas variaveis e exemplos ilustrativos das idéias
envolvidas. Em seguida, apresentacdes sobre interpretacdo e resolucdo de
problemas usando as idéias apresentadas, completam o estudo com imensa
profundidade de detalhes e aparelham o aluno para novos desafios.

Uma das idéias mais importantes na aprendizagem e na resolugao de
problemas de matematica aplicada é que os alunos devem desenhar esbocos,

figuras, diagramas e construir modelos para que possam perceber o que se passa



no problema e a partir dai saber que tipo de resultado que irdo obter. A geometria
dindmica é ferramenta poderosa pois torna o processo facil, sistemético e
divertido. Junto a isso usaremos a estratégia da mudanca de quadros que ira
facilitar e ampliar nossa percepcao do que ocorre nas situagdes propostas. As
situacdes-problema serdo montadas no quadro geométrico, com o uso de
softwares de geometria dindmica. Depois, convertidas em grafico no proprio
software, ainda ai serdo analisadas no quadro da geometria analitica. Em seguida
levadas para o quadro de funcdes e o quadro algébrico, onde serao tratadas a fim
de produzir a solu¢do buscada.

Para realizar essa tarefa, passei a buscar softwares e problemas
adequados. As situacbes a serem apresentadas necessitavam de um software
geométrico em que o problema fosse montado de forma dinamica, em conjunto
com um par de eixos para a situacao ser transformada em grafico e, por fim, um
software matematico em que a fungao fosse tratada.

Conforme exposto no artigo “Geometria Dinamica Uma Nova Abordagem
Para O Aprendizado Da Geometria” (Maria Alice Gravina, 1996), programas
construidos dentro dos principios da geometria dindmica sédo ferramentas de
construcdo de desenhos, objetos e configuragdes geométricas feitas a partir das
propriedades que os definem. Através de deslocamentos aplicados aos elementos
que compde o desenho, este se transforma, mantendo as relagcbes geométricas
que caracterizam a situagdo. Assim, para um dado objeto ou propriedade , tem-se
associada uma colecdo de desenhos em movimento e as invariantes que ai
aparecem correspondem as propriedades geométricas originais do problema.
Este € um recurso didatico importante oferecido. A variedade de desenhos
estabelece harmonia entre os aspectos conceituais e figurais. Configuracoes
geométricas classicas passam a ter multiplicidade de representacées,
propriedades geométricas sdo descobertas a partir das invariantes no movimento.

Conforme o Tutorial Geogebra 2.5%°, Geogebra é um software matematico
que reune geometria, algebra e calculo. Ele foi desenvolvido por Markus
Horenwarter da Universidade de Salzburg para educacdo matematica nas
escolas. Por um lado, GeoGebra € um sistema de geometria dindmica, pois

2 Tutorial Geogebra 2.5, Humberto Bortolossi, Herminio Borges Neto,
Alana Souza de Oliveira e Alana Paula Araujo Freitas
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permite realizar construgées tanto com pontos, vetores, segmentos, retas,
secghes cdnicas como com fungdes, que podem modificar-se dinamicamente
depois. Por outro lado, equacbes e coordenadas podem estar interligadas
diretamente através do GeoGebra. Assim, o GeoGebra tem a poténcia de
manejar com variaveis vinculadas a numeros, vetores e pontos; permite achar
derivadas e integrais de funcdes e oferece comandos, como raizes e extremos.

Essas duas visdes sao caracteristicas do GeoGebra, uma expressao em
algebra corresponde a um objeto concreto na geometria e vice-versa.

O software Geogebra supre muito bem uma parte das necessidades desse
trabalho, além de ser gratuito e apresentar versao em portugués. Disponivel em:
http://www.geogebra.org/cms/. O Geogebra também pode funcionar a partir de um
pen-drive em qualquer computador com plataforma Java (que € comum na
maioria dos computadores).

Para estudar as funcbes e problemas com duas variaveis, era preciso um
software que reunisse as seguintes condi¢des: construir o grafico dessas funcoes,
visualiza-los em diferentes perspectivas, pesquisar pontos criticos e trabalhar com
regides especificas do dominio das funcbes. O software Winplot mostra-se
perfeitamente adequado para resolver essas necessidades. Suas opcbes de
funcionamento, permitindo diferentes formas de entrar com a equacao (explicita,
implicita, cilindrica ou esférica), as possibilidades de variar o dominio das fungcdes
e seu recurso de rotacdo do sistema de eixos sdo essenciais para essa tarefa.

Além de satisfazer essas condicbes, o Winplot € um excelente programa
grafico de proposito geral e gratuito com versao em portugués. Possui telas para
duas e trés dimensdes e oferece muitos recursos para os dois tipos de telas. Foi
desenvolvido pelo professor Richard Parris da Phillips Exeter Academy, USA, por
volta de 1985. Disponivel em: http://math.exeter.edu/rparris/winplot.html. O
Winplot € um aplicativo extremamente leve, que ndo precisa ser instalado e
funciona em qualquer computador ou a partir de um pen-drive.

Alguns problemas por envolverem a constru¢gdo geométrica e uma fungao
com duas variaveis tiveram a resolu¢do apoiada no uso integrado desses dois

softawares.
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Capitulo 2

Moédulos de Apresentacao Powerpoit

Para organizar as apresentacbées foi usado o software PowerPoint. As
apresentacoes sao auto-instrutivas e permitem oportunas intervengcées do
professor. As telas que acompanham os médulos neste trabalho séao
representativas das apresentacées PowerPoint. Originalmente sdo dinamicas e
foram construidas com os softwares Geogebra e Winplot. Podem ser construidas
pelos alunos ou apenas apresentadas pelo professor. Os alunos devem ter
conhecimentos dos softwares usados e dos conteldos abordados. A seguir
apresenta-se e discuti-se cada um dos méodulos através de suas telas.

Derivadas para Fung¢des com Uma Variavel (M6dulo 1)

Otimizacao de Fungdes com Uma Variavel (Médulo 2)

Construcao de Gréficos para Fungdes com Duas Variaveis (Médulo 3)
Derivadas Parciais, Pontos Maximos, Minimos E Sela (Médulo 4)
Integrais para Fungdes com Uma Variavel (Modulo 5)

Integrais Duplas (Médulo 6)

2.1 Derivadas para Funcées com Uma Variavel (Médulo 1)

O objetivo desse moédulo é fazer um estudo sobre derivadas, pontos
maximos, minimos e de inflexdo para fungbes com uma varidvel. As telas
seguintes apresentam a derivada em alguns dos seus pontos de vista: como limite
da taxa de variacdo da funcédo, como coeficiente angular da reta tangente a curva
no ponto considerado e como uma outra fungdo derivada da funcao inicial. Os
softwares Geogebra e Winplot mostram-se poderosos aliados na tarefa de
minimizar as dificuldades que a maioria dos alunos encontra em compreender
esses diferentes pontos de vista, pois apresenta-os simultaneamente e permite
que sejam feitas as variacdes e comparacdes que induzem as conclusées que

tem-se como objetivo.
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NOCAO GRAFICA DA DERIVADA,
MAXIMOS, MINIMOS E INFLEXAO

//J
s
/

e
ang;nle/= 6.1
s

_~Secante = 3.88

i
¥

201

|mo

minimo

tela 1

Tela dindmica para explorar as idéias de taxa de variagdo, crescimento,
decrescimento, maximo, minimo e inflexao.

O deslocamento de um ponto sobre uma curva e a andlise do que ocorre
ao longo da trajetéria é que induz ao conceito de derivada.
Tomando dois pontos no eixo X, suas respectivas imagens no eixo y e tracando
perpendiculares aos eixos por esses pontos, obtém-se dois pontos sobre a curva
da funcdo. A reta que passa por esses pontos € secante a curva da funcéo.
Fixando um dos pontos do eixo x e fazendo a distancia entre este e o outro tender
a zero, a reta secante tende a ser tangente a curva (quando a tangente existir). A
derivada da funcdo em determinado ponto pertencente ao dominio da fungéo,
nada mais é do que o limite (quando existir) da variagdo entre as imagens desses
pontos, dividida pela variagdo entre eles, quando essa variacao tende a zero.
Portanto, a derivada da funcao é a tangente do angulo que a reta tangente forma
com o eixo das abscissas, ou seja, o coeficiente angular da tangente a curva no
ponto considerado.

O ponto movery, é extremidade de um vetor que direciona a translacao de

um ponto sobre o eixo das abscissas o qual é projecao perpendicular (sobre o
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eixo x) do ponto de interseccédo (da direita) da reta secante com a fungcéo. Essa
construgdo permite variar a inclinacao da reta secante tendendo a reta tangente
pelo deslocamento do ponto mover; para a esquerda Pode-se observar o
comportamento da reta tangente a curva ao longo do eixo das abscissas,
variando o ponto mover. Pode-se também observar o valor do coeficiente angular
da reta tangente, que € o valor da derivada no ponto considerado.

A seguir apresenta-se uma seqiéncia onde o ponto mover; foi deslocado a

esquerda.
angenrt/e»'—"/éj
15 /@neﬁﬁs
104 77T 4 |
_E |
e |
e | ~
/ ?4 1 imovpr minimo ;
-'1/' 0 1 2 3 4 5 6 7

tela 2

201

/ angente = 6.1
secante =548

(8]

minimo

5 g

N
——

tela 3

A sequéncia permite observar a reta secante tendendo a reta tangente a curva no

ponto considerado.
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A seguir apresenta-se uma sequiéncia onde o ponto mover, foi deslocado a direita
no eixo das abscissas.

Ay 4
20

157 tangente = 3.84
o

n"IOVEI',] . mover minimo

1 7 1

Pode-se observar o coeficiente angular da reta tangente assumindo valor positivo

(o]
I
.
wn
(s3]
-1

tela 4

em um ponto onde a fungao € crescente.

y

a0 4
20

151
MaXmo  tangente =-0.03
|
|

10 i
|
i
! inflexdo
! n

5 |

|
|
! ~
'mover minimo
*»

mover, g

-1 / 1 2 3 4 5 6 T

Pode-se observar o coeficiente angular da reta tangente assumindo valor zero no

tela 5

ponto de maximo.
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tangente =-3.62

mover, g

1 7 1

Pode-se observar o coeficiente angular da reta tangente assumindo valor negativo

o]
(9]
o
o
[5]
-l

tela 6

em um ponto onde a fungéo € decrescente.

a0 4
20

maximo

iangenip =0.05

mover, g
-1

tela 7

Pode-se observar o coeficiente angular da reta tangente assumindo valor zero no
ponto de minimo.
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A sequir, apresenta-se telas dinamicas para explorar as relacbes que se pode

utilizar entre uma funcao e suas derivadas.

5 3] T
tela 8
¥
-4 -3 -2 5 3] 7
f(x)=xf3-2x+3x+5
tela 9

Sobrepondo os graficos da fungéo f e da sua 12 derivada f’, é possivel visualizar
que nos intervalos onde a fungao é crescente, a 12 derivada é positiva e onde a 12
derivada vale zero, é ponto critico.
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O=8/3-2¥ +3x+5

N

tela 10

Tambeém visualiza-se que no intervalo onde a fungéo € decrescente, a 12 derivada

€ negativa.

min

)= 13-2X43%x+5

tela 11

Sobrepondo os graficos da funcao f e da sua 22 derivada f”, € possivel visualizar
qgue no intervalo onde a concavidade da funcao € voltada para cima, a 22 derivada

€ positiva e onde € ponto de inflexdo, a 22 derivada vale zero.
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tela 12

Também visualiza-se que no intervalo onde a concavidade da fungéo é voltada

para baixo, a 22 derivada é negativa.

Tela para explorar a derivada como limite da taxa de variagdo para funcao
poténcia.

DERIVADA COMO LIMITE DE UMA TAXA DE

VARIACAO

F(x) = lim Ay = tge (coeficiente angular da reta tangente a
Ax—0 Ax curva no ponto considerado)

f(x) = x2

f(x) = lim f(x+h)-f(x) = lim (x+h)?- x? =
h—0 x+h-x h— 0 x+h-x

=lim x2+2xh+h?-x2=1Ilim h(2x+h) =
h—0 h h—0 h

=lim 2x+h =2x
h—0 h

tela 13
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As telas seguintes exploram alguns comandos e particularidades dos softwares

para em seguida realizar-se uma seqiéncia de exercicios.

EXPLORANDO O MENU DO GEOGEBRA

» Para inserir uma funcao,no campo entrada,
digitamos f(x)=

» Para determinar a derivada selecionamos
comando, derivada [f]

» Para determinar maximo, minimo ou ponto de
inflexao selecionamos comando, Extremo[f]
ou Pontodelnflexaolf]

» Para visualizar a reta tangente em um ponto,
selecionamos comando, tangente [n2,f]
OBS: Clicando em um elemento com o botao
direito do mouse, obtemos uma lista de
caracteristicas que podem ser alteradas tais
como cor, espessura, extremos etc.

tela 14

EXPLORANDO O MENU DO WINPLOT

» Para configurar a tela selecionamos:
janela 2D.

» Para configurar eixos selecionamos:
ver, eixos, mostrar nomes.

» Para digitar a equacao selecionamos:
equacao, explicita, espectro, cor.

» Para retornar a equacao selecionamos:
equacao, inventario.

» Para derivar uma funcao selecionamos:
equacao, inventario e derivar.

» Para determinar um ponto movel
acompanhado da reta tangente a curva, sobre
o grafico, selecionamos: um e traco.

tela 15
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OBSERVACAO

» Os softwares Geogebra e Winplot interpretam
funcoes do tipo

f(x)=x"
através da sua forma equivalente para x>0
f(x)=e""

* Isto gera em alguns casos derivadas
aparentemente diferentes das esperadas.
Contudo para efeito matematico sao
equivalentes.

tela 16

CONSTRUA O GRAFICO, EXPLORE MAXIMO,
MINIMO E INFLEXAO DAS FUNCOES

1) f(x) = x3/3 -5x2/2 +4x +2  6) f(x) = 1/(x-1)

D=R D=R*- {1}

2) f(x) = x3-3x 7) f(x) = 2x +1/(2x)
D=R D=R*

3) f(x) = 2x4 — 4x2 8) f(x) = 1/x +x/9 +2
D=R D=R*

4) f(x) = -3x4 — 6x2 9) f(x) = 4/X +X +5
D=R D=R*

5f(x)=1/x+ 4 10) f(x) = x +1/x
D=R* D=R*

tela 17

Seqguéncia de exercicios para o aluno explorar os softwares e caracteristicas de
algumas fungdes usuais. Os exercicios serdo realizados com o Geogebra e em
paralelo com o Winplot, no qual o recurso “traco” permite a leitura de pontos
criticos.
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1) f(x) = x3/3 -5x2/2 +4x +2

f(x) =4

|
(%]
—

tela 18

A fungéo apresenta um ponto de maximo local e um ponto de minimo local (onde
a 12 derivada intercepta o eixo x). Um ponto de inflexdo (onde a 22 derivada
intercepta o eixo x). E decrescente entre o ponto de maximo e o ponto de minimo,
crescente antes do ponto de maximo e apds o ponto de minimo. Concavidade
voltada para baixo antes do ponto de inflexdo e concavidade voltada para cima
apos o ponto de inflexao.

18 semnomel.wp2 = |
Arquivo  Equacdo Mer Btns Um  Dois  Anim Misc  Ajuda
v = x"3/3-5x"2/2+4x%+2
derl{y = (x"3)/3 - (5x"2)/2 +4x +2 ¥
T
der2{y = (x"3)/3 —-(bx"2)/2 +4x +2 }
kS e
34
[¢ = x3/3-5w 272442 5] 2
x=| 1.0000000000
y= 386333333333 T
b = 2l N . .
1 i 5 3 7 2 g
grau
aprox Taylor | {1 «|  marcar ponta
[T = [ f .l
[~ demo secante em ponto de base |
[V demo reta tangente
inclinag3o; fechar | =5
a1
d_'lniciarl @derwada | HWinplot \_J tic | @ @ 20130
tela 19
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2) f(x) = x® -3x

—_
71
]
=]
(S}
(&%

I
I
I
I
I
|
I
I
I
I
I
I
I
|
|
!
I
I
I
I
I
I
I
I

tela 20

A fungéo apresenta um ponto de maximo local e um ponto de minimo local (onde
a 12 derivada intercepta o eixo x). Um ponto de inflexdo (onde a 22 derivada
intercepta o eixo x). E decrescente entre o ponto de maximo e o ponto de minimo,
crescente antes do ponto de maximo e apds o ponto de minimo. Concavidade
voltada para baixo antes do ponto de inflexdo e concavidade voltada para cima
apos o ponto de inflexao.

!semnomel.wpz =S|
Arquivo Equagdo  Mer Bitns Um Dois  Anim Misc  Ajuda

v = x"3-3x

derl{y = (x"3)/3 —-(bx"2)/2 +4x +2 }
1
der2{y = (x"3)/3 - (5x"2)/2 +4x +2 Pl
s

: o
Iy = x"3-3x j
x=| 1.0000000000
= -20000000000 ; | } } '
=3 - 2 3 4 § i
I E | ]

grau

aprox Taylor | |1 »| marcar punlol
[~ demo secante em ponto de base |

i
v demo reta tangente
inclinag3o; fechar |

tf_'[nitiarl der\vada I Hwinplut \_J tic | | € ﬂ 20:35

tela 21
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3) f(x) = 2x4 — 4x2

fo)=2x%-4x2

tela 22

A funcao apresenta um ponto de maximo local e dois pontos de minimos locais
(onde a 12 derivada intercepta o eixo x). Dois pontos de inflexdo (onde a 22
derivada intercepta o eixo x). E decrescente antes do 12 ponto de minimo e entre
o ponto de maximo e o 2° ponto de minimo. Crescente entre o 1° ponto de minimo
e o0 ponto de maximo e apds o 2° ponto de minimo. Concavidade voltada para
cima antes do 12 ponto de inflexdo e apds o 2° ponto de inflexdo. concavidade
voltada para baixo entre os pontos de inflexao.

188 semnome Lwp2 =12 x|
Arquivo Equacdo  Yer Btms Um Dois  Anim Misc  Ajuda
y = 2x74-4x"2 I T
derl{y = (x"3)/3 -(bx"2)/2 +4x +2 }
. 1
der2{y = (x"3)/3 - (5x"2)/2 +4x +2 }
3+
21
[y = 2t 4-422 -
=] 1.0000000000 +
y=-2.0000000000
B | o] :
-2 -1 2 E 4
grau
apros Taplor | [T =] marcar ponta |
I” demo secanteem  ponto de base | ol
¥ demo reta tangente
inclinagio: fechar |
\ , T
ﬁ_"lniciarl derivada ”'Ft Winplot I tic | «® @ 20:38
tela 23
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4) f(x) = - 3x4 — 6x2

0 =-12x-12%° |

.
a7
%]
]
(8]

tela 24

A funcao apresenta um ponto de maximo local (onde a 12 derivada intercepta o
eixo x). Nao apresenta ponto de inflexdo (a 22 derivada nio intercepta o eixo x). E
crescente antes do ponto de maximo e decrescente ap6s o ponto de minimo.

Concavidade voltada para baixo.

18} semnome 1.wp2 —121x]
Arquivo Equagdo Wer Btns Um  Dois  Anim Misc  Ajuda
v = —3x"4-6x"2
derl{y = (x"3)/3 —-(bx"2)/2 +4x +2 }
der2{y = (x"3)/3 -(bx"2)/2 +4x +2 } ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) )
-1 -11 -10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -i -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
2_
_3__
: |4
= -3Ix*d-gxt2 57
[ g
#x=| 00000000000
y=  0.0000000000 -6
-7t
[T | | —al
grau
aprox T aylor | |1 vl marcar punlul ey
[ dema secante em ponto de base | -10
IV dema reta tangente —111
inclinago: fechar
= ok
—q g

@& Iniciarl derivada “"FT Winplot J tic

<« i) 21:03

tela 25
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5)f(x)=1/x+4
6_
fxX)=1/x+4
4_
f'xy=2/x
- F] e
5 -4 -3 0 1 i 3 4 5 6
f) =-1/x
tela 26

A funcdo nao apresenta pontos criticos (a 12 e 22 derivadas nao interceptam o
eixo x). A concavidade é voltada para baixo antes do ponto de descontinuidade da
funcéo (x=0) e voltada para cima apds o mesmo.

Egsemnomel.wpz : NETES
Arquiva  Equagdo  Mer Btns Um  Dois  Anim Misc  Ajuda
v = 1/x+4
derl{yv = (x"3)/3 —-(bx"2)/2 +4x +2
der?2{y = (x"3)/3 -(bx"2)/2 +4x +2
Iy = 1/x+4 j
x=| 26078635564
y= 43834547613
| — Bl 2l .
arau 5 3 7 g 9
aprox T aplor | |1 vl marcar pontol
[" demo secante em  ponto de base |
¥ demo reta tangente
inclinagio: fechar |
& Iniciarl derivada “'Pt Winplot ) tic <« @ 21:05

tela 27
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6) f(x) = 1/(x-1)

151
1]
051
FX)=2/0¢-3+3x-1)
PO =-1/0¢-2x+1) )
= 5 2 5 5 10
o) =1/(x-1)

tela 28

A funcdo nao apresenta pontos criticos (a 12 e 22 derivadas nao interceptam o
eixo x). E sempre decrescente. A concavidade é voltada para baixo antes do
ponto de descontinuidade da funcao (x=1) e voltada para cima apds o0 mesmo.

Egsemnomel.wpz NI=TES|
Arquivo  Equagdo Wer Btns Um  Dois  Anim isc  Ajuda

¥y = 1/(x-1)
derl{y = (x"3)}/3 —(bx"2)/2 +4x +2
der?2{y = (x"3)/3 -(5x"2)/2 +4x +2

[y = 1701 -
w=| 30783437094
y= 04810123480

k|

arau

aprox T aylar | |1 vl marcar pontol
[~ dema secante em ponto de base |

[V dema reta tangente

inclinagio: fechar |

@& Iniciarl derivada “'Pt Winplot ) tic

<« i) 2108

tela 29
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7) f(x) = 2x +1/(2x)

i 25
|
: 20
|
|
\ 15
|
|
' 10
i
F(X)=(2%2-05) /% i 5 J——
1
) =17% | i -
8 14 A7 08 -ﬁBm -0, 0 08 1 12 14 16 18

I
) =2x+1/(2x%

tela 30

A fungao apresenta um ponto de maximo local e um ponto de minimo local (onde
a 12 derivada intercepta o eixo x). Nao apresenta ponto de inflexao (a 22 derivada
ndo intercepta o eixo x). E crescente antes do ponto de méaximo e depois do ponto
de minimo, decrescente depois do ponto de maximo e antes do ponto de minimo.
Concavidade voltada para baixo antes do ponto de descontinuidade da funcéao
(x=0) e voltada para cima apés 0 mesmo.

!semnomel.wpz - ﬁ'lﬁl
Arguivo  Equagdo  Mer Btns Um  Dois  Anim Misc  Ajuda
v = 2x+1/(2x) a
derl{y = (x"3)/3 - (5x"2)/2 +4x +2 }
der2{y = (x"3)/3 —(5x"2)/2 +4x +2 }
34+
=
Iy = 2u+1/(2x) = L
x=| 05003231653
y= 20000004331
- I I !
1 2 3 4 5 [
o] i B
grau
aprox Taylor | |1 »| marcar punlol
[~ demo secantzem  ponto de base |
¥ demao reta tangente
inclinag3o: fechar |
tf_'lniciarl derwada I HWinplnt \J tic | © ﬁ 21:10

tela 31
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8) f(x) = 1/x +x/9 +2

: 4 :
! 3 !
F) = 1A% +x/9+2 - !
! 1 !
£ = (011 -1)/x |
_ 13,0 0 13.0)
M -1 0 3 4 5
rog =21k !
! 1 !
tela 32

A fungao apresenta um ponto de maximo local e um ponto de minimo local (onde

a 12 derivada intercepta o eixo x). Nao apresenta ponto de inflexdo (a 22 derivada

ndo intercepta o eixo x). E crescente antes do ponto de méaximo e depois do ponto

de minimo, decrescente depois do ponto de maximo e antes do ponto de minimo.

Concavidade voltada para baixo antes do ponto de descontinuidade da funcéao

(x=0) e voltada para cima apés 0 mesmo.

!semnomel.wpz - ﬁ'lﬁl
Arguivo  Equagdo  Mer Btns Um  Dois  Anim Misc  Ajuda
v = 1/x+x/9+2 a
derl{y = (x"3)/3 - (5x"2)/2 +4x +2 }
der2{y = (x"3)/3 —(5x"2)/2 +4x +2 }
3
N R
o
2
oy = 1o = 1
x=| 30000000000
y=  2BEEBEEBEET
F t t t t T T
=i 1 3 4 5
o] m B
grau 1
aprox Taylor | |1 »| marcar punlol
[~ demo secantzem  ponto de base |
¥ demao reta tangente 5
inclinag3o: fechar |
tf_'lniciarl derwada I HWinplnt \J tic | © ﬁ 21:12

tela 33
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9) f(x) = 4/X +X +5

f(x)=4/x+x+5 =

f(x) = (¢ - 4) [

]

(=
o

S 25 2 )25 3 25

() =8/

10

tela 34

A fungéo apresenta um ponto de maximo local e um ponto de minimo local (onde
a 12 derivada intercepta o eixo x). Nao apresenta ponto de inflexao (a 22 derivada
ndo intercepta o eixo x). E crescente antes do ponto de maximo e depois do
ponto de minimo, decrescente depois do ponto de maximo e antes do ponto de
minimo. Concavidade voltada para baixo antes do ponto de descontinuidade da
funcéo (x =0) e voltada para cima apdés o mesmo.

! semnome l.wp2

=1l =]

Arquivo  Eguacdo Ve Dois  Anim Misc  Ajuda

v = 4/x+x+5

13+
derl{y = (x"3}/3 - (5x"2)/2 +4x +2
1al
der2{y = (x"3)/3 -(5x"2)/2 +4x +2 }
11+
104
3 -
g
74
Iy = 4/x+xt5 = &l
x=| 20000000000 .
= 50000000000
s
gL
B | |
21
grau
aprax T aylor | |1 vl marcar pontol 14
[~ demosecantzem  ponto de base | } } : . + t | + } t + t
o e bEere L 1 4z 3 4 5 & 7 & 9 10 11 12 13
inclinagao: fechar |
24
tf_'IniciarI derivada ”-P‘ Winplot I tic | « ﬂ ?1:16
tela 35

30



10) f(x) = x +1/x

(o]

100 = (¢ - 1) /%

f'ix)y=2/x

—5—2_ 15 ) 05 0

tela 36

A fungéo apresenta um ponto de maximo local e um ponto de minimo local (onde
a 12 derivada intercepta o eixo x). Nao apresenta ponto de inflexdo (a 22 derivada
ndo intercepta o eixo x). E crescente antes do ponto de maximo e depois do
ponto de minimo, decrescente depois do ponto de maximo e antes do ponto de
minimo. Concavidade voltada para baixo antes do ponto de descontinuidade da

funcdo (x =0) e voltada para cima apds 0 mesmo.

18 semnomel.wp2 = |
Arquivo  Equacdo Mer Btns Um  Dois  Anim Misc  Ajuda

v = x+1/x
derl{y = (x"3)/3 —(5x"2)/2 +4x +2 Ve
der?{y = (x"3)/3 -(bx"2)/2 +4x +2 }
51
at
e 37
I Iy = x+1/x j
x=| 1.0000000000
L y= 20000000000 1

Moo 5 t +
< - = ] Z 8 4 5 3 7
grau
apres Taplor | [1 =] marcar ponio | -1
[~ demo secante em ponto de base |
[V demo reta tangente -2
inclinag3o; fechar |
3
df'lniciarl @derwada | HWinplot \_J tic | @ @ 20124

tela 37
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2.2 Otimizacao de Fung6es com Uma Variavel (Modulo 2)

O objetivo desse modulo é fazer um estudo sobre problemas que envolvem
otimizagdo de fungdes com uma variavel. Foi escolhida uma seqiéncia didatica
com problemas de ordem pratica. Os enunciados sempre apresentam alguma
condicao, que é utilizada na montagem da situacao (no quadro geométrico) e que,
por uma variacao de valores, sera refletida em uma funcdo (no quadro das
funcdes). Esta sera representada graficamente e apresentara um ponto de
maximo ou de minimo (no quadro da geometria analitica). A partir dai, a funcao
sera tratada no quadro algébrico, onde a solugao sera produzida e confrontada
com as solucdes grafica e geométrica. Essa dinamica é condigao na resolucao de
problemas de otimizacao e a idéia é que isso seja assimilado pelo aluno.

O software Geogebra mostra-se perfeitamente adequado pois trabalha com
0s quadros geométrico, de funcdes, algébrico e da geometria analitica
simultaneamente. Além disso, permite a variacao da construcéo e a consequiente

movimentacao do ponto sobre o grafico da funcao.

ATIVIDADES DE OTIMIZACAO

SITUACAO-PROBLEMA 1: Quais as medidas dos lados do
retangulo de maior area que podemos construir com perimetro
12cm?

Perimetro moverHAIl = 12

Area moverHAI = 9

3 mover

(=]

tela 38
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ANALISE MATEMATICA DO PROBLEMA

condigdo : perimetro

2x+2y =12
xX+y=6
y=6 —x
fungdo : drea
fix) =x(6-x)
f(x)=—x2+6x
otimizacdo
flx) =-2x+6
-2x+6 =0
x =3

tela 39

Problema classico na maioria dos livros de Célculo para introduzir a idéia de
otimizacdo. Traz uma condicao que € o perimetro e gerara a funcdoy =6 - x. O
software oferece um sistema de eixos Cartesianos. Construida a reta a esquerda
do eixo y, um ponto mével sobre a mesma serve como um dos vértices do
retingulo em questdo. Construido o retdngulo, usando paralelas e
perpendiculares e delimitando o mesmo, movimentando o ponto, teremos a
variacdo da area. O software permite medir o lado do retangulo e sua area.
Usando o recurso da homotetia do ponto (1,0) em relagéo a origem do sistema de
eixos, com fator igual a medida a transportar, transporta-se as medidas do lado do
retdngulo e da area para os eixos x e y, respectivamente. Cria-se assim um lugar
geomeétrico (recurso disponivel no software) que coincide com a funcao a ser
otimizada y = - x* + 6x . O software realiza a derivada da fungdo e traca o seu
gréafico de onde se obtém uma solucdo que coincide com as solugdes geométrica
e algébrica (via Calculo Diferencial).
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SITUACAO-PROBLEMA 2: Qual retangulo de area 4cm tem o menor
perimetro?

Area moverEFG = 4 MX) =2 x+8x\1
Perimetro moverEFG = 8 a :

[ws]
(=]
I
[
)
-
=
=
3
I
"
=]
S
>
[0y
[

tela 40

ANALISE MATEMATICA DO PROBLEMA
condicdo : drea
xy=4

y=4/x

Juncdo : perimetro
f(x)=2x+2y
f(x)=2x+8x""
otimizacdo
f'(x)=2-8x""°
f'(x)=0
2=8/x"’

x’=4x=2

tela 41
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O problema traz uma inversdo de situacao em relacdo ao problema anterior. A
condicdo que é a area sera mantida pela funcao racional y = 4/x. Construida a
curva a esquerda do eixo y, usando o recurso de tracar o grafico de uma fungéo,
um ponto mével sobre a mesma serve como um dos vértices do retangulo em
questdo. Tragado e delimitado o retadngulo, movimentando o ponto, tem-se a
variacdo do perimetro. Transportando para o sistema Cartesiano, o valor do lado
do retangulo e o perimetro, cria-se um lugar geométrico que coincide com a
funcdo y = 2x + 8/x a ser otimizada. O software realiza a derivada da funcao e
traca o seu grafico de onde se obtém uma solug¢do que coincide com as solucdes
geomeétrica e algébrica (via Calculo Diferencial).

SITUACAO-PROBLEMA 3: Quais medidas, geram menos gasto de
material, para cercar dois pastos, em formato retangular, de modo
que tenham um lado comum e que as areas de ambos sejam 200m?2?
) L (x5 3 x + 800 x1
Area moverCDE = 200 !
Area CBHD = 200 190 |
(16.3, 97.98)
80 :
B0 i
A0 1 i
mover 16.38 i
o |
. : 2442 |
2442 | (16.33,0)
16.38 :
- él:l _f; 0 _;'i 0 _f-:t, 0 - f_»;l:l 210 0 I : QI 0 3||:| 4||:| SII:I SII:I _'I|"|
P)=3-800x2 ——

tela 42
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ANALISE MATEMATICA DO PROBLEMA

condigdo : drea
x.2y = 400
y =200 / x

Juncao  : perimetro
f(x)=3x+ 4y
f(x)=3x+800 x'

otimizacdo
f'(x)=3-800 x*
f'(x)=10
800 / x’ =3
x’ =800 /3
x =16 ,33

tela 43

Uma sofisticacdo do problema anterior, extraido do livro Calculo B (FLEMMING,
Diva Marilia; GONCALVES, Mirian Buss, 2007), traz uma condi¢cdao que é a soma

das areas de dois retangulos iguais e que resulta em um retangulo maior e sera

mantida pela funcéo racional y = 200/x. Construida a curva, um ponto mével sobre

a mesma serve como um dos vértices do retangulo maior em questao.

Movimentando o ponto, tem-se a variacdo do perimetro como foi concebido.
Transportando para o sistema Cartesiano, o valor do lado do retédngulo e o
perimetro, cria-se um lugar geométrico que coincide com a fungao y = 3x + 800/x,
a ser otimizada. O software realiza a derivada da fungao e traga o seu grafico de

onde se obtém uma solucao que coincide com as solu¢des geométrica e algébrica

(via Calculo Diferencial).
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f(x) = 1

0.96 mover

2

¥,

-48x+ 35

(0.96, 14/98)

SITUACAO-PROBLEMA 4: Dispondo de uma folha de papeldo para
fazer uma caixa em formato de paralelepipedo, podemos cortar os
quatro cantos de uma medida x (que sera a altura) o que vai
possibilitar varios tipos de caixas. Qual a de maior volume?

7-2x

10

o

-8 -6

'
[

IS

f(x) = 4 x{ -

tela 44

fungdo : volume

Jf(x)=x(7-2x)(5-2x)
f(x)=4x" —24x> +35x
otimizacdo
fl(x)=12x" —48x + 35
12x° —48x+35=0
x=(48+~624)/24 =304
x=(48—-624)/24=0,95

7 7- 2x

ANALISE MATEMATICA DO PROBLEMA

5- 2x

tela 45
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O problema extraido do livro Célculo Funcdées de Uma e Duas Variaveis
(HAZZAN, Samuel; MORETTIN, Pedro e BUSSAB Wilton, 2003), traz uma
condicao que é a dimensao da folha que sera usada para criar a funcao volume v
= 4x° — 4x? +35x. Construida a situacdo dinamica & esquerda do eixo y, um ponto
mével produz a variacdo do volume. Transportando para o sistema Cartesiano, o
valor da altura da caixa e o volume, cria-se um lugar geométrico que coincide com
a funcdo a ser otimizada v = 4x°> — 4x® +35x. O software realiza a derivada da
funcéo e traca o seu grafico de onde se obtém uma solucado que coincide com as
solugdes geométrica e algébrica (via Célculo Diferencial).

SITUACAO-PROBLEMA 5: Qual o maior angulo com que um
observador movel, situado na horizontal pode observar uma
estatua que esta sobre um pedestal?

estatua

6 61
4

pedestal 83°

2

mover 2 ,
409 (4.08,0.64)
— | | =
f(X) = (@ + 16) / (x* + 68 32 + 256)"0.5 | v gngulo .
a0 220 10 -|:-|-_ ‘!'(4, 0) ']II:I 2II:I a0 A0

f(x) = (36 x* - 576 X) / ((x* + 68 x> + 256) e*(0.5 Ir:“n(x4 + 68 %2 + 256)))

tela 46
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ANALISE MATEMATICA DO PROBLEMA

6
. )
X
funcdo: cos A

6 = (\/xz +2° )Z +(\/x2 +8 )Z —2J(* +2° )X’ +8° ) cosA

cosA =(x*+16)/x* +68x* +256

tela 47

O problema citado na introducdo como fonte de inspiragdo desse trabalho e
presente no artigo “Visualizacdo Dinamica no Calculo” traz condigdes que séo as
alturas da estatua e do pedestal. Construida a situacao dindmica a esquerda do
eixo y, um ponto mével produz a variacao do angulo de observacao e que pode
ser medido pelo recurso medida de éangulo. Transportando para o sistema
Cartesiano, a distancia do ponto a base do pedestal e o valor do angulo, cria-se

um lugar geométrico que coincide com a fungcdo a ser otimizada

cosA =(x?+16)/Jx* +68x* +256 . O software realiza a derivada da funcéo
(conforme condicdo apresentada na tela 16) e traca o seu grafico de onde se
obtém uma solugdo que coincide com as solugdes geométrica e algébrica (via
Célculo Diferencial). Que a propésito, € o menor valor do co-seno para que o

angulo seja o maior valor possivel.
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SITUACAO-PROBLEMA 6: Para se deslocar de A até B, percorrendo
a menor distancia, onde deve ser construida a ponte sobre o rio?

\ f(x) = (@ +25)"0.5 + ((7 - x)2 + 4)"¥5 + 1.58
1
A
[e
7.07 |
21 |
5 7 i
5 mover 6 !
i
58 4 i
2 i
283 N ] 5 0
B g i—(/
-10 8 B 4 2 T | 6 8 10 12
___.---'"'-.-—. |
7 '
PO =((x*- 142 +53x) eM0.5In(x2 +25))|+ (¢ -7 +25x- il?5) eM05In(E-14 x+53)) /(x*-1

tela 48

ANALISE MATEMATICA DO PROBLEMA
Jungdo : distdncia

fo)=Nx?+52 + (7 -x)* +2° +1,58
otimizacdo

) = (/x> +5% )+ (7 = x)/ (7 = x)* +2°)
fiix)=0

X/NxP+52 =—~(7—x)/ (7 —x)7 +2°

9x2 —70x +1225 =0 >
x=35/-2=-12,5 X X
1,58
x=35/7=5
2
tela 49
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O problema, classico em livros de geometria, tem originalmente solugéo
geomeétrica realizada por translagdo. Traz condicbes que sdo as distancias das
casas ao rio, a distancia entre as casas na horizontal e a largura do rio.
Construida a situacao dindmica, um ponto movel produz a variagdo do trajeto.
Transportando para o sistema Cartesiano, o valor de x e o valor do trajeto, cria-se

um lugar geométrico que coincide com a funcao

f(x)=«/x2+52+\/(7—x)2+22 +1,58 a ser otimizada. O software realiza a

derivada da funcdo (conforme condicdo apresentada na tela 16) e traca o seu
gréafico de onde se obtém uma solucdo que coincide com as solu¢des geométrica

e algébrica (via Calculo Diferencial).

SITUACAO-PROBLEMA 7: Uma agéncia de viagem deve levar
passageiros que chegam em uma cidade até uma ilha conforme figura. A
distancia horizontal por terra é 10km e a distancia perpendicular por mar é
4km. Sabendo que por terra a viagem é feita a 50km/h e por mar a 18km/h.
Em que ponto deve-se trocar a viagem por terra pela viagem por mar para
que o tempo gasto seja minimo?

ilha 5 1
[

t=d18=0,24
t=d/50=0,17

.29

(=]

fX) = ((10- )2 + 16)*0.5/ 18 +x /50

mover 8.46 1'

(8.46, 0.41)
(8.46, 0)

15 10 5 0 5 10 15 20

f(x) = ((0.06 x - 0.56) e*(0.5 In(x> - 20 x + 116)) + 0.02 %2 - 0.4 x + 2.32) / (* - 20 x + 116)

c:idada:ﬂI

tela 50
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ANALISE MATEMATICA DO PROBLEMA

funcdo : distancia ponderada pela velocidade
v=s/t=>t=s/v
t(x)=s,/v,+s,/v,

Ffx)=A(10-x) +4° /18 +x /50

otimizacao
f’(x)=(2x—20)/36\/(10—x)2 +4° +1/50
fix)=0

(x—10)/\/(10—x)2 +4°=-9/25
x’=20x+976,17 =0

x=11,55

x=8,45

tela 51

O problema, extraido do livro Calculo B (FLEMMING, Diva Marilia; GONGCALVES,
Mirian Buss, 2007), apresenta uma nova idéia que é a questdo de a solucao
passar antes pela relacdo de velocidade ou seja espaco percorrido no tempo.
Traz condicdes que sdo a distancia da ilha a terra, a distancia da cidade ao ponto
de embarque e as velocidades de viagem por terra e mar. Feitas as proporgdes

pelas velocidades, essas informagdes produzem um tempo de viagem que é a
funcdo f(x)=+/(10—x)’+4° /18+x/50. Construida a situagdo dindmica, um

ponto mével produz a variacdo do tempo. Transportando para o sistema

Cartesiano, o valor de x e o valor do tempo, cria-se um lugar geométrico que

coincide com a fungdo f(x)=+/(10—x)’+4° /18+x/50 a ser otimizada. O

software realiza a derivada da fungéao (conforme condi¢do apresentada na tela 16)
e traca o seu grafico de onde se obtém uma solucdo que coincide com as
solugdes geométrica e algébrica (via Célculo Diferencial).
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SITUACAO-PROBLEMA 8: Qual o menor custo para passar um cabo
de A até B, sabendo que a parte sobre o rio tem custo dobrado?

f(x) = X + 2 (M8 X)? + 2.5)40.5 !
16+ !
141 i
12 !
(9.08, 12.73)

104 i
A 10 |
(ol |
]"4.84 1|58 |
- 6 i i
mover 9.06 B !
41 |

- (9.09, 0)/
0 !

- 'l (| _n _Iﬁ _I»_'l _I’? ] ’“ _'1 R I : ’]IO

F(X) = (2 X - 20) e7(0.5 In(x2 - 20 X + 102.5)) £ - 20 X + 102.5) / (x2 - 20 X + 102.5) !

tela 52

funcdo :distancia

ANALISE MATEMATICA DO PROBLEMA

otimizacao

f(x) = x +24/(10 = x)> +1,58°

fl(x)=0
3x2-60x+297,5=0

f(x) =1—2(10—x)/\/(10—x)2 +1,58°

10
x =12,91
1,58 10-x)’+1,58°)"°
¥ = 9,08 ((10-x)°+ )
10-x X
tela 53
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O problema, extraido do livro Calculo B (FLEMMING, Diva Marilia; GONCALVES,
Mirian Buss, 2007), apresenta como o anterior, a questdo de a solucado passar
antes pela relacdo de custo sobre o0 solo e custo sobre o rio. Traz condi¢cdes que
sao a distancia horizontal entre os pontos, a largura do rio e os custos por terra e
rio. Feitas as proporcdes pelos custos, essas informagdes produzem um custo
final. Construida a situacao dindmica, um ponto mével produz a variagao do custo
final. Transportando para o sistema Cartesiano, o valor de x e o valor do custo,
cria-se um lugar geométrico que coincide com a  funcgao

f(x)=x+2\/(10—x)2 +1,58° a ser otimizada. O software realiza a derivada da

funcdo (conforme condicao apresentada na tela 16) e traga o seu grafico de onde
se obtém uma solug¢do que coincide com as solucées geométrica e algébrica (via
Calculo Diferencial).

SITUACAO-PROBLEMA 9: Se quisermos construir estradas ligando as
quatro cidades, qual é a configuracao da malha viaria mais curta
possivel?

254

(1.95,24.58) (4.53, 24 58)

204

LU

9
: 120.96° _aC
5 19 _~"7.15 129
g | 185]maver;
1.95 H
10
5.19 15

A" 453 mover, D

T
isTal aE
21U !

o
|
(48 |
—_—
o

.20 15 -10 5 0

tela 54
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ANALISE MATEMATICA DO PROBLEMA

funcdo: distancia

f(x)= V¥l +d’ +\/(l—x)2 +a’ +1-2a

otimizacao
_ flx)=(x/Vx’ +a’ )+((x=D/+\/(I-x)f +a’ )
f(x)=0

x/Nx:+a’ =—(x=D/\|(1-x)\ +a’
—2d’Ix+a’l’ =0

x=a’l’/2a’l

x=1/2

tela 55

1f2 If2

Juncgdo : distdncia

f)=2W/2=x) +U/2) +x
otimizacao

F)=(2x=1)/JU2-x} +(U2) )+1
f'x)=0

3x°=3Ix+1°/2=0

x=(31-13)/6
x=13-+3)/6=10,211

If2 -x

tela 56
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O problema, citado como fonte de inspiracdo desse trabalho e presente no artigo
“Jacob Steiner e o problema da menor malha viaria” (José Luiz Pastore Mello,
2006), tem originalmente solucdo geométrica. Traz condicdes que sdo a
disposicdo entre as quatro cidades e suas distancias. Essas informacgdes
produzem um trajeto. Construida a situacdo dinamica, dois pontos mdéveis
produzem a variagdo do trajeto. Transportando para o sistema Cartesiano, as

posicoes desses pontos e o valor do trajeto, cria-se dois lugares geométricos que

coincidem com as fungbes f(x)=¢x2 +a’ +\/(l—x)2 +a’ +1-2a e

f(x)=2\/(l/2—x)2 +(/2)’ +x a serem otimizadas. O software realiza a derivada

dessas funcbes e traca seus graficos de onde se obtém uma solucdo que
coincide com as solucdes geométrica e algébrica (via Calculo Diferencial).
O problema também permite uma abordagem através de funcbes com duas

variaveis que sera realizada no médulo 4.
2.3 Construcao de Graficos para Funcoes com Duas Variaveis (Médulo 3)

O objetivo desse médulo é mostrar a construcao de graficos para fungdes
com duas variaveis, ou seja, z = f(x,y). A estratégia de abordagem do assunto
leva em conta que se reduz a andlise, num primeiro momento, ao que ocorre
apenas entre duas variaveis, a questao fica mais simples e uma nog¢ao do todo
comeca a se esbocar.

O software Winplot mostra-se perfeitamente adequado para resolver as
grandes dificuldades que a maioria dos alunos encontra em visualizar 0 espago
tridimensional. Além disso, agiliza muito o trabalho do professor e permite que

muitos aspectos sejam explorados a um s6 tempo.
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« Funcoes com duas variaveis sao funcoes do tipo
f(x,y) = z, seu grafico acontece no espaco
tridimensional onde temos trés eixos
perpendiculares dois a dois. Os elementos do
dominio da funcao sao pares ordenados (x,y), as
imagens sao ternas ordenadas (x,y,z), o grafico
geralmente resulta em uma superficie e a grande
dificuldade é percebermos como ¢ esta superficie.

- Para tanto usaremos uma estratégia que ira
nortear nosso raciocinio no sentido de
percebermos o que ocorre na formacao desses
graficos e como devemos explorar o software.

tela 57

* A idéia é que atribuindo um valor a uma das
variaveis, x ou y e pensando no que ocorre
entre z e a outra variavel, teremos uma relacao
no R2.

Por exemplo, na funcao z = 4x + 3y + 2 se
zeramos o Y, ficaremos no plano XZ com a
funcao z = 4x + 2 que é uma reta. E quando
zeramos X, ficaremos no plano YZ com a funcao
z = 3y + 2 que também é uma reta.

» Outro aspecto da questao sao as curvas de
nivel, cortes horizontais que permitem perceber
0 que ocorre em cada cota ou valor de z.
Vejamos alguns exemplos:

tela 58
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f(x,y) = 4x + 4y D=R?
Para x=0, y=0 e z=c, nos planos
x=0, y=0 e z=c temos:

tela 59

No primeiro octante temos:

tela 60

No espaco tridimensional temos:

tela 61
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f(x,y) = X2 + y2 D=R2
Para x=0, y=0 e z=c, nos planos
x=0, y=0 e z=c temos:

tela 62

No primeiro octante temos:
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e
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0
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X
\

tela 63

No espaco tridimensional temos:

z

tela 64



foy) =1/x+1ly
2 D={(x,y)eR2/x¢0e y#0}
Para x=1, y=1 e z=c, nos planos
x=1, y=1 e z=c temos:

c = 1/x+1/

tela 65

No primeiro octante temos:

No espaco tridimensional temos:

z

tela 67
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As telas seguintes exploram alguns comandos e particularidades do software para

em seguida realizar-se uma sequéncia de exercicios.

EXPLORANDO O MENU DO WINPLOT

« Para configurar a tela selecionamos:
janela 3D.

» Para configurar eixos selecionamos:
ver, eixos, mostrar nomes.

« Para configurar o visual selecionamos:
ver, caixa, cubo.

- Para digitar a equacao selecionamos:
equacao, explicita, espectro, cor.

« Para retornar a equacao selecionamos:
equacao, inventario.

tela 68

OBSERVACOES IMPORTANTES

« Os graficos podem ser rotacionados usando
as setas p/ cima, p/ baixo, p/ esquerda, p/ direita.
Caso saia da tela, use: ver, enquadrar janela.

- E possivel fazer cortes horizontais, as chamadas
curvas de nivel, selecionando equacoes,
inventario, niveis, auto e ver todas. Ou entao
construi-las, usando equacao paramétrica e
determinando uma cota para z.

« De acordo com o tipo de funcao, os limites dos
valores de x e y podem ser modificados junto com
a equacao e também nos parametros da caixa.

tela 69
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X1/2

Trabalhando com a fungédo f(x,y) = + y"? D=R?%+, pode-se explorar alguns

recursos do software tais como rotacao dos eixos e curvas de nivel.

Earalz de k + raiz de y.

=18 =]

Arquivo  Equacio  Wer Btns Um  Dois  Anim  Misc  Ajuda

. Arguivo  Wer Bkns  Misc Fechar
|25 valores de nivel para = z

min |0.93311 ; 3
|00 nivelpevio
con |0.93811 _I
méx [3.57012 prox nivel |
cor buscar nivel | auto
[2.76420, 3.67012] zcurea de nivigy
430, i T 2= xM).5+yN0. 6 |
1. 31 5164 32248 3 46295) zcurva de nivi
[1 91516.4.32249.3. 48295] zourva de nive
A27R4 2 ANA14 3 3ARETA = _'J
3
el cor | el todasl del urn | del todasl

manter mudangaz | descartar mudangas |

E{'Iniciarl ) tic | MlcrosDFt PowerPaint - [F... | ‘FI Winplot | < ‘3 22117

tela 70

CONSTRUA O‘GRAFICO, EXPLORE ROTACAOE
CURVAS DE NIVEL DAS FUNCOES

1) f(x,y) = 4x + 4y 6) f(x,y) = sin(x) + sin(y)

D=R? D=R2
2) f(x,y) = x2 + y2 7) f(x,y) = cos(x) + cos(y)
D=R? D=R2

3) f(x,y) = 1/x + 1/y  8) f(x,y) = x3y+ y3x
D={(x,y)cR%/x0e y=0} D=R2
4) f(x,y) = x2 - y2 9) f(x,y) = x*- 2x3- 3x2+ 3x + 2

D=R2 D=R2
5 fxy)=x*-y®  10)f(x,y) =y - x?
D=R? D=R2

tela 71

Sequéncia de exercicios para o aluno explorar o software e caracteristicas de

algumas funcdes usuais. Sera explorado junto da construgéo, o recurso curvas de
nivel.
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:gsemnumel.wpii : =18

Arguiva Equacdio Ver Bkns Um Dois  Anim  Misc  Ajuda

z = dxHdy

levels.wp3 E
Arquivo  Ver Btns  Misc
Fechar

:\\\X\

& IniciarI I tic | -F‘t pressione 5 pata... I @ dissertagdo part... | -F( Winplot Micrasoft Powet... | <« @ 16:25

tela 72

O grafico da funcao é um plano, ndo apresenta pontos de descontinuidade, nao
apresenta pontos criticos e na tela menor podemos observar que as curvas de
nivel sdo retas.

&) semnomez.wp3 : =] x|

Arquivo  Equagdo Yer Btns Um Dois Anim Misc A&juda

zZ = XM2+yh2

levels.wp3 2
Arguivo  Ver Btns  Misc
Fechar

%

\\\k

T e

i 'Iniciar| | tic | [ pressions 5 para. . I ] dissertagdo part .. | 1] winplot [E] Microsoft Power... | i) 16:32
|

tela 73

O grafico da fungdo é um parabolo6ide eliptico (curvas de nivel sao elipses) para
cima, ndo apresenta pontos de descontinuidade, apresenta um ponto de minimo
na origem e na tela menor pode-se observar que as curvas de nivel sao
circunferéncias.
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E semnomel.wp3

PEIE

Arquiva  Equacdo Wer Btns Um Dais  Anim  Misc  Ajuda

z = 1/x+1ly

levels.wp3

Arguivo  Yer Btns  Misc

—_
~

curvas de | |
@& lni(iarl I tic I dissertagdo parte Z - M., I -r—‘; winplot Microsoft PowerPoint - ... | £ @ 15:10
tela 74

O gréfico da fungédo € paraboldide hiperbdlico (curvas de nivel sdo hipérboles),
apresenta ponto de descontinuidade na origem, nao apresenta pontos criticos e
na tela menor pode-se observar que as curvas de nivel sao hipérboles.

E semnomel.wp3

IEIE

Arquiva  Equacdo Wer Btns Um  Dais

Ajuda

z = x"N2-y"2

A

o

@® lni(iarl 1) tic I dissertagdo parte 2 - M., I H winplot Microsoft PowerPoint - ... | PT IRES @ 15:19

tela 75

O grafico da funcdo € parabol6ide hiperbdlico, ndo apresenta pontos de
descontinuidade, apresenta um ponto de sela na origem e na tela menor pode-se
observar que as curvas de nivel sdo hipérboles.
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:gsemnumel.wpﬂ . N ETES]
Arquive Equagio Wer Btns Um Dois  Anim  Misc  Ajuda

z = Xx"3-y*3

levels.wp3 =
Arquiva Ver  Btns  Misc
Fechar

& Iniciarl {3 tic | @ dissertacdo parte 2 - M... ”-{i‘; Winplot Microsoft PowerPaint - ... | « @ 15:23
tela 76

O grafico da funcdo é um paraboldide hiperbdlico, ndo apresenta pontos de
descontinuidade, ndo apresenta pontos criticos e na tela menor pode-se observar
que as curvas de nivel sdo hipérboles.

:gsemnumel.wpﬂ : N ETES]
Arquivo Equacdo Yer Btns Um  Dois  Anim isc  Ajuda

z = sin(x}+sin(y)

o) (O
=
.

Ea

P

curvas de nive a |

& Iniciarl 3 tic | ] pressione 5 para... | B dissertagio part... ”‘:F‘T:wmplut Microsoft Power,.. | ‘ « @) 1539
1

tela 77

O gréfico da funcdo é um parabolbide eliptico, ndo apresenta pontos de
descontinuidade, apresenta infinitos pontos de maximo local, infinitos pontos de
minimo local e infinitos pontos de sela. Na tela menor pode-se observar que as
curvas de nivel sdo elipses.
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& ML

18 semnome 1.wp3

Arquive  Equacdo Wer Btns Um Do

Z = cos(x)+cos(y)

levels.wp3 4
Arquivo  Wer Bitns  Misc
Fechar

::“\>\:M’f;

A
curvaa el |

#tniciar| £ tie | [ pressione 5 para... | B) dissertacéo part... |1 winplot Microsaft Power... | « i) 1548

®)

WA

.‘ 7
&)

tela 78

O gréfico da funcdo é um parabolbide eliptico, ndo apresenta pontos de
descontinuidade, apresenta infinitos pontos de maximo local, infinitos pontos de
minimo local e infinitos pontos de sela.Na tela menor pode-se observar que as

curvas de nivel sdo elipses.

18 semnomeL.wp3 N EIES]
Arguivo  Equacdo  Yer Bins Um Do Ajuda
z = XA 3y+xyt3
Ty g
levels.wp3 i
Arguivo  Ver Btns  Misc
Fechar

curvas de nivel g |

& IniciarI ) tic I I~ pressione 5 para... | ] dissertagsio part... I I winplot Microsoft Power ... | « i) 15:57

tela 79

O grafico da funcdo é parabolbide hiperbdlico, ndo apresenta pontos de
descontinuidade, apresenta um ponto de sela na origem e na tela menor pode-se

observar que as curvas de nivel s&o hipérboles.
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E semnomel.wp3 MRS
Arquive Equacdo Wer Btns Um  Dais  Anim  Misc  Ajuda

Z = XM-2x73-3xM2+3x+2 z

Arguivo  Ver Btns  Misc

Fechar

o lnitiarl I tic I -P( pressione 5 para... I @ dissertacdo part... I "Pt Winplot Microsoft Pawer. .. | ‘ « @ 16:04

tela 80

O grafico da fungdo é um cilindro parabdlico, ndao apresenta pontos de
descontinuidade, ndo apresenta pontos criticos e na tela menor pode-se observar
que as curvas de nivel sao retas.

;a semnomel.wp3 . _12] x|

Arguive  Equagdo  Wer Btne Um Do Ajuda

z =y-x"2

levels.wp3
Arguivo  Ver Btns  Misc
Fechar

NG|
. N7/

W lniciarl [ tic I I pressione 5 para... I dissertacdo part... I 5 winplot Microsaft Pawer. ., | « i) 16:07

tela 81

7

O grafico da fungdo é um cilindro parabdlico, nao apresenta pontos de
descontinuidade, ndo apresenta pontos criticos e na tela menor pode-se observar
que as curvas de nivel sdo parabolas.
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 Para fazer os cortes verticais nos planos XZ e
YZ como foi feito na introducao, é necessario
zerar uma das variaveis, para isso as equacoes
devem estar na forma paramétrica. Por, exemplo
se estamos com a funcao f(x,y) = x2 + y2 e
queremos o corte XZ, x serat, y sera 0 e z sera t2.

*Trabalhe agora com algumas das funcoes
anteriores, mostrando apenas os cortes verticais.

tela 82

Sequéncia didatica para o aluno explorar a equacdo da funcdao na forma
paramétrica. Isso vai permitir que se trabalhe em separado com os planos XZ, YZ

e XY (em alguma cota de z).

|5 x]
i X
z=4x+4y
1 aditarl apagarl dupl | copiar | tabelal farm'lial
rmastrar gréficol mastrar aqual nome | niveis | box |
¥
X
dj'lniciarl ) kic ”H Winplot Microsoft PDwerPo\nt-[F‘..l | «@ 19:21
tela 83

Na funcdo z = 4x + 4y D=R? sey=0ex=tentdoz=4t.Sex=0ey=tentdoz
= 4t. No nivel z = 10 tem-se 4x + 4y = 10, se x =t entdo y = (10 — 41)/4
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V& parabola.wp3

Arquiva  Equacdo  Ver Btns Um Dois  Anim Misc A

inventario para parabola.wp3
Z=x"2+yh2

—— editar I apagarl dupl | copiar | tahe\al faml’lial

¥\r mostrar gréhcul mostar Equal nome | Ve I box |

]t,.’lniciarl I3 tic I dissertacdo parte 2 (Visu... I H Winplot | << @ 17:10

tela 84

Nafuncdoz=x?+y?* D=R%® sey=0ex=tentdioz=1t*.Sex=0ey=tentdoz =
t2. No nivel z = 10 tem-se x2 + y* = 10, se x =t entdo y = (10 - t?) "2

! semnomel.wp3

1= x|
Arguivo  Equagdo Wer Btns Um Dois  Anim Misc  Ajuda
z
z=1x+1ly
editar I apagarl dupl | copial | Iabslal Famﬂial
mostrar grélicnl mostrar aqual nome | nivels I biox |
/— ,
%
ﬂﬁ‘lniciarl I tic I dissertac8o complets - ... | MIEI’DSﬂft PowerPoint - ... IIH Winplot | |« @ 01:28
tela 85

2
Nafuncdoz=1/x+1/y D ={xy € R /x # 0ey # 0} gsey-1ex=tentdo

z=1+1t.Sex=1ey=tentdoz =1 + 1/t. No nivel z = 0,75 tem-se 1/x + 1/y =
0,75,sex =tentdoy = 1/(0.75 -1/t
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2.4 Derivadas Parciais, Pontos Maximos, Minimos e Sela (Médulo 4)

O objetivo desse médulo é fazer uma visualizacao das derivadas parciais,
pontos maximos, minimos e sela para fungées com duas variaveis isto é z = f(x,y).
Para isso, usa-se uma das muitas capacidades do programa Winplot.

A estratégia de abordagem do assunto leva em conta que se reduzir a
analise, num primeiro momento, ao que ocorre apenas entre duas variaveis, a
questao fica mais simples e uma noc¢ao do todo comega a se esbocar.

Segue-se assim para o uso do software Winplot que realizara essa tarefa

com grandes opcdes de recursos visuais.

+ A idéia é que fixando uma das variaveis, x ou y
e pensando no que ocorre entre z e a outra
variavel, teremos uma relacao no R2.

« Por exemplo, na funcao z = x2 + y2- k, se
zeramos o Y, ficaremos no plano XZ com a
funcao z = x2- k. Quando zeramos Xx, ficaremos
no plano YZ com a fungéo z = y2- k. Assim
fazendo as derivadas dessas funcoes do R2,
obteremos o que chamamos de derivadas
parciais.

- Da mesma maneira que fazemos para funcoées
de uma variavel, se igualarmos as derivadas
parciais a zero teremos um ponto critico dessa
funcao de duas variaveis que pode ser maximo,
minimo ou sela como veremos a seguir.

tela 86

f(x,y) = x2+y2- k D=R2

Nos planos XZ e YZ temos como derivadas parciais
asretasz=2xez=2y

tela 87
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tela 89

tela 90
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f(x,y) = x2- y2+ k D=R? 2

/l""l""i'
1)

Nos planos XZ e YZ temos como derivadas parciais
asretasz=2xez=-2y

tela 91

f(x,y) = x2- y2+ k D=R? -

No ponto de selatemos 2x=0e-2y=0
logo (0,0,k) é ponto de sela da fungao

tela 92

* Quando nao é possivel visualizar a funcao, nao
podemos de imediato dizer se 0 ponto critico é de
maximo, de minimo ou de sela. Dai usaremos as
derivadas parciais de segunda ordem que como
vetores, tém direcao e sentido. Isto aplicado ao
determinante Hessiano nos permite determinar um
vetor final que tera uma tendéncia que nos permite
dizer se o ponto € maximo, minimo ou sela.
Vejamos um caso: f(x,y) = - x2- 3 y2 + 2xy +10x -2y

f,=-2x+2y+10=0  P(7,2) f= -2 f =2
f,= -6y+2x-2=0 fy=-6 f,=
H=|-2 2|=8 H>0e f,,<0

2-6 P(7,2) ponto de maximo

OBS: Se Hessiano < ou = 0, entao é inconclusivo e
vamos analizar pelas vizinhancas de P.

tela 93



As telas seguintes exploram alguns comandos e particularidades do software para

em seguida realizar-se uma sequéncia de exercicios.

EXPLORANDO O MENU DO WINPLOT

» Para configurar a tela selecionamos:
janela 3D.

» Para configurar eixos selecionamos:
ver, eixos, mostrar nomes.

» Para configurar o visual selecionamos:
ver, caixa, cubo.

« Para digitar a equacao selecionamos:
equacao, explicita, espectro, cor.

« Para retornar a equacao selecionamos:
equacao, inventario.

tela 94

OBSERVACOES IMPORTANTES

+ Os graficos podem ser rotacionados usando
as setas p/ cima, p/ baixo, p/ esquerda, p/ direita.
Caso saia da tela, use: ver, enquadrar janela.

- E possivel fazer cortes horizontais, as chamadas
curvas de nivel, selecionando equacoes,
inventario, niveis, auto e ver todas. Ou entao
construi-las, usando equacao paramétrica e
determinando uma cota para z.

» De acordo com o tipo de funcao, os limites dos
valores de x e y podem ser modificados junto com
a equacao e também nos parametros da caixa.

tela 95

Trabalhando com a fungéo a seguir, pode-se explorar alguns recursos do software
tais como rotagao dos eixos, curvas de nivel, coordenadas de um ponto, fatiador
(faz cortes verticais no grafico) e estimar aproximadamente eventuais pontos

criticos da mesma.
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18 funcio 2 varidveis.wp3

fatiador para funcao 2 varidveiswpd

z = —x"z-3y°2+zxy+l0x-2y 7|

7.00000

e R

2.00000

levels.wp3
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SITUACAO-PROBLEMA 1: Para se deslocar de A até B, percorrendo
a menor distancia, onde devem ser construidas as pontes sobre os
rios?
14 \J/
121
(5.15, 12.06)
10
A
q
8 4
6.52
4 o
g8 7]
515 mover1
1.24 Al
1.135NM 182 duas translagcdes + uma rotacao
0.7 3 3 .
1.04 : uma translacao + uma rotacéo
193N\ ,
42 0 % 5 4 2B g 2 4 6 8§ 10 12 14 16
tela 99

ANALISE MATEMATICA DO PROBLEMA

y+z+w=(8-x)cos18,2° = (8-x)0,949

w=3sen18,2° = 0.937

7= (8x)0.949 -y - W = (8-X)0,940 - y - 0,037
X 8-x z+w=(8-x)0,949 -y

240 . t=3c0s18,2°-1,24 = 1.61

1,24 lei dos cossenos:
VA2 = (8-X) 2 + (z+W)"2 - 2(8-x).(z+W).c0518,2°
VA2 = (8-X)72 + ((8-X)0,949 - y)*2 - 2(8-x).((8-X)0,949 - y).0,049
2 2
f(x,y)=Nx + 4

+\/(8—x)2 + (8- x)0,949 —y)2 —2(8 - x)( 8- x)0,949 — y )0 ,949

2 2
+\/((8—x)0,949 - y-0,937 )" + (1,61 ) + 2,48

tela 100

O problema, classico em livros de geometria, tem originalmente solugéo
geométrica realizada por translagdo e rotacdo. Traz condigdes que sdo as
distancias das casas ao rio, a distancia entre as casas na horizontal, a largura dos
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rios e o angulo formado entre eles. Essas informacdes produzem uma fungao com
duas variaveis que gera o valor do trajeto. Construida a situagdo dindmica com o
software Geogebra, dois pontos moveis produzem a variacdo do valor desse
trajeto. Transportando a funcdo para o software Winplot, pode-se analisar seu
grafico tridimensional e usando recursos como rotagdo dos eixos, curvas de nivel,
coordenadas de um ponto e o fatiador (faz cortes verticais no gréafico), estimar

aproximadamente a solucao grafica que coincide com a solugcao geométrica.

& ponte sobre o rio : == x|
Arquivo  Equagdo  Ver ns Um Dois Anim Misc  Ajuda

2 = (X 2+16)0 B+{{8-x) 2+({8-x)0.949-y)2-2(8-x)((8-x)0 948

fatiador para ponte sobre o

[z = (xr2+16)20. 541 (8-x) 224 7]
|5.00000

il [ b
auta rew | wevalor atual auto cicl

|0.30000

] | 1ol

auto rew | y-walor atual auto cicl

% estitico plano langenlel
 animada x<- |a 'I ye-|b T

fechar

di'Initiarl | tic | MicmsnFt PowerPoint - [... ”-P( Winplot ‘ <« ﬁ 00:04

tela 101

,’: ponte sobre o rio

INETES

ois  Anim Misc  Ajuda

Arquivo  Equagdo  Ver B

2 = (x*2+16)"0.5+((8-x)"2+((8-x)0.949-y)"2-2(8-x)((8-x)0.949

|curvas de nivel

- Arquivo  Ver Btns Misc Fechar
ITU walores de nivel para w2 E
min |10.00000 iiffeel DfEVIﬂl
carr |15.00000
N ———
cor buscalnive\l auto |

[1.53107.-0.19556,14.44444] zcurva de ni;l
[2.70912,4.59521,13.88889) zcurva de ni’
7. i

VET COMT | vEr tndasl del um I del tndasl

manter mudangas | descartar mudangas |

L{'Iniciarl ) tic | Micmsuft PowerPaint - [... ”{i‘t Winplot

<« i) 00:10

tela 102
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SITUACAO-PROBLEMA 2: Se quisermos construir estradas ligando as
quatro cidades, qual é a configuracdo da malha viaria mais curta
possivel?

5 =
(1.95,24.58) (4.53, 24.58)

9
120.96°
5 19~ _>"5.15
1.95 mover,

1.95
5.19 15

A" 453 mover, D

o

tela 103

ANALISE MATEMATICA DO PROBLEMA

(9-2y)i2

(9-2y)2

F(x,y)=2x>+((9=2y)/2) +2J(9-x) +(9-2y)/2)} +2y

tela 104

O problema, citado na introducdo como fonte de inspiracdo desse trabalho e
presente no artigo “Jacob Steiner e o problema da menor malha viaria” (José Luiz
Pastore Mello, 2006), tem originalmente solucdo geométrica. Foi resolvido no

Médulo 2 como funcdo de uma variavel, agora serd abordado como funcéo de
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duas variaveis.Traz condi¢cdes que sao a disposicdo entre as quatro cidades e
suas distancias. Essas informagdes produzem uma funcdo com duas variaveis
que gera o valor do trajeto. Construida a situacdo dindmica com o software
Geogebra, dois pontos moveis produzem a variagdo do valor desse trajeto.
Transportando a fung¢do para o software Winplot, pode-se analisar seu grafico
tridimensional e usando recursos como rotacdo dos eixos, curvas de nivel,
coordenadas de um ponto e o fatiador (faz cortes verticais no gréafico), estimar

aproximadamente a solucao grafica que coincide com a solugcao geométrica.

=1 %]

Arguivo Equagdo  Yer Btns Um Dois  Anim  Misc  Ajuda

Lf Z = 2°(x"2+((9-2y)2)"2)"0.5+2" ((9-x) 2+((9-2y)/2)" 2)"0.5+2y
et

EVE'S-wpii
Arquivo  Ver Btns Misc Fechar

il
28 wvalores de nivel para @« z

e (x.v,z) = {4.5,1.9,24.5)
min [16.21385 e p— —+
cor |16.21385 _I 1
méx [47 86035 e el

cor buscarnivel | autn |

[6.03348,9 80326, 47 BE035) zourva de nit

! et
[£.09942,9.8032€ 47.86095) zcurva de nit — 4
18 3714 9 IRAT7 47 ARNSA] 2rurea e nic T
L i
Wer corm | Vartodasl del um | da\lodasl dl [4.52555,1.83751)
manter mudangas | descartar mudangas | ,\
' i ) i i i i i
d_‘lni(iar| 3 tic | {5 pressione 5 para sair | - winplot ] derivadas parciais ‘ < o) 20:33

tela 105

== x|

Arquivo Equagdo Ve

s Anim  Misc  Ajuda

Z = 2°(x"2+((9-2y)2)"2)"0.5+2" ((9-x) 2+((9-2y)/2)" 2)"0.5+2y

AT | o
S R A O e
[z = 2rverzrito-amzyrziio-]
(x,¥,z) = (4.5,1.9,24.5) [f-50000
ol =l 5
auto rey wvalor atual auto cicl
[1.80000
ki | =
auta rey y-valar atual auta cicl
{* gotitico  Plano tangente |
© animado 5 < Ia | yefp *
fechar |
d:‘Iniciarl 3 tic ”{—t Winplot derivadas parciais ‘ < ) 20:30

tela 106
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As telas seguintes exploram algumas aplicacdes de fungdes com duas variaveis e

derivadas parciais na Economia.

P = f(K,L) = A.Ke.L"o

produzida, K e o cap

Na economia, a funcao Producao relaciona a
quantidade produzida com os insumos

necessarios a essa producao. Um modelo muito
utilizado, introduzido pelo economista Paul
Douglas e pelo matematico Charles Cobb (ambos
americanos), é a funcao Cobb-Douglas:

onde P é a quantidade
tal empregado, L é a

quantidade de trabalho envolvido, A depende da
tecnologia utilizada e a é um parametro que varia
de 0 a 1(rendimento de escala constante).

tela 107

A tela apresenta um modelo de fungéo producao, usado na economia.

Considere a seguinte funcao producao:

P(X,Y) = 2X°-3Y°-7|onde P é a quantidade colhida
(em toneladas), X é o n2 de homens-hora
empregados (em milhares) e Y o n? de hectares
plantados. Determine a produtividade marginal

do trabalho, a produtividade marginal da terra e
analise-as em alguns pontos.

Pmgtrab (derivada de P com relacao a x) =

0.6X0-7Y0-7 50.6(Y/X)%-7

Pmgterra (derivada de P com relacao a y) =

1.4X03Y-0.3 =[1,4(X/Y)03

tela 108

Um exemplo onde as idéias de derivadas parciais sao utilizadas como ferramenta

que permite uma analise do comportamento da funcao.
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homens (x) hectares (y) Pmgtrabalho(dF/dx)

Pmgterra(dF/dy)

0.6(Y/X)70.7 1.4(X/Y)10.3
2 2 0,6 1,4
20 20 0,6 1,4
3 3 0,6 1,4
30 30 0,6 1,4
2 3 0,796920744 1,239654491
3 2 0,451738774 1,58108571
3 7 1,085762905 1,085762905
30 70 1,085762905 1,085762905
1 10 3,007123402 0,701662127
10 1 0,119715739 2,793367241

- Quando as quantidades dos insumos forem iguais, a terra gera mais
produtividade.

« A produtividade nao é regular, depende dos valores de x e y.

* Quando os insumos sao proporcionais a sua eficiéncia, geram a
mesma produtividade.

* Quando um dos insumos estiver abaixo da sua propor¢cao com
relacao a eficiéncia, é ele que gera maior produtividade.

tela 109

Alguns pontos escolhidos estrategicamente permitem conclusdes relevantes

sobre o comportamento da fungéo.

ngungéo cobb-douglas.wp3 =7 ﬂ
Arquivo Equacio Ver Btns Um Dais  Anim  Misc  Ajuda
z
Grafico da funcao Producao e de suas derivadas parciais
- v,z) = (3,7,10.85)
z=2x"0.3y"0.7
bor: filz=08(yx)"0.7
Z=1.4{xiy}*0.3 | [y
. / L5 ‘\\\ y

d’_-Iniciarl )i | 1 winplot [E] Microsoft FowerPaint - ... | « @ 1711
tela 110

A analise integrada do comportamento da funcao e de suas derivadas parciais
feita com o software Winplot, confere mais seguranca as conclusdes obtidas pela
analise das derivadas parciais e apresenta um universo maior de possibilidades

de previsao.
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* Na economia, a funcao Demanda é formada pelo
estudo da variacao das quantidades e dos precos de
um produto. Na pratica isso é feito com um conjunto
de produtos, hormalmente concorrentes ou
complementares. Isso gera uma funcao com mais de
uma variavel como veremos a seguir.

» Dada a funcao demanda da manteiga

F(x,y) = 1000 — 2x2 +10y, onde x é o preco da
manteiga e y o preco da margarina. Sex=20ey =
10, 0 que aumenta mais a demanda da manteiga,
diminuir seu preco em uma unidade (mantendo o da
margarina) ou aumentar a margarina em uma
unidade (mantendo o da manteiga)? Justifique.

tela 111

Um problema de matematica aplicada em que a idéia de derivada parcial resolve
a questao apresentada.

* Uma analise marginal da funcao nos leva a
solucao do problema:

dF/dx = - 4x dF/dx(20,10) =-80 o aumento de
uma unidade no preco da manteiga, leva a uma
queda de 80 unidades na sua demanda.

dF/dy =10 dF/dx(20,10) =10 o aumento de
uma unidade no preco da margarina, leva a um
aumento de 10 unidades na demanda da
manteiga.

* Logo é preferivel baixar o preco da manteiga em
uma unidade para que sua demanda aumente em
80.

tela 112

Um problema de matematica aplicada em que a idéia de derivada parcial

possibilita uma tomada de deciséao.
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« Dada a funcao demanda de um produto A

F(x,y) =30 -4x-2y,onde xé o precode Aeyo
preco de B. Determine se A e B sao concorrentes ou
complementares. Justifique.

« Uma analise marginal da funcao nos leva a solucao
do problema:

dF/dx = - 4 0 aumento de uma unidade no preco de
A, leva a uma queda de 4 unidades na sua demanda.
dF/dy = - 2 0 aumento de uma unidade no preco de
B, leva a uma queda de 2 unidades na demanda de
A.

» O aumento de preco de ambos afeta a demanda de
A negativamente. Logo os produtos sao
complementares como por exemplo café e acucar.

tela 113

Um problema de matematica aplicada em que a idéia de derivada parcial conclui

uma relagao entre as variaveis da fungao.

CONSTRUA O GRAFICO E EXPLORE MAXIMOS,
MINIMOS E SELA DAS FUNCOES
Use no menu: Um, fatiador.

1) f(x,y) = 4x + 4y 6) f(x,y) = sin(x) + sin(y)

D=R2 D=R2
2) f(x,y) = X2 + y?2 7) f(x,y) = cos(x) + cos(y)
D=R?2 D=R?

3) f(x,y) = 1/x + 1/y  8) f(x,y) = x3y+ y3x
D={(x,ycR%/x#0e y20}  D=R?2
4) f(x,y) = x2 - y2 9) f(X,y) = x#- 2x3- 3x2+ 3x + 2

D=R2 D=R2
5) f(x,y) = x3 - y3 10) f(x,y) = y - x2
D=R2 D=R2

tela 114

Seqléncia de exercicios para o aluno explorar o software e caracteristicas de

algumas fungdes usuais. Sera explorado o recurso “fatiador” que evidencia pontos

criticos.
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Arquw Equacdo Yer Btns Um M Anim  Misc  Ajuda
Z=xr24yh2
tangente{z = x*2+y~2: (0.00000,0.00000)}

L‘f_'Iniciarl ) ki | B dissertagdo parte 2 (visu. .. “‘P‘: winplot

=8|

| « ) 19:52

tela 115

O fatiador evidencia um ponto de minimo através um plano tangente no ponto.

Z = sin(x)*sin(y)
tangente{z = sin(x)+sin(y): (a.b}}
A \
A0
,;'ots\ /
'0'&“ R
\,6/ ' r: '
M’“ ‘:’
.w\.' \ “ ”
"/ \‘ff " b
. )?!"/ ' “ -‘Tl /
0\ IR
wf A
@ niciar| 3 e | B dissertaggo parte 2 (visu... [ wanplor HW
tela 116

O fatiador evidencia infinitos pontos de maximo locais, minimo locais e sela

através de um plano tangente em um desses pontos.



!gfungéo 2 variaveis ex.wp3

Arquivo  Equagdo  Yer Btns Um  Dois  Anim Misc  Ajuda
Z=y-x"2
tangente{z = y-x"2; (0.00000.0.00000)}

df'lniciarl ) kic | @ dissertacdo parte 2 (Visu. .. |H;1: winplot

=8|

| « ) 1955

tela 117

O fatiador nao detecta pontos criticos e, portanto, traca um plano tangente em

infinitos pontos.
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2.5 Integrais para Funcdées com Uma Variavel (Médulo 5)

O objetivo desse modulo é fazer um estudo sobre integrais e calculo de
areas para funcées com uma variavel. As telas seguintes apresentam a integral
em alguns dos seus pontos de vista: como limite de uma soma de superficies,
como area resultante dessa soma e como uma outra funcéo primitiva da fungéo
dada. Os softwares Geogebra e Winplot mostram-se poderosos aliados na tarefa
de minimizar as dificuldades que a maioria dos alunos encontra em compreender
esses diferentes pontos de vista, pois apresenta-os simultaneamente e permite
que sejam feitas as variacdes e comparagdes que induzem as conclusées que se

tem como objetivo.

INTEGRAL COMO LIMITE DE UMA SOMA

mover =13
ol -
80
h=f(x)
A0 A
o=
T ; 5 3 5 2 iferior 7 295 863 9 10 11
irtegral 3’3’3":"'%l,|perior =372.78 Ay

tela 118

Tela dindmica para explorar a idéia de integral definida como sendo a é&rea
situada entre a curva e o eixo das abscissas.
O deslocamento de um ponto sobre uma curva e a andlise do que ocorre

ao longo da trajetéria é que induz ao conceito de integral.
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Tomando dois pontos no eixo x, suas respectivas imagens no eixo y e
tracando perpendiculares aos eixos por esses pontos, obtém-se um retangulo de
base Ax e altura f(x). A area desse retdngulo é proxima a area da figura formada
pela curva e o eixo das abscissas entre os dois pontos do eixo x. Se fizer a
distancia entre esses dois pontos tender a zero, a area do retangulo sera cada
vez mais proxima a essa area . A integral definida da fung¢éo entre dois extremos,
nada mais é do que o limite da soma dos infinitos retangulos que existem entre os
extremos, quando a base dos retangulos (Ax) tende a zero. Portanto a integral
definida da funcao (em maodulo) é a area que fica compreendida entre a curva da
funcdo e o eixo das abscissas, entre dois extremos considerados, quando a curva
nao intercepta o eixo das abscissas entre esses pontos.

O software Geogebra apresenta um recurso denominado Seletor que
permite a variacado de um ponto em um intervalo de valores(na tela denominado
mover). Quando usarmos o recurso integral da funcdo, usaremos o ponto mover
como extremo final da integracdo. Com isso, quando variarmos o ponto mover, a
area que € o valor da integral definida, variara também.

O software Geogebra apresenta também os recursos Soma, Soma inferior
e Soma superior que permitem o calculo dos valores da integral definida, por falta
e por excesso. Associando este recurso ao ja visto Seletor, pode-se variar o Ax
pelo Seletor e assim obter graus de precisao diferentes.

A seguir apresenta-se uma sequéncia onde o ponto mover, foi deslocado a direita

no eixo das abscissas, para diminuir a variagao do x.
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. mover = 9.7
80 -

G0
40
20
f(x) =x*
0
0 1 3 3 iftegral _-5333_3383{)%;%:,-:%8855 8 g 10 11
tela 119
< mover = 21.3
80 5
60
40
20
fix) = x
0
0 1 2 3 iftegral 5333.3%83?;;%"1%0597.95% 9 10 11
tela 120
7
zZZ
#
N mover = 82.2 ]
&0 . ZZ
G0
40
20
0
0 1 2 3 iftegral _—53333%{}’1’)66?%"1%%7924% 9 10 I
tela 121

Seqléncia de valores assumidos pela Integral definida, Soma inferior e Soma
superior para a funcao do segundo grau, com Ax variando. Pode-se observar que
quanto menor o Ax, mais proximos do valor da integral definida ficam os valores

de Soma inferior e Soma superior.
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AREA COMO LIMITE DE UMA SOMA

Area = lim ZAxif(xi)=If(x)dx

n—oo =] 0

1j02xdx = [x?]’ =100 -4 =96
2

T
2l

109 fx)=2x area do trapézio = (20+4)8/2 = 96

integral = 96

O 2 4 6 8 10 12 14 18 18 20 22

tela 122

Tela para explorar a idéia de integral como &rea situada entre a curva e o eixo das
abscissas. Permite fazer a comparacdo com o calculo feito pela férmula
geomeétrica.

A seguir apresenta-se uma sequéncia onde o ponto mover, foi deslocado a direita

no eixo das abscissas, para variar o tridngulo formado.

504
mover =6
e
A0
30
201
) Ax=6 = areado A =6.12/2 = 36
101 fo=2
) integral 5 36
(4]
2 0 2 4 5 5 0w 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

tela 123
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50
mover = 12
L e
401
30
20
Ax =12 = dreado A =12.24/2 = 144
104 f(x) =2
integral = 144
0
2 o 2 4 5] 5 10 12 14 16 168 20 22 24 28 26 30
tela 124
50
mover = 18
e
40
30
20
Ax=18 = érea do A = 18.36/2 = 324
10 fix) =2
integral = 324
0
2 0 2 4 g 3 1 122 14 16 18 20 22 24 26 28 30
tela 125

Seqléncia de valores assumidos pela integral definida da funcédo linear e
comparagéo desses valores com a area da figura formada pela curva e o eixo das

abscissas entre os extremos de integragéo.
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5

area do semicirculo de raio 4 e centro|na origem = 3,1415.16/2 = 25,13

5 4
mover = 4
—_—

() = (16 - X)A(1/ 2)

integral = 25.13

(]
(=2

6 5 4 3 2 0 2 3 4

tela 126

Valor assumido pela integral definida da fungado semicircular comparado ao valor
obtido pela férmula da area do semicirculo.
As telas seguintes exploram alguns comandos e particularidades dos softwares

para em seguida apresentar uma seqiéncia de exercicios.

EXPLORANDO O MENU DO GEOGEBRA

« Para inserir uma funcao,no campo entrada,
digitamos f(x)=

- Para determinar a integral selecionamos
comando, integral e digitamos [f,x;,X,]

- Para determinar soma superior ou soma
inferior selecionamos comando, Sl ou SS
[f,xy,X{,n] onde n é o numero de particoes.

OBS: Clicando em um elemento com o botao
direito do mouse, obtemos uma lista de
caracteristicas que podem ser alteradas tais
como cor, espessura, extremos etc.

tela 127
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EXPLORANDO O MENU DO WINPLOT

- Para configurar a tela selecionamos:
janela 2D.

« Para configurar eixos selecionamos:
ver, eixos, mostrar nomes.

- Para digitar a equacao selecionamos:
equacao, explicita, espectro, cor.

- Para retornar a equacao selecionamos:
equacao, inventario.

- Para integrar uma funcao selecionamos:
um, medidas e integrar.

- Para determinar intersecao entre duas funcoes
selecionamos: dois e intersecoes.

- Para integrar uma regiao entre duas funcoes
selecionamos: dois e integracoes.

tela 128

CONSTRUA O GRAFICO E DETERMINE A AREA
DELIMITADA PELAS FUNCOES

1)f(x) =x2+5D=R  2) f(x) = -x2+ 15 D=R
g(x)=x+10 D=R g(X):-X+10 D=R

3) f(x) =-x2+ 15 D=R  4) f(x) = x2D=R
g(x) = x2+1D=R dg(x) = x D=R

5) f(x) =-x + 1 D=R 6) f(x) = -x3 +6 x2 +20x D=R
g(x) =-x2+1D=R g(x) =0

7) f(x) = x2D=R 8) f(x) = 2x4 — 4x2D=R
g(x) = x2D=R g(X) =-x2+1D=R

tela 129

Seqguéncia de exercicios para o aluno explorar os softwares e caracteristicas de
algumas fungdes usuais. Os exercicios serdo realizados com o Geogebra e em
paralelo com o Winplot.
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1) f(x) =x2+5 g(x)=x+10

2]

fix)=x*+5

909 =x+10 Tintegral, = 48.09

integral = 32.05

(-1.79, 0) 0
4 3 By - 0

(2.79, 0)
1 2 '3 4

[}

tela 130

As funcbes se interceptam em dois pontos. Integrando ambas, usando como
extremos de integracdo as abscissas desses pontos, tem-se dois valores que

subtraido o menor do maior resulta no valor da area que se busca.

!aintegral exercicios.wp2 =[=] x|
Arquivo  Equagdo Wer Btns Um  Dois  Anim  Misc  Ajuda

y = x"2+45
Yy = x+10
(x,¥)
(x,v)

(-1.79128784747792,8.20871215252208)
(2.79128784747792,12.79128784747792)

v = x+l0

Lele

¥ = x"Z+3
lim inferior IW
lim superior 27912878475
sub-interyalos W

™ ponto & esq
¥ ponta média:
™ ponta & di:
I hapezoidal
[ parabolico:

16.0330223514

™ aleatorio T

¥ visualizar

defirida | indefirida |

cor

fechar |

iqmﬂml_nm

| integral

| H winplot

@

tela 131

O software Winplot permite fazer a integral da diferenca entre as funcées e com

isso obter direto o valor da area.

82



2) f(x) =-x2+ 15 g(x) =-x+10

g¥) =-x+10 2]

8 af
/ 61
I/ . it

/ il integral = 59.55

/ integral, = 43.51
f(x) = - + 15 —

(-3.87.0) (-1.79, 0) 0 |
4 3 By 7 0 1 2 ) '\1\1 5

tela 132

As funcdes se interceptam em dois pontos. Integrando ambas, usando como

extremos de integracdo as abscissas desses pontos, tem-se dois valores que

subtraido o menor do maior resulta no valor da area que se busca.

ram INtegral exercicios.wp2 =[=] x|
Arquivo  Equacio Wer Btns Um  Dois  Anim  Misc  Ajuda

y = —-x"2+15

Yy = —-x+10

(x,y) = (2.79128784747792,7.20871215252208)
(x,y) = (-1.79128784747792,11.79128784747792)

¥ = —x*2+15

Ledle

v = -x+10
lir inferior IW
lirn superior 27912878475
subrintervaloz W

™ ponto & esq

¥ ponta médio: 16.0330229519

™ porto & di:

™ tapezoidal

™ paraholico:

I aleatoio

¥ visualizar cor

defirida | indefiida | fechar |

J‘.‘E‘Iniciarl \ tic | integral | HWinplnt

« ) 2354

tela 133

O software Winplot permite fazer a integral da diferenca entre as funcées e com
isso obter direto o valor da area.
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3)f(x) =-x2+15  g(x) = X2+ 1

90 =x*

E P

10

/, integral = 67.09
/ integral, = 17.71 \
f(x) = A2 + 15 \
G 5 _/4 A 1 0 1 2 '3 il 5 5} 7

265.0) (2.65,0) \

/ ) i \

i/

tela 134

As funcbes se interceptam em dois pontos. Integrando ambas, usando como
extremos de integracdo as abscissas desses pontos, tem-se dois valores que

subtraido o menor do maior resulta no valor da area que se busca.

faw integral exercicios.wp2 |5 x]
Arquivo  Equacdo  Wer Btns Um Do

y = —-x"2+15
Yy = xX"2+1
(x,v) (2.64575131106459,8.00000000000000)

(x,¥) (-2.64575131106459,8.00000000000000)
¥ = —x*2+15 =
¥ = x"i+1l i

lim inferior -2.6457513111 |
lim superior 26457513111
sub-intervalas (1000

™ ponto & esq

¥ ponta médio: 433873825002
™ porto & dir:

™ tapezoidal

™ parabolico:

I aleatorio

¥ visualizar cor

defirida | indefiida | fechar |

r{’lniciarl ) tic | integral | HWinplut

@z

tela 135

O software Winplot permite fazer a integral da diferenca entre as funcées e com
isso obter direto o valor da area.
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4)f(x)=x2 g(x)=x

iy
[

f(x) = x2 1
08
06
04
integfal, = 0.5
02 integral = 0.33
-1 08 -06 04 g(x)-gi fo,0)02 04 06 038 | 1.0) 1.2

tela 136

As funcdes se interceptam em dois pontos. Integrando ambas, usando como
extremos de integracdo as abscissas desses pontos, tem-se dois valores que
subtraido o menor do maior resulta no valor da area que se busca.

;gsemnnmel.wpz m=ES|
Arquivo  Equacdo  Wer Btns Um  Dois  Anim Misc  Ajuda

vy = x"2

¥ =x

(x,v) (1.00000000000000,1.00000000000000)

(x,v) (0.00000000000000,0.00000000000000)

¥ =%
v = ®*2

lim inferior 1]

lim superior |1

subrintervalos W

I~ ponto & esg;

¥ ponto médic: 0.16EEEE/500
I porto & dir

™ hapezoidal:

I~ parabolica:

— T aleatorio: } }

¥ visualizar cor

definida I indafinidal fechar |

W Iniciarl ) kic | Microsoft PowerPoint - [i... ”H Winplot

« ) 17:05

tela 137

O software Winplot permite fazer a integral da diferenca entre as funcées e com
isso obter direto o valor da area.
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5)f(x)=-x+1 g(x)=-x2+1

f(x) =-x+1

04
integral
// 02 integral = 0.5
/ g(x) = -x*> + 1 0
ol -08 -0.6 04 02 R) 0) 02 04 06 08 1 0) 1.2
/ 02 \

tela 138

As funcdes se interceptam em dois pontos. Integrando ambas, usando como
extremos de integracdo as abscissas desses pontos, tem-se dois valores que

subtraido o menor do maior resulta no valor da area que se busca.

!aintegral exercicios.wp2 =[=] x|
Arquivo  Equacio Wer Btns Um  Dois  Anim  Misc  Ajuda

Yy = —x"2+1 is
Y = —-x+l
(x,y) =
(x,¥) =

(1.00000000000000,0.00000000000000)
(0.00000000000000,1.00000000000000)

v = —xtI+l

Lell«

¥ = —xtl

lirn inferior I 1]
lim superior 1
sub-intervalas (1000

I ponto & esq:
¥ ponto médio:
™ ponto & di
™ tapezoidat
™ parabolica:
™ aleatorio

0.1BEEEE7R00

¥ visualizar

definida I |ndehnlda|

cor

fechar |

/

J‘.‘E‘Iniciarl \ tic | integral | HWinplnt

@

tela 139

O software Winplot permite fazer a integral da diferenca entre as funcées e com
isso obter direto o valor da area.

86



6) f(x) = -x3+6x2+20x g(x)=0

140

f(x)

K +6x+20x 120

100

40

integral | = -25655
(-2.39,0) o integral = 646.34 (8.39, ¢
8 -6 4 2 0 2 4 6 8

-20

tela 140

A funcao intercepta o eixo das abscissas em trés pontos. Integrando a funcdo em
duas etapas (parte abaixo do eixo das abscissas e parte acima do eixo das
abscissas), usando como extremos de integracdo as abscissas desses pontos,

tem-se dois valores que em médulo somados, resulta no valor da area que se

busca.

tamintegral exercicios.wp2 NEIES
Arquiva  Equacdo Ver Btns Um  Dois  Anim Misc  Ajuda

y = -X"3+6x"2+20x
(x,¥) = (-2.33516490?13450,0.000000000?0000)
(x,y) = (-2.38516480713450,0.00000000000000)

\
{x.y) = (8.38516480713450,0.00000000000000)

v = —xt3+extZ420x

(KN K]

y=10
- lim inferior -2.38516480713450 ey
lim superior  |8.38516480713450

sub-intervalos | 1000

[~ porto & esq

¥ ponto médio: 6246794299672
I porto & dir

[~ trapezoidal

™ parabolica:

I aleatorio:

IV visualizar cor

definida I |ndehn|da| fechar I

dj‘lnitiarl ) tic ||Hwinplot Micrasoft PowerPaint - [i... | « i) z1:40

tela 141

O software winplot esta adicionando a parte abaixo do eixo das abscissas

(negativa) a parte acima do eixo das abscissas (positiva), fornecendo um valor
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que como integral definida esta correto, mas nao corresponde ao valor da area
que se busca. Integrando as partes em separado e somando-as em modulo

(como se vé nas telas seguintes), chega-se ao valor da area.

;aintegral exercicios.wp? : |5 x]
Arquivo  Eguacdo  Wer Btns Um  Dois Ajuda
y = -x"3+6x"2+20x —+
(x.y) = (-2.38516480713450,0.00000000000000) +
\ £
(x,y) = (-2.38516480713450,0.00000000000000) T
\ is
(x.y) = (8.38516480713450,0.00000000000000) L
¥ = —x*3+Ex"2+20x -] I
v =10 lad i
L lim inferior I -2 38516480713450 P T S S QO S S S S
lim superior IU <+
sub-intervalos |1 il T
™ ponto & esq: :
¥ porto médio: -21.6604520164 4
I porto & dir: i
™ trapezoidal: 4
" parabdlico ::
" dleatorio: 4
¥ visualizar cor T
definida I indefinidal fechar | 1
o Iniciarl ) kic ”H Winplot Micrasaft PowerPaint - [i... | « @ Z21:57
tela 142
gaintegral EXErcicios.wp2 NETES
Arquivo  Equacdo  Wer Etns Um  Dois  Anim  Misc  Ajuda
Yy = -XN3+6XN2+20x% —+
(x,y) = (-2.38516480713450,0.00000000000000) +
\ £
(x,y) = (-2.38516480713450,0.00000000000000) ik
\ is
(x,y) = (8.38516480713450,0.00000000000000) 1
¥ = —x*3+6x"2+20x - I
v =10 lad i
| mieior [0 A 1
lirn supetior |8.38515480713450 i
sub-intervalos |1 il T
I ponto & esq: i
¥ porto médio: B646.3398619836 4
I~ ponto & dir T
™ trapeznidal 4
™ parabolico: :
I~ aleatorio: AL
¥ visualizar cor T
definida I indefinidal fechar | T
W lniciarl I tic ”H winplot Microsaft PowerPoint - [i... | & @ 21:38
tela 143

A analise do posicionamento da area com relagcdo ao eixo das abscissas é

fundamental para se chegar ao seu valor correto.
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7) f(x) =x2  g(x) =x12

tela 144

As funcdes se interceptam em dois pontos. Integrando ambas, usando como
extremos de integracdo as abscissas desses pontos, tem-se dois valores que
subtraido o menor do maior resulta no valor da area que se busca.

gaintegral EXErcicios.wp2

) I
Arquivo  Equacio  Wer Btns  Um Do Ajuda
v = x"él

y = x"0.5

(x,¥) = (1.00000000000000,1.00000000000000)

v = x*0.5

v = x*Z

| N K

lirn irferior 1]

lirn superior I 1
sub-intervalos |1 ulali]

[ ponto & esq:

¥ ponto médio: 0.3333303213
[~ ponto & dir

[~ hapeznidal

[~ parabolico

™ aleatorio:

W visuglizar col
definida I indefinidal fechar |

EE‘Iniciarl ) tic | MlcrosDFt PowerPaint - [i... | -F! Winplot

< B D o125

tela 145

O software Winplot permite fazer a integral da diferenca entre as funcées e com
isso obter direto o valor da area.
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8) f(x) =2x4-4x2  ¢g(x) =-x2+1

15_____
%

fo) =2k -

integral

|ntegral4] j/-0.12

{rd41,00 2
integral = -0.04

1)

1

1

|

|

i

1
// ; integral = 1.33+2.94-0.04-0.04-0.12-0.12 = 3.95 \
/900 =-x 1
tela 146

Integrando a parte acima do eixo x tem-se um valor, Integrando a parte abaixo do
eixo x tem-se outro valor, somando esses valores gera-se a 12 soma. As funcdes
se interceptam em dois pontos. Integrando ambas, usando como extremos de
integracdo as abscissas desses pontos e as abscissas dos pontos onde elas
interceptam o eixo X, tem-se quatro valores que serdo somados, gerando a 22

soma. Da 12 soma subtrai-se a 22 soma e tem-se o valor da area que se busca.

Eaintegral EHErCiCios.w| = |ﬂ |5|
Arquive Eguacdo Yer Btns Um  Dois  Anim Misc  Ajuda

(x,v) = (-1.41421356237310,0.00000000000000)

(x,y) = (-1.33445734529224,-0.78077640640442)

(x,¥) = (~1.00000000000000,0.00000000000000)
o= R (x,¥) = (0.00000000000000,0.00000000000000)
Wy = (x,y) = (1.00000000000000,0.00000000000000)
(x,v) = (1.33445734529224,-0.78077640640442)

(x,v) = (1. 41421356237310 ,0.00000000000000)

¥ = -x*2+1

Lo«

¥ = Zxt4-4xtZ
lim inferior IW
lim superior I 1.3344673453

" subintervalos W

I ponto & esg;

¥ ponto médio: 40362344092

I™ ponta & dir

™ tapezoidal

I™ parabolico:
I aleatorio:

v visualizar car

definida | indefinida | fechar |

/

& IniciarI 1539 tic | dissertagio parte 2 - Mic... ||h Winplot

integral = 1.33+3)01-0.04-0.04.0.12-0.12 =4.03

tela 147
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Neste caso, as areas determinadas pelas funcées apresentam parte negativa e

parte positiva. Mas, como a funcéo integrada é a diferenca entre as duas funcées

(como se vé na tela seguinte) e esta, no intervalo considerado, apresenta apenas

parte positiva, o valor gerado corresponde ao valor da area.

:integral exercicios.w|

Yy = 2x*4-4x"2
oy = oot 24

[y = -x*2+1)-(y = 2x™4

-
-

v =10
lirr irferior IW
lirn superior 1.3344573453
sub-intervalos IWT

I ponto & esq

¥ ponto média: 4 0362344092

™ ponto & dir

™ trapezoidat

™ parabolico:

I aleatorio

¥ visualizar cor

definida I |ndehmda| fechar |

Arquivo  Equacdo Ver Btns Um  Dois  Anim Misc  Ajuda

I .
(x,¥) = (-1.41421356237310,0.00000000000000)

(x,¥)
(x,v) .

PV i 2T S e e G A )

(x,¥)
(x,y)
*,¥)

w Iniciarl ) kic | @ dissertacdo parte 2 - ... ”H Winplot Micrasaft PowerPaink -... |

I

(—1‘33445&34529224,—0‘780?7640640442]
(-1.00000000000000,0.00000000000000)
(0.00000060000000,0.00000000000000)
(1.00000060000000,0.00000000000000)

(1.33445734529224,—0.78077640640442)
(1.44421356237310,0.00000000000000)

« WD 14:25

tela 148

A analise do posicionamento da area com relagdo ao eixo das abscissas é

fundamental para se chegar ao seu valor correto.

As telas seguintes exploram uma aplicacdo do célculo de areas por integral na

Economia.
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Na economia, a funcao Demanda é o ponto de vista do consumidor em
relacao ao preco e a funcao Oferta é o ponto de vista do produtor em
relacao ao preco. Uma breve analise permite perceber que suas posturas
frente ao preco sao opostas. Quanto menor o pre¢o, mais o consumidor
consome, fazendo da Demanda uma curva decrescente. Quanto maior o
preco mais o produtor pée produto no mercado, fazendo da Oferta uma
curva crescente. Existe na pratica um ponto, denominado Ponto de
Equilibrio, onde o mercado se estabiliza, como podemos constatar no
grafico a seguir.

preco

140
Demanda(x) = -x* - 11 x + 130

120

100

PE = (5, 50)

Oferta(x) = x* + 3 x + 10

quantidade
0 1 2 3 4 7

o
[=]

tela 149

Um problema de matematica aplicada usando fungdes bastante usuais em

economia.

Uma analise desses graficos permite perceber que existem quantidades
de mercadorias que poderiam ser consumidas pela demanda com precos
acima do preco do Ponto de Equilibrio, porém em virtude do preco
praticado ser inferior, podemos dizer que o consumidor esta
economizando esse montante e assim chama-lo de Excedente do
Consumidor. Da mesma forma podemos perceber que existem
quantidades de mercadorias que poderiam ser ofertadas abaixo do preco
do Ponto de Equilibrio, porém em virtude do preco praticado ser superior,
podemos dizer que o produtor esta economizando esse montante e assim
chama-lo de Excedente do Produtor. Esses montantes podem ser
calculados por integrais como veremos a seguir.

preco

Demanda(x) =-x2- 11 x + 130

Excedente do Consumidor

PE = (5, 50)

Excedente do Produtor

Oferta(x) =x* +3 x + 10

1 2 3 4 =l 6

quantidade

tela 150

O célculo das areas determinadas resolvera a questéao.
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EC = on"e Demanda(x )dx —x .y,

EC = IOZO(—x"Z _11x +130)dx —5.50

EC=[-x"3/3-11x"2/2+130x} - 250
EC =220.83

EP=x,.y, - joxpe Oferta( x )dx
EP =5.50— j020(xf\2+3x+10)dx

EP =250—-[x"3/3+3x"2/2+10x]
EP =120.83

tela 151

Determinacéao dos valores procurados pelo uso de Integral no calculo de areas.

O excedente do consumidor pode ser determinado usando o software
Geogebra. Fazemos a integral da demanda de 0 até 5 menos a area do
retangulo (5x50).

preco
1401
Demanda(x) = -2 - 11 x+ 130

1201

1004

601Excedente do Consumidor = 470.83 -250 = 220.83

PE = (5, 50)
404 e =470.83
poly1 = 250

201

0 quantidade

8

—
[
[
1=
o
(s3]

tela 152

Determinacao dos valores procurados pelo uso do software Geogebra.



O excedente do produtor pode ser determinado usando o software
Geogebra. Fazemos a area do retangulo (5x50) menos a integral da oferta
de 0 até 5.

preco
140

1201

100 4

PE = (5, 50)
ELE
Oferta(x) =x* +3 x+ 10
20+ h=129.17
o |Excedente do Produtor = 250 - 129.17 = 120.83 quantidade
0 1 2 3 4 5 6 7 8

tela 153

Determinacao dos valores procurados pelo uso do software Geogebra.

2.6 Integrais Duplas (Médulo 6)

O objetivo desse modulo € fazer uma visualizacdo das integrais para
funcdes com duas variaveis isto € z = f(x,y). A idéia é que tratando y como
constante, tem-se a integral em relagao a variavel x. Da mesma maneira, se trata-
se x como constante tem-se a integral em relacao a variavel y. Portanto, tem-se
duas integracbes que ocorrem simultaneamente, gerando uma funcdo que
quando definida, produz um valor que corresponde ao volume de um sélido no
espaco tridimensional.

A segquir, utiliza-se o software Winplot que realizara essa tarefa com

grandes op¢oes de recursos visuais.
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* A idéia é que tratando uma das variaveis, x ou
y como constante e integrando a funcao em
relacao a outra variavel, teremos uma
integracao no R2.

2 2
« Por exemplo, na integral Jloc +y? + kdxdy
se tratamos y como constate = a, teremos a

integral
g _[(xz +a’ +k )dx
 Da mesma forma se tratamos x como
constante igual a b, teremos a integral
I(xz +b% +k )dy
» Portanto teremos duas integracoes que
ocorrem simultaneamente e vao gerar uma

funcao, que definida em uma regiao, produz o
volume de uma figura como a seguir:

tela 154

tela 155



Vejamos o exemplo para a funcao:
f(x)=—x"—y’+1I

+1+1 +1

[[(=x?=y®+1)dxdy = I[—x3/3— y2x+x]jdy =
-1-1 '

+1 5 +1
[(-2y+4/3)dy =[-2y"73+4/3y | =1,333..
21

tela 156

:Eseﬁ'lﬁ_onifé’i : == x|
Arquivo  Equacdo  Yer Btns Um  Dois  Anim Misc  Ajuda
integracion
z=-x"2y"241 j
®min |-1
divisti |1DD
% méx [1.00000 Ak
Y min [ zZ=-X"2-y"2+1 =
divizhes |1DD
wmax |1.00000
13333
fechar |
Lf_'Iniciarl I'P‘i Winplot Micrasoft PowerPoint - [i... | <« @ 20031
tela 157

Usando o software Winplot e seu recurso de calculo do valor da integral para
funcdo com duas variaveis, pode-se além de visualizar o sélido, confirmar o

resultado obtido através do Calculo Integral.
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Vejamos o exemplo para a funcao:

f(x)=x"+y’-1

+1+1 5 5 +1 , , »
JJx® +y 'l)dxdy=_[[x /3 +y x-x]_ldyz
-1

-1-1

+1 +
[(2y*—-4/3)dy =[2y'/3-4/3y | =-1,333...
-1

tela 158

Arquivo Equacdo  Wer Btns Um  Dois  Anim Misc  Ajuda

integracién L
Iz =8"24y721 j
: :;: 1100? divizies W
ymin 1— divisties W - XA2+VA2-1
ymax |1.00000
1.33333
fechar |

« q:&@ 20)

Lf_'Iniciarl Hi‘t Winplot Microsoft PowerPoint - [i... |

tela 159
Usando o software Winplot e seu recurso de calculo do valor da integral para
funcdo com duas variaveis, pode-se além de visualizar o sélido, confirmar o

resultado obtido através do Calculo Integral.
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Volume da esfera de raio 1 (4ar3/3) =4,18

z

z=(1-x2-y2)70,5

tela 160

Fazendo os recortes nos planos XZ, YZ e XY, obtém-se funcdes que, associadas
de maneira conveniente formam a funcado de duas varidveis que sera integrada

para gerar o volume que se busca.

!asemnumez.wpﬁ . i _I— _IE il
Arquivo EquagSo Wer Btns Um  Dois  Anim  Misc  Ajuda
ey j =z
e z=(1x"2y*2)"0.5
—————————  divisties [100
« mé |1.00000 s
ymin |1 T
— ] 100
yméax |1.00000 i
walor = | 2.09446
fechar
i [ il o !
Wy 1y
= fI) h
“—'—A—-}II | |I | |I |‘ 12y I
i | §
& mniciar H—( winplot M\crosoFt PowetPoint - [i, .. | « ‘,@ 00:03
tela 161

Usando o software Winplot e seu recurso de calculo do valor da integral para
funcdo com duas variaveis, pode-se além de visualizar a metade do sélido,
dobrando o valor obtido, confirmar o resultado.
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,'.'a‘. semnomeZ.wp3

Arguive  Equacdo Wer Btns Um  Dois  Anim Misc  Ajuda
z

VOLUME DO CILINDRO DE RAIO 1|E ALTURA 1=3,14

z = (1- x*2)20.5

”lnitiarl a tic. I @ dissertacdo parte 2 - Mic... IIH Winplot | « 0 00:31

tela 162

Fazendo os recortes nos planos XZ, YZ e XY, obtém-se fungdes que, associadas

de maneira conveniente formam a funcdo de duas variaveis que sera integrada

para gerar o volume que se busca.

!ﬂ‘. semnomel.wp3

Arguive  EquacBo Ver Btns Um  Dois  Anim Misc  Ajuda

[z=n+"2105 =
wmin |-1
— divizfi I‘IUD
% max [1.00000 dbishies
wmin |0 o
————————— divisfies |1UD
wmas |1.00000

walor = | 1.57057

fechar |

| @ dissertacdo parte 2 (¥isu, ,, ”@ Winplot <« 0 21:24

ﬂlniciarl @ tic
L

tela 163

Usando o software Winplot e seu recurso de calculo do valor da integral para

funcdo com duas variaveis, pode-se além de visualizar a metade do sdélido,

dobrando o valor obtido, confirmar o resultado.



» Confirme, usando integral dupla, que o volume
de um cone de raio 1 e altura 1 € 1/3 do volume
de um cilindro de mesma base e altura.

* Use no menu: Um, integrar e marque os
extremos.

tela 164

Atividade para o aluno explorar o software e a construcdo de uma fungao com

duas variaveis a partir de seus recortes verticais e horizontais.

Volume do cone de raio 1 e altura 1(zr¢h/3) = 1,047

z =1- (x"2+y"2)10.5

x XA24yA2 =1

tela 165

Fazendo os recortes nos planos XZ, YZ e XY, obtém-se fungdes que associadas
de maneira conveniente, formam a funcdo de duas variaveis que sera integrada
para gerar o volume que se busca.
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l@conewps : ~==] x|
Arquivo  Equacdo  Wer is  Anim Misc  Ajuda
[z -1-(202105 S]] z=1-{x"2+y*2)*0.5
smin |1
e B |1DD
smax [1.00000 dvitizs z
wmin |1 o
——————  divishi |1DU
v méx [1.00000 ISHES
033322
fechar
X
¥ &) Iniciarl ) tic ”H Winplot Micrasaft PawerPoint - [i... | s !!‘ @ @ 00:11
tela 166

Usando o software Winplot e seu recurso de calculo do valor da integral para
funcdo com duas variaveis, pode-se além de visualizar o sélido, confirmar o
resultado (neste caso, houve imprecisdo pois se trabalhou com cem divisdes e
seria necessario bem mais. Esta idéia € abordada nas telas 112,113 e 114).
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Consideracoes Finais

As idéias aqui apresentadas em termos de Calculo Diferencial e Integral, ja
foram bastante estudadas e, portanto, ndo apresentam novidades. O aspecto
novo que traz essa pesquisa é a questao da representacao e da abordagem. A
intencdo ao desenvolver a pesquisa foi buscar uma representagdo menos ligada a
aspectos formais, que fosse mais atrativa e compativel com os estudantes atuais.
Procurei elaborar uma sequiéncia didatica apoiada em problemas cotidianos e que
despertasse o interesse de resolucdo no estudante. Somado a isso, percebi ao
longo do trabalho, que muitos aspectos conceituais ficam mais evidentes e podem
ser mais bem explorados e pensados com o uso dos softwares e seus recursos.

Abrangendo as idéias fundamentais do Caélculo Diferencial e Integral, para
uma e duas variaveis, trabalhei com os conceitos de funcao, limite, derivada,
integral e a questao da otimizacao de fungdes.

Assim como ocorreu comigo, que em determinado momento percebi que
tinha em maos uma ferramenta muito poderosa e agradavel para desenvolver as
idéias do Célculo e suas aplicagdes, pretendo que os alunos possam ter a mesma
percepcao e, a partir dai, tenham autonomia para aplicar o Célculo Diferencial e
Integral nas mais diversas atividades que possam vir a desenvolver.

Acredito que atingi os meus objetivos e me sinto bastante satisfeito com
isso. Além do mais, essa pesquisa também me direcionou para questdes ligadas
a Modelagem Matematica, com as quais estou trabalhando no presente momento
e pretendo continuar a pesquisar.
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