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RESUMO

A presente pesquisa teve como objetivo investigar a compreensdo de alunos do
terceiro ano do Ensino Médio a respeito do conceito de varidvel. Para o seu
desenvolvimento, foi utilizada uma ferramenta tedrico-metodoloégica denominada
modelo 3UV, elaborada pelas pesquisadoras Trigueros e Ursini (2001). Tal modelo
apresenta uma decomposicao do conceito de variavel em seus trés principais usos
em algebra elementar - incognita, nUmero genérico e variaveis relacionadas, ou
variaveis em relacdo funcional — e as habilidades essenciais & compreenséo de cada
um deles para a aquisicdo do conceito de variavel. Essa ferramenta serviu como
guia na elaboragdo de um questionario contendo 22 itens, envolvendo o emprego
dos trés usos da variavel. As questbes formuladas exigiram as capacidades de
simbolizacdo, manipulacdo e interpretagdo dos alunos relativas a variavel em seus
trés usos, juntamente com a mobilizacdo das habilidades sugeridas no modelo 3UV.
Com base nos dados coletados, por meio do questionario e das entrevistas
realizadas apds sua aplicagdo, observou-se que os estudantes ndo apresentaram
dificuldades em interpretar, simbolizar e manipular a variavel como incégnita. Por
outro lado, a compreensdo da variavel como numero genérico e em relacao
funcional demonstrou lacunas, as quais estao diretamente relacionadas a falta de
explicitacdo de algumas das habilidades especificas de manipulacdo e de
interpretagdo apresentadas no modelo 3UV como necessarias a compreensdo do
conceito. Dessa forma, tal investigacdo possibilitou o apontamento de dificuldades
dos alunos ao lidar com problemas em que o conceito de variavel fazia-se presente,
indicando, para o desenvolvimento de futuras pesquisas, as habilidades que
deveriam ser melhor exploradas no processo de ensino para favorecer sua

compreensao.

Palavras-chave: Variavel. Incégnita. Numero genérico. Relagdo funcional.
Simbolizacao. Manipulagao. Interpretacao.



ABSTRACT

The aim of this research was to investigate the third year of high school students”
comprehension of the concept of variable. For its development, it was used a
theoretical framework called 3UV model formulated by researchers Trigueros e Ursini
(2001). The model involves a decomposition of the concept of variable in its three
main uses in elementary algebra — unknown, general number and related variables,
that is, variables in functional relationship — and the essential abilities to comprehend
each of them to acquire the concept of variable. This theoretical framework was used
as guideline in the design of a questionnaire with 22 items, in which the three uses of
variable were used. The questions demanded the capabilities of symbolization,
manipulation and interpretation from the students related to the three uses of
variable, jointly with the mobilization of the abilities that the 3UV model suggests.
According to data collected, through the questionnaire and the interviews, which
were realized after the application of the first, it was noticed that the students didn’t
show difficulties to interpret, symbolize and manipulate the variable as unknown. On
the other hand, the comprehension of the variable as a general number and as
related variables showed gaps related directly to the lack of mobilization of some
abilities of manipulation and interpretation present in the 3UV model as needed
abilities to the comprehension of the concept. Thus, this investigation helped to point
up the difficulties of the students to deal with problems related to concept of variable
and to indicate the abilities that should be better worked, in the teaching process of
the concept of variable, to provide its comprehension.

Keywords: Variable. Unknown. General number. Functional relationship.
Symbolization. Manipulation. Interpretation.
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APRESENTACAO

A pesquisa apresentada neste relatério teve como objetivo investigar a
compreensao de alunos, na fase de conclusdo do Ensino Médio, a respeito do
conceito de variavel. Para tanto, elaboramos um questionario, contendo seis
questodes, subdivididas em 22 itens, envolvendo os principais aspectos relativos ao
conceito de variavel. Tais questoes foram elaboradas com base no modelo tedrico
denominado 3UV (O modelo dos trés usos da variavel) desenvolvido pelas
pesquisadoras Maria Trigueros e Sonia Ursini (2001).

O modelo 3UV apresenta uma decomposicao do conceito de variavel em trés de
seus principais usos: incégnita, numero genérico e variaveis em relacao funcional.
Segundo Trigueros e Ursini, tal modelo pode ser utilizado como guia para:

- elaborar ferramentas que proporcionem o desenvolvimento de andlises
diagnéstico a respeito da concepgao de alunos e, também de professores,
sobre o conceito de variavel;

- elaborar atividades de ensino relativas ao conceito de variavel em algebra
elementar;

- realizar a andlise de livros didaticos e outros materiais de ensino relacionados
ao conceito.

Ao longo do capitulo Il, apresentamos, de forma detalhada, o modelo 3UV, sua
origem, a descricdo das habilidades essenciais a compreensdo de cada um dos
usos da variavel, e alguns exemplos de sua aplicacao.

Salientamos que utilizamos o modelo 3UV como fundamentagdo teérico-
metodoldgica com o intuito de realizar uma analise diagnéstico da compreensao de
alunos do terceiro ano do Ensino Médio sobre o conceito de varidvel, sem nos
preocuparmos com suas demais aplicacoes.

A investigacao foi desenvolvida com alunos de uma escola particular do Grande
ABC e contou com a participacao de 15 estudantes. Para responder o questionario,
os participantes trabalharam em duplas e, por conta de seu numero impar, formou-
se um trio. Apdés a aplicacdo do questionario, realizamos entrevistas com os

estudantes com o intuito de esclarecer alguns dados encontrados em seus
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protocolos. A caracterizacdo da escola e dos participantes da pesquisa é
apresentada no capitulo Ill, juntamente com a exposicdo de nosso instrumento de
investigacao e dos procedimentos metodoldgicos utilizados.

Os resultados da pesquisa encontram-se no capitulo IV, em que expomos a
analise dos dados coletados com a aplicacao do questionario € o que apuramos com
as entrevistas que complementaram as respostas dadas pelos alunos as questdes.

Por fim, apresentamos na etapa do relatério denominada “Consideracoes
finais” as conclusées que formulamos com base no trabalho realizado e também
algumas sugestdes para complementacao dos estudos concernentes ao ensino € a
aprendizagem do conceito de variavel.

A seguir, no capitulo I, intitulado “Problematica”, descrevemos o percurso que
nos motivou a desenvolver esta pesquisa, momento em que expomos, brevemente,
nossa caminhada académico-profissional, as inquietacbes que nos levaram ao

problema da pesquisa e sua relevancia para a area da Educagdo Matemética.
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CAPITULO 1

PROBLEMATICA

Ao longo de nossa atividade pedagégica contracenamos com diferentes
personagens que desenham, aos poucos, cenas que ilustram caracteristicas da
Educagcdo Basica brasileira. Dentre eles encontramos professores de diferentes
areas de ensino - alguns mais experientes, outros nem tanto - coordenadores,
orientadores, pesquisadores, mas 0s principais personagens, 0S que mais nos
despertam a atengdo, sdo, sem duvida, os alunos, cada um deles com suas
particularidades, suas habilidades, dificuldades, com comportamentos que nos
encantam e merecem, de fato, nossa atencédo. Afinal, sem eles nosso papel de
educador perderia o sentido.

Nossa atuacdo em sala de aula iniciou-se durante nossa formacao
secundaria, quando cursadvamos o magistério. Tivemos pouco contato com os alunos
da Educacéao infantil e das séries iniciais. Apds concluirmos o primeiro ano de
licenciatura em Matematica, no Instituto de Matematica e Estatistica da Universidade
de Sao Paulo, comegamos a estagiar numa escola da rede particular da regido do
Grande ABC. Dois anos depois, estavamos lecionando para alunos do Ensino
Fundamental e do Ensino Médio e notamos uma motivacao natural de nossa parte
ao lidarmos com os adolescentes na fase final da Educacao Basica. A partir de tal
motivagéo, carregada de um certo desafio e ao mesmo tempo de muito entusiasmo,
nos mantivemos até os dias atuais lecionando para alunos do Ensino Médio.

E importante observar que nossa experiéncia mais desafiadora aconteceu nos
primeiros anos de trabalho quando lecionavamos para alunos da rede publica de
ensino no periodo noturno. Nessa fase, conhecemos a dificil realidade de quem
trabalha durante o dia e estuda a noite. Pessoas que, muitas vezes, nao tém
disposicdo para aprender e nem ideais ou sonhos que valorizem a educacao.
Porém, nosso desafio de ensinar nunca foi deixado de lado, mesmo em tais
circunstancias. Apés 11 anos de experiéncia, com diferentes grupos de alunos, na
faixa etaria de 15 a 18 anos, pudemos observar algumas dificuldades comuns na

aprendizagem de determinados conteidos matematicos.
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Notamos que o desempenho dos alunos ao resolver inequag¢des do segundo
grau e no estudo de fung¢des polinomiais de primeiro e segundo graus nem sempre
era satisfatorio. Porém, antes de ingressarmos no curso de mestrado da PUC-SP,
nao tinhamos elementos suficientes para sustentar nossas suspeitas a respeito dos
problemas, no processo ensino-aprendizagem, relacionados aos temas citados. Foi,
entdo, por meio de leituras de trabalhos de pesquisadores na area da Educacao
Matematica e, também, pela troca de idéias entre colegas de nosso grupo de
pesquisa da PUC-SP - o G2 - que pudemos observar, novamente, os problemas
que ja haviamos notado sé que, dessa vez, sob uma nova perspectiva, a do
pesquisador iniciante.

Surgiram, assim, novas inquietacdes e questionamentos que foram pouco a
pouco sendo alimentados pelas discussdes que desenvolviamos entre Nnossos
colegas do G2.

Através do conteludo de uma das discussdes ocorridas no grupo, aliada as
nossas observacdes do desempenho dos alunos em sala de aula, comecamos a
refletir sobre o conceito de variavel e sobre nossa pratica pedagdgica ao
explorarmos esse conceito em distintas situacbes-problema presentes na
Matematica do Ensino Médio. Essa reflexdo nos levou, ainda, a relacionar a
compreensao do conceito de fungdo a compreensao do conceito de variavel, dada a
importancia da correspondéncia e dependéncia entre as variaveis no estudo de
funcoes.

Diante de nosso interesse sobre o papel das variaveis na aprendizagem
matematica, montamos uma espécie de subgrupo do G2 para pesquisarmos e
estudarmos a importancia do conceito de variavel na matematica da Educacao
Basica. Nosso subgrupo era formado por trés integrantes, cada um com uma
preocupacao. Um deles interessou-se em investigar as concepcgdes de professores
do Ensino Médio a respeito do conceito de variavel, o outro estava preocupado com
a aprendizagem de alunos do Ensino Fundamental, enquanto nés pretendiamos
investigar a compreensao de alunos do Ensino Médio sobre tal conceito, por conta
de nossa vivéncia com esses alunos e pelo fato de acreditarmos que nessa fase da

'o grupo G2 — Matematica no ensino superior: Didatica do Calculo — desenvolve estudos e
investigacdes cientificas de carater histérico, epistemologico e didatico, explorando, entre outros, os
conceitos de fungdo, limite, derivada e integral. Nas reuniées do grupo, seus integrantes recebem
orientacdes para o desenvolvimento de sua pesquisa, discutem e apresentam resultados, anseios e
limitag6es quanto ao desenvolvimento de seus trabalhos.
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Educacgéo Basica os estudantes enfrentam problemas, em diferentes contextos, nos
guais as variaveis assumem seus mais diversos usos.

Unindo nossa pratica pedagdgica aos estudos que desenvolviamos no G2, e
mais especificamente, no subgrupo estabelecido, formulamos, entdo, nosso
problema de pesquisa, 0 qual descrevemos a seguir detalhando o percurso que

levou a sua elaboracao.

O PROBLEMA DE PESQUISA, SUA ORIGEM, SUA IMPORTANCIA

Consideramos, dentre outros conceitos matematicos presentes no Ensino
Médio, que a compreensao do conceito de variavel é de grande importancia para o
desenvolvimento de estudos posteriores no campo da Analise, do Calculo e da
Algebra.

A presenca de variaveis nos mais diversos contextos da matematica torna
dificil sua definicdo e complexo o seu conceito. No Calculo, e também na Analise,
reconhecer e compreender o papel das variaveis € fundamental no estudo de
fungdes, derivadas, limites, entre outros. Na Algebra, a linguagem utilizada é
constituida de simbolos - tais como [ ], +, =,+/2,m1,0,-3, {},>, <, entre outros - e
letras que assumem ora o papel de incégnita, ora o papel de parametro, ora o de

variavel.
Segundo Caraca (1940, p. 1):

O conceito de variavel apresenta, [...] , um duplo aspecto — o aspecto
simbdlico, da letra ou simbolo tomados, e o aspecto substancial, do
conjunto que esse simbolo representa; esses dois aspectos sao
inseparaveis, e a sua sintese € o conceito de variavel.

Diante de nossa teméatica de interesse, buscamos, entdo, estudos realizados
a respeito do conceito de variavel e sua presenca no ensino e aprendizagem da
Matematica. Para tanto, fizemos, inicialmente, uma busca no Banco de Teses
EduMat do CEMPEM (Circulo de Estudo, Memodria e Pesquisa em Educacéao
Matematica) da Faculdade de Educacao da UNICAMP. Pesquisamos os titulos de
dissertacoes e teses produzidas no Brasil de 1971 até 2003 que estariam, de
alguma forma, relacionados ao nosso trabalho. Complementamos tal pesquisa
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visitando as paginas, na internet, da CAPES e da PUC-SP em busca de trabalhos
mais recentes (2004 a 2008).

Escolhemos, assim, 34 trabalhos cujos titulos nos chamaram a atencao,
dentre os quais encontram-se o de Pelho (2003) e Christo (2006), que dao destaque
a compreensao das variaveis por alunos da Educacao Basica, e o de Queiroz (2008)
que apresenta aspectos da compreensado de professores da Educacédo Basica a
respeito do conceito de variavel.

Pelho, em sua dissertacdo, demonstrou preocupacdo com relacao a

dependéncia das variaveis presentes numa relacao funcional.

Algumas pesquisas realizadas sobre fungdes, nos levaram a conjeturar que
muitas das dificuldades ocorrem devido ao formalismo existente, sendo
necessario resgatar o carater dindmico deste conceito, por meio de
abordagens que proponham situagdes tais que permitam ao aluno
compreender o conceito de variavel, expressar a dependéncia de uma
variavel em relagdo a outra e identificar variavel dependente e
independente. (PELHO, 2003, p. 27).

Christo, em seu trabalho, desenvolvido com alunos da 6% série do Ensino
Fundamental, cita Arcavi (1987 apud CHRISTO, 2006) o qual defende que a
compreensao do conceito de variavel é a base para o aluno apreender a passagem
da aritmética a algebra, sendo tal passagem necessaria a matematica mais
avancada.

Prosseguindo em nossa busca por estudos realizados a respeito da
compreensdo de alunos sobre o conceito de variavel, encontramos um numero
consideravel de investigagbes desenvolvidas no México pelas pesquisadoras Maria
Trigueros e Sonia Ursini.

Em um de seus trabalhos, apresentado em 2001, no PME 25 (Conference of
the International Group for the Psychology of Mathematics Education), as

pesquisadoras descrevem o modelo teérico denominado 3UV:

O modelo tem por objetivo servir como ferramenta para realizar analises
diagnéstico a respeito da concepcao de alunos, e também de professores,
sobre o conceito de variavel, além de possibilitar a andlise de livros
didaticos e permitir a elaboragéo de atividades de ensino que explorem os
trés principais usos da variavel em algebra elementar: incdgnita, nimero
genérico e variaveis relacionadas. (TRIGUEROS; URSINI, 2001, p. 327,

traducao nossa).
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Observamos que as autoras utilizam o termo “variaveis relacionadas” quando
se referem as variaveis dependente e independente presentes numa relacao
funcional.

Dentre alguns resultados das pesquisas realizadas por Trigueros e Ursini,
destacamos uma constatacdo encontrada num dos artigos escrito pelas autoras com

a participacao de Reyes:

Uma possivel explicagdo para a persisténcia das dificuldades dos
estudantes pode ser o fato de que atualmente as praticas de ensino no
nivel médio reforgzam cada um dos diferentes aspectos da variavel
separadamente e de uma forma hierarquica, enfatizando sua manipulagéao
especifica e técnicas ou regras de transformacao. No entanto, diferentes
usos da variavel compartilham o mesmo simbolismo, sintaxe e regras de
manipulacdo. Este fato deveria ser levado em conta, explicitamente, a fim
de evitar possiveis confusdes e incompreensdes. (REYES; TRIGUEROS;
URSINI, 1996, v. 4, p. 321, traducdo nossa).

A partir de resultados das pesquisas realizadas por Trigueros e Ursini (1997,
1999, 2000, 2001) observamos que as dificuldades de compreensao do conceito de
variavel e as interpretacdes dos alunos a respeito dos aspectos envolvidos nesse
conceito podem estar relacionadas as praticas de ensino dos professores, o que nos
leva a uma reflexdo sobre como tal conceito é visto por eles e como abordam
situacoes, em sala de aula, envolvendo a presenca de variaveis.

Em seu trabalho, Queiroz (2008) apresenta resultados que mostram as
dificuldades dos professores do Ensino Médio quanto a utilizacado e interpretacao
das variaveis. O autor realizou suas analises baseando-se no modelo 3UV e
identificou problemas na compreensdao dos professores quanto as variaveis em
relacdes funcionais e, em menor escala, como numeros genéricos. Nas situacoes
em que a variavel assumia o papel de incognita, os professores ndo apresentaram
dificuldades.

Além das pesquisas ja citadas, temos também as de Tinoco et al (2007) que
defendem a nocdo de variavel e a de equivaléncia como sendo duas nocgdes
fundamentais para que o ensino da Algebra contemple a generalizagdo da
aritmética, a resolucdo de problemas, a variagdo de grandezas e o estudo das
estruturas matematicas, além de contribuir com o desenvolvimento de uma
aprendizagem mais significativa para o aluno.

A falta de compreensdo do conceito de variavel pode ser a causa de

dificuldades encontradas por alunos, ao longo do Ensino Médio, no trato de
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problemas que envolvem equagdes, inequacdes e funcdes. Nos PCN + Ensino
Meédio (2002), encontramos sugestoes que, novamente, despertam reflexdes sobre a
importancia do conceito de variavel e a presenca de seus diferentes usos na
Matematica.

Os conceitos de variacao e igualdade podem ser explorados a partir de
situagdes envolvendo variaveis. Assim, uma equacao como, por exemplo, y = 3x -2
poderia representar a lei de conversdo de uma moeda em outra, numa casa de
cambio, onde 3 seria a taxa de cambio do dia, e 2, a tarifa fixa cobrada pela
operacao. Ao apresentar uma equacgao dessa forma, o professor pode explorar o
conceito de variacao e contribuir para a compreensdo do relacionamento das
variaveis envolvidas num problema. J4 a equacdo y = x° poderia ser interpretada
como a representacdo da area y de uma sala quadrada de lado x. Numa outra
situacdo, poder-se-ia investigar a igualdade 3x — 2 = x%, ou seja, para quais valores
de x a sentenca é verdadeira. Ou, entdo, poderiam ser exploradas as curvas

representadas por tais equacdes a partir da interpretacdo geométrica do sistema

, representaria os

formado por elas. Assim, o conjunto solugdo do sistema {yy .
pontos de interseccdo da reta de equacdo 3x —y — 2 = 0 com a parabola y = x°.
(PCN + Ensino Médio, 2002).

Tais exemplos mostram que a interpretagdo e o uso que é feito das variaveis
dependem do contexto do problema em que elas aparecem, o que deve ser levado
em conta quando se pretende explorar o conceito de variavel.

A partir de nossa pratica docente, com alunos do Ensino Médio, notamos que
muitos apresentam dificuldades na resolucdo de inequacdes do segundo grau.
Muitas vezes, os alunos tratam as inequacdées como equagdes e admitem que a
incognita presente numa desigualdade, em R, assume um namero finito de valores
quando, em certos casos, a solucao seria dada por um intervalo real. Percebemos a
angustia de nossos alunos e sua incompreensao, em casos como esse, quando
somos questionados sobre 0 que escrever como conjunto solucdo de uma
inequacéao. Os alunos perguntam: “Quando tenho que escrever x pertence aos reais
tal que x maior que ‘3’ ? Por que ndo posso colocar sé x igual a ‘3’?”

Mesmo aqueles que resolvem, corretamente, uma inequacao do segundo
grau parecem seguir, ou mesmo memorizar, um procedimento que percebem ser

valido para trata-la. No entanto, percebemos em nossa pratica de ensino que as
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estratégias algébricas e aritméticas adotadas pelos alunos em busca da solucéo
para uma inequacao do segundo grau distanciam os estudantes do seu significado.

Resultados da pesquisa de Blanco e Garrote (2007) desenvolvida com a
participacdo de 91 alunos do primeiro ano de educagao pré-universitaria, na
Espanha, na faixa etaria de 16 a 17 anos, mostraram que muitos estudantes néo
fazem diferenciacées conceituais entre equacdes e inequacdes e que apresentam
dificuldades em resolver inequagdes e interpretar suas solucdes. Além disso, os
autores observam que os alunos tém problemas para compreender um intervalo real
e o conceito de variavel, principalmente, nas situacées em que a variavel deveria ser
interpretada como um numero genérico.

A dificuldade enfrentada pelos alunos no momento de resolver uma
inequacao é compreensivel, pois para que o aluno compreenda, de fato, o que
representa o conjunto solugdo de uma inequacao é preciso que ele mobilize dois
usos da variavel: a varidvel como incégnita e a variavel numa relagdo funcional.
Além disso, a relacao de ordem deve estar clara para o aluno. Assim, para resolver,
em R, a inequacgdo x* - 5x + 6 > 0 & preciso que o aluno determine as raizes da
funcdo que estd associada a essa desigualdade, manipulando, assim, a variavel
como incognita, para, posteriormente, realizar o estudo do sinal da funcéo,
identificando quais valores de x tornam a imagem da fungao estritamente positiva, ou
seja, y > 0 para x < 2 ou x > 3. Como tal dependéncia entre as variaveis ndo esta
explicita na representacao algébrica de uma inequacado, a dificuldade aumenta,
fazendo com que o aluno se apodie naquilo que domina melhor, isto &, nos
procedimentos, ou técnicas, utilizados para resolver uma equacao do segundo grau.

Admitindo-se, portanto, que o conceito de variavel € de grande importancia
para o ensino da Matematica e que para compreender tal conceito € necessario
saber diferenciar os usos da variavel, integra-los como aspectos de um mesmo
objeto matematico, simboliza-los, manipula-los e interpreta-los, faz-se, entao,
pertinente a indagacao de como os alunos, que estdo concluindo o Ensino Médio,
compreendem esse conceito. Realizar uma investigacdo sobre a compreensao
desses estudantes relativa ao conceito de variavel é o objetivo deste trabalho.

Para possibilitar tal diagnéstico, utilizamos o modelo 3UV como guia na
elaboragdo de um questionario com problemas em que a varidvel assume seus trés
principais usos: incognita, numérico genérico, variaveis relacionadas. Em algumas

questdes, apresentamos elementos da Geometria com o objetivo de verificarmos de
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que forma esses elementos influenciariam a interpretacéo dos alunos a respeito das
variaveis nelas presentes.

Nossa pesquisa contou, ainda, com o desenvolvimento de entrevistas com os
estudantes que participaram da aplicacdo do questionario. Nosso objetivo era
esclarecer, a partir de tais entrevistas, os dados coletados com o questionario e até
mesmo obter novos dados, a partir das falas dos alunos, quando esses estivessem
sendo entrevistados.

Para fundamentar nossas escolhas apresentamos, no préximo capitulo, a

fundamentacgéao tedrico-metodoldgica da pesquisa.
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CAPITULO 2

FUNDAMENTACAO TEORICO-METODOLOGICA

A presenga de varidveis nos mais diversos contextos da matemética,
empregadas com distintos significados, torna ardua a tarefa de definir tal objeto.
A complexidade presente em seu conceito pode ser notada nas palavras de
Caraca (2000, p. 120):
Quando dizemos, por exemplo: seja E o conjunto dos nlimeros reais do
intervalo (0,1), e seja x a sua variavel, que queremos significar? Que o
simbolo x, sem coincidir individualmente com nenhum dos nimeros reais
desse intervalo, é susceptivel de representar a todos; é, afinal, o simbolo

da vida coletiva do conjunto, vida essa que se nutre da vida individual de
cada um dos seus membros, mas nao se reduz a ela.

O carater contraditério do conceito de variavel — “a variavel € e ndao é cada um
dos elementos de um conjunto” (ibid.) — seu duplo aspecto, o do simbolo e 0 da
substancia, e seus possiveis e diferentes usos fazem com que sua compreensao
nao seja algo trivial.

As primeiras investigacdes sobre a compreensao de estudantes da Educacao
Basica a respeito do conceito de variavel ganharam forca nas décadas de 70 e 80,
com pesquisadores como Collis e Kiichemann.

Em seu artigo intitulado Algebra, Kichemann (1981) observa que o vasto uso
do termo “varidvel” na aritmética generalizada € uma pratica comum a qual tem
contribuido para encobrir tanto o significado desse termo quanto as diferencas de
significado que podem ser dadas as letras.

As pesquisas realizadas pelo autor inseridas no projeto Concepts in
Secondary Mathematics and Science (CSMS), com organizacdo de Hart (1981),
trouxeram elementos para que pesquisadores como Trigueros e Ursini
complementassem os estudos sobre a interpretacdo das letras, em contexto
algébrico, e sua compreensao por alunos, e também por professores. A elaboracao
do modelo 3UV, pelas autoras, sofreu influéncias da categorizagdo proposta por
Klchemann a respeito das interpretacdes dos estudantes sobre as variaveis.

O autor elaborou e analisou um questionario de algebra aplicado a estudantes
na faixa etaria dos 13 aos 15 anos de idade, baseando-se em dois critérios: um
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referente ao nivel de complexidade das questdes e o outro, aos significados que os
estudantes poderiam dar as letras.

Kichemann fundamentou a elaboracdo de suas questbes baseando-se na
proposta de Collis. Para Collis (1975 apud KUCHEMANN, 1981, p. 103), a
“‘complexidade estrutural” de uma questao pode ser caracterizada pelo numero de
variaveis que a questdo envolve e pela natureza dos elementos nela presentes.
Segundo ele, a principal distincdo a ser feita quanto a natureza dos elementos é se
esses sao numeros “pequenos”, “grandes”, ou, ainda, se sao letras.

De acordo com Kichemann (ibid.), mais importante do que essa classificacao
dos elementos € o argumento de Collis de que as dificuldades originam-se da
caréncia de significado desses elementos para os alunos. Assim, por exemplo, uma
crianca de 8 anos pode aceitar facilmente uma expressao como 2+3, pois ela pode
relacionar os elementos, e sua combinacéao, diretamente a sua realidade cotidiana
(duas bolas e trés bolas juntas resultam em cinco bolas). Porém, ela pode nao
aceitar que uma expressao envolvendo numeros além de seu campo de verificacao,
como 274+356, também dé um Uunico resultado. Da mesma forma, na aritmética
generalizada, o alcance do significado dado pelos estudantes as variaveis é de
fundamental importancia na determinacéo do nivel de dificuldade das questées.

Analisando as respostas dadas pelos estudantes as questbes por ele
formuladas, Kiichemann (1981) identificou seis formas de interpretacdo e uso das
letras: letra avaliada, letra nao usada, letra como objeto, letra como incognita,
letra como numero genérico, letra como variavel.

Segundo o autor, as trés primeiras categorias sdo as mais elementares e
representam formas de evitar a aritmética generalizada. As questbes presentes em
seu instrumento de investigacdo, relacionadas a essas trés interpretacdes, foram
puramente numéricas ou tiveram uma estrutura simples.

A categoria letra avaliada se aplica as respostas em que a letra é, desde o
principio, designada como um valor numérico. Nesse caso, os estudantes evitam
realizar operagcdes com a incognita atribuindo a ela um valor especifico. Vejamos
um exemplo de questdo envolvendo essa interpretacao.

“O que vocé pode dizer sobre a, se a + 5 = 8?” (ibid., p. 105, traducao nossa)

Quando os estudantes ignoram a letra, ou reconhecem sua existéncia, mas
sem dar a ela um significado, Kliichemann classifica essa interpretacdo como letra
nao usada. Tal categoria pode ser identificada numa questao como:
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“‘Sea+b=43,entaoa+b+2=___ .” (KUDICHEMANN, 1981, p. 106, traducao
nossa).

Quando os estudantes consideram as letras como rétulos para objetos ou
como objetos em si mesmos, identifica-se, entao, a categoria letra como objeto.

Numa das questdes de Kichemann, em que era solicitado o perimetro de
algumas figuras, o autor identificou nas respostas dos alunos a interpretacao das
variaveis como objetos. Considerando a figura abaixo, como exemplo desse tipo de
questao, o autor identificou a seguinte resposta: “2u+ 2.5 + 1.6”

SN

6

Segundo o pesquisador, os estudantes interpretaram a variavel u como um
rétulo para o lado da figura e ndo como um comprimento desconhecido de um de
seus lados.

De acordo com o autor, usar a letra como um objeto, implica em reduzir seu
significado de algo abstrato a algo concreto e “real”, o que leva os estudantes a
resolverem corretamente algumas questdes que eles ndo conseguiriam se nao
recorressem a essa interpretacdo. Porém, essa reducao no significado das variaveis,
freqientemente, ocorre quando nao deveria. Isso acontece, particularmente, com
questdes que envolvem “objetos” (lapis, frutas etc.), em que é essencial distinguir
entre os proprios objetos e 0s numeros que representam suas quantidades.
(KUCHEMANN, 1981, p. 107, traducao nossa)

A interpretacao da letra como incégnita pode ser observada quando o aluno
a considera como um numero especifico, porém desconhecido, podendo operar
diretamente com ela. Por outro lado, quando o aluno interpreta a letra como
representante de varios valores, ou compreende que ela pode assumir varios
valores, identifica-se, nesse caso, a categoria letra como numero genérico. Essas
duas categorias, segundo Kichemann, podem ser entendidas como “dois lados
diferentes de uma mesma moeda” ja que é provavel que os estudantes encontrem
muitos problemas de algebra em que sera necessario passar de uma a outra
interpretacdo dependendo do que for momentaneamente mais conveniente na
resolugdo de um problema.

Para exemplificar sua observacao, o autor apresenta a seguinte questao:
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Cada lapis azul custa 5 pence e cada lapis vermelho custa 6 pence.
Comprei alguns lapis azuis e alguns vermelhos, gastando ao todo 90
pence. Se a é o numero de lapis azuis e v 0 nimero de l4pis vermelhos, o
que vocé pode escrever sobre a e v? (KUCHEMANN, 1981, p. 107,

traducao nossa.)

Dentre as respostas encontradas pelo autor, destaca-se a seguinte:

“6a + 6v = 90”".

Segundo ele, os estudantes que deram essa resposta podem ter interpretado
as variaveis a e v como incognitas, mas, ao mesmo tempo, podem ter percebido que
essa resposta representa todos os possiveis valores de a e v que satisfazem a
igualdade, o que, nesse Ultimo caso, corresponderia a interpretacao das letras como
nameros genéricos.

O autor declara que a compreensao da letra como variavel vai além do
reconhecimento das letras como incégnitas ou como numeros genéricos. Perceber a
letra como variavel é compreender que ela representa um dominio de valores nao
especificos e que existe uma relacao sistematica entre dois determinados conjuntos
de valores.

Retomando o exemplo dado acima, Kliichemann observa que reconhecer as
variaveis como incégnitas implica observar que para a relacdo 5a + 6v = 90 existe
um par especifico de numeros que a torna verdadeira, porém essa observacao é
essencialmente estatica e ndo envolve a idéia de mudancga. Por outro lado, quando
as letras a e v sao interpretadas como numeros genéricos ha uma percepcao de que
elas mudam, mas ndo de como mudam. Para perceber como se processa essa
mudanca é preciso ir além dessas duas interpretagdes, analisando a relacdo que
existe entre as variaveis a e v.

Um primeiro passo a partir do qual pode ser feita uma anélise dessa relacao
seria ordenar pares de numeros que satisfazem a sentenca 5a + 6v = 90, como, por
exemplo, (0, 15), (6, 10), (12, 5), (18, 0). Analisando esses pares, percebe-se que
quando a aumenta, v diminui. Poderia-se ir mais longe ainda, descrevendo essa
variagdo da seguinte forma: o aumento em a € maior do que a (correspondente)

diminuicdo em v; ou um aumento em a de 6 € 1 a mais do que a correspondente
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L , 6 o
diminuicdo em v de 5, ou 0o aumento em a é 5 da diminuicdo em v, eftc.

(KUCHEMANN , 1981, traducdo nossa).

Diante das seis interpretagdes das letras apresentadas, o autor estabelece
quatro niveis de compreensao relacionando-os com o grau de complexidade das
questdes formuladas para o seu questionario de investigacdo. Ao classificar as
questdes em cada nivel de compreensdo, Kichemann levou em conta a
complexidade estrutural e a natureza dos elementos presentes em cada uma delas.

As questdes no nivel 1 de compreensao apresentaram elementos puramente
numericos ou, ainda, uma estrutura simples e exigiram o uso das letras como objeto,
letra avaliada ou letra ndo usada. Como exemplo de questdo desse nivel,

envolvendo apenas dados numéricos, o autor apresenta:

6 A= (A representa a area da figura)
10

As questdes, em nivel 1 de compreensao, com uma estrutura simples nas

quais eram empregadas as interpretacdes da letra como objeto, letra avaliada ou
letra ndo usada sdo exemplificadas abaixo.
a) letra como objeto:

e e p = (p representa o perimetro da figura)

e
b) letra avaliada:
a+5=8, a=

c) letra ndo usada:
a+b =43, a+b+2=

Ja as questbes enquadradas no nivel 2 apresentaram uma complexidade
maior do que as de nivel 1, devido ao aumento no numero de varidveis nelas
presentes, porém, também envolveram as categorias letra como objeto e letra

avaliada. Vejamos alguns exemplos de questdes desse nivel.
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a) letra como objeto:
h h

p= (p representa o perimetro da figura)

t
b) letra avaliada:

m=3n+1, n=4, m=

Nas questdes de nivel 3, exigia-se o uso das letras como incognitas.
Exemplo: “O que vocé pode dizer sobre r se r = s+t € r+s+t = 30?” (KUCHEMANN,
1981, p. 105, traducado nossa.)

Ja as questdes classificadas como de nivel 4 tiveram maior complexidade que
as de nivel 3, no que se refere a interpretacdo da letra como incégnita, e algumas
exigiram a interpretagéo das letras como numeros genéricos e variaveis. O problema
dos lapis azuis e vermelhos, citado anteriormente (Cf. p.25), representa uma questao
de nivel 4 de compreensao.

De acordo com os resultados de sua pesquisa, Klichemann identificou que a
maioria dos estudantes de 13, 14 e 15 anos de idade estava nos niveis 1 € 2 de
compreensao (73%, 59% e 53%, respectivamente) e que esses nao foram capazes
de lidar de forma adequada com questdes em que as letras deveriam ser, no
minimo, interpretadas como incognitas, ou seja, com questdes propriamente
algébricas.

As interpretagbes da letra como incégnita, como numero genérico € como
variavel foram consideradas por Trigueros e Ursini, em seus estudos, em busca da
elaboracao de uma ferramenta de anadlise a respeito da compreensao de estudantes
dos niveis médio e superior, e também de professores, sobre o conceito de variavel.
Segundo as autoras, essas categorias de interpretacdo sdao as mais relevantes para
uma compreensdo significativa de problemas algébricos elementares. Porém, as
autoras nao relacionaram essas trés categorias a niveis de compreensao como fez
Kichemann. Além disso, ao contrario do pesquisador que utiliza a terminologia “letra
como incégnita”, “letra como numero genérico” e “letra como variavel”’, as autoras
utilizam os termos “varidvel como incégnita”, “varidvel como numero genérico” e
“variaveis em relacao funcional”. A respeito da terminologia “variavel como incognita”

as autoras observam:
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Ha quem considere inadequada a terminologia “variavel como incognita”,
pelo fato de que uma incognita representa um valor fixo. No entanto,
consideramos que a primeira percepg¢ao das letras, quando presentes em
problemas algébricos, é, ou deveria ser, a de simbolos que representam
qualquer valor e que s6é num segundo momento se define seu papel
especifico no problema. Assim, por exemplo, frente a uma equagao, se
toma consciéncia de que a varidvel representa valores especificos s6
depois de se considerar, mesmo que mentalmente, as operacoes
necesséarias que permitam perceber que se trata efetivamente de uma
equagado e nado, por exemplo, de uma tautologia. Por essa razdo, nos
parece que o uso da terminologia “variavel como incognita” é adequado.
(TRIGUEROS; URSINI, 1998, p. 447-448, tradugéo nossa)

Observamos, ainda, que, para as autoras, o conceito de variavel abrange
essas trés diferentes nuances (incognita, nimero genérico, variaveis em relacao
funcional) as quais sdo consideradas por elas como as principais componentes do
conceito, o que pode ser justificado pelos estudos ja realizados concernentes a esse
tema.

Baseando-se, parcialmente, na proposta de Dubinsky, para a construgcéao de
conceitos matematicos, as autoras apresentam o que seria uma “decomposicao
genética” do conceito de variavel.

Segundo Dubinsky (1991 apud REYES; TRIGUEROS; URSINI, 1996), para
entender a forma como os estudantes aprendem matematica é necessario analisar
os diferentes conceitos envolvidos nessa aprendizagem a fim de isolar seus
principais componentes e dar descri¢coes explicitas de possiveis relagdes entre eles.
O produto dessa analise € chamado de decomposi¢cdo genética do conceito. Tal
decomposicao pode ser uma ferramenta Util para desenvolver pesquisas sobre a
compreensdo dos estudantes em matematica e pode servir como um guia na
elaboracao de estratégias de ensino.

Assim, as autoras defendem que a decomposi¢cao do conceito de variavel em
incégnita, nimero genérico e variaveis relacionadas baseia-se, por um lado, num
minucioso estudo desse conceito e, por outro, nas ja conhecidas dificuldades dos
estudantes ao lidarem com situagdes em que as variaveis estejam presentes.

Contrastando, em parte, com a decomposicdo genética proposta por
Dubinsky, a decomposicdo do conceito de variavel, apresentada pelas
pesquisadoras, enfatiza apenas aqueles aspectos que parecem ser relevantes, sob
0 ponto de vista de um especialista, para a construcado desse conceito, e admite que
todos os aspectos considerados tém a mesma hierarquia. As autoras pontuam:
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E importante observar que nés ndo pretendemos estabelecer estagios para

a aprendizagem deste conceito,

nés preferimos

indicar diferentes

caracteristicas que podem ser construidas pelos estudantes de uma forma
ndo linear e que sdo importantes para se alcangcar uma visdo global do
conceito de variavel. (REYES; TRIGUEROS; URSINI, 1996, v. 4, p. 316,

traducao nossa).

Para elas, compreender o conceito de variavel implica na capacidade de

integrar seus diferentes aspectos e passar de um ao outro de forma flexivel. Além

disso, para lidar com cada um deles é necessario ser capaz de simboliza-los,

manipula-los e interpreta-los.

O quadro seguinte apresenta os aspectos da decomposicdo do conceito de

variavel, considerados pelas pesquisadoras, numa primeira tentativa de estruturar

uma ferramenta que tivesse, a principio, o objetivo de favorecer a andlise de dados

relativos a compreensao desse conceito por alunos e professores.

Simbolizagao

Interpretagao

Manipulacao

Incognita

Simboliza¢do de um termo
desconhecido em uma
situacao particular e/ ou em
uma equacao.

Interpretacdo de um simbolo
como uma incégnita presente
em equagdes nas quais ele

aparece uma ou mais vezes.

Fatorar, simplificar,
desenvolver, balancear
uma equacdao para tornar a
variavel o sujeito dessa

equacao.

Numero genérico

Simbolizagéo de um objeto
genérico envolvido em
métodos ou regras gerais,
deduzidos de padrées
numericos e/ou geometricos,
ou em familias de problemas

similares.

Interpretacdo de um simbolo
como um objeto genérico
presente em expressoes
algébricas ou em regras

gerais.

Fatorar, simplificar e
desenvolver para
reorganizar uma

expressao.

Variaveis em
relacao funcional

Simbolizacéo de relagdes
funcionais a partir de uma
tabela, um gréafico ou um

problema em lingua natural.

Interpretacédo da
correspondéncia entre
variaveis e de sua variagdo
conjunta dada por meio de
expressoes algébricas,
tabelas ou graficos.

Fatorar, simplificar,
desenvolver para
reorganizar uma
expressao; substituir
valores para determinar
intervalos de variagéao,
valores de maximo e
minimo ou para analisar o
comportamento global da
relacéo.

Quadro 1. Decomposicdo do conceito de variavel. Baseado em REYES; TRIGUEROS; URSINI,
1996, p. 317, tradugéo nossa.
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Baseando-se nessa decomposi¢do, as autoras elaboraram um questionario
com 65 questdes, o qual foi aplicado a 164 alunos do primeiro ano dos cursos de
Economia, Administracdo, Contabilidade, Ciéncias Politicas e Relacoes
Internacionais, de uma universidade particular, no México, com o objetivo de
investigar a compreensao desses estudantes a respeito do conceito de variavel.

Tal questionario teve sua origem numa versao piloto com 52 questdes
aplicada a 73 estudantes de uma universidade particular, iniciantes em estudos
universitarios, com o objetivo de identificar seu desempenho frente a problemas que
exigiam a interpretagdo, manipulagdo e simbolizacdo da varidvel em seus trés
principais usos: incognita, numero genérico e varidveis em relagédo funcional. Dessas
questodes, 35 foram retiradas do questionario utilizado por Ursini (1994) em sua tese
de pds-doutorado, que por sua vez foi embasado em questdes de projetos como o ja
citado CSMS, o qual contou com a participacdo de Kichemann. As outras 17
questbes foram elaboradas especialmente para abordar problemas em que as
variaveis apareciam em relagdes funcionais dadas por suas representacdes graficas,
algébrica ou, ainda, na forma de tabelas.

A partir da Teoria Classica dos Testes (Muhiz, 1992), as autoras analisaram
quantitativamente o questionario piloto e concluiram que, de forma geral, ele era
confiavel e consistente para identificar a compreensao dos estudantes a respeito do
conceito de variavel. Porém, algumas das questbes relativas a variavel como
incdégnita ndo trouxeram dados que pudessem contribuir para a investigacao
desejada. Dessa forma, as autoras decidiram modifica-las, apresentando um grau de
dificuldade maior naquelas questdes em que a varidvel assumia esse uso. Além
disso, algumas questdes em que se pedia uma leitura direta de uma tabela ou de um
grafico, ou, ainda, uma interpretagdo do papel das variaveis na questdo, foram
substituidas por outras, por ndo possibilitarem informacgdes suficientes sobre o uso
da variavel relacionado a decomposicdo considerada. (QUINTERO; REYES;
TRIGUEROS; URSINI, 1996)

Assim, em 1998, Trigueros e Ursini apresentaram, no artigo Dificuldades de
los estudiantes universitarios frente al concepto de variable, o questionario® com as
65 questdes e uma nova decomposicdao do conceito de variavel em que sao

considerados 0s aspectos basicos para sua compreensao.

2 O questionario formulado pelas autoras encontra-se, na integra, em “Anexo” na pagina 142.
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Inicialmente, a decomposicao se baseou na forma como os pesquisadores
entendiam o conceito de variavel e em nossa experiéncia como mestres e
como aprendizes com relagdo as construgdes mentais que consideravamos
necessarias para compreender esse conceito. [...] Essa decomposicao foi
refinada a partir das informacdes que obtivemos de uma primeira andlise
das respostas dos estudantes aos nossos instrumentos de investigagao.
(TRIGUEROS; URSINI, 1998, p. 447, tradugao nossa).

2.1 O MODELO 3UV

A partir do refinamento na decomposi¢cdo do conceito de variavel, realizado
em 1998, as autoras elaboraram, em 2001, o modelo 3UV.

Segundo elas, dado o carater multifacetado da variavel seus diferentes usos,
freqientemente, estdo presentes em uma mesma situagdo, em um mesmo
problema, e tal fato deve ser levado em consideracédo durante o processo de ensino.
Do ponto de vista das autoras, desconsiderar os diferentes usos da variavel dentro
de uma mesma situagao-problema pode ser a causa de muitas dificuldades
enfrentadas pelos alunos quando esses iniciam seus estudos em algebra. Ja ao
contrario, considerar sua flexibilidade pode ser a fonte de uma compreensdo mais
rica desse conceito.

O modelo 3UV apresenta uma decomposicdo da varidvel em seus trés
principais usos (incognita, nimero genérico, variaveis em relacdo funcional), de
forma delimitada, descrevendo as habilidades necessarias a compreensao de cada
um deles, o que permite verificar qual desses aspectos € o mais problematico para
os alunos e quais habilidades devem ser melhor exploradas para favorecer sua
compreensao.

Baseando-se, assim, em anos de estudos e pesquisas sobre o ensino e a
aprendizagem do conceito de variavel, Trigueros e Ursini julgam que a compreensao
desse conceito, em nivel elementar, poderia ser descrita em termos das seguintes
capacidades basicas:

e executar calculos simples e operacdes com simbolos literais;
e desenvolver uma compreensao sobre a funcionalidade dessas operagdes;
e distinguir os diferentes usos da variavel;

e transitar entre os diferentes usos da variavel de uma forma flexivel;



32

e integrar os diferentes usos da varidvel como facetas do mesmo objeto
matematico. (TRIGUERQOS; URSINI, 2001, tradu¢ao nossa).

Para cada um dos trés principais usos da variavel, presentes na
decomposicao de Trigueros e Ursini, encontramos no modelo 3UV as habilidades
necessarias a compreensdo de cada um deles. Tais habilidades envolvem a
interpretacdo, simbolizacdo e manipulagdo de cada um dos usos da variavel
considerados.

Segundo as autoras, para compreender a variavel como incégnita é preciso
reconhecer e identificar em um problema a presenca de algo desconhecido que
pode ser determinado ao serem consideradas as restricoes e condicdes dadas no
enunciado. E necessario interpretar o simbolo, que representa a variavel, como um
valor especifico, e ter condicbes de encontrd-lo a partir de operagdes e
manipulac¢des algébricas e aritméticas. Além disso, nas situagdes em que a variavel
assume o papel de incdgnita € preciso ser capaz de simbolizar as quantidades
desconhecidas estabelecendo, assim, equacdes que permitam encontrar o valor da
incégnita. Substituir o valor, ou valores, da varidvel que fazem das equacdes
sentencas verdadeiras também € uma habilidade presente no entendimento da
variavel como incégnita.

Compreender a variavel como numero genérico, segundo Trigueros e
Ursini, implica em ser capaz de reconhecer padroes em seqiéncias numéricas ou
geomeétricas, em familias de problemas e encontrar, ou deduzir, regras e métodos
gerais que os descrevem. Além disso, interpretar a variavel como uma entidade
indeterminada que pode assumir qualquer valor, simbolizar uma regra, ou método
genérico, distinguindo os elementos variaveis dos constantes presentes num
problema, e manipular (simplificar, desenvolver) expressdes algébricas também sao
habilidades necessarias a compreensao da varidvel como numero generico.

Para compreender as variaveis em relacao funcional é preciso reconhecer
nos problemas a correspondéncia e dependéncia das variaveis envolvidas e sua
variagdo conjunta, independentemente da representacdo dada, a qual pode ser
tabular, grafica, verbal ou algébrica. Ainda segundo as pesquisadoras, a partir do
reconhecimento de uma existente relacdo entre as variaveis, o estudante deve ser
capaz de determinar o valor de uma variavel dado o valor da outra, ou o intervalo de
variagdo de uma, dado o intervalo de variacao da outra. Além disso, simbolizar uma

relacdo funcional e manipular essa relacdo de forma conveniente, para que se
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possam observar as caracteristicas da variacdo apresentada num problema,
também sdo habilidades necessarias a compreensdo das variaveis em relagdes
funcionais.

No quadro abaixo, temos, de forma sintetizada, a decomposicéo da variavel e
as habilidades, consideradas por Trigueros e Ursini, essenciais a compreensao de

cada um dos aspectos dessa decomposicao.

Incégnita

Numero genérico

Variaveis relacionadas (ou, em

relacéo funcional)

I1-reconhecer e identificar numa
situacao-problema a presenca de
algo desconhecido que pode ser
considerando

determinado as

restricdes do problema;

G1-

padrodes,

reconhecer

perceber
regras e métodos em
seqliéncias e em

familias de problemas;

Fi-

entre

reconhecer a correspondéncia

as variaveis relacionadas
independentemente da representacao
utilizada (tabelas, gréaficos, problemas

verbais, expressoes analiticas);

12-

aparece na equagao, como um

interpretar o simbolo que

ente que pode assumir valores

especificos;

G2-

simbolo

interpretar um

como uma
entidade genérica ou
indeterminada que
pode assumir qualquer

valor;

F2- determinar os valores da variavel

dependente dado o valor da

independente;

I3- substituir na variavel o valor
ou valores que fazem da equagao

uma sentenca verdadeira;

G3- deduzir regras e

métodos gerais em
seqléncias e familias

de problemas;

F3- determinar os valores da variavel

independente dado o valor da

dependente;

desconhecido identificado numa
situagcéo especifica e uséa-lo para

representar uma equagao.

afirmagbes genéricas,

regras ou métodos.

14- determinar 0 termo | G4- manipular | F4- reconhecer a variagdo conjunta
desconhecido que aparece na | (simplificar, das variaveis envolvidas em uma
equacdo ou nos problemas |desenvolver) a variavel | relagao independentemente da
executando as operacoes | simbolica; representacao utilizada (tabelas,
algébricas e/ou aritméticas graficos, expressoes analiticas);
reaueridas:

F5- determinar o intervalo de variacao
15- simbolizar 0 termo | G5- simbolizar | de uma variavel, dado o intervalo de

variagdo da outra;

F6-

funcional

simbolizar um relacionamento
baseado na andlise dos

dados de um problema.

Quadro 2. Habilidades necessarias a compreensao da variavel em seus trés usos: incognita,
nuamero genérico, variaveis relacionadas. (TRIGUEROS; URSINI, 2001, p. 328-329, tradugéo nossa).
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Segundo as pesquisadoras, lidar com cada um dos trés usos da variavel
apresentados no modelo 3UV implica na capacidade de reconhecer a aplicacao de
cada um deles em uma dada situacéo, operar com cada um de acordo com a tarefa
exigida pelo problema e utilizd-los simbolicamente para formular equagdes,
expressdes algébricas genéricas ou relagdes funcionais em uma dada situagéo-
problema.

Podemos, assim, relacionar as habilidades apresentadas no quadro 2 (Cf. p.
33) com as capacidades de interpretacao, simbolizacdo e manipulacdo destacadas
na decomposicao da variavel no quadro 1 (Cf. p. 29) a fim de elucidar o refinamento
elaborado pelas autoras na construcdo de uma ferramenta que possibilitasse a
analise de dados relativos a compreensdo do conceito de variavel. Dessa forma,

construimos o quadro abaixo para expressar esse relacionamento.

Simbolizacao Interpretacao Manipulacao
Variavel como
o 15 Hel2 13el4
incognita
Variavel como
] o G5 G1,G2e G3 G4
numero genérico
Variavel em
. . F6 FleF4 F2,F3eF5
relacao funcional

Quadro 3. Relacionamento entre as habilidades descritas no quadro 2 e as capacidades de
simbolizacao, interpretacao e manipulacao da variavel em seus trés usos.

2. 2 ALGUMAS APLICAGOES DO MODELO 3UV

Para compreendermos de que forma tais habilidades podem ser mobilizadas

na resolucdo de um problema apresentamos, a seguir, alguns exemplos.

Exemplo 1: Um taxista cobra uma taxa fixa de R$ 10,00 mais R$ 1,50 por
quildmetro rodado para realizar viagens dentro de um mesmo municipio. Um
determinado passageiro tem R$ 25, 00 para pagar a corrida a esse taxista. Nessas

condic¢des, quantos quildmetros ele podera rodar dentro de seu municipio?
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Para resolver essa questdo, € preciso que o estudante mobilize,
primeiramente, a habilidade 11, ou seja, é necessario perceber que existe algo
desconhecido a ser determinado considerando-se as condigdes do problema. A
partir dessa percepcao, ele podera simbolizar o termo desconhecido por uma letra e
formular uma equacdo. Por exemplo: 10 + 1,5. x = 25. Dessa forma, o estudante
estaria mobilizando a habilidade 15. Ao interpretar x como algo que assume um valor
especifico o estudante estaria mobilizando a habilidade 12.

De posse da equacao formulada, pode-se resolvé-la empregando os devidos

procedimentos aritméticos, manipulando, assim, a variavel como incégnita (14). Ou

seja:
10+1,5.x=25
1,5.x=25-10
1,5.x=15
x=E =10.
15

Para verificar a validade da resposta encontrada, o estudante poderia, ainda,
mobilizar 13, isto &, calcular 10+ 1,5. 10 e encontrar como resultado o montante que
0 passageiro possui para pagar a corrida.

Vejamos, agora, um exemplo em que a variavel assume o papel de numero
genérico e a mobilizacdo das habilidades, descritas no modelo 3UV, necessarias a
resolucao do problema.

Exemplo 2: Observe as seguintes igualdades e complete:

(3.4)
1+2+3= —2

4.5
1+2+3+4=(—2)

5.6
1+2+3+4+5=(—2)

1+2+3+...+n=
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Para resolver essa questdo, € preciso que o aluno interprete a variavel n
como um numero genérico (G2) e perceba um padrao, ou uma regra nas somas da
seqliéncia apresentada (G1).

A partir dessa percepcdo, o estudante pode deduzir que a soma de n
elementos da sequéncia 1, 2, 3, ... € igual a metade do produto de n por n + 1 (G3)
e com isso simbolizar uma regra geral como, por exemplo, 1+ 2 + 3 + .... + h =

[n(n+1)]

(G5

[n(n+1)]

> escrevendo-a como

O aluno pode ainda, manipular a expressao

2

n+n

2

(G4).

A seguir, apresentamos um exemplo envolvendo varidveis em uma relagao

funcional.

Exemplo 3: Considere a funcao f representada, graficamente, abaixo:

AY

3 f

1

>
-1 2 5 X

a) Qual é aimagem de 47
b) Determine x para f(x) = 1.
c) Escreva uma sentenca algébrica para representar f.
d) Determine o conjunto imagem de f.
e) Classifique f quanto a sua monotonicidade.

Para resolver os itens dessa questdo € preciso que o aluno reconhecga, a
partir da representacdo grafica de f, uma relagdo entre as variaveis x e v,
identificando, assim, a correspondéncia entre elas. (F1)
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Especificamente, no item a) o estudante deve mobilizar a habilidade F2, ou
seja, dado o valor da variavel independente calcular o da varidvel dependente. No
item b), é preciso mobilizar F3, isto €, calcular o valor da variavel independente dado
o valor da variavel dependente.

Ja no item c), é necessario simbolizar uma relacao entre as variaveis x e y, de
acordo com os dados apresentados no grafico (F6). Nesse caso, o estudante
poderia escrever a seguinte relacao:

{ x+1, x<2

f =
() 3, X>2

Para determinar o conjunto imagem de f, o aluno deve ser capaz de encontrar
o intervalo de variacdo de y considerando o intervalo de variagao de x dado a partir
da representacao grafica apresentada na questao (F5).

Observando que para x < 2 os valores de y aumentam, e para x > 2, y fica
constante, o aluno estaria mobilizando a habilidade F4, e poderia concluir que a
funcédo f € crescente.

Pontuamos que nem todos os problemas envolvem, de forma separada, cada
um dos aspectos da variavel, como apresentamos nos exemplos acima. Pelo
contrario, podemos verificar nos materiais didaticos utilizados no Ensino Médio que
muitos problemas, em contextos algébricos, exploram a variavel em suas diferentes
nuances a medida que a mobilizacdo de cada uma delas se torna necessaria
durante as etapas de resolucdo do problema. Tal afirmacdo estd embasada na
analise que fizemos do material didatico utilizado, ao longo do Ensino Médio, pelos
alunos participantes de nossa investigacao.

A fim de explorar, numa atividade de ensino, a diferenciacao e integracédo dos
trés usos da variavel, Trigueros e Ursini (2001) apresentam um problema, elaborado
com base no modelo 3UV, e algumas questdes direcionadoras para realizar tal
exploracao. Tal problema foi proposto a alunos do primeiro ano universitario de um

curso denominado pré-calculo.

Para quais valores de x a area do retdngulo abaixo varia entre 168 e 2887
Se o valor de x aumenta ou diminui 0 que acontece com a area?
(TRIGUEROS; URSINI, 2001, p. 331, tradugéo nossa).

A

6
v |
<Hx+3)’Pt—12—>»
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De acordo com as autoras, nesse problema, a variavel x tem que ser
reconhecida como um ndmero genérico. E preciso, ainda, identificar que existem
quantidades desconhecidas a serem determinadas considerando-se os dados do
problema. Deve-se notar a dependéncia e correspondéncia entre os valores de x e
os valores da area do retdngulo e analisar a variacdo conjunta dessas grandezas
para, assim, determinar os possiveis intervalos de variacdo de x. Diferentes
estratégias podem ser usadas para resolver o problema em questao e os alunos
podem mobilizar cada um dos usos da variavel dependendo do seu conhecimento
anterior e de suas experiéncias ao longo da matematica escolar. (TRIGUERQOS;
URSINI, 2001, tradugéo nossa)

De acordo com as autoras, algumas questoes direcionadoras - tais como “O
que x representa no problema? Quantos valores x pode assumir?” - podem ser
formuladas para ajudar os estudantes a perceberem a variavel x como um namero
genérico (G2). Além disso, segundo as pesquisadoras, os estudantes tém a
tendéncia de usar férmulas memorizadas para resolver problemas de areas, sem
levar em conta os dados especificos presentes num problema. Assim, apresentar a
seguinte questdo “Como vocé expressaria a area desse retangulo?” pode levar os
alunos a focalizarem sua atencdo nos dados do problema e buscar uma
simbolizacao (G5) para a varidvel como numero genérico, manipulando-a (G4) para
obter a expressao 6((x+3)? + 12). (ibid.)

Duas outras questdes sugeridas pelas autoras sao: “Para quais valores de x a
area é igual a 1687 Quando a area é igual a 2887”. Tais questdes, segundo elas,
podem ser formuladas para ajudar os estudantes, que usam como ponto de partida
a estratégia comum de resolver as equacdes 6((x+3)? + 12) = 168 e 6((x+3)?+12) =
288, a encontrar a solucdo para a inequacao 168< 6((x+3) + 12) < 288.

Quando os estudantes usam essa estratégia eles, freqlentemente,
assumem que todos os valores entre as solugdes obtidas das equacdes
tornam a inequagao verdadeira. Mas nem sempre isso é verdade. [...] Em
termos dos usos da variavel, responder essa questdo implica formular as
equagdes do segundo grau (I5), desenvolver as expressdes gerais (G4) e
resolver ambas as equagoes (14). Como cada equacao tem duas solugdes,
os alunos precisam consideré-las e perceber que ambas sdo possiveis e
significativas de acordo com o problema dado (I3). (TRIGUEROS; URSINI,
2001, p. 332, tradugao nossa).
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Uma questdo como “Para quais valores de x a area € maior que 168 e menor
que 2887?”, segundo as pesquisadoras, leva os alunos, que adotaram a estratégia
citada anteriormente, a utilizarem as solucdes das equacgdes a fim de estabelecer os
intervalos apropriados para a variavel x, ou seja, “-9 <x<-7"0u “1<x < 3".

De acordo com Trigueros e Ursini, uma outra possivel estratégia para resolver
essa questao seria estabelecer uma relagéo funcional entre a variavel x e a area do
retangulo (F1). Nesse caso, responder a questao implica em definir os intervalos de
variagao para a variavel dependente (F5) e determinar, a partir do grafico da funcao,
os correspondentes intervalos para a variavel independente. Diante dessa
estratégia, questdes como “O que acontece com a area do retdngulo quando x
varia? Como varia a area quando o valor de x aumenta/ diminui?” podem despertar
reflexdes para que os alunos possam determinar os valores de uma variavel quando
sdo conhecidos os da outra (F2-F3) e analisar a variagdo conjunta (F4) das variaveis
envolvidas no problema.

O mesmo problema, proposto pelas autoras, pode ser formulado usando

outras expressdes ao invés de “(x+3)%”

. Para estudantes que estdo comecando a
resolver problemas em contextos algébricos, pode-se utilizar apenas x ou, ainda,

x+1, enquanto que para alunos, que ja tiveram anos de estudos em algebra, poderia
. - ) 1
ser utilizada uma expressao mais complexa como, por exemplo, L

Com tais exemplos, procuramos apresentar uma das aplicagdes do modelo
3UV — a de ferramenta auxiliadora na elaboracdo de atividades de ensino -
ilustrando de que forma as habilidades descritas no quadro 2, da pagina 33, relativas
a compreensao da variavel em seus trés usos, podem ser mobilizadas e exploradas.
No préximo capitulo, apresentamos uma outra aplicacdo do modelo, a de ferramenta
direcionadora na formulacao de instrumentos de investigacao para realizar analises
diagnéstico a respeito da compreensao de alunos sobre o conceito de variavel. Essa
foi a funcao do modelo empregada em nossa pesquisa.
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CAPITULO 3

O QUESTIONARIO

Nesse capitulo, descrevemos o processo de elaboracdo de nosso instrumento
de investigacao, citando os objetivos de cada questdo, as habilidades descritas no
modelo 3UV necessarias a sua resolucdo e as mudancgas que fizemos no piloto até
chegar a versao final do questionario. Apresentamos, ainda, caracteristicas da

escola e dos alunos que participaram de nossa pesquisa.

3.1 O QUESTIONARIO PILOTO

O questionario piloto foi composto por seis questées, as quais sofreram
algumas modificagdes apds analisarmos os dados que conseguimos com sua
aplicacdo. Tanto o piloto quanto a verséao final foram aplicados a alunos do terceiro
ano do Ensino Médio de escolas da rede particular de ensino do ABC. A escola em
que aplicamos o piloto fica na cidade de Sdo Caetano do Sul. Ja o questionario final
foi aplicado a alunos da cidade de Sao Bernardo do Campo.

Na ocasido do piloto, contamos com a participacao de 3 duplas e 3 trios de
alunos e sua aplicagdo ocorreu durante o periodo normal de aulas; o que nao foi
possivel quando aplicamos a versao final.

Utilizamos uma aula de 50 minutos para a realizacdo da investigagdo e nao
contamos com a ajuda de um professor observador ou de gravadores, como fizemos
na aplicacdo do questionario final. Tal fato, sem duvida, deve ser levado em conta,
pois notamos que muitos dados interessantes, que poderiam ser obtidos através das
conversas entre os alunos no momento da elaboragdo de suas respostas, foram
perdidos. Conseguimos anotar alguns pontos importantes da discussao entre alguns
estudantes, mas percebemos que sem a ajuda de um outro professor e a utilizacao
de gravadores perderiamos dados valiosos.

Esse relato demonstra uma das contribui¢des do piloto, pois quando tivemos
de pensar na aplicacao da versao final tomamos alguns cuidados que anteriormente
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ndo haviam sido considerados. Além disso, observamos que a reformulacdo de
algumas questbes, ou, ainda, o acréscimo de certos itens na versao final do
questionario ocorreram gracgas aos resultados encontrados na ocasido da aplicacao
do piloto. Assim, melhoramos e adequamos as questdes para que pudéssemos
investigar a compreensdo de alunos do Ensino Médio a respeito do conceito de
variavel.

Antes da aplicacdo do piloto, fizemos uma analise das questdes, refletindo
sobre sua formulacao, objetivos e possiveis estratégias de resolucdo que os alunos
viiram a desenvolver. Apds sua aplicagdo, reavaliamos essa analise e
aperfeicoamos certos pontos a partir dos dados que encontramos nos protocolos dos
alunos investigados. Todas as mudancas realizadas serdo apresentadas ao longo
desse capitulo.

O questionario, em sua verséao final, pode ser encontrado em “Apéndice”, na

pagina 139.

3.2 AESCOLA E OS ALUNOS

Destacamos, nesta etapa do relatério da pesquisa, caracteristicas da escola e
dos alunos que participaram de nossa investigacao. Salientamos que esses alunos
estudaram durante os trés anos do Ensino Médio na escola em que aplicamos o
questionario e que, portanto, todas as informacdes que apresentamos, a seguir, S0
validas na compreensao do histérico escolar desses estudantes no que se refere
aos assuntos abordados no ensino da Matematica nessa etapa da Educacao Basica.

A escola em que aplicamos a versao final de nosso questionario € uma escola
particular bem conceituada na regido do Grande ABC. Ela é reconhecida pelos
resultados de destaque que seus alunos apresentam em provas como 0 ENEM e
pelo consideravel numero de aprovacdes em vestibulares que dao acesso a cursos
em universidades publicas.

Os alunos do Ensino Médio tém 4 aulas de Matematica semanais durante o
primeiro e 0 segundo anos. No terceiro ano, o numero de aulas sobe para cinco.

A organizagao do material didatico, utilizado pela escola, é feita em divisdes
chamadas de “frentes”. No primeiro e segundo anos, os alunos encontram a

programacao de Matematica dividida em duas “frentes”, as quais séo trabalhadas
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pelos professores de forma paralela, ou seja, duas aulas semanais sdo dedicadas
ao ensino e a aprendizagem dos assuntos abordados na “frente 1” e duas aulas sao
destinadas a “frente 2”. Ja no terceiro ano, o material didatico apresenta quatro
“frentes”. Para a “frente 1” sdo dedicadas duas aulas semanais e para as demais
“frentes” — 2, 3 e 4 — uma aula semanal para cada, perfazendo, assim, as cinco aulas
de Matematica previstas na grade curricular.

Ao longo do ano letivo, os alunos e professores do primeiro e do segundo
anos utilizam, nas aulas, 4 cadernos, dois no primeiro semestre e dois no segundo
semestre, 0os quais compdéem o material didatico da escola. J&4 os estudantes do
terceiro ano, além dos 4 cadernos utilizados durante o ano, recebem em novembro
dois cadernos de revisdo com exercicios de vestibulares que sao realizados em sala
de aula com a orientacao dos professores até a ultima semana do ano letivo.

Apresentamos, a seguir, um quadro que sintetiza a programacgéo do 1° ano do
Ensino Médio na disciplina Matematica.

Poténcias e propriedades;

Caderno 1 Raizes e propriedades;

Fatoracédo e produtos notaveis;
Simplificagao de expressodes algébricas;

1° semestre Frente 1 Trigonometria no triangulo retangulo;
Arcos notaveis;

Caderno 2 Trigonometria na circunferéncia;
Fungdes trigonométricas;

Equagdes e inequagdes trigonométricas;

Conjuntos e operagoes;

Diagramas e relagdes binarias;

Funcéo (definigdo, dominio, contradominio e imagem);

Caderno 1 Fungdes monotdnicas; par; impar; periédica; limitada; sobrejetora; injetora;
bijetora;

Fung¢édo composta;

Funcéo inversa.

1° semestre Frente 2 Equagdes do 1° e do 2° graus;
Sistemas de equagodes;

Problemas com equagdes e sistemas;
Nogbes de conjuntos numéricos;

Caderno 2 Fungao polinomial do 1° grau e do 2° graus;
Vértice de parabola e conjunto imagem;
Inequagdes do 1° grau e do 2° graus;
Sistemas de inequagdes;

Inequagbes produto e quociente.




43

2° semestre

Frente 1

Caderno 3

Adicao e subtragao de arcos;
Lei dos senos e dos cossenos;
Seqliéncias numéricas;

Progressao aritmética (definicdo, propriedades e soma).

Caderno 4

Progressdo geométrica (definigdo, propriedades)
Soma dos termos de uma PG;
Soma dos infinitos termos de uma PG convergente;

2° semestre

Frente 2

Caderno 3

Fungéo exponencial;

Equagbes e inequagbes exponenciais;
Logaritmos;

Fungao logaritmica;

Equagoes e inequacgdes logaritmicas;

Caderno 4

Funcédo modular;

Equagoes e inequagdes modulares;
Razdes e Proporgoes;

Diviséo proporcional;

Regra de trés simples e composta;
Porcentagem;

Juros simples e compostos.

Quadro 4. Programacédo do 1° ano do Ensino Médio. Fonte: Material didatico da escola onde a
pesquisa foi realizada.

Com base no quadro 4, observamos que no primeiro ano do Ensino Médio os

alunos estudam assuntos pertinentes a aritmética, algebra e trigonometria, sendo

que a maior parte dos estudos encontra-se em contexto algébrico.

Abaixo, apresentamos a programacao do 2° ano.

1° semestre

Frente 1

Caderno 1

Matrizes;
Determinantes;

Sistemas lineares (Regra de Cramer; Escalonamento)

Caderno 2

Discussao de um sistema linear;

Sistema linear homogéneo;

Fatorial e nimero binomial;

Andlise Combinatéria (Arranjos, Permutagées e Combinagdes);
Probabilidade (definigdo; unido e intersecgdo de eventos; lei binomial de
probabilidade).

1° semestre

Frente 2

Caderno 1

Introducdo a Geometria;

Paralelismo;

Triangulos (segmentos notaveis, condicdo de existéncia, congruéncia);
Poligonos;

Quadrilateros notaveis;

Linhas proporcionais (Teorema de Tales; Teorema das bissetrizes interna e
externa);

Semelhanga de tridngulos.
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Relagdes métricas no triangulo retangulo;
Lugares geométricos;

Pontos notaveis do triangulo;

Caderno 2 R ] .
Angulos na circunferéncia;
Poténcia de ponto;

Area das figuras planas.

Sistema cartesiano ortogonal;
Distancia entre dois pontos;
Ponto médio de um segmento;
Caderno 3
Estudo da reta;

2° semestre | Frente 1 Paralelismo e perpendicularismo;

Distancia de ponto a reta.

Estudo da circunferéncia;
Caderno 4 Posigao relativa de reta e circunferéncia;
Estudo das conicas (Elipse; Hipérbole; Parabola)

Estudo de sélidos geométricos como prismas, piramides, cilindros, cones,
Caderno 3 i
esferas e suas partes (areas e volumes).

Troncos de cone e piramide (areas e volumes)

2° semestre | Frente 2 Inscrigdo e circunscrigao de sélidos;
Sodlidos de revolugéo;
Caderno 4
Retas e planos no espago;

Diedros, triedros e poliedros;

Poliedros de Platao.

Quadro 5. Programacédo do 2° ano do Ensino Médio. Fonte: Material didatico da escola onde a
pesquisa foi realizada.

Notamos que, ao contrario do que acontece no primeiro ano, a maioria dos
assuntos estudados pelos alunos, no segundo ano, encontra-se em contexto
geomeétrico. Assim, no segundo ano, a algebra da espaco a geometria e s6 volta a
ter seu dominio no terceiro ano.

A programacdo da escola para o terceiro ano, além de retomar todos os
assuntos trabalhados no primeiro € no segundo anos, comporta também o estudo
dos numeros complexos, dos polinbmios, das equacgdes algébricas - de grau maior
que dois - e das nocbes de Estatistica descritiva. Nesse ultimo estudo, os alunos
aprendem a calcular algumas medidas de tendéncia central, como a média, a
mediana e a moda, e algumas medidas de dispersdo, como a variancia e o desvio
padrao.

Diante da programacéao da escola, podemos observar que, ao longo dos trés
anos do Ensino Médio, os alunos, que participaram de nossa investigacao,
enfrentaram mais questdes e problemas em contexto algébrico do que em outros
contextos. O conhecimento do material didatico utilizado por eles, principalmente no
que se refere ao contetido de Algebra, nos auxiliou na analise das respostas dadas
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por esses estudantes as questdes que propomos, as quais apresentamos no tdpico
3. 4 desse capitulo.

3.3 A APLICACAO DO QUESTIONARIO

A aplicacao do questionario, em sua versao final, aconteceu no dia 07-11-07,
no periodo posterior ao das aulas normais dos estudantes que participaram da
pesquisa.

Fomos bem recebidos pelos responsaveis pela administracdo da escola onde
aplicamos nosso questionario de investigagdo. A coordenadora educacional se
sentiu lisonjeada por poder contribuir com nosso trabalho. Decidimos realizar a
investigacdo em nosso local de trabalho, pois sabiamos que seria mais féacil
conversar com 0S responsaveis pela escola, ter sua atencdo e esclarecer a
importancia de pesquisas na area educacional. Tal liberdade contribuiu, sem duvida,
para a realizagdo da pesquisa e ficamos gratos pelo apoio dos professores,
coordenadores e diretora da escola.

Na ocasiao da aplicagdao, pedimos a autorizacdo da coordenadora
educacional para utilizarmos uma das maiores salas da escola para que
pudéssemos dispor os alunos de forma que nao ficassem muito proximos uns dos
outros, pois gravariamos as discussées entre eles durante o momento em que
estivessem respondendo as questoes.

Conseguimos, gracas a ajuda de colegas do grupo G2 e também dos alunos
que se dispuseram a participar da pesquisa, gravadores para cada dupla
participante, para a professora-pesquisadora e, ainda, para a professora que
participou como observadora.

O convite aos alunos para participar de nossa pesquisa ocorreu uma semana
antes da aplicacdo do questionario. Numa sala de terceiro ano do Ensino Médio, de
48 alunos, passamos uma lista solicitando os nomes daqueles que estivessem
interessados em participar. Observamos que ja conheciamos o0s alunos.
Compunhamos a equipe de professores que havia lecionado para eles durante os
trés anos do Ensino Médio. Os estudantes que participaram da pesquisa

encontravam-se na faixa etaria de 17 a 18 anos.
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Quando questionamos os alunos sobre seu interesse em participar da
pesquisa, explicamos que trabalhariam em duplas para responder o questionario,
com isso, nossa intencdo era que os voluntarios formassem naturalmente seus
pares. Optamos pelo trabalho em duplas, pois acreditamos que a discussao entre
alunos, durante o desenvolvimento de uma tarefa, pode trazer dados interessantes
para analises diagnaéstico.

Esclarecemos aos estudantes que a aplicacdo do questionario seria no dia
07-11-07, as 13h, o que possibilitaria, um intervalo para o lanche entre o final do
periodo de aulas e a nossa atividade. Alguns alunos, que ja haviam demonstrado
certo interesse em participar da pesquisa, desistram e ndao assumiram o0
compromisso, pois no dia e horario agendados ja tinham outras tarefas a fazer,
como cursos de idiomas e aulas de recuperacao. Contudo, conseguimos 16 alunos
voluntarios para participar de nossa investigacao, o que resultaria em 8 duplas.

Como imprevistos sempre acontecem, no dia e horario marcados apareceram
15 alunos dos 16 que haviam se comprometido. Um deles ficou sem o parceiro de
classe e logo nos questionou se poderia se juntar a uma das duplas ja formadas.
Seu interesse era notavel, assim, ndo impossibilitamos sua participacao. Apds nosso
consentimento, ficamos, entdo, com 6 duplas e um trio.

Organizamos a sala com a ajuda da professora-observadora, colocando os
gravadores em posicdes estratégicas e solicitamos aos alunos que sentassem onde
queriamos para que ficassem longe uns dos outros. Explicamos que o objetivo da
disposicao estratégica era potencializar a qualidade das gravacoes.

Observamos que a professora-observadora era nossa colega de trabalho, e,
assim como nés, ja conhecia os alunos; trabalhamos em equipe quando o0s
estudantes estavam no segundo ano do Ensino Médio.

Orientamos os participantes da pesquisa sobre como usar os gravadores no
caso da fita terminar, como ligar e iniciar a gravacao e como desligar. Apés todas as
orientacdes e esclarecimentos sobre as gravacdes, perguntamos se havia alguma
dupla que ndo gostaria de ser gravada. Todos os alunos concordaram com a
gravagao e, apos o inicio da aplicagdo, notamos que eles se divertiam com o fato de
suas falas serem gravadas.

Comegamos a aplicagdo as 13h 28min e encerramos as 15h 27min. Nao
estipulamos um tempo limite para que os estudantes respondessem as questdes,

mas acreditdvamos que levariam 1h 30min, em média, para responder todo o
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questionario. Preferimos ndo dar um limite de tempo para que eles ndo sentissem
uma pressao que pudesse inibir sua participagao natural. Todas as duplas e o trio
entregaram o questionario apés as 14h, sendo que a primeira dupla a finaliza-lo foi a
dupla que nomearemos por D2.

A dupla D2 entregou o questionario respondido as 14h 08min. Observamos
que os alunos dessa dupla estavam inquietos e sem muita paciéncia para pensar
sobre as questdes. O historico escolar dos integrantes de D2 aponta dificuldades em
Matematica durante os trés anos do Ensino Médio. Por acompanharmos tais alunos,
ao longo do Ensino Médio, temos condi¢cdes de avalid-los e compreender suas
limitagbes e problemas na aprendizagem dos conteudos matematicos. Ambos
passaram por muitos processos de recuperagao e concluiram os estudos na
disciplina com muita dificuldade. Acreditamos que tais observacoes serao Uteis mais
adiante quando apresentarmos as respostas dessa dupla para cada uma das
questoes.

O dultimo protocolo foi entregue as 15h 07min pelo trio formado entre os 15
alunos que participaram como voluntarios em nossa pesquisa. Ao finalizarem o
questionario, os integrantes do trio estavam agitados e nos questionaram sobre os
objetivos das questbes respondidas por eles. Como pretendiamos realizar futuras
entrevistas com 0s participantes, para esclarecer os dados observados em seus
protocolos, decidimos, na ocasido da aplicacdo do questionario, nao fazer
comentarios sobre os objetivos das questdes e sobre a intencado da pesquisa, assim
ndo correriamos o risco de influenciar os alunos no momento de dar suas respostas
durante as entrevistas.

Ap6s a aplicagdo do questionario, passamos a etapa das entrevistas.
Analisamos, entdo, as gravacbes que fizemos no momento em que os alunos
respondiam as questdes, e as respostas escritas dadas por eles. Com base nessa
analise, formularmos algumas perguntas que fariamos no momento das entrevistas
em busca de esclarecimentos sobre os dados coletados na ocasido da aplicacdo do
questionario.

Com o objetivo de tornar mais pratica nossa escrita, usamos as notag¢des D1,
para a dupla 1, D2, para a dupla 2, e assim por diante, até a dupla 6. O trio foi
denominado T7. Quando assumimos o papel de professora-pesquisadora utilizamos
a notacao PP. Para a professora-observadora usamos PO.
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3.4 AS QUESTOES E O MODELO 3UV

Com base nas reformulagdes que fizemos no piloto, a versao final de nosso
instrumento de investigacédo ficou composta por seis questdes, subdivididas em 22
itens.

Abaixo, transcrevemos, a questao 1.

Questao 1: Escreva uma expressao algébrica para:

a) representar um nimero que multiplicado por 12 seja igual a 144.
b) representar um numero dividido por 3 somado a 7.

€) representar um nimero que é igual a 15 mais um outro numero.

Tinhamos como objetivo para a questdo 1 verificar a capacidade de
simbolizacdo dos alunos. Assim, para resolver o item a), os alunos deveriam
mobilizar a habilidade 15, ou seja, simbolizar o termo desconhecido identificando-o
na situacdo dada e usa-lo para representar uma equacdo. No item b), seria
necessario mobilizar G5 para simbolizar a sentenga dada em lingua natural. Para
responder o item c), os alunos deveriam mobilizar F6, expressando, assim, uma
relacdo entre duas quantidades desconhecidas.

Por influéncia dos enunciados da questao de Trigueros e Ursini (1998), que
tomamos por base para a elaboracdo da questdo 1, no questionario piloto
escrevemos em todos os itens dessa questdo a frase “representar um numero
desconhecido”. Apesar de a expressao “desconhecido” nao ter sido questionada
pelos alunos na ocasiao da aplicagdo do piloto, decidimos retirar tal expressdo dos
enunciados da versado final, pois imaginamos que poderiamos influenciar a
interpretacao dos alunos a respeito do uso que estaria sendo feito da variavel, ja que
a palavra “incégnita”, muitas vezes, é substituida por “termo desconhecido”. Além
disso, nessa questao, optamos por ndo escrever “nao calcule o numero”, observacao
essa utilizada pelas autoras no enunciado da questao que nos serviu de inspiracéo.

Embora, no item a), alguns alunos tivessem determinado o valor da incégnita,

na ocasiao do piloto, acreditamos que esse fato nao interferiu em sua interpretacéao
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a respeito da letra que, por ventura, utilizaram para representar a incognita, por isso,
ndo incluimos a observacédo apresentada na questdo das autoras.

A seguir, apresentamos nossas hipéteses quanto as possiveis estratégias de
resolucao dos alunos para a questao 1.

No item a), a sentenca dada exige 0 emprego da varidvel como incognita.
Para responder esse item, pensamos que os alunos poderiam utilizar, por exemplo,
X para representar o numero e escrever 12.x = 144, ou, ainda, x.12=144,
mobilizando, assim, a habilidade 15. Alguns alunos poderiam, ainda, determinar o
valor de x, isto é, 12x = 144 > x = 12. Nesse caso, além de 15, os estudantes
estariam mobilizando também 14.

No item b), a sentenca dada exige o emprego da variavel como numero

genérico. Os alunos poderiam utilizar, por exemplo, x para representar um namero

X . e .
qualquer e escrever 3 + 7 (G5). Ou ainda, utilizariam uma outra variavel para

X . X -
3 e escreveriam erroneamente 3= y + 7, mobilizando,

assim, F6. Essa ultima resposta encontra-se em nossa analise por conta do que

representar o resultado de

observamos no piloto, pois, antes de aplicarmos a primeira versao de nosso

questionario, ndo haviamos pensado que os alunos dariam tal resposta. Alguns

X
alunos, poderiam, ainda, formular a equacao 3 + 7 =0 (I5) e determinar o valor de x

(14).

Ja no item c), temos a presenca de variaveis relacionadas. Os alunos
poderiam escrever x = 15 + y (F6) para simbolizar uma relagdo entre as quantidades
desconhecidas. Alguns alunos poderiam tentar determinar x e y mobilizando para
isso as habilidades F2, ou F3, e 14, isto é, poderiam estabelecer valores para x, ou y,

e calcular, assim, o valor da outra variavel.
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Reproduzimos, abaixo, a questao 2.

Questao 2: Para cada uma das seguintes expressoes, determine quantos valores as

letras apresentadas podem assumir. Dé exemplos desses possiveis valores.

ay=y
b) 7y*=2x -5
c) t+3

Nosso objetivo com essa questdo era analisar a interpretacdo dos alunos a
respeito das variaveis x, y e t, ou seja, analisar qual uso (incognita, nimero genérico,
variaveis relacionadas) da variavel estaria sendo admitido pelos alunos, em cada
item da questdo. Além disso, procuramos identificar quais seriam os campos de
variacdo, para cada uma das variaveis, que, possivelmente, estariam sendo
considerados pelos alunos a partir dos valores atribuidos, como exemplos, para as
variaveis. Pontuamos que, para atingir esse ultimo aspecto de nosso obijetivo,
recorremos a andlise dos dados que obtivemos com as entrevistas para
complementar as informacdes que conseguimos a partir das respostas encontradas
no questionario.

Para responder os itens a) e c), os alunos deveriam mobilizar G2,
interpretando, assim, y e t como numeros genéricos que podem assumir qualquer
valor. Poderiam citar como exemplos numeros racionais, irracionais, ou, ainda,
nameros complexos. Ja no item b), € necessario mobilizar as habilidades de
interpretagéo F1 e F4, ou seja, reconhecer a correspondéncia entre as variaveis x e
y e sua variacdo conjunta. Nesse caso, para dar exemplos, os alunos poderiam
mobilizar G4 e F5. Ao manipular a relagdo 7y? = 2x -5 para isolar em um dos
membros da igualdade uma das variaveis, os alunos estariam mobilizando G4. Apés
tal manipulagao, poderiam perceber que y pode assumir qualquer valor real, e que,

- - . 5
diante desse campo de variacdo, na relacado dada, x pertence ao intervalo [E , <,

determinando, assim, o conjunto dos possiveis valores reais de x (F5). Poderiam,

ainda, citar, como exemplos, alguns pares de nlimeros que satisfazem a relagdo 7y?

= 2X —5, mobilizando para isso as habilidades de manipulacédo F2 (ou F3) e 14.
Nessa questdo, na versao piloto, ndo haviamos solicitado aos alunos que

dessem exemplos dos possiveis valores que as variaveis poderiam assumir. Com
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isso, percebemos que sem solicitar tais exemplos nao teriamos pistas para
identificar quais conjuntos numéricos estariam sendo considerados pelos alunos
como dominio das variaveis. Tal fato, ocorreu, novamente, por conta da influéncia da
questdo de Trigueros e Ursini® que nos serviu de inspiracdo para a questdo 2. Na
versao das autoras ndao eram solicitados os exemplos, pois as pesquisadoras nao
tinham como objetivo identificar os campos de variacdo que estariam sendo
considerados pelos alunos para as variaveis em questao. Assim, nos questionamos:
como os estudantes estariam interpretando as variaveis presentes na questao 27
Como elementos representativos dos inteiros? Ou do conjunto dos reais? Ou, quem
sabe, ainda, dos complexos? Os alunos identificam o dominio de variacao das
variaveis? Antecipamos que conseguimos verificar quais eram os dominios de
variagdo considerados pelos alunos, para as variaveis presentes na questao 2,
analisando os dados encontrados em seus protocolos e suas respostas dadas no
momento das entrevistas realizadas.

Tinhamos como hipoétese que os alunos poderiam escrever “infinitos” como
resposta para os itens a) e c), nos quais a variavel assume o papel de numero
genérico (G2), e que citariam, como exemplos, apenas numeros inteiros e positivos,
ou, ainda, incluiriam os negativos. Pensamos, também, que alguns alunos poderiam

citar alguns numeros decimais, racionais ou, até mesmo, numeros irracionais que

Ihes fossem mais familiares como, por exemplo, V2,43, . De modo geral, alguns
alunos poderiam pensar em y e t como varidveis reais, ou, até mesmo, como
variaveis complexas.

No item b), tinhamos por hipétese que alguns alunos poderiam tentar resolver
a equacao (14) aplicando algum procedimento algoritmico que lhes fosse de
conhecimento, como por exemplo, a utilizacdo da “férmula de Baskara”, nome com o
qual é, freqiientemente, apresentada. Pensamos nessa hipotese pela influéncia que
o termo do segundo grau poderia ocasionar. Outros estudantes poderiam, ainda,
responder “infinitos valores para x e y” e citar como exemplo numeros quaisquer,
sem dar atencéo a relagdo de dependéncia entre as variaveis. Supomos, também,
que alguns alunos poderiam pensar nessa relacdo de dependéncia (F1) e citar
alguns pares de numeros reais que satisfizessem tal relagao, estabelecendo valores
para uma das variaveis e determinando, assim, os da outra (F2, ou F3, e 14).

? As questdes de Trigueros e Ursini (1998), que nos serviram de inspiracéo para a elaboragao das
questdes 1 e 2, podem ser encontradas em “Anexo” na pagina 142.



52

Além disso, pensamos que alguns alunos poderiam pensar em X como
variavel dependente e y independente, e outros, ainda, considerarem o contrario. Ou
seja, tinhamos como hipétese que encontrariamos nas respostas dos alunos, apos
manipularem a expressao dada, as seguintes relacdes:

13 2X =
+

- 7y? +5
TS , para x > 5/2, com x real”, ou, entao, “x = fy +o

2

Nesse ultimo caso, os alunos poderiam ndo perceber que x nunca assumira,
em R, valores menores que 5/2. Em ambos os casos, os estudantes poderiam,
ainda, citar que y pode assumir qualquer valor real. Para chegar a essas
conclusdes, eles precisariam mobilizar as habilidades de interpretacao F1 e F4, e as
habilidades de manipulacdo G4 e F5.

Apresentamos, a seguir, a questao 3.

Questio 3: Considere a fungao polinomial do 2° grau f(x) = X° - 6x + 8, definida em R com valores em
R, representada no gréfico abaixo.

Determine as abscissas a, b e x. ilustradas na figura abaixo.

Tinhamos como objetivo para a questao 3 verificar a interpretacao dos alunos
a respeito das variaveis a, b, x € X, e 0s procedimentos utilizados por eles na
manipulacdo dessas variaveis. Para tanto, observamos quais relagdes os alunos
estabeleceram entre as incognitas a, b e x. e as variaveis da fungdo polinomial do 2°
grau dada por f(x) = x* — 6x + 8. Contudo, tinhamos, ainda, por objetivo analisar a
influéncia da representacao grafica na interpretacao dos estudantes a respeito das

variaveis apresentadas na questao.
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Observamos que a questdo 3 envolve, essencialmente, o uso da variavel
como incognita. Para resolvé-la, os alunos teriam de mobilizar as habilidades 11, 12 e
F1 de interpretagéo, a habilidade 15 de simbolizacao, e F3 e 14 como habilidades de
manipulacao.

A variavel x (independente), presente na fungdo dada por f(x) = x* — 6x +8,
esta associada a variavel y (dependente), logo, para calcular o que se pede na
questao, os alunos deveriam reconhecer a correspondéncia entre essas variaveis
(F1) para, em seguida, mobilizar F3, isto é, determinar os valores da variavel
independente dado o valor da dependente. Ao reconhecerem a, b e X como
incognitas (I1), os estudantes deveriam formular as equacgdes x° — 6x + 8 =0 e x* —
6x + 8 = 3 (I5), e determinar o valor dessas incognitas (12, 14).

Nossas hipdteses, quanto as possiveis estratégias dos alunos para a
resolucao da questao 3, eram as seguintes:

- Os alunos poderiam reconhecer a e b como incégnitas (I1), relacionado-as as
raizes da fungdo dada por f(x) = x? — 6x + 8 (F1, F3), formular a equacdo x*— 6x + 8
= 0 (I5), e determinar, a partir de sua resolucdo, quea=2¢e b =4 (12, 14).

- Os alunos poderiam encontrar alguma dificuldade em relacionar a e b com x’e x™,
ou X1 e Xp, notagdes comumente utilizadas para representar as raizes de uma
equacao, ou os zeros de uma funcao.

- Os alunos poderiam relacionar a e b com os pardmetros que aparecem na
representacao algébrica (f(x) = ax? + bx + ¢) de uma fungao polinomial do 2° grau por
serem essas letras, geralmente, utilizadas em tal representagao.

- Os alunos poderiam reconhecer x. como incégnita (I1), identificar que a notacao
f(x) representa y, substituir y por 3 (F1, F3) e, assim, resolver a equagdo 3 = x* — 6x
+ 8 (I5) para determinar x¢ (12, 14). Ao encontrarem duas solucdes, 1 e 5, os alunos
poderiam analisar o gréafico de f e perceber que 1 ndo convém devido a localizagéo
do ponto C, e, portanto, x¢ = 5.

- Os alunos poderiam mostrar dificuldades em calcular a abscissa do ponto C da
parabola, jA& que C nao representa um ponto de interseccdo com 0S eixos
coordenados.

A segquir, reproduzimos a questao 4.
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Questao 4: A area representada abaixo ilustra as medidas de um terreno retangular destinado a
construgdo de um condominio, onde sera colocado um jardim, de formato quadrado, com ¢ metros

de medida para seu lado. Analisando a figura que representa esta situacao, responda as questoes:

50

\/

60

A

a) Como poderia ser representada, por meio de uma expressdo algébrica, a area
destinada ao condominio desconsiderando a area do jardim?

b) O que aletra ¢ representa no problema?

c) Que valores ¢ pode assumir?

d) Quais sdo os valores de ¢ para os quais a area ocupada pelo jardim é menor do que
16m??

Nosso objetivo, com a questdo 4, era verificar a capacidade de
interpretagdo, simbolizacdo e manipulagdo dos alunos com relagdo a variavel c
apresentada no problema.

Procuramos, nessa questdo, explorar o uso da variavel em uma relacao
funcional. Assim, para resolvé-la os alunos teriam de mobilizar as habilidades G5, ou
F6, de simbolizacédo; G2, F1 e F4, de interpretacado; e as habilidades 14, G4 e F5, de
manipulagéo.

Inicialmente, os estudantes deveriam interpretar ¢ como uma variavel que
depende dos parametros explicitos 50 e 60, os quais representam as medidas dos
lados do retangulo dado no problema. Num segundo momento, deveriam notar que
a area do jardim depende da variavel c. Ou seja, nesse Ultimo caso, ¢ assume o
papel de variavel independente na relacao estabelecida entre a area do quadrado e
a medida de seu lado.

Observamos que no questionario piloto, as medidas dadas ao retangulo foram
3 e 4. Apesar de nao termos recebido criticas dos alunos quanto a tais medidas,
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decidimos altera-las por conta do contexto dado, para que ficassem mais adequadas
a realidade. Além disso, fizemos algumas modificagdes na redacao do enunciado da
questao e reformulamos os itens a) e d) apresentados no piloto.

Quando aplicamos a primeira versdao do questionario, muitos alunos nos
interrogaram sobre o significado da expressao “livre do jardim”, em tal ocasido,
apresentamos o seguinte enunciado:

“a) Represente, através de uma sentenca matematica, a area destinada a
construgéao livre do jardim.”

Os alunos nos chamavam para confirmar o que haviam entendido por “livre do
jardim”. Eles perguntavam: “Professora, ‘livre do jardim’ é a area do condominio
menos a do jardim?”

Para evitar problemas na interpretacdo do enunciado, reescrevemos o item a)
apresentando-o0 como se segue:

“a) Como poderia ser representada, por meio de uma expressao algébrica, a
area destinada ao condominio desconsiderando a area do jardim?“

Pontuamos que o novo enunciado nao trouxe duvidas aos alunos no
momento de sua leitura e interpretacéo.

Quanto ao item d), com as alteragbes feitas nas medidas do retangulo,
tivemos de escolher uma nova medida para a area citada nesse item, de forma que
ficasse mais adequada ao contexto da questdo. Mudamos de 4m? para 16 m?.

Para responder o item a), os estudantes deveriam mobilizar a habilidade de
simbolizacdo G5, representando, dessa forma, a area solicitada como 3000 — c?.
Poderiam, ainda, utilizar uma outra variavel e escrever, por exemplo, a relagdo A =
3000 — ¢?, mobilizando, assim, F6. No item b), os alunos deveriam interpretar ¢ como
um numero genérico (G2). Para responder o item c), eles deveriam mobilizar as
habilidades F1 e F4, ou seja, reconhecer que a variagao de ¢ depende das medidas
dos lados do retangulo e interfere na variagdo da area do quadrado (jardim); além
disso, deveriam notar que a medida da diagonal do quadrado depende de c e,
portanto, para determinar o intervalo de variacdo dessa variavel (F5) seria
necessario pensar no intervalo de variacdo da diagonal. No item d), os alunos
deveriam mobilizar a habilidade de simbolizacdo G5, para escrever ¢® < 16, e as
habilidades de manipulagédo G4, 14 e F5 para encontrar o intervalo que contém os

possiveis valores de c.
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Nossas hip6teses, quanto as possiveis estratégias dos alunos para a
resolucao da questao 4, eram:
- No item a), os alunos poderiam escrever a seguinte expressao: 3000 — c¢? (G5). Ou
ainda, poderiam utilizar uma outra variavel para representar a area em questao,
como, por exemplo, A = 3000 —c? (F6).
- No item b), os alunos poderiam responder que ¢ representa o lado do quadrado
que ilustra a superficie do jardim. Ou poderiam dizer que ¢ representa a medida do
lado do quadrado, ou ainda que c representa um numero positivo. Pensamos
também que alguns alunos responderiam que c representa um numero real
estritamente positivo (G2).
- No item c), os alunos poderiam responder 0 < ¢ <50, ou ainda 0 < ¢ < 50. Alguns
alunos poderiam, simplesmente, escrever ¢ > 0, ou “c pode assumir sO valores
positivos”. Talvez alguns alunos utilizariam as representacdes geométricas dadas e
deduziriam um valor para ¢ compativel com a medida do lado do quadrado quando
comparassem esse com as medidas do retangulo. Pensamos, ainda, que alguns
alunos poderiam utilizar instrumentos de medida, como uma régua, para fazer
medicdes e comparagdes entre as medidas dadas e estimar um valor para c.
- Os alunos poderiam, também, utilizar como estratégia o calculo da medida da
diagonal do quadrado, por conta da posicdo em que esse € apresentado na figura.
Ao reconhecerem que a medida da diagonal do quadrado depende de c (F1), os
estudantes poderiam concluir que sendo 50 o maior valor possivel para a diagonal

502
do quadrado, entao c/2<50 (F4), ou seja, c < T\/_ Ou, ainda, poderiam escrever

0 < ¢ < 25v2, determinando, assim, um possivel intervalo de variagao de c a partir
do maior intervalo possivel de variagao da diagonal do quadrado (F5).

- No item d), os alunos poderiam formular a seguinte inequagdo c® < 16 (G5),
manipular essa desigualdade (G4, 14) e chegar a seguinte resposta —4 < ¢ < 4 (F5).
Poderiam, ainda, concluir, diante do contexto geométrico do problema, que esse
intervalo para c nao é valido, e, entao, escrever como resposta 0 < ¢ < 4 (F5). Eles
poderiam, também, apresentar, de forma incorreta, a seguinte solucdo para a
inequacao: ¢ < * 4. Outros poderiam formular a inequagdo c® < 16 e concluir apenas

que c < 4.
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A seguir, apresentamos uma questdo classica sobre padrdes, a qual

incluimos em nosso questionario como a questao de numero 5.

Questao 5: Observe como se forma a sequéncia de figuras abaixo:

a) Desenhe a proxima figura. Quantos quadradinhos formam o contorno desta figura?

OBS: Considere como contorno da figura os quadradinhos que nao estdo em destaque.
b) Desenhe a 52 figura. Quantos quadradinhos formam o contorno desta figura?

c) Escreva uma expressao que represente a quantidade de quadradinhos do contorno de uma figura
qualquer da sequéncia.
d) Quantos quadradinhos existem no contorno de uma figura qualquer da sequiiéncia dada?

e) Ha alguma relacao entre as respostas apresentadas por vocés nos itens c) e d)? Se houver, explique
tal relacao.

Nosso objetivo, com a questéo 5, era verificar se 0os alunos reconheceriam um
padrdo na seqiéncia apresentada e se utilizariam varidveis para generalizar a
contagem dos quadradinhos que compdem o contorno das figuras.

Nessa questao, exploramos 0 uso da variavel como numero genérico, assim,
para responder os itens a) e b), os alunos deveriam mobilizar a habilidade G1, ou
seja, reconhecer um padrdo, ou uma regra, na sequéncia apresentada. A partir da
deducdo de uma regra (G3), no item c), os alunos deveriam escrever uma sentenca
genérica para simboliza-la (G5). Ainda nesse item, poderiam mobilizar a habilidade
G4 a fim de manipular tal sentengca. Para responder o item d), eles deveriam
perceber que a resposta dada no item c) satisfaz a questdo e, dessa forma,
interpretar a variavel, eventualmente utilizada na resposta do item anterior, como um
namero genérico (G2). No item e), os alunos deveriam responder que ambos 0s
itens solicitam a mesma informacao, porém de formas diferentes, mostrando, assim,
que interpretaram a variavel, que representa a quantidade de quadradinhos do
contorno de uma figura qualquer da sequiéncia dada, como um numero genérico
(G2).

Na ocasido do questionario piloto, a questdao 5 era composta por 4 itens, o
item e) foi elaborado apds observarmos, nos dados coletados com o piloto, que
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muitos alunos nao relacionaram os itens c) e d), apresentando respostas distintas a
esses dois itens que solicitavam a mesma coisa s6 que de maneiras diferentes.

Ao reformularmos o item c), utilizando, no item d), a palavra “Quantos”,
tinhamos a intencdo de verificar se 0s alunos admitiam como resposta para tal
questdo uma sentengca com variaveis, € ndao um resultado numérico como,
geralmente, é esperado para questoes formuladas com essa palavra. Dessa forma,
estariamos identificando a interpretacdo dada pelos alunos as variaveis por eles,
eventualmente, utilizadas no item anterior. Assim, aqueles que apresentassem uma
sentenca genérica como resposta para ambos os itens estariam considerando a
variavel como numero genérico. Com a inclusdo do item e), procuramos estimular a
reflexdo dos alunos sobre as respostas que foram apresentadas nos dois itens
anteriores, evidenciando, dessa forma, sua interpretacao a respeito das variaveis por
eles utilizadas na questao.

Além do acréscimo do item e), alteramos o termo “figura genérica” por “figura
qualquer”, ja que fomos questionados por muitos alunos sobre o significado de
“genérica”. O termo “figura genérica” mostrou-se estranho aos alunos e esses o
substituiram por “qualquer”. Percebemos que alguns alunos atribuiram ao termo
“qualquer” o sentido utilizado no senso-comum, e ndo aquele que é esperado nos
processos de generalizacdo em matematica. No entanto, decidimos utilizar “figura
qualquer” ao invés de “figura genérica”.

Observamos, ainda, que o item a) trouxe algumas duvidas aos alunos no
momento em que foram respondé-lo, por isso acrescentamos a observacao
“Considere como contorno da figura os quadradinhos que nao estdo em destaque” .

Nossas hipéteses, quanto as possiveis estratégias dos alunos para a
resolucdo da questao 5, eram:

- Para os itens a) e b), os alunos, a partir da anélise das figuras e do desenho da
quarta e quinta figuras, responderiam 16 e 19 quadradinhos, respectivamente, sem
apresentar dificuldades, mobilizando, assim, G1.

- No item c), os alunos poderiam encontrar dificuldades em deduzir a regra (G3)
sugerida na sequéncia. Alguns alunos poderiam pensar no célculo da area do
quadrado e do retangulo que aparecem na sequéncia e escrever, utilizando n como
a variavel que representa a quantidade de quadradinhos no lado de cada figura, ou,
ainda, outra letra qualquer, n?> — (n-1)(n-2) (G5) para representar a quantidade

solicitada. Ou poderiam, também, utilizar uma outra variavel para representar a
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quantidade de quadradinhos do contorno de uma figura qualquer da sequéncia, ou
seja, Q = n? — (n-1)(n-2) (F6). Eles poderiam, ainda, manipular tal expressio (G4) até
chegarem Q = 3n—2.

- Quanto ao item d), pensamos que alguns alunos repetiriam a resposta dada no
item c), demonstrando, assim, que interpretaram a variavel, por eles eventualmente
utilizada, como um numero genérico (G2). Devido a reformulacdo da pergunta
apresentada no item c), acreditamos que alguns alunos n&do perceberiam que a
resposta ja havia sido dada no item anterior. A palavra “Quantos” no inicio da
pergunta poderia fazer com que os alunos associassem a resposta a um unico
resultado numérico, ou, ainda, que relacionassem a quantidade de quadradinhos do
contorno das figuras com a seguinte seqiéncia numérica: 7, 10, 13, 16, ...
reconhecendo, assim, uma regra (G1). A partir de tal seqiiéncia, que constitui uma
progressao aritmética de razdo 3, os alunos poderiam escrever o termo geral da P.A
da seguinte forma “a, = a; + (n-1).r, onde a; =7, r = 3, n € a posi¢ao da figura na
seqliéncia dada”. Ao manipularem tal sentenca (G4), poderiam, ainda, apresentar
como resposta final “a, = 7 + (n —1). 3 = 3n + 4 (G5).” Alguns alunos poderiam
escrever tal relacdo sem atribuir o devido significado a variavel n utilizada na
expressao, isto é, poderiam interpretar, erroneamente, n como a variavel que
representa o numero de quadradinhos do contorno de cada figura, ao invés da
posicao de cada figura na sequiéncia.

- No item e), imaginamos que todos os alunos responderiam sim, mas as
explicagbes dependeriam do que eles escreveriam nos itens anteriores. Para os
alunos que apresentassem respostas distintas nos itens ¢) e d), acreditamos que
esses tentariam igualar uma resposta a outra utilizando procedimentos algébricos
para justificar alguma relacdo. Ja os alunos que respondessem aos itens c) e d)
apresentando uma unica relagédo, imaginamos que diriam que os dois itens solicitam
a mesma coisa, porém de formas diferentes, o que demonstraria a interpretacdo da

variavel, eventualmente por eles empregada, como um numero genérico (G2).
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Reproduzimos, abaixo, a questéo 6.

Questao 6: Observe o retangulo abaixo com as medidas indicadas para os seus lados e responda as
questodes:

6
¢ T (x+3)

a) Como poderia ser representada, por meio de uma expressao algébrica, a area desse retangulo?

- L, —>

b) Para quais valores de x a area do retangulo € menor que 2887
c
d

e) Se x aumentar, o que acontece com a &rea do retangulo?

) Para quais valores de x a area do retangulo é maior que 168?

) Para quais valores de x a area do retangulo varia entre 168 e 2887

f) E se x diminuir, 0 que acontece com a &rea do retangulo?

g) De acordo com o que vocés responderam nos itens anteriores, o que vocés pensam sobre o papel
do x nesta situagao?

Nosso objetivo, com a questado 6, era verificar a interpretacéo, simbolizacéo e
manipulacdo dos alunos com relagdo a variavel x, e sua habilidade em mobilizar e
integrar os diferentes usos da variavel descritos no modelo 3UV.

Procuramos, portanto, apresentar um problema que envolvesse a variavel em
seus trés usos (incégnita, numero genérico e variavel em relagcao funcional) . Assim,
para resolvé-lo, os alunos poderiam mobilizar as habilidades 15, G5 e F6, de
simbolizacao; 12, G2, F1 e F4, de interpretacao; e as habilidades I3, 14, 15, G4, F2,
F3 e F5, de manipulagéo; de acordo com a estratégia de resolugdo adotada.

Para responder o item a), os alunos deveriam mobilizar a habilidade de
simbolizacdo G5, escrevendo a expressao [(x+3)? + 12].6 para representar a area do
retdngulo dado. Poderiam, também, associar a variavel x a uma outra variavel, por
exemplo A, e apresentar como resposta A = [(x+3) + 12].6, expressando, assim,
uma relacao entre a variavel A (area do retangulo) e a variavel x (F6).

No item b), os alunos deveriam formular a desigualdade [(x+3)? + 12].6 < 288
(G5), manipula-la (14, 15, G4), e encontrar o intervalo -9 < x < 3 (F5), a partir do
reconhecimento da variacdo conjunta (F4) das variaveis sugeridas no problema. De
forma analoga, no item c), eles deveriam escrever [(x+3)° + 12].6 > 168 (G5),

manipular essa desigualdade (14, 15, G4), e encontrar os possiveis valores de x que
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satisfazem a desigualdade, ou seja, x < -7 ou x > 1 (F5), demonstrando, assim, o
reconhecimento da variacao conjunta (F4) das variaveis sugeridas no problema.

No item d), os alunos deveriam fazer a intersecgdo entre os intervalos
encontrados nos itens anteriores e concluir que a area do retangulo varia entre 168 e
288 para-9 <x < -7 ou 1< x < 3 (F5).

Os estudantes poderiam, também, utilizar uma outra estratégia de resolucéo
para os itens b), ¢) e d). Construindo e analisando o grafico da funcdo A (x) = [(x+3)?
+ 12].6 (F6), eles poderiam determinar os valores de x para 0s quais a area € igual a
168 e 288 (F3), ou seja, formulariam as equacdes [(x+3)? + 12].6 = 168 e [(x+3)? +
12].6 = 288 (15), determinado, em seguida, os valores de x que tornam as igualdades
verdadeiras (14). Com isso, analisariam no grafico construido, para quais valores de
x se verifica a desigualdade 168 < A(x) < 288 (F4, F5).

Para responder os itens e) e f), os alunos deveriam mobilizar a habilidade F4,
ou seja, reconhecer a variacdo conjunta das variaveis envolvidas no problema.
Nesse caso, deveriam notar que o menor valor possivel para a area do retangulo
ocorre quando x = -3 e que para x > -3 ou X < -3 a area aumenta. Tal analise poderia
ser feita a partir do grafico da fungéo dada por A(x) = [(x+3)? + 12].6, 0 qual para ser
construido exigiria desde a habilidade de simbolizagdo da funcdo A(x) = [(x+3)% +
12].6 (F6) e sua manipulacao (G4) até o calculo do vértice da parabola.

Para realizar esse calculo, seriam necessarias as habilidades 14, F1 e F2. Ao
reconhecer a correspondéncia entre a variavel x e a area do retangulo (F1), os
alunos poderiam, a partir da manipulacéo da relagdo A(x) = [(x+3)? + 12].6, chegar a
expressdo A(X) = 6x° + 36x + 126 (G4); calcular o x do vértice (x,) da parabola,

calculando, para isso, o y do vértice (yy) , ou seja, yy = A (-3) = 6. (-3)? + 36.(-3) +
126 = 72 (14).

Para responder o item @), os alunos deveriam interpretar x como uma variavel
da qual depende a area do retangulo. Para tanto, deveriam mobilizar a habilidade de
interpretacéao F1.

Pontuamos que, em nosso questionario piloto, haviamos utilizado a questao
elaborada por Trigueros e Ursini (2001), ja apresentada na pagina 37, reproduzida,

novamente, a sequir:
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Para quais valores de x a area do retangulo abaixo varia entre 168 e 2887
Se o valor de x aumenta ou diminui o que acontece com a area? (p. 331,
traducao nossa).

<« (X+3)2—>§<— 12—

<+ o—p

Muitos alunos encontraram dificuldades ao responder tal questdo, pois essa
envolvia a mobilizacao da maior parte das habilidades necessaria a compreensao do
conceito de variavel. Tal observacdo, pode ser melhor fundamentada pelos
resultados obtidos na ocasidao da aplicagdo do piloto. Das 3 duplas e 3 trios que
participaram dessa aplicacdo, apenas uma dupla concluiu corretamente a questao.
Um dos trios desistiu da questdao deixando como resposta: “? n sabemos”. Os
demais, conseguiram desenvolver parte da solugdo da questdo, considerando
apenas o intervalo em que x era positivo. A importancia dada aos elementos
geométricos foi maior do que aquela dada aos elementos algébricos, ou seja, 0s
alunos nao deram a devida atencdo a expressdo (x+3)? deixando de observar que,
nesse caso, x poderia ser tanto positivo quanto negativo.

Assim, como nao era de nosso interesse que o0s alunos entregassem as
questdes sem respostas, reformulamos tal questdo subdividindo-a em itens como
apresentamos na versao final do questionario.

Tinhamos por hipétese que as respostas dos alunos para o item a), poderiam
ser: “[(x+3)? + 12].6” (G5), “A = [(x+3)? + 12].6” (F6), ou, ainda, “A(x) = [(x+3)? +
12].6 "(F6).

Para os itens b) e ¢), pensamos que alguns alunos resolveriam as inequacdes do
segundo grau (G5, G4, 14, F5), formuladas por eles com o auxilio do que ja havia
sido feito no item a), recorrendo a resolugcao de uma equacao do segundo grau (15,
14) e, no momento, de apresentar a resposta final utilizariam os sinais das
desigualdades.

Imaginamos também que eles poderiam utilizar uma representacao grafica
(F6) para fazer o estudo dos sinais das fungdes do segundo grau associadas as
inequacgdes (F4, F5) e resolvé-las a partir da andlise do estudo dos sinais das
fungbes. Alguns alunos poderiam, ainda, tentar substituir alguns valores numéricos
que satisfizessem as desigualdades (I3).



63

Acreditamos que para responder o item d), os alunos poderiam utilizar as
solugbes encontradas nos itens b) e c) e determinar a intersecgédo dos intervalos
encontrados nesses itens (F5).

Para responder os itens €) e f), os alunos poderiam analisar o que ja haviam
feito nos itens anteriores, ou, ainda, substituiriam valores numéricos para a variavel
X. Supomos que alguns alunos poderiam representar graficamente a fungdo dada
por f(x) = (x+3)° (F6) e estudar a variacdo da area do retangulo (F1, F4) a partir
dessa funcdo. Imaginamos, ainda, que alguns alunos representariam graficamente a
funcdo area dada por A(x) = [(x+3)? + 12].6 (F6) e a partir da analise do grafico (F1,
F4) dessa funcao responderiam as questoes.

Elaboramos o item g), de forma que a pergunta ficasse mais pessoal para que
os alunos pudessem ter a liberdade de expressar sua compreensao a respeito da
variavel x explorada no problema. Apesar da subjetividade imposta a questéo,
acreditamos que alguns alunos diriam que x representa uma variavel da qual a area
do retangulo é dependente (F1). Outros poderiam dizer que x representa um namero
positivo, ou o lado do retangulo, ou, ainda, um ndmero qualquer.

Com a reformulacdo das questdes, apds a aplicacdo do piloto, com os
objetivos ja definidos, com nossas expectativas e hipoteses quanto as respostas dos
alunos para tais questdes fomos, dessa forma, a campo para efetivarmos a
aplicacdo do questionario final. Seguimos, entdo, em nossa trajetdria de
apresentacdo da pesquisa, exibindo, no préximo capitulo, a analise dos dados
coletados em nossa investigacdo sobre a compreensdo de alunos do Ensino Médio
a respeito do conceito de variavel.
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CAPITULO 4

ANALISE DOS DADOS

Nesse capitulo, apresentamos a analise, com base no modelo 3UV, dos
dados coletados por meio do questionario de investigacdo e das entrevistas

realizadas com os alunos que participaram de nossa pesquisa.

4.1 QUESTAO 1

Transcrevemos, abaixo, a questao 1 de nosso instrumento de investigagéo.

Questao 1: Escreva uma expressao algébrica para:

a) representar um numero que multiplicado por 12 seja igual a 144:
b) representar um ndmero dividido por 3 somado a 7:

c) representar um nimero que é igual a 15 mais um outro namero:

Com essa questao, pretendiamos verificar a capacidade de simbolizacdo dos
alunos. Logo, para resolvé-la era necessario mobilizar as habilidades de
simbolizacédo 15 (simbolizar o termo desconhecido identificando-o na situagdo dada e
usa-lo para representar uma equacgao), G5 (simbolizar uma afirmacéo genérica) e F6
(simbolizar uma relacdo baseando-se nos dados da questao).

No item a), mobilizando a habilidade de simbolizacéo 15, os alunos das duplas
D4 e D6, e do trio T7, responderam: “12x = 144”.

D1 e D5 escreveram: “x.12 = 144”, o que também demonstra a mobilizacao de
I5, porém percebemos uma diferengca na ordem da escrita, ora 12x, ora x12. Nessa
ultima representacao ha a conservacao da ordem dada no enunciado, enquanto que
na primeira aparecem as manipulagdes usuais, ou seja, o coeficiente numérico é
apresentado antes da variavel.

A conversa entre os pares da dupla D4 e os da D6, durante a elaboragéo de
suas respostas para esse item, mostrou que mesmo nao tendo calculado o valor de

X, pensaram em fazé-lo e discutiram se deveriam, ou ndo, apresentar tal valor.
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Apesar da grande inseguranga, demonstrada em suas falas, optaram por ndo
escrever 0 que a dupla D3 escreveu. D3 respondeu: “12.x = 144 =——=12".

Notamos, assim, que além de mobilizar a habilidade de simbolizacao 15, essa dupla
também mobilizou 14 (determinar o termo desconhecido que aparece na equagao) o
que demonstra uma necessidade de apresentar uma resposta numérica para a
questao.

Houve a mesma discussao entre os alunos do T7 sobre calcular, ou nao, o
valor de x, porém um dos alunos do trio retomou o enunciado enfatizando o termo
“expressao algébrica” e o verbo “representar” o que levou os demais a concordarem
que nao deveriam determinar o valor de x.

Até o momento, as respostas exibidas foram previstas em nossas hipéteses,
porém a dupla D2 apresentou algo que nao esperavamos que acontecesse. A dupla
respondeu: “12”. Foi a uUnica dupla que nao utilizou variaveis para simbolizar as
sentencgas descritas em lingua natural. Adiantamos que todas as respostas dessa
dupla foram, essencialmente, numéricas. Porém, no item a), mesmo que os alunos
dessa dupla néo tenham utilizado uma variavel para representar o que era solicitado,
acreditamos que, ao apresentarem “12” como resposta, a nocao de variavel como
incégnita foi empregada por eles.

Com excecao da dupla D2, todos os estudantes utilizaram a letra x para
simbolizar a incégnita, no item a), o que demonstra a influéncia do uso que fazemos

dessa letra nos problemas e questdes abordados em sala de aula.
X
Para o item b), encontramos como respostas de D1, D5 e D6: “5 + 77,0 que

demonstra a mobilizacao da habilidade de simbolizacao G5 (simbolizar afirmagdes

X+21,
3

genéricas, regras ou métodos). O trio T7 escreveu §+7 = , mobilizando,

além de G5, a habilidade de manipulacao G4.

Durante a conversa entre os alunos do T7, no momento em que respondiam a
esse item da questdo 1, um deles comentou: “Nossa, mas € estranho fazer uma
coisa assim que nao tem igual do outro lado!” . Com isso, observamos no comentario

de um dos integrantes do trio a inseguranga ao escrever uma sentenga genérica.

Ja D3 respondeu: % +7=2".
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Em entrevista, questionamos o emprego da igualdade e o uso da variavel z no
segundo membro. A seguir, transcrevemos o dialogo que tivemos com os alunos
dessa dupla, simbolizando por D3-1 e D3-2 as falas dos dois integrantes de D3, ja
que as respostas partiram de ambos e houve até uma discussao entre eles.

PP: “O que esse z representa aqui? Por que vocés utilizaram o z? Poderia ficar s6 x
sobre ‘3’ mais 7°?”

D3-1: “Ah, é verdade!”

D3-2: “E a representacdo de qualquer niimero!”

D3-1: “O nimero € 0 x j4.”

D3-2: “E, mas é porque vai dar um numero diferente do x! ... Bom, nao
necessariamente, né?”

D3-1:E ... Acho que sim!”

D3-2: “El”

D3-1: “z é s6 o resultado que vai dar.”

A partir da discussao dos alunos, observamos que as pausas representadas
por .... demonstram intervalos em que eles pensam sobre 0 que escreveram € 0 que

estao dizendo. Percebemos, ainda, que eles chegam a um acordo, explicando que z

~ H = 13 X ” =
representa o resultado das operac¢des envolvidas na expressao §+7 e que z nao

pode assumir 0 mesmo valor que x. A fala dos integrantes de D3 demonstra que
esses estudantes interpretaram x como um numero genérico (G2), e que
estabeleceram uma relacao, por meio da igualdade formulada, entre as variaveis x e
z por eles adotadas, mobilizando, assim, G5. Apesar de tal interpretacdo, notamos

que os alunos sentiram a necessidade de escrever em sua resposta uma igualdade
. ~ X
ao invés da expressao 37t 7.
Quanto a resposta de D4, para o item b) da questao 1, encontramos em seu
X 9 . ,
protocolo: “§+7 = §+7 =3+7=10". Em entrevista, questionamos os alunos da D4

sobre o fato de substituirem o x por 9. Relemos com eles o enunciado da questao e
perguntamos:

PP: “Por que vocés substituiram o x por ‘9’ e fizeram esse calculo?”

D4: “Para confirmar!”

PP: “Para confirmar?”
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D4: “E! Porque a gente procurou um multiplo de trés para dar sempre um valor
exato.”

PP: “Mas o x s6 pode ser um multiplo de trés?”

D4: “Nao! Mas € que a gente queria um valor exato, mas néo precisa ser um valor
exato, pode ser qualquer um!®

PP: “Qualquer um?”

D4: “Espera ai, deixa eu pensar...”

PP: “Esta correto escrever que x sobre ‘3 mais ‘7’ é igual a ‘9’ sobre ‘3’ mais 7’?
Pensem no que vocés escreveram aqui.”

D4: “x nao pode ser zero! ... Ah, ndo! Pode ser! Nao pode ser embaixo.”

D4: “Na verdade, x pode ser qualquer valor. A gente sb quis comprovar, por isso
usamos o ‘9".”

PP: “Vocés quiseram comprovar dando um exemplo?”

D4: “E! E nés queriamos um nimero exato!”

Analisando a fala dos alunos da dupla D4, notamos que “nimero exato” se
referia a um nuamero inteiro. Além disso, observamos que para eles x poderia
assumir qualquer valor, mas, no papel, substituiram um unico valor para x de forma
que pudessem apresentar como resposta um namero inteiro .

Percebemos, assim, a necessidade dos alunos de encontrar um valor para a
variavel em questao, ou ainda, um resultado numérico para as operacgdes realizadas
com a variavel x. Nos estudos de Tinoco et al (2007, p. 14) com alunos de 62, 7% e 82
séries do Ensino Fundamental encontramos resultados semelhantes; os autores

pontuam:

Em geral, os alunos nao parecem admitir que o resultado de uma
contagem, de uma operagao ou de uma medi¢ao possa ser dado por uma
expressdo algébrica, principalmente se esta expressao tiver mais de um
termo. Dai a freqliéncia de respostas nas quais a variavel é substituida por
um valor numérico, pelos mais diversos critérios.

Ja os alunos de D2 responderam no item b): “6+3 = 2+7 = 9”. Na gravacgao
da discussao ocorrida no momento em que respondiam a questdao 1, observamos
que a dupla decidiu “pular” esse item e ir para o préximo. Apds terem respondido o
item c), os alunos voltaram para o item b) e um deles achou que esse tinha relagao
com o numero 144 que aparecia no item a). Imediatamente, o outro discordou. Apds

mais um tempo de discussao, os estudantes chamaram a professora-pesquisadora:
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“Professora, essa questdo aqui ‘representar um numero dividido por 3 somado a 7’.
Nés nao entendemos!”

A professora leu, com os integrantes de D2, o enunciado da questao, olhou o
que eles haviam respondido nos itens a) e c¢) e disse que deveriam representar o
que estava sendo solicitado, assim como pensaram numa representagdo para os
itens a) e ¢). Novamente, os alunos nao pensaram numa representacéo envolvendo
variaveis, e sim apenas numeros. No item c), os integrantes de D2 responderam:
“10+5=15".

Nao podemos justificar as respostas da dupla D2, encontradas na questao 1,
como respostas que foram dadas sem atencdo ao que estava sendo solicitado;
como haviamos cogitado a principio; pois 0s alunos demonstraram um padrao de
reposta, todas elas foram numéricas. Antecipamos que, no protocolo dessa dupla,
apenas as respostas dos alunos para a questao 3 e para o item a) da questao 6
apresentam o emprego de variaveis, as demais respostas sdo todas numéricas,
mesmo em situacdes nas quais 0 uso de uma variavel é necessario para representar
a solucao da questao.

No artigo The notion of variable in semiotic contexts different, Malisani (2002)
traz resultados sobre uma de suas pesquisas desenvolvidas com alunos de 16 a 18
anos de idade, faixa etaria correspondente a de nossos alunos no Ensino Médio,
destacando que, para esses alunos, a linguagem natural e/ou aritmética impera
como sistema simbolico em auséncia de um adequado dominio da linguagem
algébrica.

Podemos observar que os resultados encontrados por Malisani (ibid) sao
corroborados nas respostas dos alunos da dupla D2, pois identificamos que esses
estudantes ndo tém o dominio da linguagem algébrica, fazendo da linguagem
natural, e/ou aritmética, sua Unica forma de comunicagdo e expressao em
Matematica.

113

As demais duplas e o trio T7 responderam para o item c) “x = 15 + y”,
mobilizando, assim, F6 (simbolizar uma relacdo baseando-se nos dados da
questao).

Essa resposta corresponde a uma de nossas hipéteses sobre as possiveis
solucdes dos alunos para esse item da questdo 1, porém pensamos que alguns
tentariam determinar os valores de x e y, 0 que ndo aconteceu. Tal fato, demonstra

que todos os alunos, com excegao dos integrantes de D2, interpretaram x e y como
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variaveis relacionadas, simbolizando-as dessa forma, provavelmente, por influéncia
do uso de tais letras nos problemas e questdes abordados em sala de aula.
Resumidamente, notamos, a partir da analise das respostas dos alunos
apresentadas na questdo 1, que a maioria ndo apresentou dificuldades para
simbolizar as sentengas dadas em lingua natural. Eles utilizaram variaveis como
incégnitas, numeros genéricos e em relacao funcional, demonstrando, assim, que as
habilidades de simbolizacéo 15, G5 e F6, necessarias a compreensao do conceito de
variavel, podem ser mobilizadas pela maioria dos estudantes sem dificuldades.
Porém, observamos que, no momento de simbolizar afirmagcdes genéricas
(G5), os integrantes das duplas D3 e D4 sentiram a necessidade de utilizar o sinal
de igualdade demonstrando a busca por algum resultado. Podemos, também, notar
tal fato na fala de um dos integrantes de T7: “Nossa, mas € estranho fazer uma coisa
assim que nao tem igual do outro lado!”. Com essa observacéao, identificamos que,
das habilidades de simbolizacdo apresentadas no modelo 3UV, G5 deveria ser mais
explorada nas atividades de ensino e aprendizagem matematica. Com base na
analise do material didatico utilizado, ao longo do Ensino Médio, pelos alunos que
participaram de nossa pesquisa, notamos que a maioria dos exercicios e problemas
propostos ja apresentava, em seus enunciados, igualdades ou desigualdades, ou,
entéo, exigia em sua resolugdo o emprego de sinais como =, >, < na formulagao de

sentengas algébricas necessarias ao desenvolvimento das questdes.

4.2 QUESTAO 2

Reproduzimos, abaixo, a questao 2 .

Questao 2: Para cada uma das seguintes expressdes, determine quantos valores as letras

apresentadas podem assumir. Dé exemplos desses possiveis valores.

a) y=y
b) 7y*=2x-5
c) t+3

Pretendiamos, com essa questdo, analisar a interpretacdo dos alunos a

respeito das variaveis X, y e t, isto &, identificar qual uso (incoégnita, niumero genérico,
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variaveis relacionadas) da variavel estaria sendo admitido pelos alunos, em cada
item da questdo. Procuramos, também, com os dados obtidos por meio do
questionario e das entrevistas realizadas identificar quais seriam os dominios de
variacado que, possivelmente, estariam sendo considerados pelos alunos para as
variaveis presentes na questdo. Pontuamos que, para alcancgar esse ultimo aspecto
de nosso objetivo, as entrevistas foram fundamentais, pois as falas dos alunos
revelaram mais sobre 0s conjuntos numéricos considerados como campos de
variacao para x, y e t do que os dados que encontramos nos protocolos.

Além das habilidades de interpretacdo G2 (interpretar um simbolo como uma
entidade genérica ou indeterminada que pode assumir qualquer valor), F1
(reconhecer a correspondéncia entre as variaveis relacionadas) e F4 (reconhecer a
variacdo conjunta das variaveis envolvidas em uma relacdo), a questdao 2 envolve
habilidades de manipulacdo necessarias, no item b), para que se possa encontrar
possiveis valores para as variaveis relacionadas, x e y. Tais habilidades foram
citadas em nossa andlise preliminar e podem ser reconhecidas, mais adiante, nas
diferentes estratégias utilizadas pelos alunos na busca desses possiveis valores.

Vejamos, a sequir, o protocolo da dupla D1, no que se refere a essa questao.

Questdo 2: Para cada uma das seguintes expressoes, determine quantos valores as

letras apresentadas podem assumir. Dé exemplos desses possiveis valores.

a)y=y

Fhrites vadows wormescerplos:1=4,434= "2 _13=-43._,

b) 7y =2x-5
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Orrples: ()20, -5 _bcz,(_ 4. =dr=6 #(;z) 'Qx—';‘):b;)g'é?x -2
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Quadro 6. Protocolo da dupla D1- Questao 2.

As respostas de D1, para os itens a) e c¢), foram, em parte, ao encontro das

hipéteses que levantamos no momento da andlise preliminar das questdes.
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Pensamos que os alunos escreveriam “infinitos”, porém nao imaginamos que
utilizariam igualdades para dar os exemplos. Notamos, novamente, a necessidade
dos estudantes de apresentar um resultado ap6s o sinal de igual, mesmo que no
enunciado ndo apareca uma igualdade, como é o caso do item c).

Apesar de os alunos citarem que as variaveis y e t poderiam assumir infinitos
valores (G2), ao escreverem os exemplos utilizaram igualdades para fazé-los o que
nos faz pensar que o uso da variavel como incognita, para esses alunos, € muito
mais significativo que o de numero genérico. Porém, observamos que no item b) a
presenca de duas varidveis, numa unica equacdo, fez com que os alunos
pensassem na relacdo de dependéncia entre elas demonstrando que a visédo
estatica apresentada nas respostas dos itens a) e ¢) adquiriu, nesse item, um certo
dinamismo, 0 que nos leva a concluir que os integrantes dessa dupla mobilizaram as
habilidades de interpretacdo F1 e F4, isto é, perceberam a correspondéncia e
dependéncia entre as variaveis x e y e sua variagcao conjunta. Para dar exemplos, a
dupla atribuiu y como variavel independente e x dependente. Assim, estabelecendo
alguns valores para y os alunos calcularam, em seguida, os correspondentes valores
de x, mobilizando, dessa forma, as habilidades de manipulagédo F2 e 14; como
haviamos previsto em nossa andlise preliminar.

Em entrevista com essa dupla, questionamos se haviam pensado que as
varidveis dadas na questao poderiam representar niumeros irracionais, e a resposta
foi ndo. Os alunos disseram: “Nés s6 pensamos nos numeros inteiros e nas fracoes.”

Transcrevemos uma parte do dialogo que tivemos com a dupla:

PP: “Analisando o que vocés responderam para o item b), percebi que vocés
atribuiram alguns valores para y e depois calcularam os de x. Em algum momento
vocés pensaram em fazer o contrario, jogar valores para x e calcular os de y?”
D1: “Nao!”
PP: “Por que isso? Se estivesse escrito ‘2x -5 = 7y?, vocés acham que teriam feito o
contrario?”
D1: “Acho que sim!”
PP: “Entdo vamos pensar sobre isso agora. O x poderia ser zero?”
D1: “Sim!”
PP: “Vamos calcular entao!”
Fizemos o célculo com os alunos e mesmo antes de termina-lo um deles ja se

manifestou.
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D1: “Ah, ndo! Daria negativo e ndo existe raiz quadrada de numero negativo!”
PP: “Se né6s estivermos pensando nos reais isso ndo é valido. Entdo, tudo
dependeria de como vocés estao olhando essas variareis, vocés chegaram a pensar
nos numeros complexos quando comecaram a atribuir valores?”
D1: “Nao!”
Sobre o item c), perguntamos durante a entrevista:
PP: “O que significa t igual a alfa?”
D1: “Ai, ndo era alfa, era infinito! A gente esqueceu de arrumar.”
PP: “Infinito € um namero?”
D1: “Pode ser qualquer niumero!”
PP: “Pode ser qualquer niumero? Entao, representa qualquer nimero?”

Antes de responder a essa questdo, houve uma pausa, os alunos pensaram
durante alguns instantes e depois um deles manifestou um “sim” bem timido.

Analisando as respostas dadas pelos alunos, percebemos, de forma geral,
que a dupla D1 pensou no conjunto dos racionais como dominio de variagédo para as
variaveis presentes na questao 2.

Devido a utilizacdo do simbolo * nas respostas dos alunos, resolvemos,
entdo, conversar um pouco sobre o infinito, porém sem a pretensao de elucida-lo em
poucas palavras, pois sabemos o quanto ele é abstrato, e, a0 mesmo tempo,
fascinante. Mas acreditamos que esclarecemos que o simbolo de infinito ndo pode
ser utilizado para representar um elemento de um conjunto numérico, seja ele qual
for, e que a nocao de infinito é utilizada quando nos referimos, por exemplo, a certos
conjuntos, como o conjunto dos numeros reais. Indicamos a leitura da revista
Scientific American, n° 15, cujo titulo é As diferentes faces do infinito e citamos,
resumidamente, o conteudo de alguns artigos que os alunos poderiam encontrar
nessa edicao da revista.

Quanto as respostas de D2, para o item a) da questao 2, encontramos: “1=1
infinito”. No item b), os alunos responderam: “29”; e, para o item c), escreveram: “5”.
Ao ouvirmos a gravacado da discussao entre os alunos durante a resolugdo das
questdes, notamos que eles “pularam” a questdo 2 quando se depararam com 0s
itens b) e c) e, apds responderem as demais questdes, voltaram ao problema
deixado para tras e escreveram “29” e “5”, respectivamente. Em entrevista, os

alunos disseram que nao sabiam o que responder nesses itens e para nao deixar
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em branco escreveram tais respostas. Nao apresentaram nenhuma justificativa, por
meio de célculos, para as respostas apresentadas. Conversamos com 0s alunos e
percebemos que interpretaram as variaveis, presentes na questdo, como numeros
inteiros positivos. Os alunos ndo observaram nenhuma relagdo entre as variaveis x e
y, dadas no item b), e pouco quiseram falar durante a entrevista. Assim, notamos
que os integrantes dessa dupla ndo mobilizaram as habilidades de interpretacao G2,
F1 e F4 necessarias para responder a questao 2.

A dupla D3 apresentou, para o item a), algo semelhante ao que foi
encontrado no protocolo de D1. Novamente, encontramos igualdades nos exemplos

citados. Trazemos, a seguir, 0 protocolo de D3.

Questdo 2: Para cada uma das seguintes expressoes, determine quantos valores as
letras apresentadas podem assumir. D& exemplos desses possiveis valores.

a)y=y

\ £ 8
mnm{os valolfes, €x. 9:=9 /5592=1522/22=28/ S .3
b) 7y* =2x—5

y:& [Y:l
SP.T . adeite whinitos wbwe, £ =2y [ x-¢
c)t+3
] U

Quadro 7. Protocolo da dupla D3 — Questao 2

Com relagdo ao item a), observamos que, apesar de os alunos néao
apresentarem, nos exemplos, numeros complexos, durante a conversa entre eles,
citaram esses numeros. Disseram que y poderia assumir qualquer valor, podendo,
até mesmo, ser um numero complexo. Assim, notamos que os integrantes dessa
dupla interpretaram y como um numero genérico (G2) cujo dominio de variacdo
poderia ser o0 conjunto dos complexos.

Sobre o item b), em entrevista com os alunos, perguntamos:

PP: “O que é S.P.I?”
D3: “Sistema Possivel e Indeterminado.”
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PP: “E isso é um sistema?”

D3: “Hahaha.... E verdade, né? E uma equacéo, né!”

PP: “Vocés atribuiram primeiro alguns valores para y e ai fizeram os calculos para
determinar quais eram os valores de x correspondentes?”

D3: “Sim!”

PP: “Nesses exemplos, vocés pensaram em que numeros, s6 em numeros inteiros?”
D3: “E, na verdade a gente colocou que era infinitos valores.”

PP: “Mas em que conjuntos vocés pensaram?”

D3: “Acho que caberia qualquer conjunto ai. E, ... até os complexos caberia.”

PP: “Vocés pensaram em atribuir valores a y para calcular os de x, poderia ser o
contrario?”

D3: “Claro!”

PP: “Entao eu vou atribuir um valor para x, por exemplo, ‘1’. E ai, 0 que acontece?

Sem hesitar, um dos alunos de D3 respondeu:

D3: “Vai dar um numero complexo!”
PP: “E isso é possivel?”
D3: “E possivel!”

Deixamos em aberto, na questao 2, o dominio de variacdo de x, y e t, para,
justamente, identificar quais seriam o0s possiveis valores que estariam sendo
admitidos pelos alunos para tais variaveis. Podemos deduzir, pelas respostas
encontradas, que os integrantes de D3 entenderam que o dominio de variacéo de y
era o0 conjunto dos numeros complexos. O que nos leva a concluir que, para esses
alunos, x poderia representar um numero real ou, ainda, um complexo. Assim,
notamos que os integrantes dessa dupla mobilizaram as habilidades de
interpretacdo F1 e F4, e as habilidades F2 e 14 para determinar, no item b), alguns
possiveis valores para x e y. Quanto a resposta dada ao item c¢), em entrevista, um
dos alunos da dupla D3 mostrou-se indignado com a expressao “t+3”.

Transcrevemos o dialogo estabelecido, denominando por D3-1 e D3-2 cada
um dos alunos da dupla.

PP: “E aqui, no item c), vocés escreveram: ‘Nao ha resolucdo, pois ndao ha
igualdade.”

D3-1: “Isso! Nao tem o igual, entdo pra mim nao é nada!”

PP: “Esse t € nada?”
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D3-1: “t +3’, se vocé nao pde uma igualdade eu acho que .... toda equacao tem uma
igualdade, um igual, um menor, ou maior, ou menor igual, maior igual, algum sinal
para vocé poder sair dai.”

D3-1: “O t pode ser qualquer valor, mas vocé nao pode jogar nada se ndo tem uma
igualdade.”

D3-1: “Mas se vocé fala ‘t mais trés igual a zero’, ai, sim, vocé joga um numero para
dar zero!”

PP: “Nesse caso, vocé tem um valor especifico para t.”

D3-1: “Exatamente!”

D3-2: “Pode ser qualquer coisa!”

D3-1: "Ai gente, se ndo tem uma igualdade, pra mim, nao significa nada.”

Percebemos a necessidade do aluno de encontrar um resultado para a
variavel t, e como esta ndo se encontrava numa equacao, entdo a conclusao foi de
que t ndo poderia representar nada. Tal necessidade mostra a influéncia do uso da
varidvel como incognita, o qual, sem duvida, € mais explorado nos problemas
abordados em sala de aula do que aqueles em que a variavel € apresentada como
namero genérico em expressoes como “t +3”.

Ao analisarmos o material didatico utilizado pelos alunos que participaram de
nossa pesquisa, encontramos exercicios envolvendo expressdées genéricas no
momento em que os estudantes estdo recordando casos de fatoracdo para
posteriormente aplica-los nos exercicios que envolvem simplificacdo de expressdes
algébricas, ou, ainda, naqueles em que é exigida apenas a manipulacao dessas
expressdes. Porém o sinal de igualdade esta presente na maioria deles, indicando
que o aluno deve fazer alguma manipulacdo, ou algum célculo para encontrar um

resultado, mesmo que esse seja uma expressdo. Vejamos alguns exemplos:

Simplifique as fragdes, supondo cada denominador diferente de zero:
) 5x2-5 _

X2 - 2X +1

X2 +Xy+X+Y

by ———=
) x? -1

Desenvolva a expresséo (a-1 )(a2+a+1) usando a propriedade distributiva.

Quadro 8. Exercicios retirados do material didatico da escola em que foi desenvolvida esta

pesquisa.
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Assim, é natural que a expressao “t+3” causasse estranheza aos alunos, pois
esses nao tiveram a oportunidade de lidar com problemas em que a variavel fosse,
de fato, explorada como um numero genérico, limitando-se apenas ao trabalho de
manipulagdo de expressdes genéricas e ao desenvolvimento de exercicios em que 0
emprego de procedimentos aritméticos e algébricos é suficiente para sua resolugao.

Em uma de suas pesquisas, os resultados encontrados por Trigueros e Ursini
(2001) mostraram que nem todos os professores fizeram diferenciagées dos usos da
varidvel como incognita e niamero genérico € que em uma expressao algébrica
adicionavam o sinal de igual transformando-a numa equacgao para encontrar o valor
da varidvel em questdo (G2 transformado em 12%). Os alunos da dupla D3 nio
fizeram isso, mas demonstraram nos didlogos que “ndo aceitaram” a expressao
algébrica “t+3” e que interpretaram t como uma incégnita, a qual sé nao foi
determinada, porque ndo havia uma igualdade.

Ja a dupla D4 adotou a mesma estratégia que os professores que
participaram da pesquisa de Trigueros e Ursini. A resposta dessa dupla, para o item
c), foi:

$L+3:0
c)t+3 't':"'?.‘f %LW |

Quadro 9. Protocolo da dupla D4 — Questao 2 — item c)

Novamente, podemos observar a influéncia do uso da variavel como incdgnita
na aprendizagem matematica desses alunos. Apesar de admitirem que a varidvel t
poderia assumir infinitos valores, o que corresponderia a interpretacdo dessa
variavel como numero genérico (G2), no momento de apresentar um exemplo, 0s
estudantes recorrem a uma igualdade, demonstrando, assim, a necessidade de
encontrar um valor especifico para t (12). As demais respostas dessa dupla trazem
dados semelhantes aos que ja citamos, porém, para o item b), D4 escreveu:

“y = infinitos valores, x # 0 todos os outros valores.”

* 12- interpretar o simbolo que aparece na equacdo, como um ente que pode assumir valores
especificos; G2: interpretar um simbolo como uma entidade genérica ou indeterminada que pode
assumir qualquer valor.
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Os exemplos dessa dupla, para o item em questdo, envolveram apenas
nameros inteiros, como os exemplos dados por D3. Durante a discussao entre os
integrantes da D4, no momento da resolucdo da questao 2, notamos que excluiram
o zero do dominio de variagdo de x, pois disseram que “7y*” teria que dar um
resultado positivo. Um dos alunos da dupla comentou, enquanto pensava em x igual
a zero: “s6 se y for complexo.” Apds toda a discussao, os alunos decidiram excluir o
zero do campo de variacdo de x admitindo, assim, que o dominio das variaveis nao
seria 0 conjunto dos complexos. Em entrevista, notamos que os alunos pensaram
em X € y como variaveis reais.

Da mesma forma, encontramos no protocolo da D5 respostas equivalentes as
que foram apresentadas nos protocolos das duplas D3 e D4. No entanto, no item b),
a dupla D5 atribuiu apenas numeros impares a variavel y. Em entrevista,
questionamos os alunos dessa dupla sobre tal fato:

D5: “Se a gente colocasse o y como um numero par as contas ficavam horriveis,
dava umas fracdes, e ai a gente ignorou.”

PP: “Vocés pensaram em numeros negativos?”

D5: “Nao!”

PP: “Vocés pensaram em atribuir valores para o x € a partir dai calcular os de y?”
D5: “Sim, mas ai a gente fez e deu fragédo, e entdo a gente ignorou.”

PP: “Mas vocés consideram que essas fracdes sdo validas? Ou seja, x e y poderiam
representar fracées?”

D5: “Sim, poderiam.”

Notamos, novamente, a preferéncia dos alunos pelos nuameros inteiros e
positivos. Na ocasido da resolugdo do questionario, D5 admitiu como dominio das
variaveis, x e y, apenas o conjunto dos inteiros positivos.

Observamos, também, que quando os alunos dessa dupla se depararam com
o item c), que apresentava a sentenga “t+3”, ficaram intrigados, assim como 0s
integrantes de D3, e nos chamaram para perguntar se nao deveria ser uma
igualdade. Dissemos que a sentenca era “t+3” e nada mais. Os estudantes
continuaram demonstrando duvida. Deixamos, entdo, que pensassem sobre esse
item sem dizer mais nada. Nos exemplos, eles apresentaram igualdades como “t =
17, “t = 5” e escreveram “« valores”.

Tal fato reforca o que ja destacamos anteriormente, ou seja, a influéncia das

praticas de ensino na formacdo do conceito de variavel pelos alunos que
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participaram de nossa pesquisa. Em sua grande maioria, os problemas abordados
em sala de aula exploram o uso da variavel como incégnita, sendo, portanto,
necessaria a presenca de problemas em que as variaveis possam assumir o papel
de numero genérico, ou seja, problemas envolvendo generalizacbes da aritmética,
para que os estudantes possam compreender e aceitar expressdes genéricas como
“+3.

A dupla D6 apresentou dados com caracteristicas diferentes daquelas
apresentadas nos outros protocolos. Vejamos o protocolo de D6.

Questao 2: Para cada uma das seguintes expressdes, determine quantos valores as

letras apresentadas podem assumir. Dé exemplos desses possiveis valores.

a)y=y

dedeh B vdlEuwy . o 0,0L= 0,04

b) 7y’ =2x -5
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Quadro 10. Protocolo da dupla D6 — Questao 2.

Notamos que, no item a), o exemplo dado foi escrito por meio de uma
igualdade, o que demonstrou, a principio, que os alunos da D6 interpretaram a
varidvel y como uma incégnita. Porém, na discussdo que ocorreu durante a
elaboracao da resposta, percebemos que os integrantes da dupla associaram a
variavel y a conjunto numérico e pensaram até mesmo no conjunto dos numeros
complexos. Observemos o didlogo entre os alunos.

D1-6: “Nossa, y igual a y, pode ser milhares!”
D1-6: “Pode ser qualquer niumero! Porque um numero é sempre igual a ele mesmo!”

D2-6: “Escreve o que, entdao?”



79

D1-6: “Coloca ‘qualquer numero’, ou ‘todos os conjuntos’? Conjunto dos complexos.”
D2-6: “E, poderia ser!” (risos)

D1-6: “Pde ‘todos os conjuntos’?”

D1-6: “Pde 'todos os valores’.”

Notamos, através do didlogo entre os estudantes, que, para eles, o dominio
de variacao de y poderia ser qualquer conjunto numérico, inclusive o dos complexos,
dessa forma, a dupla D6 interpretou a variavel y como um nimero genérico (G2).

Ja no item c¢), o exemplo dado por D6 ndo apresenta igualdade, reforcando a
percepcdo da variadvel como um numero genérico. Novamente, os alunos
dispensaram um tempo discutindo o que escrever como resposta para esse item, e 0
dialogo foi parecido com o que transcrevemos acima.

Observamos, neste ponto da analise, que as conversas entre os alunos,
durante a resolugcdo das questdes, trouxeram dados valiosos para complementar
aqueles que encontramos no papel e que sem esses dados nao conseguiriamos
identificar quais foram os possiveis dominios de variagao considerados pelos alunos
para as variaveis apresentadas na questao 2.

Dentre as respostas dadas pela dupla D6, a que mais nos chamou a atencao
foi a do item b). Os integrantes de D6 foram os Unicos a escreverem o dominio real
de variagcao de x, expressando-o em lingua natural.

Quando entrevistamos a dupla, notamos que os alunos haviam reconhecido a
correspondéncia (F1) e dependéncia entre as variaveis x e y e que mobilizaram as
habilidades F2, F3 e F4° encontrando, assim, o dominio de variagdo das variaveis
relacionadas. Porém, o termo “qualquer valor” dificultou nossa interpretacdo do
dominio de variacdo considerado, por eles, para as variaveis x e y. E mesmo durante
a conversa gravada entre os integrantes da dupla, na ocasido da resolucdo do
questionario, nao conseguimos identificar quais seriam os conjuntos de variagao por
eles considerados. Entdo, decidimos fazer algumas perguntas na entrevista para
que pudéssemos esclarecer nossa duvida. Questionamos os estudantes sobre como
chegaram ao “2,5” e um deles respondeu:

> F1: reconhecer a correspondéncia entre as variaveis relacionadas independentemente da
representacao utilizada (tabelas, gréficos, problemas verbais, expressdes algébricas); F2- determinar
0s valores da varidvel dependente dado o valor da independente; F3: determinar os valores da
variavel independente dado o valor da dependente; F4- reconhecer a variagdo conjunta das variaveis
envolvidas em uma relacdo independentemente da representagdo utilizada (tabelas, graficos,
expressdes analiticas).
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D6: "E porque tem o cinco subtraindo, entdo se eu colocar um valor que dé menor do
gue cinco vai ficar negativo e como o y estd ao quadrado néao pode dar um resultado
negativo.”
PP: “Vocés pensaram em y como sendo um numero real?”
D6: “E, 0 y pode ser qualquer valor!”
PP: “Mas o que significa qualquer valor? Poderia ser um niumero complexo?”
D6: “Sim, mas aqui ndés ndo pensamos nos complexos, sé nos reais.”

Com base nesse didlogo, identificamos, assim, que os alunos de D6
interpretaram, no item b), x e y como variaveis reais.

Analisando a resposta do trio T7 para a questao 2, no que se refere ao item
a), percebemos que os alunos nao utilizaram igualdades, o que demonstra a
interpretacdo da variavel y como um numero genérico (G2). No didlogo, durante a
elaboracdo da resposta do item a), pontuamos que um dos alunos, apés ler o
enunciado da questao respondeu, imediatamente: “Reais!”. Em seguida, um outro
aluno completou: “Complexos!”, e, por fim, o terceiro integrante da dupla disse:
“Infinitos!”. Houve, entdo, uma discussado sobre o que escreveriam como resposta e,

apds chegarem a um acordo, os alunos apresentaram os seguintes dados:

Questéo 2: Para cada uma das seguintes expressdes, determine quantos valores as
letras apresentadas podem assumir. Dé exemplos desses possiveis valores.
a)y=y

wiknei it et %W - i
; =

Quadro 11. Protocolo do trio T7 — Questao 2- item a).

Notamos, pelos exemplos citados, que os estudantes interpretaram y como
uma variavel que poderia assumir valores reais, e observamos, ainda, na fala de um
dos integrantes do trio T7, que esse considerou que tal varidvel poderia representar
um namero complexo.

Em entrevista, com os alunos do trio, questionamos a resposta dada no item
b). Os alunos disseram que haviam atribuido alguns valores a y para a partir dai
calcular os valores de x, mas que nao haviam pensado o contrario. Talvez, devido ao
fato de aparecer primeiro na equacao a variavel y e depois a variavel x, ou ainda,
pela influéncia que a letra x representa nos problemas e questdes que 0s alunos tém
o habito de resolver; ja que x, geralmente, € a letra utilizada para simbolizar a
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incégnita de um problema, ou seja, o valor a ser determinado, entdo, nada mais
natural do que determinar o valor de x.
Vejamos parte do diadlogo dos alunos, enquanto discutiam o item b), e, ainda,

sua resposta para o item c).

b) 7y’ =2x-5
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Quadro 12. Protocolo do trio T7 — Questao 2 - itens b) e ¢).

T7-1:"Que loucura isso!”

T7-2: “Olha, y e x sdo numeros diferentes!”

T7 -1: “Entao pbe qualquer coisa!”

T7-3: “Ah, &?I”

T7-2: “E, acho que sim!”

T7-3: “Sera que nao tem que passar tudo para o mesmo lado?”

T7-2: “Calma... pode ser qualquer valor, qualquer coisa! Se a gente determinar um
valor para uma das incognitas conseguimos calcular o valor da outra.”
T7-3: “E verdade!”

T7-1: “E claro que é verdade!”

T7-2: “Mas a gente tem que fixar uma e calcular a outra.”

T7-1: “E, ébvio, porque uma depende da outra!”

Notamos que os alunos reconheceram a correspondéncia entre as variaveis (F1),
porém n&o visualizaram o intervalo [5/2, <[ como um possivel campo de variacdo de
X, apenas disseram, durante a entrevista, que y poderia assumir qualquer valor real,
pois estava elevado ao quadrado.

Perguntamos, durante a entrevista, se, no item b), eles haviam pensado em
numeros complexos, e a resposta foi: “Nao, a gente nem parou para pensar nisso, a
gente foi jogando valores e calculando.”

A busca por um resultado mostrou-se clara nos dialogos dos alunos e também
nos calculos que apresentaram. Assim, apesar de observarem a dependéncia e

correspondéncia entre x e y (F1), e interpretarem tais variaveis como nameros reais
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notamos que os integrantes de T7 trataram x e y como incognitas, agindo
mecanicamente em busca de resultados numéricos, de forma pontual. Com isso,
tiveram certa dificuldade de reconhecer a variagdo conjunta de tais variaveis € nao
explicitaram o intervalo [5/2, <[ como o campo de variacdo de x (F5).

J& no momento em que os alunos chegaram ao item c), houve o seguinte
comentario:

T7-1: “t mais trés? Isso ndo tem uma igualdade?”

T7-2: “E, acho que tem algum erro!”

T7-1: “Professora, aqui nao tem igualdade?”

PP: “N&o. E isso mesmo, t mais trés!”

T7-1: “Ah, tal”

T7-2: “Que bom! t mais trés!” (risos)

T7-3: “Entdo vamos colocar qualquer valor, infinitos!”

T7-1: “Espera, vamos ler o enunciado de novo para ver se nao tem alguma
pegadinha.”

ApGs uma pausa, o mesmo aluno que levantou a duvida, respondeu:

T7-1: “Ah, acho que esté certo.... sei la. Vamos colocar os exemplos!”

Novamente, percebemos a inseguranca dos alunos frente a uma sentenca
genérica. A auséncia do sinal de igual, na sentenca dada, perturbou os integrantes
do trio T7, e esses preferiram citar como exemplos apenas numeros inteiros
positivos, ao contrario do que fizeram no item a), onde a igualdade trouxe certa
seguranca aos alunos.

Apesar dos exemplos, encontrados no protocolo de T7 para o item c), serem
apenas numeros inteiros, seus integrantes admitiram, em entrevista, que t poderia
assumir qualquer valor real ou, ainda, ser um numero complexo. Sobre esse item,
um dos alunos do trio comentou: “Nés escolhemos para citar como exemplos
nameros que gostamos mais. Cada um de nés escolheu um.”

De forma resumida, observamos que o item c), da questdo 2, foi o que trouxe
mais duvidas e inseguranca aos alunos. Muitos acharam que deveria haver uma
igualdade para que a expressado “t+3” pudesse fazer algum sentido. Alguns nao
aceitaram tal expressdao como uma afirmacao valida. Esse foi o caso da dupla D3
que escreveu: “ndo ha resolugao, pois ndo ha igualdade”. Outros, acrescentaram o
sinal de igual em busca de um resultado, ou melhor, de um valor especifico para t,

como fizeram os integrantes da D4. Pontuamos, ainda, que na maioria dos
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exemplos citados pelos alunos houve a utilizacdo de igualdades para representar os
possiveis valores que a variavel t poderia assumir. Os Unicos que nao utilizaram
igualdades foram os alunos da dupla D6 e os integrantes do trio T7. Acreditamos
que essa falta de interpretacdo da variavel como um numero genérico e a
estranheza que uma expressao genérica como “t+3” causou aos alunos estao
relacionadas ao processo de ensino e aprendizagem, e aos problemas e exercicios
propostos no material didatico utilizado por esses estudantes, o qual ndo apresenta
questdes que explorem a andlise e interpretacdo de expressdes genéricas como a
que citamos.

Além disso, observamos que a interpretacdo dos alunos sobre o dominio de
variacdo das variaveis, apresentadas na questdo, vai do conjunto dos naturais ao
dos complexos. A maioria dos alunos demonstrou sua preferéncia pelos niumeros
inteiros e positivos, utilizando-os em seus célculos e exemplos. Porém, alguns
estudantes admitiram em suas falas que o conjunto dos reais, e, também, o dos
complexos, poderiam ser campos possiveis de variacdo de x, y e t. Apesar de
admitirem tal possibilidade, apenas o trio T7 apresentou um exemplo mais ousado,

escrevendo no item a) “+/m”. Tal fato pode demonstrar que, em sala de aula, a
utilizacao dos numeros reais e complexos ainda € pouco explorada nas questdes e
problemas trabalhados, o que justifica a preferéncia dos alunos pelos inteiros.

4.3 QUESTAO 3

Transcrevemos, abaixo, a questao 3.

Questdo 3: Considere a fungdo polinomial do 2° grau f(x) = x* - 6x + 8, definida em R com
valores em R, representada no grafico abaixo.

Determine as abscissas a, b e x. ilustradas na figura abaixo.




84

Pretendiamos com essa questdo verificar a interpretacdo dos alunos a
respeito das variaveis a, b, x e X., € 0s procedimentos utilizados por eles na
manipulagdo dessas variaveis. Assim, observamos quais relagbes o0s alunos
estabeleceram entre as incognitas a, b e X e as variaveis da fungéo polinomial do 2°
grau, dada por f(x) = X — 6x + 8, e analisamos a influéncia da representacao grafica
na interpretacdo dos estudantes a respeito dessas variaveis. Essencialmente, a
questdao 3 envolve o uso da varidvel como incognita, porém é necessario que o
aluno mobilize a habilidade de interpretacdo F1, ou seja, que ele reconheca a
correspondéncia e dependéncia das variaveis presentes numa relacao funcional e
que determine o valor da varidvel independente dado o da dependente (F3).

Apresentamos, abaixo, o protocolo da dupla D1 com suas respostas para a

questao 3.

Questio 3: Considere a fungéo polinomial do 2° grau f(x) = x* - 6x + 8, definida em R
com valores em R, representada no grafico abaixo.

Determine as abscissas a, b e x¢ ilustradas no grafico.
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Quadro 13. Protocolo da dupla D1 — Questao 3.

Observamos que D1 determinou, pelo procedimento da soma e produto, as
raizes da funcao dada (l4), denominando por x’e x'~ tais raizes, como haviamos
previsto em nossa analise preliminar das questdes, e, no momento de apresentar a
resposta final, trocaram x'e x” por a e b, respectivamente, interpretando, assim, as
raizes da equagao como os zeros da fungdo denominados por a e b (12).

Para tanto, os alunos mobilizaram, além de 12 (interpretar o simbolo que

aparece na equacao, como um ente que pode assumir valores especificos), as
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habilidades de interpretacdo F1 (reconhecer a correspondéncia entre as variaveis
relacionadas independentemente da representacao utilizada) e 11 (reconhecer e
identificar numa situacédo-problema a presencga de algo desconhecido que pode ser
determinado considerando as restricobes do problema), e as habilidades de
manipulacdo F3 (determinar os valores da variavel independente dado o valor da
dependente) e 14 (determinar o termo desconhecido que aparece na equagao
executando as operagdes algébricas e/ou aritméticas requeridas).

Essa dupla mostrou em sua resposta algo que ndo haviamos pensado em
nossa analise preliminar. Os alunos esbocaram uma outra parabola e marcaram no
gréfico, entre b e x¢, “1”.

No momento em que discutiam o calculo de x¢, um dos alunos da dupla falou:
D1-1: “Eu ndo sei explicar, mas acho que é assim, aqui vale ‘1’, porque ndo parece
que esta no meio?”

D1-2: “E, mas como vocé vai justificar?”

D1-1: “Entdo, esse é o problema, eu acho que é isso, mas nao sei explicar. Tem
uma férmula para calcular esse ‘x;’, mas eu nao lembro. Ele estaria no ‘5.”

D1-2: “E, seria o vértice.”

D1-1: “E! Entendeu o que eu quis dizer?”

D1-2: “Entendi!”

D1-1: “Aqui, com certeza, é ‘1’ O que vocé acha?”

D1-2: “Eu acho que se estiver certo, a gente ta no caminho certo!”

Notamos pelo dialogo entre os alunos de D1 que a representagao grafica foi
decisiva no momento em que pensavam no célculo de x.. A partir da andlise do
grafico, os alunos agiram de forma intuitiva. Demonstraram consciéncia de que s6 a
intuicdo n&o bastava, pois disseram que nao sabiam como justificar ou explicar o
que haviam intuido, porém, mesmo assim, deixaram como resposta “X; = 57, sem
apresentar uma justificativa. Observamos, ainda, que os alunos associaram o calculo
de X ao emprego de uma férmula de que ndo se lembravam no momento da
resolucao da questéo.

Em entrevista, perguntamos como haviam encontrado a distancia entre as
abscissas b e xc.

D1-1: “A gente encontrou o ‘a’ e o ‘b’ e para encontrar esse x.’ a gente pensou no x

do vértice.”
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D1-2: “E, pra gente comprovar que ‘x; é o x do vértice, é como se a gente
deslocasse essa pardbola para a direita, para comprovar que seria ‘1’ essa
distancia.”

PP: “Mas onde estéd o x do vértice da parabola dada?”

D1-2: “Aqui no meio.”

PP: “Mas qual é a posicao dele?”

D1-2: “Trés.”

PP: “Por que?”

D1-2: “Porque se 0 ‘a’ é 2’ e 0 ‘b’ é ‘4’, entdo fica ‘1’ pra la e ‘1’ pra ca, entdo o x do
vértice é ‘3"

PP: “Ah, vocés pensaram no eixo de simetria da parabola, é isso?”

D1-2: “El”

PP: “Mas o que garante que a distancia entre b e ‘x.’ também é 1°?”

D1-1: “E que a gente deslocou toda a parabola para a direita entdo o ‘x;’ vai ser o x
do vértice.”

PP: “E esse ‘3’ marcado no eixo y, vocés nao utilizaram esse dado no momento de
resolver a questao?”

D1-2: “Nao.”

Ficamos surpresos, e encantados, com o procedimento de resolugao adotado
pela dupla D1. A dupla utilizou uma estratégia de resolugdo incomum para a questao
apresentada, porém, os alunos ndo conseguiram justificar matematicamente o que
haviam intuido. Como haviamos previsto, o ponto C, por ndo ser um ponto de
interseccdo da parabola com os eixos coordenados, trouxe dificuldades aos alunos
no momento de resolver a questao.

Eles pensaram na translacado da parabola, mas ndo souberam explicar que
transladando o grafico em duas unidades para a direita, as posi¢cées das raizes
seriam transladadas para (4, 0) e (6, 0), e teriamos uma nova representacéao para a
funcao, a qual seria:

f(x) = (x-4).(x-6) = x*-10x+24.

A partir de sua representacao algébrica, € possivel calcular o x,, abscissa do

vértice da parabola transladada:
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A dupla D2, também, determinou a e b por meio do célculo da soma e do
produto, denominando as raizes da fungao, dada por f(x) = x* — 6x + 8, COMO X1 € X.
Os alunos mobilizaram, portanto, as habilidades F3 e 14 e ao apresentarem a
resposta final, escreveram:

“X1=a=2
Xx2=b =4"(12)

Assim, notamos que os integrantes dessa dupla interpretaram as raizes da
equagdao como os zeros da fungcdo, mobilizando, dessa forma, além de 12, as
habilidades F1 e I1 de interpretacdo. Observamos que eles haviam “pulado” a
questao 3, devido a representacao grafica apresentada no enunciado. No momento
de resolver a questao, disseram:

D2-1: “Nossa! Essa tem grafico, eu nao sei grafico.”
D2-2: “Eu sei!”

D2-1:"Sério? Entao faz!”

D2-2: “Nao sei ndo, depois a gente faz.”

Antes de entregar o questionario, os alunos nos chamaram:

D2-1: “Professora, a gente nao consegue, so falta essa.”

PP: “O que é pedido na questao?”

D2-1: “Para representar no grafico.”

D2-2: “N4o! E para determinar as abscissas ilustradas no grafico.”
PP: “Certo! O que vocés acham que ‘a’ e ‘b’ representam?”

D2-1: “Sao os valores de x¢’e x2.”

PP: “Ou seja, sao as raizes da fungéo, nao é?”

D2-1: “El”

PP: “Como vocés podem, entdo, encontrar essas raizes, ou seja, como podemos
calcular o ‘X’ e 0 ‘x2’?”

D2-1: “Ah, é s6 fazer soma e produto!”

D2- 2: “Eu ia falar isso!”

Percebemos que o fato de termos denominado as raizes da funcdo porae b
dificultou a percepcao dos alunos. Quando, no didlogo, utilizamos os termos citados
por eles, isto &, Xy e xo, imediatamente, os estudantes pensaram num procedimento
para determinar tais raizes. Notamos que, para esses alunos, a questdo 3 se
resumiu na aplicacdo de um procedimento algébrico, € que a relacdo de
dependéncia e correspondéncia (F1) entre as variaveis da funcao dada nao foi
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identificada por eles. Essa conclusao ficou evidente quando ouvimos a conversa dos
alunos no momento em que faziam os calculos para determinar as incdgnitas a, b e
Xc. Para calcular x¢, os alunos analisaram o grafico e concluiram:
D2-1: “Se aqui é ‘2’ e aqui é ‘4’, entdo ‘x¢’ é ‘5’l E um pontinho s6 pra |4.”
D2-2: “Isso!”

Percebemos que os alunos de D2, assim como os de D1, ndo deram atencgao
as informagdes apresentadas no eixo y, ndo relacionado a abscissa x; com a
ordenada 3.

Em entrevista, questionamos os integrantes de D2:
PP:” Por que ‘x;’ é igual a ‘5’? Como vocés calcularam?”
D2-1: “A gente nao calculou, sé olhou no grafico!”
PP: “Mas pelo grafico da para concluir isso?”
D2-1: “E porque é um ponto depois do ‘4’.”
PP: “Mas néao foi dada a escala do grafico. Poderia ser ‘1,5’, ou ‘1,2’, por exemplo,
depois do ‘4’. E ai, da para concluir o que vocés concluiram s6 olhando o grafico?”
D2-1: “E, acho que ndo, mas normalmente é de ‘1’ em ‘1’, ndo é?”
PP: “Muitos graficos sdo dados com essa escala, mas ndao podemos admitir que

todos sejam assim, nao é?”

D2-1: “E.”
PP: “Vocés saberiam determinar x;’ de outra forma?”
D2-1: “Nao!”

D2-2: “E, eu também n&o sei!”

As duplas D3, D4, D6 e o trio T7 ndo apresentaram dificuldades em resolver
essa questao. Os alunos reconheceram a correspondéncia entre as variaveis x e y
(F1), identificaram na questado a presenca de algo desconhecido que poderia ser
determinado considerando as restricbes do problema (I1), interpretaram as raizes da
equacdo “x* — 6x + 8 =0” (I5), por eles formulada, como sendo as incégnitas a e b
solicitadas na questéao (12), e calcularam essas raizes (14) utilizando o procedimento
da soma e do produto. D3 nomeou as raizes por X; € Xo, substituindo-as, no
momento de apresentar as respostas finais, por a e b. D4 e T7 utilizaram x’e x”". D6
usou as representacoes X € x e depois substituiu-as por a e b.

Para determinar x¢, os alunos substituiram f(x) por 3, na funcdo dada pela

representacdo “f(x)=x-6x+8”, formulando, assim, a equacdo “x*-6x+8 =3" (I5) e
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calcularam x; utilizando os procedimentos necessarios (14). Com isso, os alunos
determinaram o valor da variavel independente dado o valor da dependente (F3).
Notamos, dessa forma, que os integrantes das duplas D3, D4, D6 e do trio T7
reconhecerem a correspondéncia e dependéncia entre as variaveis presentes na
questdo (F1), mobilizando, adequadamente, as habilidades necesséarias a sua
resolugéo.
A dupla D5 também mobilizou tais habilidades, porém seu protocolo traz

dados diferentes dos que encontramos nos outros.

/ Questao 3: Considere a funcao polinomial do 2° grau f(x) = x*- 6x + 8, definida em R
com valores em R, representada no grafico abaixo.

Determine as abscissas a, b € X, ilustradas no grafico.

€LY = Yy

Quadro 14. Protocolo da dupla D5 — Questao 3.

Observamos que os alunos de D5, diferentemente dos demais, comegaram a
pensar na questdo observando no grafico o ponto (0, 8). No didlogo da dupla, no
momento em que seus integrantes resolviam a questao, percebemos que calcularam
o valor de x quando y igual a 8, “confirmando” a informag&o que haviam observado
no grafico. E pensando nessa relacdo de dependéncia e correspondéncia entre as

variaveis (F1) escreveram:
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“Hx) =y
X°—6x+8 =y
X°—6x +8=3
X*—6x+5=0

A principio, os alunos tentaram resolver a equagdo x° — 6x + 5 = 0 utilizando o
método da “Soma e Produto das raizes”, mas como nao conseguiam descobrir tais
raizes partiram para o célculo do “delta” da equacao. Apesar de terem apagado as
contas, identificamos o que fizeram por meio do audio da gravacéo realizada no dia
da aplicacado do questionario. Os alunos nao lembravam, ao certo, qual era a formula
usada para calcular o delta da equacdo. Durante a conversa que tiveram no
momento da resolugdo da questdo, percebemos que utilizaram “A = -b?+4ac”. Além
do equivoco apresentado na formula, ocorreram, também, erros de calculo. Um dos
integrantes da dupla dizia: “A = -(-6)?+4.1.5 = 36+20 =56". Ao encontrar V56, o
aluno disse:

D5: “Que horror! Deve ter alguma coisa errada! Vamos tentar de novo por soma e
produto”.

Na segunda tentativa, os estudantes conseguiram determinar as raizes da
equacgao, encontrando, assim, “xi= 5" e “Xo= 1".

Seguros das respostas encontradas, analisaram o grafico e decidiram que Xc
deveria ser 5. Porém, percebemos que os alunos confundiram a abscissa do ponto C
com suas coordenadas, pois, quando foram apresentar as respostas finais,
escreveram: “X. = (5, 3)”. Durante a entrevista conversamos sobre esse fato e
notamos que os alunos compreendiam que X. era apenas a abscissa do ponto C, e
nao o ponto. Eles se justificaram dizendo que tal fato ocorreu por falta de atencao.

Em nossas hipbteses, quanto as estratégias de resolucédo dos alunos para a
questao 3, ndo pensamos que eles pudessem utilizar o x do vértice da parabola para
pensar nas raizes da funcdo. A dupla D5 fez isso. Em entrevista, os alunos
disseram:

D5: “O x do vértice € o ponto médio entre as raizes da fungéo.”
PP:”"Mas como vocés sabem que ‘a’ e ‘b’ distam ‘1’ do x do vértice? Nao poderia, por
exemplo, ser’0,5’?”

Houve um momento de siléncio, e, apds pensar um pouco, um dos alunos

respondeu:
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D5: “Ah, é que se antes do ‘a’ é ‘1’ e depois do ‘b’ é ‘5, e ‘3’ é a média das raizes
entdo ‘a’ s6 pode ser ‘2’ e ‘b’ ‘4’.”

Notamos que, na ocasido da elaboracdo das respostas, os alunos ndo haviam
pensado sobre a distdncia que estabeleceram entre as raizes e o x do vértice.
Decidiram que seria ‘1’ sem analisar, previamente, os valores que haviam
encontrado para as raizes da equacdo x° — 6x + 5 = 0. Com a pergunta que fizemos,
durante a entrevista, os alunos perceberam que saber o x do vértice ndo era
suficiente para determinar as raizes da fungao.

Concluimos que a facilidade dos calculos com os numeros inteiros, aliada a
intuicdo dos alunos, os fez pensar que as raizes da funcao seriam 2 e 4.

Diante das respostas encontradas na questdo 3, observamos que a
representacao grafica, dada no enunciado da questéo, influenciou as estratégias de
resolucdo adotadas pelos alunos para determinar as incégnitas a, b e x.. Porém,
mesmo com duas representacdes distintas da funcao considerada, os alunos de D1
e D2 nao demonstraram perceber a relacdo de dependéncia e correspondéncia
entre as variaveis (F1), pois nao relacionaram a abscissa do ponto C a ordenada 3
(F3). Pontuamos que os exercicios encontrados no material didatico utilizado, no
Ensino Médio, por esses alunos exploram, em sua maioria, 0os pontos de intersecgcéao
de uma funcdo com os eixos coordenados. Assim, apesar de essas duplas nao
demonstrarem que reconheceram a correspondéncia entre as variaveis,
conseguiram encontrar a e b pela influéncia dos exercicios ja realizados em sua
aprendizagem matematica.

De forma geral, a maioria dos estudantes interpretou a, b e X como entes
que poderiam assumir valores especificos (12), e determinou, por meio da
manipulacdo necessaria, os valores dessas incognitas (14). Notamos, ainda, nas
respostas dos alunos, o emprego dos simbolos x°, X, X4, X2, geralmente utilizados
para representar as raizes de uma equacao, ou o0s zeros de uma funcao do segundo
grau. Apesar de utilizarmos no enunciado uma representacdo ndo convencional para
as raizes da funcao, a maioria dos estudantes interpretou, corretamente, as variaveis
a e b como incognitas, associando-as aos zeros da funcédo. Apenas as duplas D2 e
D5 néo identificaram, imediatamente, que tais letras representavam as raizes da

fungédo dada.
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Assim, pontuamos que a variavel como incognita ndo apresenta dificuldades
para os alunos, pois esses mobilizaram as habilidades de interpretacdo, de

manipulagéo e de simbolizagdo necessarias a sua compreensao.

4.4 QUESTAO 4

Transcrevemos, abaixo, a questao 4.

Questao 4: A area representada abaixo ilustra as medidas de um terreno retangular destinado a
construgdo de um condominio, onde sera colocado um jardim, de formato quadrado, com ¢
metros de medida para seu lado. Analisando a figura que representa esta situacao, responda as

questdes:

50

A
\

60

a) Como poderia ser representada, por meio de uma expressao algébrica, a area destinada
ao condominio desconsiderando a area do jardim?

b) O que a letra ¢ representa no problema?

c) Que valores ¢ pode assumir?

d) Quais sdo os valores de ¢ para os quais a area ocupada pelo jardim é menor do que

16m2?

Nosso objetivo com essa questdo era explorar a variavel ¢ numa situacédo que
envolvesse uma relacdo funcional e verificar a capacidade de interpretacao,
simbolizacdo e manipulagcao dos alunos diante dos dados do problema.

No que se refere ao item a), a dupla D1 respondeu:



93

A— = 3000m?”

Em entrevista com a dupla, questionamos a resposta apresentada.
Observamos que a dupla D1 grifou, no momento em que resolvia essa questao, a
palavra “desconsiderando” presente no enunciado. Durante a entrevista, lemos
novamente o enunciado e perguntamos:

PP: “A area que vocés calcularam representa o que é solicitado?”
D1: “Nao, porque teria que tirar a area do jardim. E a gente ainda grifou isso!”
PP: “Eu percebi. Entdo como ficaria?
D1: “Seria ‘3000’ menos ‘c®.”

Pelo dialogo, notamos que esses alunos néo responderam corretamente o item
a) na ocasido em que elaboravam suas respostas no questionario, mas, em
entrevista, demonstraram que perceberam o erro.

A dupla D2 respondeu no item a) algo semelhante ao que a dupla D1 fez:

“B.h = 50. 60 = 3000m*”

Novamente, observamos uma resposta numérica, como as ja apresentadas
nas outras questdes por essa dupla, demonstrando que, de forma geral, os alunos
de D2 nao utilizaram variaveis para representar o que era solicitado nos problemas,
mesmo que os enunciados fizessem mencao a utilizagdo de expressoes algébricas.
Diante de tal fato, notamos a importancia de trabalhos como os de Tinoco et al
(2007) em que os autores relatam os resultados de uma pesquisa a respeito do
desenvolvimento do pensamento e da linguagem algébrica no ensino basico,
comecando nas séries iniciais. Esses demonstram a necessidade de uma
aprendizagem e um ensino mais significativos em Algebra. Os autores defendem
que a nogao de variavel e a de equivaléncia deveriam ser construidas desde as
primeiras séries do Ensino Fundamental, ao longo do estudo da aritmética.

Acreditamos que os alunos da dupla D2 ndao desenvolveram a nogédo de
variavel durante o ensino basico, por isso ndo utilizam expressdes com variaveis
como resultado de contagens ou de medicdes, pois para eles tais expressées nao
sao significativas. As experiéncias de Tinoco (1993; 1996) num projeto denominado
Projeto Fundéo, do Instituto de Matematica da Universidade Federal do Rio de
Janeiro, mostram que atividades que exploram o pensamento proporcional podem
contribuir para o desenvolvimento do pensamento algébrico, pois incluem senso de

co-variacdo, comparacées multiplas e inferéncia. Além disso, segundo a autora,
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muitas situacdes do cotidiano e da escola elementar envolvem proporcionalidade o
que possibilita uma ponte adequada e necessaria entre experiéncias e modelos
numéricos comuns e as relacées mais abstratas tratadas em Algebra. (Cf. TINOCO
et al, 2007, p. 4).

Como previmos em nossa analise preliminar, a dupla D3 e o trio T7 utilizaram,
além da variavel c, presente no problema, uma outra letra, A, para representar o que
era solicitado no item a) e escreveram a sentenca “A. = 3000 — ¢*”, mobilizando,
assim, F6 (simbolizar um relacionamento funcional baseado na analise dos dados de
um problema).

A dupla D4 também escreveu algo semelhante a resposta anterior.

“Ac = 50.60 = 3000
At = 3000 — ¢*

Os alunos de D3, D4 e T7, além de mobilizarem a habilidade F®6,
reconheceram a dependéncia e correspondéncia entre as variaveis presentes no
contexto do problema, o que caracteriza, nesse caso, o emprego da habilidade F1.

Ja D5 respondeu:

“Ar — Ay = (50.60) — ¢*’

Nessa igualdade, observamos que os alunos dessa dupla ndo expressam o
relacionamento funcional que notamos nas duas respostas anteriores. Eles parecem
ter interpretado Ar e A, como incdgnitas que assumem, respectivamente, os valores
50.60 e c? e, identificado ¢ como um nimero genérico (G2), mas ndo demonstraram,
nesse item, uma percepc¢ao do relacionamento entre a variavel ¢ e a area solicitada.

Ja a dupla D6 escreveu a seguinte expressdo “60. 50 — ¢ demonstrando,
assim, o emprego da habilidade G5 (simbolizar afirmacdes genéricas, regras ou
métodos) e a interpretacéo da variavel c como um numero genérico (G2).

As respostas apresentadas para o item b) foram:

D1: “A letra c representa um dos lados do quadrado.”

D2: “A area do jardim.”

D3: “O lado do quadrado que forma o jardim.”

D4: “Um lado do quadrado do jardim.”

D5: “O lado do terreno destinado a construg¢ao do jardim.”
D6: “Representa a medida do lado do jardim.”

T7: “O lado do jardim, c, representa a variavel da qual depende o valor de A.”
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A partir das respostas encontradas, observamos que a uUnica dupla que
interpretou ¢ de forma incorreta foi a dupla D2. Em entrevista, questionamos 0s
alunos sobre como calcular a area de um quadrado e um deles respondeu: “Lado
vezes lado.” Solicitamos, entdo, que calculassem a area do quadrado representado
na figura da questdo 4 e o mesmo integrante da dupla disse: “c vezes c, ¢ ao
quadrado.” Perguntamos, em seguida:

PP: “Entdo o que c representa no problema?”

D2: “O lado do quadrado.”

PP: “E por que vocés escreveram que c era a area do jardim?”
D2: “Acho que nao prestamos atencao naquele dia.”

Uma outra resposta que nos chamou a atencéo foi a do trio T7, que reforca o
que ja haviamos identificado no item a). Os integrantes do trio reconheceram uma
relagdo funcional presente no problema e interpretaram ¢ como uma variavel
independente. Questionamos, em entrevista, o que a variavel A, citada na resposta,
representaria na situacao dada, ja que no item a) eles haviam utilizado A.. Os alunos
responderam: “’A’ representa a area do jardim.”

A partir das respostas apresentadas no item b), concluimos que a importancia
dada aos elementos geométricos fez com que a maioria dos alunos definisse ¢ como
o lado do quadrado, nao identificando essa variavel como a representacao de um
numero, mas sim de um segmento. As Unicas respostas que ndo indicam essa
interpretagéo sé&o as da dupla D6 e do trio T7. Observamos que ao escreverem a
palavra “medida”, 0 que nao apareceu nas demais respostas, os integrantes de D6
associaram a variavel ¢ a um namero e nao ao segmento que representa o lado do
quadrado. Ao expressar que ¢ € a variavel da qual depende a area do jardim, os
integrantes de T7 demonstraram, claramente, que interpretaram ¢ como uma
variavel relacionada e que mobilizaram, ja no item b), a habilidade de interpretacéao
F1 (reconhecer a correspondéncia entre as varidveis relacionadas
independentemente da representacao utilizada).

No item c) - “Que valores ¢ pode assumir?” - encontramos algumas respostas
que nao haviamos previsto na analise preliminar.

A dupla D1 respondeu:

“1<c<60"
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Em entrevista, questionamos os alunos sobre o intervalo dado como resposta
e descobrimos que eles pensaram em ¢ como um numero inteiro. Perguntamos,
entao:

PP: “c pode assumir um valor n&o inteiro?”

D1: “Ah, pode ser fragao.”

PP: “Entao ¢ pode representar um namero inteiro e também uma fracao?”
D1: “Isso!”

PP: “Mais algum numero?”

D1: “Acho que nao.”

PP: “Por que maior ou igual a 1? ‘¢’ ndo poderia ser ‘0,5, por exemplo?”
D1: “Poderia, mas seria um jardim muito pequeno, sé caberia uma flor.”
PP: "Mas qual € a unidade de medida de c¢?”

Os alunos procuraram a informagéao no enunciado e um deles respondeu:
D1: “Esta em metros. Ah, entdo até daria um jardim com algumas flores. (risos)”
PP: “E por que ‘60’ é o maior valor que ¢ pode assumir?”

D1: “Porque é o maior lado do retangulo.”

PP: “Entdo a medida de c poderia ser, por exemplo, ‘54’ metros?”

D1: “Ah, ndo! Porque ai ndo caberia dentro do retangulo, porque a altura € 50
metros.”

PP: “A posicdo do quadrado na figura interfere no maior valor que ¢ pode assumir?”
D1: “Acho que nao!”

PP: “Vocés haviam pensado sobre isso?”

D1: “Nao!”

Notamos pelo dialogo, que o contexto do problema influenciou a resposta de
D1, principalmente, no que se refere a uma possivel medida para o lado do jardim,
visto que os alunos desprezaram os valores de ¢ menores do que 1, pois acharam
que o jardim ficaria pequeno demais. Porém, a posicao do quadrado néo interferiu
na analise que a dupla fez dos possiveis valores que ¢ poderia assumir.

Como ja haviamos identificado no item b), a dupla D2, continuou pensando na
variavel ¢ como sendo a representagdo da area do quadrado (jardim) ao invés do
lado dessa figura, pois escreveu no item c):

“Qualquer um, sendo menor do que 60x50”
Dessa forma, os integrantes de D2 atribuiram a ¢ uma medida de area e nao

de comprimento. Logo, a falta de atencdo que os alunos alegaram, quando
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questionamos a resposta dada no item b), parece, na verdade, ndo ter relacdo com
a resposta dada de forma incorreta, pois 0s estudantes empregaram 0 mesmo
raciocinio nos dois itens.

D3 respondeu:

“cestaentre 0e 50 > 0 <c <50”

Em entrevista com essa dupla, perguntamos:
PP: “O que c representa para vocés? ¢ € um numero inteiro?”

Seguem abaixo as respostas de seus integrantes:
D3-1: “Sim, sé pode ser inteiro porque se vocé esta trabalhando com uma figura
geomeétrica, entdo tem que ser inteiro!”
D3-2: “Nao! Pode ser quebrado.”

O aluno 1 pensou um pouco e logo concordou com o aluno 2.
PP: “‘c’ pode ser, por exemplo, V37
D3-1: “Pode.”
D3-2: “Na verdade, pode ser qualquer numero real ndo negativo e diferente de zero.”

Notamos que a presenca de elementos da Geometria, a principio, influenciou
um dos alunos da dupla o qual ndo havia aceitado que ¢ pudesse assumir valores
nao inteiros. Mas com a discussdo ocorrida no momento da entrevista, ele se
convenceu de que c poderia representar qualquer numero real estritamente positivo.
Observamos, ainda, que, assim como os alunos de D1, os alunos de D3 nao
pensaram na posi¢ao do quadrado na andlise que fizeram para encontrar o intervalo
que representaria os possiveis valores de c.

Ja a dupla D4 respondeu para o item c¢) algo que ndo haviamos previsto em
nossa andlise preliminar:

“0 < ¢® < 3000
0 <c < 300"

Em entrevista com essa dupla, perguntamos como haviam chegado ao 300.

Os alunos explicaram que multiplicaram a desigualdade por 30 para encontrar um

namero que tivesse como raiz quadrada um resultado inteiro. Assim, fizeram
3000.30 = 90000 e +/90000 = 300. Durante a entrevista, os alunos perceberam que
tal estratégia ndo era correta, pois ndao haviam multiplicado todos os membros da

desigualdade por 30, e sim apenas o 3000. Além disso, observamos que o0s

integrantes dessa dupla ndo analisaram criticamente o intervalo que encontraram
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para a variavel ¢, preocupando-se unicamente em utilizar procedimentos aritméticos

qgue Ihes fossem convenientes para encontrar como resultado um numero inteiro.
Perguntamos aos integrantes de D4:

PP: “c € um namero inteiro?”

D4: “E, s pode ser inteiro e positivo.”

PP: “Por que?”

D4: “Porque ele esta relacionado a area.”

PP: “c poderia ser, por exemplo, 2 ou 37
D4: “Ah, poderia, mas é dificil trabalhar com esses numeros.”

Percebemos nos calculos da dupla, e no dialogo, que os alunos preferem os
nameros inteiros pela facilidade que esses trazem no momento de realizar
operacoes. Os estudantes admitem que ¢ pode representar um numero nao inteiro,
mas no momento de citar exemplos ou fazer calculos fazem opg¢ao pelos numeros
naturais. Além disso, percebemos que o contexto do problema, favoreceu essa
preferéncia, pois os alunos justificaram suas escolhas associando a variavel ¢ a
elementos geométricos como o lado de um quadrado, ou ainda, a area do jardim,
demonstrando, assim, que, provavelmente, houve uma certa influéncia do uso de
nameros naturais no processo de ensino e aprendizagem de Geometria pelo qual
eles passaram.

D5 respondeu:
“c? < 3000

c < +3000”

Durante a entrevista com a dupla, observamos que seus integrantes também

haviam pensado em ¢ como um numero inteiro estritamente positivo menor que

4/3000, apesar disso nao ter sido explicitado em sua resposta.

Também a dupla D6 respondeu:
“Tem que ser menor que a raiz quadrada de 3000

c < +/3000

Sendo que, devem ser natural e diferente de 0 (zero).”
Observamos que as respostas acima ndo foram previstas em nossa analise
preliminar. Os alunos dessas duplas ndo perceberam que ao comparar a area do

quadrado (jardim) com a do retangulo estavam encontrando um intervalo
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inadequado para a variavel c. Tal estratégia seria valida se o terreno destinado a
construcdo do condominio fosse quadrangular.

Na resposta de D6, identificamos que os alunos interpretaram ¢ como um
numero natural. Em entrevista, questionamos:
PP: “c tem que ser um namero natural?”

D6: “E, porque como & area...”

PP: “Entdo ndo pode ser 2,5; V2 4/3..7
D6: “Ah é! S6 ndo pode ser negativo! Entdo a resposta seria: reais maiores do que
zero.”

Novamente, identificamos, na primeira resposta do dialogo, a associacéao,
realizada pelos alunos, dos numeros inteiros estritamente positivos com a presenca
de elementos geométricos no problema.

Apresentamos, a seguir, a resposta de T7 para o item c¢) da questao 4.

c) Que valores ¢ pode assumir? , _
[paa=s 1 \ \ ) A P PRV e | Y { ~ 4

) A= 1 A ags \
diao 0n\S (b u*m N paia >

O Valor \g‘c/"iw: inb la localis A0 lo J
A\ Onais s30 os Valores de ¢ para os quais a area ocupada pelo jardim é menor do

Quadro 15. Protocolo do trio T7 — Questao 4 - item c).

Observamos que os integrantes do trio dispensaram um bom tempo durante a
resolucao desse item por conta da posicdo do quadrado que representava o jardim.
Como haviamos previsto na analise preliminar, os alunos pensaram na diagonal do
quadrado em funcao de c para delimitar o intervalo de variagdo dessa variavel (F5).

Diferentemente dos demais alunos que manifestaram em suas falas e
respostas a preferéncia por numeros inteiros positivos, os integrantes de T7
interpretaram ¢ como um nudmero real estritamente positivo pertencente aos
intervalos por eles determinados. Em entrevista, questionamos:

PP: “Independente da posicdo que o quadrado esteja e da localizacdo dele no
retdngulo, qual dos dois intervalos seria 0 mais adequado para representar 0s
possiveis valores de ¢?”

Os alunos discutiram e chegaram a conclusado de que o intervalo 0 < ¢ <

2542 seria o melhor, pois seria 0 “mais preciso”. Assim, o trio T7 mobilizou a

habilidade de interpretacdo F4 (reconhecer a variacdo conjunta das variaveis
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envolvidas em uma relagdo independentemente da representacdo utilizada) e a
habilidade de manipulacéao F5 (determinar o intervalo de variacdo de uma variavel).

De forma geral, os alunos mobilizaram a habilidade F1 (reconhecer a
correspondéncia entre as variaveis relacionadas independentemente da
representacado utilizada) para responder o item c) da questdo 4. Porém, faltou
criticidade com relagcdo aos resultados encontrados. Muitos estudantes néao
demonstraram preocupag¢do com o contexto do problema, e sim apenas com o
processo necessario para chegar a um intervalo para expressar 0s possiveis valores
de c, de preferéncia, utilizando niumeros inteiros nos calculos realizados. Além disso,
os elementos geométricos presentes no problema influenciaram as respostas dos
alunos, de maneira que todos admitiram para ¢ apenas valores positivos.

Concluimos, ainda com relacdo ao item c), que o trio T7 encontrou 0 mais
preciso intervalo de variagao de c, e que seus integrantes interpretaram ¢ como um
namero real. Os demais alunos apesar de citarem, durante as entrevistas, que a
variavel ¢ poderia assumir valores nao inteiros, ndo explicitaram isso em suas
respostas e observamos que essa preferéncia ocorreu, em parte, por conta da
associacdo que os estudantes fizeram entre esses numeros e a presenca de
elementos geométricos no problema. Tal fato pode ser verificado nas justificativas
qgue os alunos davam quando questionavamos a escolha do dominio de variacao de
¢ como sendo o conjunto dos inteiros estritamente positivos.

Nos resultados da pesquisa de Trigueros e Ursini (2001) sobre a concepgao
de professores do Ensino Médio a respeito do conceito de variavel encontramos a
seguinte observacdo: “Sua descricdo de intervalos era sempre feita em termos de
nameros inteiros, isto é, os professores tém dificuldades com a idéia de continuidade
na reta real (F5).” (TRIGUERQOS; URSINI, 2001, p.331, traducao nossa.)

E compreensivel, portanto, que alunos do Ensino Médio prefiram os nlimeros
inteiros, ja que, em muitos casos, sao esses 0s numeros preferidos de seus
professores, mesmo quando uma area da Matematica, como é o caso da Geometria,
favoreca o emprego de numeros irracionais de forma significativa nos problemas
trabalhados em sala de aula.

Quanto as respostas apresentadas para o item d), encontramos no protocolo
da dupla D1 os seguintes dados:
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d) Quais s&o os valores de ¢ para os quais a area ocupada pelo jardim & menor do
que 16m’?
2 o
Aﬁ*: v P c=
16=4°
4

G=4 ; 7;:*[15‘( 0<Lc<y

Quadro 16. Protocolo da dupla D1- Questao 4 — item d).

Observamos que apesar de ndo simbolizarem a desigualdade c¢®< 16 (G5), os
integrantes dessa dupla mobilizaram as habilidades de manipulacao G4 (manipular a
variavel simbdlica) e 14 (determinar o termo desconhecido que aparece na equagao)
determinando, assim, o intervalo de variagao de c (F5).

Diante do intervalo apresentado no item d), perguntamos, em entrevista:

PP: “Quando vocés escreveram como resposta o intervalo ‘0 < ¢ < 4’ vocés
pensaram em ¢ como um numero inteiro pertencente a esse intervalo, como fizeram
no item anterior?”

D1: “Sim, mas também valem as fragdes.”

PP: “Entédo, para vocés, ¢ pode assumir valores inteiros ou, ainda, valores como
‘0,5, ‘1/3’, etc?”

D1: “lsso!”

PP: “Em algum momento vocés pensaram em outros valores para ¢ que nao fossem
inteiros ou fracdes?”

D1: “Nao.”

Observamos pelo dialogo que, novamente, os integrantes de D1 admitiram
que a variavel ¢ poderia assumir apenas valores inteiros ou fracionarios, como ja
haviam declarado no item c).

A interpretacao de ¢ como um numero inteiro positivo também foi apresentada
pelos alunos das duplas D4, D5 e D6. Nos protocolos dessas duplas pudemos
visualizar as seguintes respostas:

Resposta de D4: “c < 4”
Resposta de D5: “{ 4, 3,2, 1} ©

Resposta de D6: “Deve ser menor que 4, sendo que natural e diferente de 0.
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Em entrevista com os integrantes dessas duplas, notamos que todos eles, na
ocasiao da investigacado por meio do questionario, pensaram em ¢ como um namero
natural pertencente ao intervalo 0 < ¢ < 4. Porém, ap6s 0s questionamentos que
fizemos no momento em que discutiamos o item c¢), durante as entrevistas, os fez
concluir que suas respostas para o item d) poderiam ser complementadas, ou seja,
que ¢ poderia assumir outros valores além dos numeros inteiros estritamente
positivos menores do que 4.

Identificamos na resposta de D4, apresentada anteriormente, a mobilizacéao
da habilidade de simbolizacao G5 e de manipulacao F5, enquanto que, nas demais
respostas, observamos, apenas, essa Ultima habilidade, manifestada de formas
diferentes daquela que previmos na analise preliminar, quando tinhamos como
hipétese que os alunos utilizariam intervalos para representar suas respostas.

A dupla D3 escreveu como resposta o intervalo: “0 < ¢ < 4”. Em entrevista,
guestionamos os alunos sobre os possiveis valores que c¢ poderia assumir e
recebemos como resposta que ¢ poderia ser qualquer numero real entre zero e
quatro. Acreditamos que essa reposta foi influenciada pela discussdo que tivemos
com os integrantes dessa dupla quando os questionamos sobre a resposta dada no
item c), pois, a principio, um dos alunos da dupla concluiu que ¢ deveria ser inteiro e
positivo pois representava o lado do quadrado.

Novamente, ao contrario dos demais, os integrantes do trio T7 interpretaram c
como um numero real. Em seu protocolo, encontramos a seguinte resposta:

“A jardim < 16m?
0<c<4”

Ja a dupla D2 continuou a apresentar respostas puramente numéricas. Nesse
item da questao 4, os alunos responderam:

“2x7 = 14 m?”

Novamente, notamos que os alunos interpretaram ¢ como a area do quadrado
e durante a discussao entre eles, no momento em que respondiam o item d),
concluiram que precisavam apresentar dois numeros que multiplicados resultassem
num produto menor do que 16 e acreditaram, assim, que 14 representava um
possivel valor para c. Percebemos, assim, que os alunos ndo mobilizaram a
habilidade G2, isto é, ndo interpretaram ¢ como um numero genérico, apresentando
apenas um possivel valor, como um exemplo, de acordo com o entendimento que

tiveram, ou seja, o de que c representava a area do quadrado (jardim).
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Diante dos dados encontrados no item d), concluimos que a maioria dos
alunos mobilizou a habilidade F5 (determinar o intervalo de variacdo de uma
variavel), porém, com excegdo dos integrantes do trio T7, os estudantes
interpretarem ¢ como um numero inteiro estritamente positivo.

Notamos que o contexto do problema, com a presenca de elementos
geomeétricos, influenciou a interpretacao dos alunos a respeito dos possiveis valores
que ¢ poderia assumir. Tal fato, pode estar relacionado ao processo de ensino e
aprendizagem, no ambito da Geometria, pelo qual esses alunos passaram durante o
Ensino Médio. Novamente, observamos que tal area pode favorecer a exploracéao de
nameros irracionais de uma forma significativa para que os estudantes aceitem
melhor a existéncia desses numeros.

Ao contrario do que previmos na analise preliminar, poucos alunos
registraram em seus protocolos as manipulagdes necessarias para encontrar o
intervalo de variagao de c. Provavelmente, pelo fato do item d) solicitar a resolugao
de uma desigualdade simples ( ¢? < 16). Porém, mesmo assim, acreditamos que as
habilidades de manipulacdo G4 e 14 foram mobilizadas de alguma forma para que os
estudantes pudessem determinar o intervalo de variagao de c (F5).

4.5 QUESTAO 5

Transcrevemos, a seguir, a questao 5.

Questao 5: Observe como se forma a seqiiéncia de figuras abaixo:

R EE

HE N [ |

a) Desenhe a préxima figura. Quantos quadradinhos formam o contorno desta figura?
OBS: Considere como contorno da figura os quadradinhos que néo estdo em destaque.
b) Desenhe a 52 figura. Quantos quadradinhos formam o contorno desta figura?

c) Escreva uma expressao que represente a quantidade de quadradinhos do contorno de uma
figura qualquer da seqiiéncia.
d) Quantos quadradinhos existem no contorno de uma figura qualquer da seqiéncia dada?

e) H& alguma relagcéo entre as respostas apresentadas por vocés nos itens c¢) e d)? Se houver,

explique tal relacao.
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Recordamos que nosso objetivo, com a questao 5, era verificar se os alunos
reconheceriam um padrao na sequéncia apresentada e se utilizariam variaveis para
generalizar a contagem dos quadradinhos que compdem o contorno das figuras.
Dessa forma, procuramos explorar o aspecto da variavel como numero genérico.

Como haviamos previsto na andlise preliminar, os alunos responderam o0s
itens a) e b) sem apresentar dificuldades, reconhecendo o padrdo apresentado na
sequéncia (G1). Todos os estudantes que participaram da investigacao responderam
corretamente esses dois itens.

Diante do relacionamento existente entre as respostas dos itens c), d) e e),
apresentamos, a seguir, a andlise dos trés de forma conjunta para cada um dos
protocolos obtidos.

No item c), encontramos respostas distintas daquelas que haviamos previsto

na analise preliminar. A dupla D1 respondeu:

2Xx—-2+y=n
x = altura
y = largura

n = n° de quadradinhos”

Apesar de utilizarem varidveis para escrever uma expressao que
representasse a quantidade de quadrinhos de uma figura qualquer da sequéncia
dada, os alunos néo apresentaram uma sentenca que possibilitasse esse calculo a
partir da posicdo da figura na sequéncia, pois seria necessario saber a altura e o
comprimento (“largura”) da figura para encontrar o nimero de quadradinhos de seu
contorno. Observamos que a altura e o que os alunos denominaram como largura
seriam medidas referentes ao quadrado. Conseguimos perceber isso, devido a
resposta dada por eles no item d), pois utilizaram a formula apresentada em c) e
substituiram x e y por 14, com a intencéo de exemplificar o nimero de quadradinhos
da figura com medidas 14x14.

Em entrevista, questionamos:

PP: “Utilizando a sentenca que vocés elaboraram, quantos quadradinhos haveria no
contorno da vigésima figura da sequténcia?”

Os alunos pensaram um pouco e um deles respondeu:

D1: “E sé substituir o x e 0 y por ‘20".”
PP: “Vamos testar a formula que vocés elaboraram para calcular o numero de

quadradinhos da primeira figura. O que devemos fazer?”
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D1: “E s6 substituir por ‘1’ ox e 0y.”

Fizemos os calculos com os alunos e esses notaram que tal férmula nao
forneceria o numero de quadradinhos do contorno da primeira figura.

Percebemos que os integrantes de D1 ndo deduziram, de forma correta, uma
regra para generalizar o padrao apresentado, nao relacionando a posi¢cao de uma
figura qualquer da seqUéncia dada com a quantidade de quadradinhos de seu
contorno. Tal fato demonstra que eles ndo mobilizaram as habilidades G3 (deduzir
regras e métodos gerais em seqliéncias e familias de problemas) e G5 (simbolizar
sentencgas genéricas, regras ou métodos).

A resposta da dupla, para o item d), foi:

2Xx—2+y=n
214 -2 +14 =n
28—-2+14=n
26 +14 =n
n =40

40 quadradinhos formam o contorno da nova figura.”

Questionamentos, em entrevista:
PP: “Qual seria a figura que contém 40 quadradinhos em seu contorno?”
D1: “A que tem medidas ‘14’ por ‘14’.”
PP: “Certo, mas qual seria a posi¢do dela na seqiiéncia? E a sexta? A sétima? A
oitava? Qual seria?”

Depois de algum tempo, um dos alunos disse:
D1: “Teria que ir calculando até chegar a ‘40’.”
PP: “Por que vocés escolheram ‘14’ para x e y? Nao poderia ser ‘7, ‘10’ ou qualquer
outro valor ja que a questdo solicita a quantidade de quadradinhos de uma figura
qualquer?”
D1: “Acho que poderia, € que a gente s6 quis dar um exemplo.”

A falta da generalizacao necessaria a resolucédo da questao foi confirmada na
resposta dos alunos, no item e):

“A expressao representada no item c) foi necessaria para responder (calcular)
o itemd).”

Observamos, assim, pelas respostas e pelos dialogos, que esses estudantes
nao utilizaram as variaveis como numeros genéricos (G2) e apesar de reconhecerem

um padrao na sequiéncia dada, ndo conseguiram generaliza-lo.
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A resposta da dupla D2 para o item c) foi:

“24 quadradinhos”

Observamos, pela entrevista, que a intengcdo dos alunos era apresentar no
item ¢) o numero de quadradinhos do contorno da figura seguinte aquela citada no
item b), porém, como cometeram erros no momento de realizar o calculo,
responderam 24 ao invés de 22. Utilizando o mesmo raciocinio, apresentaram, no
item d), a resposta:

“Maior que 24”

No item e), escreveram a seguinte conclusao:

“Sim, pois na seqUéncia dada vai sempre aumentando o numero de
quadradinhos; portanto a préxima tem que ser maior que 24.”

Diante das respostas encontradas, notamos que apesar de terem reconhecido
um padrdao na sequéncia (G1), os alunos nao conseguiram generaliza-lo e nao
utilizaram varidveis para expressar uma regra que descrevesse tal padrdo. Tal fato
demonstra, novamente, a dificuldade dessa dupla em expressar respostas em
linguagem algébrica e a falta de compreenséo do conceito de variavel.

Ja a dupla D3, como podemos observar em seu protocolo, relacionou a
quantidade de quadradinhos do contorno das figuras apresentadas na sequiéncia

com os termos de uma progressao aritmética de razéo 3 e primeiro termo igual a 7.

c) Escreva uma expressdo que represente a quantidade de quadradinhos do
contorno de uma figura qualquer da seqiiéncia dada.
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Quadro 17. Protocolo da dupla D3 — Questao 5 —itens c), d) e e).
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Observamos, novamente, respostas distintas nos itens c) e d) apesar de
solicitarem a mesma coisa. Como previmos na analise preliminar, acreditamos que a
palavra “quantos” no inicio da pergunta do item d) fez com que os alunos
associassem sua resposta a um unico resultado numérico. Notamos que, no item c),
a dupla D3 utilizou a variavel n para representar o numero de quadradinhos no lado
de cada figura na sequéncia, enquanto, no item d), os alunos admitem que n
representa a posi¢cao de cada figura na sequiéncia.

Em entrevista, questionamos:

PP: "Utilizando a férmula ‘a,.» = a1 + (n-3).r', como podemos encontrar a quantidade
de quadradinhos que compdem o contorno, por exemplo, da vigésima figura dessa
sequéncia?”

A dupla ficou em siléncio e apds algum tempo de reflexdo um dos alunos
respondeu:

D3-1: “Usando essa férmula vocé precisa saber quantos quadradinhos forma o lado
da vigésima figura, mas com a féormula ‘a,, = a; + (n-1).r' vocé pode calcular direto a
quantidade de quadradinhos do contorno, € sé substituir n por ‘20’.”

PP: “Vocés acham que a resposta do item c) se aplica a questdo do item d)?”

D3-2: “Pensando bem agora, acho que poderia, porque falar ‘quantidade de
quadradinhos’ e ‘quantos quadradinhos’ é a mesma coisa. Quando respondemos
essa questdo a gente pensou, no item c), na quantidade de quadradinhos que
formavam o lado de cada figura e, no item d), no niumero da figura na sequéncia.”
PP: “O nimero da figura € a posicao da figura na sequéncia?”

D3-2: “Isso. Por exemplo, a quinta figura € a que tem 7 quadradinhos no lado, néo é
a sétima que tem sete, assim da para usar qualquer uma das féormulas, porque a
posicao é a quantidade de quadrados no lado menos 2.

PP: “Por que vocés deram como resposta, no item d), a quantidade de quadradinhos
do contorno da sétima figura? Nao poderia ser da oitava? Da nona? Ou de qualquer
outra?”

D3-1: “Poderia, mas para mostrar melhor a gente deu um exemplo ao invés de
repetir a resposta do item c), porque senao ficaria muito pobre.”

Percebemos pelo dialogo que além de encontrar uma relagdo entre a posicao
da figura na sequéncia e a quantidade de quadradinhos que compdem o contorno de

uma figura qualquer, os alunos também pensaram na relagdo existente entre a
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quantidade de quadrados no lado de cada figura e sua posicdo na sequéncia. Essa
ultima relacéo pode ser identificada, claramente, na resposta do item e).

Notamos que, apds nossos questionamentos durante a entrevista, 0s
integrantes da dupla perceberam que poderiam repetir no item d) a resposta dada
em c), mas na ocasido da resolugdo acharam melhor dar um exemplo numérico para
demonstrar a validade da féormula considerada. Tal fato foi previsto na analise
preliminar. Acreditamos que a palavra “quantos”, apresentada no inicio do item d),
influenciou os alunos, 0s quais associaram a pergunta a uma resposta numérica,
demonstrando, assim, certa insegurangca em apresentar a sentenga do item ¢) como
uma possivel resposta para a questao.

Apesar da resposta numérica, dada em d), acreditamos que o0s alunos
mobilizaram todas as habilidades necessarias a resolucdo da questdo, pois
reconheceram o padrdao (G1) na sequéncia dada, deduziram uma regra (G3),
utilizaram a variavel n como um numero genérico (G2) e simbolizaram a
generalizacao do padrao apresentando a sentenca ‘an» = as + (n-3).r' (G5).

Mesmo néo explicitando que n deveria ser maior ou igual a 3 na sentenca
dada, percebemos que ao relacionarem a quantidade de quadrados no lado de cada
figura (n) com a posigéo da figura na sequéncia, os integrantes de D3 fixaram esse
dominio para n, pois em seus dialogos a primeira figura ocupava a posicéao 1, a
segunda a posicao 2, e assim por diante. Logo, se representarmos a posi¢cao por p,
temos, de acordo com a relacao estabelecida pelos alunos, que p = n —2; e sendo p
um namero natural maior ou igual a 1 fica determinado, assim, que n = 3.

A seguir, apresentamos o protocolo da dupla D4, no que se refere aos itens
c),d) e e).
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c) Escreva uma expresséo qUe represente a quantidade de quadradinhos do
contorno de uma figura qualquer da seqiiéncia dada.

s dﬁ’:‘hi (J}NOKL*!\«&«,B“; 5 T* A\ =

Cs todpwd
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d) Quantos quadradinhos existem no contorno de uma figura qualquer da seqiiéncia

dada?
2l= 2 =¢
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e) Ha alguma relagdo entre as respdétas apresentadas por vocés nos itens c¢) e d)?
Se houver, explique tal relagéo.
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Quadro 18. Protocolo da dupla D4 — Questao 5 — itens c), d) e e).

Observamos que essa dupla utilizou trés variaveis para escrever uma
expressao que representasse a quantidade de quadradinhos do contorno de uma
figura qualquer da sequéncia dada, porém na relacédo “T — P = C” a variavel C nao
estd associada a posicdo da figura na seqiéncia, mas sim a quantidade total de
quadradinhos (T) que formam a figura e a quantidade daqueles que estédo
destacados (P). Com isso, apesar de reconhecerem um padrédo na sequéncia (G1)
os alunos nao conseguiram generaliza-lo, limitando-se apenas ao relacionamento
dos valores correspondentes a “T” e “P” para calcular o numero de quadradinhos do
contorno.

Notamos que além da relacao “T — P = C”, os integrantes de D4 também
escreveram ‘3L — 2 = C” relacionando, assim, a variavel L (medida, em
quadradinhos, do lado de cada figura, como foi identificado na entrevista) com a
variavel C. Em entrevista, questionamos:

PP: “Qual dessas sentencas representa a quantidade de quadradinhos de uma

figura qualquer dada na sequéncia?”
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D4: “As duas podem ser usadas para calcular a quantidade de quadradinhos. Mas
uma usa o numero de quadradinhos que formam a figura toda e a outra o numero de
quadradinhos no lado da figura.”

PP: “Por que L é igual a ‘10’ no item d)?”

D4: “Como era para calcular o numero de quadradinhos de uma figura qualquer a
gente escolheu a que tem lado ‘10’ como um exemplo, mas poderia ser outro valor.”
PP: “Vocés acham que a resposta dada por vocés no item c) poderia ser aplicada ao
item d)?”

D4: “Na verdade, o item d) € uma aplicacédo do item c).”

PP: “O que seria uma aplicacao?”

D4: “E como um exemplo.”

Notamos pelo dialogo, e também pela resposta dada pela dupla no item e),
gue esses alunos também acreditaram que era necessario apresentar uma resposta
numérica em d), citando, para tanto, um exemplo. Percebemos, assim, que apesar
de dizerem que L poderia assumir outro valor além de “10”, os estudantes néao
interpretaram a sentenca 3L— 2 = C como uma possivel resposta para o item d),
mostrando, dessa forma, que n&do chegaram a uma generalizacdo do padrao
reconhecido e nao conseguiram simboliza-lo (G5) adequadamente. Tal fato
demonstra, novamente, uma falta de compreensao das variaveis como numeros
genéricos e a dificuldade dos alunos em generalizar padrdes.

A dupla D5 apresentou o seguinte protocolo:

c) Escreva uma expressao que represente a quantidade de quadradinhos do
contorno de uma figura qualquer da seqiéncia dada.

g—r'pf:x

d) Quantos quadradinhos existem no contorno de uma figura qualquer da seqéncia
dada? )

X +3=8
X '019(' W«v{o’) do corlavra da /é‘%uw z:»r}f:“{,,,

e) Ha alguma relago entre as respostas apresentadas por vocés nos itens c) e d)?
Se houver, explique tal relagzo.
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Quadro 19. Protocolo da dupla D5 — Questéo 5 - itens c¢), d) e e).



111

Em entrevista, questionamos:

PP: “Utilizando a férmula que vocés elaboraram, como eu poderia calcular, por
exemplo, a quantidade de quadradinhos da vigésima figura?”

Apds o questionamento, a dupla ficou algum tempo em siléncio e, entao,
decidimos perguntar, novamente:

PP: “Vocés disseram que At representa a area total de cada figura e que Ap a area
correspondente aos quadradinhos pintados, entao utilizando essa sentengca como eu
poderia calcular a quantidade de quadradinhos do contorno da vigésima figura?”

Depois do novo questionamento os integrantes de D5 se manifestaram:

D5-1: “Vocé teria que calcular ‘20’ ao quadrado e depois....”

D5-2: “Nao da! Porque € preciso saber quantos quadradinhos estariam pintados, e
isso a gente ndo sabe, sé sabe o lado da figura toda.”

PP: “Mas a vigésima figura é aquela que tem vinte quadradinhos no seu lado?”
D5-1: “Nao, porque a primeira ja tem trés quadradinhos no seu lado.”

D5-2: “Nao da, essa formula ndo funciona, esta errada!”

Analisando a resposta dada em d), notamos que, novamente, 0os alunos nao
apresentam uma generalizacao para representar o padrao presente na sequiéncia.
Em entrevista, eles notaram que suas férmulas nao eram eficientes, mas admitiram
como resposta para o item d) uma sentenca genérica, o que os estudantes, das
duplas anteriormente citadas, nao fizeram. Disseram, ainda, que os itens c) e d)
solicitavam a mesma coisa, e que poderiam trocar as respostas dadas em cada um
deles, pois a intencao era a mesma.

Observamos, assim, que apesar da dificuldade na generalizacédo, os alunos
reconheceram, na sequéncia, um padrao (G1), utilizaram variaveis como numeros

genéricos (G2) e, afirmacdes gerais (G5) para expressar suas respostas.
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A seguir, apresentamos o protocolo de D6.

c) Escreva uma expressdo que represente a quantidade de quadradinhos do

contorno de uma figura qualquer da sequiéncia dada.
LX '\'.3 = Cx “ A

X & o dou awnal

d) Quantos quadradinhos existem no contorno de uma figura qualquer da seqiéncia

dada?
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e) Ha alguma relacéo entre as respostas apresentadas por vocés nos itens c) e d)?

Se houver, explique tal relacéo.
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Quadro 20. Protocolo da dupla D6 — Questao 5 —itens c), d) e e).

Em entrevista, solicitamos que os alunos explicassem o significado da
expressao “Cy + 3 = Cy 41",
PP: “O que representa o C nessa sentenca?”
D6: “E o contorno da figura.”
PP: “Entdo C; é o contorno da figura 1, C, o da figura 2, e assim por diante?”
D6: “Sim.”
PP: “Usando essa féormula como poderiamos calcular a quantidade de quadradinhos
da figura ‘10’?”
D6: “Vocé precisaria descobrir o contorno da figura nove.”
PP: “Haveria outro jeito de fazer esse calculo?”
D6: “A gente também pensou em outra forma de calcular, usando x+3’.”
PP: “Mas esse ‘X’ da expressao que vocés apresentaram em d) ndo tem o mesmo
significado do ‘X’ utilizado em c), certo?”
D6: “Sim, no item c) representa o numero da figura e no d) o numero de
quadradinhos do contorno da figura anterior.”
PP: “Vocés disseram que existe relacdo entre as respostas dos itens c) e d), tentem
explicar, entdo, utilizando as expressdes que vocés formularam, como elas se

relacionam.”



113

D6: “E que aqui a gente fez errado, na verdade, deveria ter usado um y para mostrar
uma outra coisa. O y seria 0 x + 3’ e aqui a gente chamou de ‘C,, que seria 0
numero de quadradinhos do contorno.”

No dialogo o “aqui” utilizado pela dupla se refere a resposta dada no item c).

Observamos que os alunos pensaram numa lei de recorréncia para calcular a
quantidade de quadradinhos de uma figura qualquer e tentaram relacionar
algebricamente, utilizando uma outra variavel que nomearam no momento da
entrevista por y, a sentenca dada no item ¢) com a expressao do item d). Porém, os
alunos perceberam quando insistimos, novamente, no célculo do numero de
quadradinhos do contorno da décima figura, que a sentenca formulada nao era
eficiente, pois seria preciso conhecer o numero de quadradinhos da nona, da oitava,
e assim por diante, até a primeira.

Os estudantes ndao conseguiram encontrar uma relacdo entre a posicao da
figura na seqléncia e a quantidade de quadradinhos do seu contorno, pois sua
atencdo voltou-se ao numero de quadradinhos do contorno de cada figura,
percebendo, assim, que dada a quantidade de quadradinhos do contorno de uma
figura qualquer somando-se trés unidades encontraria-se 0 numero de quadradinhos
do contorno da proxima figura.

Assim como a dupla D5, os integrantes de D6 tiveram dificuldades na
generalizacao. Reconheceram um padrdao na seqiéncia (G1), utilizaram variaveis
como numeros genéricos (G2) e expressaram suas respostas, por meio de
afirmacdes genéricas (G5), porém nao encontraram uma relagcao entre a posicao de
cada figura na sequéncia e a quantidade de quadradinhos de seu contorno.

Acreditamos que, em parte, essa dificuldade esté relacionada ao processo de
ensino e aprendizagem vivenciado por esses alunos no Ensino Médio. Observamos
que, analisando o material didatico utilizado por eles nas aulas de algebra, e mesmo
nas de geometria, nao encontramos questdes envolvendo generalizacdo de
padrées. Assim, é natural a dificuldade demonstrada pelos estudantes.
Provavelmente, eles teriam resolvido, com éxito, a questdo 5 se, em suas aulas,
trabalhassem com problemas e questbes que explorassem a generalizagdo de
padrdes, pois, apesar das respostas inadequadas, demonstraram ter a nogao de
varidvel como numero genérico o que, sem duvida, é necessario para compreender

0s processos de generalizacéo.
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O trio T7, assim como a dupla D3, relacionou o numero de quadradinhos do
contorno das figuras dadas na seqUéncia com os termos de uma progressao
aritmética de razdo 3 e primeiro termo igual a 7. Para o item c), responderam:

“‘An =7+ (n-1).3”

Observamos que, durante a resolucdo dessa questdo, os alunos tentaram
generalizar o padrao utilizando as areas dos quadrados e dos retangulos destacados
nas figuras, porém nao conseguiram encontrar uma relagcdo para expressar a
quantidade de quadradinhos do contorno de uma figura qualquer. Percebemos,
pelos didlogos que os componentes do T7 decidiram utilizar a seqiéncia numérica
“(7, 10, 13...)” para a partir dela expressar uma sentencga que simbolizasse o padrao
reconhecido. Notamos, durante a entrevista, que os estudantes nao ficaram
satisfeitos com a resposta formulada, pois queriam descobrir uma forma diferente de
simbolizar o padrdo, sem utilizar o termo geral da progressdao aritmética. Tal
insatisfacao pode ser percebida na tentativa de apresentar, no item d), uma resposta
diferente daquela dada no item c), apesar de os alunos terem consciéncia de que
ambas as questdes solicitavam o mesmo. No item d), responderam:

“AL =7 + (L-1).83 Para uma figura L qualquer, sendo A_ o n° de quadrados do
contorno.”

Questionamos:

PP: “Por que aqui vocés utilizaram L, ndo poderia ser exatamente a resposta dada
no item anterior? Qual € a relacao entre essas duas respostas?”

T7: “A relacado é de igualdade. Na verdade, poderia ser qualquer letra, a gente s6
quis mudar um pouco a resposta, mas € mesma coisa.”

No item e), responderam:

“Sim, obtém-se o valor em d) utilizando a equacéao formulada em c).”

Pelo didlogo acima, e pelas respostas dadas, notamos que os alunos
interpretaram os itens c) e d) da mesma forma demonstrando, assim, que além de
reconhecerem o padréo presente na sequéncia (G1), utilizaram as variaveis “n” e “L”
como numeros genéricos (G2), deduziram uma regra (G3), generalizando, assim, o
padrao observado e o simbolizaram através da sentenca “A, = 7 + (n-1).3” (G5).

De forma geral, a dupla D3 e o trio T7 foram os Unicos que mobilizaram as
habilidades necessarias a resolucdo da questao 5. Os demais alunos apresentaram
dificuldades de compreensado quanto a variavel como numero genérico e, apesar de

reconhecerem, nao conseguiram generalizar o padrao presente na sequéncia.
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Acreditamos que essa dificuldade esteja relacionada, em parte, com a vivéncia
desses alunos nas aulas de Matematica do Ensino Médio, ja que o material didatico
utilizado por eles ndo apresenta problemas ou questdes envolvendo a exploragao da
observacdo e generalizacdo de padrées, ndo havendo, assim, estimulos a
compreensdo da algebra como generalizadora da aritmética e ao uso da variavel

como numero generico.

4.6 QUESTAO 6

Transcrevemos, abaixo, a questao 6.

Questao 6: Observe o retadngulo abaixo com as medidas indicadas para os seus lados e

responda as questodes:

*

6

v |

< (x+3)° —N—12 —>

a) Como poderia ser representada, por meio de uma expressado algébrica, a area desse
retangulo?

b) Para quais valores de x a area do retangulo € menor que 2887

c¢) Para quais valores de x a area do retangulo é maior que 1687

d) Para quais valores de x a area do retangulo varia entre 168 e 2887

e) Se x aumentar, o que acontece com a area do retangulo?

f) E se x diminuir, 0 que acontece com a &rea do retangulo?

g) De acordo com o que vocés responderam nos itens anteriores, o que vocés pensam sobre o
papel do x nesta situagao?

Nessa questdo, o objetivo era verificar a interpretacdo, simbolizacdo e
manipulacdo dos alunos com relagdo a variavel x, e sua habilidade em mobilizar e
integrar os trés usos da variavel apresentados no modelo 3UV.

No item a), as duplas D4, D5 e T7, mobilizaram a habilidade F6 (simbolizar
um relacionamento funcional baseado na analise dos dados de um problema) e
responderam:

“A = [(x+3)% +12].6”
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As duplas D3 e D1, além de F6, mobilizaram a habilidade de manipulagédo G4.
Aplicando a propriedade distributiva e realizando os calculos possiveis, os alunos
escreveram:

“A = 6. [(x+3)% +12]
L]

_ 2
A =6.[X+ 6x + 9 +12]

A = 6.[x° + 6X + 21
[ ] [ ]

A—] = 6x° + 36x +126”

A dupla D6, escreveu:

“I(x+3)? +12].6”

Notamos, assim, que esses alunos mobilizaram a habilidade G5, ou seja,
simbolizaram a area do retangulo por meio de uma expressao genérica.

Ja a dupla D2 respondeu:

“B.h (x+3)%.12.6 ="

Observamos que, durante a resolucdo desse item, um dos integrantes da
dupla, apés ter lido o enunciado, disse:

D2-1: “A 4rea do retangulo é base vezes altura, entdo é ‘(x+3)% mais 12 vezes 6.”

Enquanto um aluno dizia a resposta, o outro escrevia; porém, eles sé
perceberam o erro cometido no momento em que estavam sendo entrevistados.

Quanto ao sinal de igual apresentado na resposta, um dos alunos disse:
D1-1: “Achei que deveria fazer algum calculo, mas depois vimos que era sO para
representar a area.”

Percebemos que as falas dos estudantes, na ocasidao em que respondiam a
questdo 6, demonstravam falta de paciéncia e um certo cansago em responder o
questionario. Acreditamos, assim, que o desempenho dessa dupla na ultima questao
foi influenciado pela falta de disposicao de seus integrantes em respondé-la.

Assim, com excecdo da dupla D2, os alunos mobilizaram a habilidade de
simbolizacao (G5 ou F6) necessaria para responder o item a), como previmos na
analise preliminar.

Dividimos a analise dos demais itens da questdo 6 em dois blocos. Um deles

formado pelos itens b), c¢) e d), devido ao relacionamento existente entre suas
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respostas, e o outro referente aos itens e), f) e g) por envolverem, essencialmente,
as habilidades de interpretacao F1 e F4.

Comecaremos analisando as respostas dadas, nos trés primeiros itens
citados, pela dupla D1, cujo protocolo encontra-se a seguir:

b) Para quais valores de x a érea do retangulo é meng que 288’7 o OO
AC] 6521 36x+ 436 S< %= 6"" >x|| —‘3
IEE -~ 6x P ok 4136 Pe S5 46D il : l//
6%% 36x 126~ 388 =0 e
6><”‘+36><- 168 =0 ] iAo
¢) Para quais’valores de x a area do retangulo é maior que 168? ) :2
7= 652435 L13E ~b iu‘&“B/Z - _‘/ el K=

168= Gxg‘frﬂf‘.,(.xvg';-/; \\
& P _.(_] 2 Yok = 1
6x%) 364+ 126 - 168=0 | -¥ I//
63 gu+ya =g J ~d2y el

d) Para quais valores de x a drea do retangulo varia entre 168 e 288?

9= % £3

Quadro 21. Protocolo da dupla D1 — Questao 6 — itens b), ¢) e d).

Observamos que os alunos mobilizaram a habilidade de simbolizagcéo 15 para
formular as equacdes “288 = 6x° + 36x + 126" e “168 = 6x° + 36x + 126” e a
habilidade de manipulacdo 14, determinando, assim, as raizes dessas equagoes.
Porém, ndo encontraram o intervalo correto para que a area do retangulo variasse
entre 168 e 288.

A partir da entrevista com os integrantes dessa dupla, notamos que eles nao
pensaram no intervalo de variacdo de x para que a area do retangulo fosse menor
que 288 e maior que 168, simplesmente escreveram os intervalos “-9 < x<3"e
“-7< x < 1” considerando as raizes encontradas nas equacoes.

Assim, notamos que os alunos ndo mobilizaram as habilidades F4
(reconhecer a variacdo conjunta das variaveis) e F5 (determinar o intervalo de
variagdo de uma variavel, dado o intervalo de variacdo da outra), demonstrando, a
partir da resposta dada no item d), que ndo identificaram a correspondéncia (F1)
entre a varidvel x e a area do retangulo.

Em entrevista, percebemos que a dupla demonstrou mais atencdo aos
procedimentos algébricos e aritméticos necessarios para resolver as equagdes do

que a correspondéncia e dependéncia entre as variaveis sugeridas no problema.
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As respostas, a seguir, sdo da dupla D2 para os itens b), c) e d),

respectivamente: ‘< 3”
> 17
“>1e<d

Novamente, podemos observar certa dificuldade desses alunos com a nogao
de variavel. Sem utilizar a variavel x em suas respostas, apresentaram o que seriam,
para eles, intervalos possiveis para x, de acordo com as variacbes da area do
retdngulo dadas nesses itens.

Para determinar tais “intervalos”, os alunos foram atribuindo valores para x e
fazendo os calculos necessarios para que a area do retangulo fosse, primeiramente,
menor que 288, depois maior que 168, e, por fim, fizeram a interseccdo das
respostas encontradas nos itens b) e c) para responder o item d). Observamos que
os valores atribuidos a x foram todos inteiros e positivos.

Apesar da falta de simbolizacdo e manipulacao, relacionadas a variavel x e a
area do retangulo, necessarias a resolucao desses itens, os alunos demonstraram
uma percepgado do relacionamento e da correspondéncia entre essas variaveis, 0
que nos permiti concluir que mobilizaram, de alguma forma, a habilidade F1. Porém,
nao reconheceram a variagdo conjunta (F4) de x e da éarea do retangulo,
relacionando alguns de seus valores de forma pontual. Assim, n&o identificaram os
intervalos de x para que 168 < A(x) < 288 (F5).

A seguir, apresentamos, o protocolo de D3.

TE=Y X ibx £ QL 2] i
b) Para quais valores de x a area do retangulo & menor que 2887 A /A i
” 3 = g 4 5ft é_@ = X, = q ‘fk B ,::r” S
Gx Ty Db< 2 126 <238 | & {* =
2 . NP i e--162 Xg= =
6"+ x4 176-288<0 4 3 '?‘1'2%
Ex %426 -—362\'0 } \ T
ex Tt e < 100 =0) VA xERf L 3
c) Para quais valores de X a area do retangulo € maior que 1687 ;
-,'»f ‘r*'\ - = . _—-'f::,“%
GD/Y(, T I ) o . .:; Vs ] p 7
bx%+ 36&1!236""’\1 e o e, |
6x?+ 36 «-42=006) | Y \I:{x,e@‘ 1‘;—!‘,
2 : — "
Y +6L-F0 -1 2
d) Para quais valores de x a area do retangulo varia entre 168 e 2887
S SRR oR
. :};‘ =1
_w._,;@w.‘:-ﬁw’d;-)m_'
~ 4

Quadro 22. Protocolo da dupla D3 — Questao 6 — itens b), c) e d).
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Os alunos mobilizaram as habilidades de simbolizacdo (G5 e 15) e
manipulacdo (G4 e 14) necessarias a resolugao dos itens em questdo, porém
cometeram erros nos calculos das somas das raizes das equagdes formuladas. Tal
fato influenciou na determinacao dos possiveis intervalos de variacdo de x para que
a area do retangulo variasse nos intervalos solicitados em b) e c).

Apesar dos erros cometidos, notamos que os alunos reconhecerem a
correspondéncia entre as varidveis sugeridas no problema (F1), e demonstraram,
em suas falas durante a entrevista, e no esboc¢o da parabola apresentada no item b),
que procuraram analisar a variagao conjunta (F4) de x e da area do retangulo, porém
os erros cometidos nos calculos influenciaram na determinacdo dos possiveis
intervalos de variagao de x.

Apds apontarmos os erros cometidos pela dupla, questionamentos, em
entrevista:

PP: “Considerando as raizes que vocés encontraram no item b), por que vocés
consideraram ‘x < -3’ como resposta para que a area do retangulo fosse menor que
2887”

D3: “Na verdade, seria no meio, entre ‘-3’ e ‘9', mas como nao estava dando certo, e
nds ndo conseguimos perceber onde estava o erro, nés fomos jogando valores para
x menores do que ‘-3’ e percebemos que para esses a area seria menor que 288.”

Observamos que, considerando o intervalo correto, (“9 < x < 3”), os alunos
encontraram, de fato, alguns possiveis valores para X, ja que ha interseccao entre
esse intervalo e aquele considerado pela dupla.

Questionamos, ainda:
PP: “E aqui, no item c), qual deveria ser o intervalo a ser considerado? Vocés

pensaram nos sinais da funcao como fizeram no item b)?”
D3: “Sim, nés ndo marcamos, mas a gente pensou da mesma forma, e percebemos
que tinha algo errado de novo! O intervalo correto deveria ser onde é positivo o sinal
da funcéo, ou seja, para fora.”

Pontuamos que o “para fora” utilizado pela dupla referia-se aos intervalos “x <
-7” e “x > 17, ja considerando as raizes corretas.

Um dos integrantes de D3, declarou durante a entrevista, que no item d)
tiveram uma confirmacéo de que algo estava errado nas respostas dadas nos itens

anteriores, porque nao havia intersecc¢ao entre os intervalos determinados em b) e
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c). Disse, ainda, que o cansago fez com que desistissem de voltar nesses itens para,
novamente, tentar descobrir onde estava o erro.

Concluimos, assim, que se os integrantes de D3 tivessem determinado, de
forma correta, as raizes das equacdes formuladas teriam encontrado os possiveis
intervalos de x para que a area do retangulo variasse entre 168 e 288, mobilizando,
dessa forma, F5.

Apresentamos, a seguir, o protocolo da dupla D4.

b) Para quais valores de x a area do retangulo é menor que el
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c¢) Para quais valores de xa area do reténgulo é maior que 168’?
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Quadro 23. Protocolo da dupla D4 — Questao 6 — itens b), ¢) e d).

Observamos que os alunos formularam as equacdes “[(x+3)? +12].6 = 288" e
“l(x+3)? +12].6 = 168", mobilizando, assim, 15, mas erraram nos calculos quando
manipulavam (14) a primeira sentenga, encontrando como raizes “3, 5” e “-9,5".
Contudo, acreditamos que os alunos mobilizaram as habilidades F4 e F5, pois
relacionaram a variacao da area do retangulo, no intervalo solicitado na questéo,
com a variacao de x.

Nossa crenca esta embasada nos dados observados no protocolo dessa
dupla e nos depoimentos que obtivemos na entrevista com os alunos. Questionamos
como haviam chegado aos intervalos “9,5 < x < 3,5” e “x > 1” e 0s estudantes
disseram que apoOs determinarem as raizes das equagdes atribuiram alguns valores
para x, “préximos” daqueles obtidos para as raizes, e fizeram os célculos para
verificar quais deles satisfaziam as condicbes dadas para a variacdo da area do

retdngulo. Porém, os alunos nao perceberam que, também, para x < -7 a area do
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retdngulo assumiria valores menores que 168. Notamos, ainda, que, se a dupla
tivesse determinado, nos itens b) e c), os devidos intervalos de x teria concluido o
item d) corretamente, pois a interseccdo entre os intervalos encontrados nao
demonstrou ser um problema para os alunos.

A seguir, expomos o protocolo de D5.

b) Para quais valores de x a drea do retangulo € menor que 2887
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Quadro 24. Protocolo da dupla D5 — Questao 6 — itens b), c) e d)

Quanto as respostas dessa dupla, observamos que os alunos apresentaram
dificuldades quanto a representacao de intervalos, utilizando de forma incorreta os
sinais < e >. Notamos a mobilizacdo das habilidades de simbolizacao; G5 (simbolizar
afirmacdes genéricas, regras ou métodos); e de manipulacdo; G4 (manipular -
simplificar, desenvolver - a variavel simbdlica) e 14 (determinar o termo desconhecido
que aparece na equacao ou nos problemas executando as operacdes algébricas
e/ou aritméticas requeridas); porém, em entrevista com os alunos, percebemos que
nao relacionaram corretamente a variagao da area do retangulo com a variacao de x,
pois disseram que o intervalo “3 > x < -9” representava que x poderia assumir
valores menores que -9 e maiores que 3, e que “1 > x < -7” significava que a variavel
admitiria valores menores que -7 € maiores que 1.

Com relacdo a interseccao desses intervalos considerados pelos alunos, eles
explicaram que substituiram valores para x maiores do que 3, e notaram que a area

do retangulo ficaria maior do que 288, logo desprezaram esse intervalo no momento
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de fazer a interseccdo. Assim, admitindo, de forma equivocada, que x poderia
assumir apenas valores menores do que —9, para que a area fosse menor que 288,
os alunos determinaram a intersecc¢ao desse intervalo com aquele considerado para
que a area fosse maior que 168, obtendo, assim, “x < -9”. Além disso, no momento
da entrevista, observaram que nao deveriam ter colocado o sinal “<”, mas sim
apenas “x <-9”.

Portanto, apesar de demonstrarem que notaram a dependéncia entre as
variaveis sugeridas no problema, os estudantes ndo mobilizaram as habilidades F4 e
F5, ou seja, ndo identificaram a variagao conjunta dessas variaveis.

Segue o protocolo da dupla D6.

b) Para quais valores de x a area do reténgulo é menor que 288?
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d) Para quais valores de x a area do retangulo varia entre 168 e 2887
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3 S4 )
b\ixiff_@:f :

Quadro 25. Protocolo da dupla D6 — Questao 6 — itens b), c) e d).

Analisando as respostas da dupla, observamos que a habilidade de
simbolizacdo G5 foi mobilizada no momento em que os alunos escreveram as
desigualdades “[(x+3)® +12].6 < 288" e “[(x+3)® +12].6 > 168", porém cometeram
erros na passagem da inequacado “(x+3)? < 36” para “x+3 < 6” e de “(x+3)? > 16” para
“x > 17, admitindo apenas as raizes quadradas positivas de 36 e de 16 como limites
para os intervalos de x a serem determinados.

Além disso, notamos, assim como no protocolo da dupla D5, problemas na
representacéo de intervalos. Os integrantes de D6, bem como os da dupla anterior,
escreveram 0s extremos do intervalo, dado como resposta em d), em ordem

contraria a da reta real: “3 > x > 1”. Em entrevista, explicaram que tal intervalo
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representava que a variavel x poderia assumir valores maiores do que 1 e menores
do que 3.

Acreditamos que a preocupacado dos alunos em empregar os procedimentos
aritméticos e algébricos necessarios para resolver as inequagdes distanciou-os da
percepcao da relacdo de correspondéncia e dependéncia entre as variaveis
sugeridas no problema. Dessa forma, demonstraram uma valorizagao dos processos
de manipulacdo (G4) em detrimento da andlise e interpretagdo necessarias para
responder as questdes. Os estudantes deixaram, portanto, de mobilizar as
habilidades F4 e F5, ndo identificando a variagcdo conjunta de x e da area do
retangulo.

Os unicos a resolverem, corretamente, os itens b), ¢) e d) foram os

integrantes do trio T7. Segue, abaixo, o protocolo com suas respostas.

a) Como poderia ser representada, por meio de uma expres§ao algébrica, a drea
desse retangulo? |
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Quadro 26. Protocolo do trio T7 — Questao 6 |tens a), b), c) e d).

Analisando as respostas desses alunos, podemos observar que eles
mobilizaram as habilidades de simbolizacdo G5 e 15, respectivamente, ao

formularem as inequagdes e equacbOes necessarias ao desenvolvimento das
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questdes. Determinaram as raizes das equacdes, mobilizando, assim, as habilidades
de manipulacao G4 (manipular - simplificar, desenvolver - a variavel simbdlica) e 14
(determinar o termo desconhecido que aparece na equacdo ou nos problemas
executando as operacdes algébricas e/ou aritméticas requeridas). Reconheceram a
correspondéncia entre a variavel x e a area do retangulo, identificando a variacao
conjunta dessas variaveis (F4) e estabeleceram os intervalos de x para que a area
do retangulo estivesse compreendida entre 168 e 288, mobilizando, dessa forma, a
habilidade de manipulagao F5.

De forma geral, os alunos apresentaram dificuldades para reconhecer a
variagdo conjunta (F4) das variaveis sugeridas nos itens b), c) e d) da questédo e
determinar o intervalo de variacdo de uma variavel dado o da outra (F5). Tal fato,
como ja citamos no capitulo Il, demonstra a dificuldade dos estudantes na resolucéo
e interpretacdo da solucdo de uma inequacgédo do segundo grau. Além disso, assim
como nos resultados da pesquisa de Blanco e Garrote (2007), identificamos que
existem problemas na compreensdo dos alunos sobre intervalos reais. Tais
observacdes podem servir como alerta para que as habilidades F4 e F5 sejam mais
exploradas nas aulas de matematica em que o conceito de variavel esteja presente,
0 que inclui, sem davida, o ensino e aprendizagem das inequacoes.

Com os itens e), f) e g) tinhamos o objetivo de verificar a interpretacao dos
alunos quanto a variacdo conjunta de x e da area do retangulo. Seguem os dados
coletados no protocolo de D1:

e) Se x aumentar, o que acontece com a area do reténgulo?
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Quadro 27. Protocolo da dupla D1 — Questao 6 — itens e), f) e g).

Como j& haviamos pontuado, essa dupla ndo mobilizou as habilidades de
interpretacdo F1 e F4, no momento de resolver os itens b), ¢) e d), o que fez com
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que concluisse, inadequadamente, que o intervalo de variacdo de x (F5), para que a
area do retangulo variasse entre 168 e 288, deveria ser “-9 < x < 3”. Diante dessa
falta de percepcao da correspondéncia e variacdo conjunta das variaveis envolvidas
no problema, os alunos responderam os itens €), f) e g) sem analisar, devidamente,
a expressdo (x+3)? e sua influéncia na composicéo da area do retangulo, o que pode
ser evidenciado em suas respostas quando admitem que “a area e o valor de x sao
diretamente proporcionais”.

Percebemos, a partir dos dados coletados no protocolo de D2, uma concluséo
semelhante a dos alunos de D1.

e) Se x aumentar, o que acontece com a area do retangulo?

% 7 S

f) E se x diminuir, o que acontece com a area do retangulo?
e onviried

g) De acordo com o que vocés responderam nos itens anteriores, o que vocés
pensam sobre o papel do x nesta situagao?
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Quadro 28. Protocolo da dupla D2 — Questao 6 — itens e), f) e g).

Apesar de manifestarem, de alguma forma, nas respostas dadas nos itens b),
c) e d) a mobilizagdo da habilidade F1, os integrantes dessa dupla ndo mobilizaram
F4, habilidade necessaria, juntamente com F1, para que interpretassem de forma
correta a variagdo conjunta das variaveis sugeridas no problema. Assim como a
dupla D1, os integrantes de D2 parece ndo terem dado a devida atencdo para o
termo (x+3)?, deixando, dessa forma, de observar que o menor valor possivel para a
area do retangulo seria dado quando x fosse igual a -3, e que para valores menores,
e maiores que —3, a area aumentaria.

Ja a dupla D3, como observamos em seu protocolo, demonstrou a percepcao
da variagdo conjunta de x e da area do retangulo (F4).
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e) Se x aumentar, o que acontece com a area do retangulo?
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Quadro 29. Protocolo da dupla D3 — Questao 6 — itens e), f) e g).

Certos de que havia algo errado nas respostas dos itens b), ¢) e d), como
demonstraram em entrevista, os alunos optaram por analisar a expressdo (x+3)

para identificar sua influéncia na composicao da area do retangulo. Questionamos:

PP: “Por que o ‘-3’ foi utilizado como referéncia na analise que vocés fizeram sobre a
variagdo de x e da area do retangulo?”

D3: “Porque para x igual a ‘-3’ aqui vai dar zero, entao ai a area vai ser ‘6’ vezes ‘12’.
Agora se x for diminuindo, por exemplo, ‘-4’, *-5’, como aqui esta ao quadrado o
namero vai ficar maior, entdo a area aumenta. Porque quando for -5’ vai dar -2’, que
ao quadrado da ‘4. Se for -6’ vai dar ‘-3’ que ao quadrado da ‘9, entdo vai
aumentando.”

Mesmo tendo citado, no momento de realizar os calculos, apenas numeros
inteiros, os integrantes de D3 admitiram x como sendo uma variavel real, o que péde
ser notado em seu protocolo e em suas respostas aos nossos questionamentos
durante a entrevista.

Embora tivesse cometido erros nos calculos, nos itens b) e c), essa dupla
reconheceu a correspondéncia entre as variaveis envolvidas no problema (F1) e a
sua variacdo conjunta (F4) manifestando, assim, as habilidades de interpretacéo
necessarias a resolugéo dos itens e), f) e g).
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Segue, abaixo, o protocolo de D4:

€) Se x aumentar, o que acdhitece com’a’area do retangulo?
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Quadro 30. Protocolo da dupla D4 — Questao 6 — itens e), f) e g).

Observamos, a partir dos dados apresentados acima, que os alunos dessa
dupla, assim como os de D1 e D2, ndo notaram que a area do retangulo assumiria
seu menor valor quando x fosse igual a —3. Notamos que os estudantes nao
analisaram a influéncia da variacao de x sobre a variagdo da area do retadngulo a
partir da expressao (x+3)%, mas sim, utilizaram a sentenca “A = [(x+3)? +12].6”
formulada por eles, no item a). Dessa forma, ndo houve, nos itens e), f) e g), a
mobilizacdo das habilidades de interpretacdo F1 e F4 pelos componentes de D4.

Nos protocolos de D5 e D6, também, encontramos as mesmas conclusdes
apresentadas pelas duplas ja citadas, excetuando-se aquelas dadas por DS3.
Portanto, decidimos destacar, apenas, a resposta dos integrantes de D6, para o item
g), em que encontramos: “E uma grandeza responsavel pela variagdo da area e é
diretamente proporcional a area.”

Pontuamos que a dupla D1 também explicitou em suas respostas que a
variavel x e a area do retdngulo eram grandezas diretamente proporcionais, o que
demonstra, além da falta de percepcédo desses alunos da variagcdo conjunta das
varidveis dadas no problema (F4), que ndo houve uma analise da variacado de x e

sua influéncia na variagéo do termo (x+3)%
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O trio T7 apresentou uma analise cuidadosa em suas respostas para os itens
e), f) e g), como se pode verificar em seu protocolo exposto abaixo.

e) Se x aumentar 0 que acontece com a area do reténguio’?
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g) De acordo com o que vocés responderam nos itens anteriores, o que vocés
pensam sobre o papel do x nesta situagéo’?
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Quadro 31. Protocolo do trio T7 — Questao 6 — itens e), f) e g).

Notamos que os alunos interpretaram, de forma incorreta, a variagao conjunta
de x e da area do retangulo, pois ndo observaram que o menor valor da area seria
obtido para x = -3, e ndo para x = 0. No entanto, observamos que sua interpretacéao
foi mais cuidadosa do que aquela apresentada pelas outras duplas que néao
concluiram corretamente esses Ultimos itens da questdo 6. Em entrevista,
questionamos as respostas dadas pelo trio:

PP: “No item e), como vocés chegaram a essa conclusao?”

T7: “Para x maior do que zero, por exemplo, ‘1’, a area vai dar um valor. Quando eu
colocar 2 ja vai dar um valor maior. Entdo, quando x aumenta, a area também
aumenta. Agora, para x menor do que zero, por exemplo, -5 vai dar um valor,
quando vocé colocar ‘-7’ vai dar maior, porque esta ao quadrado. Entdo, quando x
diminui, aumenta a area”.

Notamos pelos valores atribuidos a variavel x, que tais estudantes, no
momento da analise da variagdo conjunta de x e da area do retangulo, nao
identificaram que o menor valor possivel para a area do retangulo seria obtido
quando x fosse igual a —3. Porém, acreditamos que o0s alunos mobilizaram as
habilidades de interpretacdo F1 e F4, pois reconheceram que a medida que x
aumenta, a area aumenta, e quando x diminui, a area também aumenta, s6 nao
precisaram os intervalos corretos de x para que ocorresse essa variacao conjunta.

No geral, analisando as respostas dos estudantes, nos itens e), f) e g) da

questao 6, identificamos que a maioria notou a dependéncia entre as variaveis



129

sugeridas no problema, porém nao identificou a correspondéncia e a variacao
conjunta de x e da area do retangulo, deixando, assim, de mobilizar as habilidades
de interpretagdo F1 e F4 necessarias a resolugdo desses itens. Os alunos que
demonstraram uma percepcao dessa variacdo foram os integrantes da dupla D3 e
0s componentes de T7.

Salientamos que duas duplas e o trio T7 explicitaram que, pelo fato de as
medidas de x e da area do retangulo estarem relacionadas, tais medidas
representavam grandezas direta ou inversamente proporcionais, 0 que pode ser
resultado de “regras” utilizadas no ensino de grandezas proporcionais tais como:
“‘guando o aumento, ou a diminuicdo, de uma grandeza acarreta no aumento, ou
diminuicdo, da outra, as grandezas sao diretamente proporcionais. Quando o
aumento (diminuicdo) de uma grandeza acarreta na diminuicao (aumento) da outra,
as grandezas sao inversamente proporcionais.” Essa simplificagdo na linguagem
natural ndo explicita a exigéncia da proporcionalidade.

Pelos resultados obtidos, notamos que nos itens do questionario em que era
necessario simbolizar equacdes, expressdes algébricas ou, ainda, uma relagao
funcional os alunos, no geral, ndo demonstraram dificuldades, mobilizando, assim,
as habilidades de simbolizagdo 15 (simbolizar o termo desconhecido identificado
numa situacao especifica e usa-lo para representar uma equacao), G5 (simbolizar
afirmacdes genéricas, regras ou métodos) e F6 (simbolizar um relacionamento
funcional baseado na analise dos dados de um problema). Dentre essas,
acreditamos que a habilidade G5 € pouco explorada nas questdes e problemas
trabalhos em sala de aula, o que pode levar os estudantes a ndo aceitarem, como
afirmacdes matematicas validas, expressdes genéricas, a exemplo “t+3”, sentindo a
necessidade de transforma-la numa equacéao acrescentando o sinal de igualdade em
todas as expressoes desse género.

Quanto as questbes que envolveram a manipulagdo de equacgoes,
desigualdades e expressdes em busca da determinagao de raizes, ou de intervalos
de variacdo de uma dada variavel, notamos que naquelas em que a variavel
assumia o papel de incégnita os estudantes ndao apresentaram dificuldades, porém
em situacbes em que a variavel assumia o status de numero genérico, ou estava
presente numa relagdo funcional, os alunos demonstraram problemas. Podemos
verificar tal constatacdo, com base nos dados coletados nos itens b), ¢) e d) da
questao 6. Das habilidades de manipulagéo 14 (determinar o termo desconhecido
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que aparece na equacao ou nos problemas executando as operacoes algébricas
e/ou aritméticas), G4 (manipular a variavel simbélica), F2 (determinar os valores da
variavel dependente dado o valor da independente), F3 (determinar os valores da
variavel independente dado o valor da dependente) e F5 (determinar o intervalo de
variagdo de uma variavel dado o intervalo de variacdo da outra) que deveriam ser
mobilizadas pelos alunos ao responderem o questionario, pontuamos que aquelas
relacionadas a varidvel em relagcdo funcional demonstraram ser as mais
problematicas. Os estudantes tém dificuldade, principalmente, para determinar o
intervalo de variagdo de uma variavel dado o intervalo de variagao da outra (F5).

Além disso, notamos que o dominio de variacdo admitido e aceito pelos
alunos, muitas vezes, € o conjunto dos numeros inteiros. Apesar de encontrarmos
nos dados coletados, principalmente nas entrevistas, que as variaveis apresentadas,
por exemplo na questao 2, poderiam ter como dominio de variacdo o conjunto dos
nameros complexos, notamos que tais numeros nao foram citados nos protocolos
dos alunos. O exemplo mais ousado que encontramos como um possivel valor para
uma das variaveis citadas nessa questéo foi “vm 7, dado pelos integrantes de T7.

Tal fato demonstra que, em sala de aula, a presenga dos numeros inteiros é
marcante, o que, sem duvida, influencia a interpretacao dos alunos a respeito dos
possiveis dominios de variagdo das variaveis.

Com relagao as habilidades de interpretacdo I1 (reconhecer e identificar numa
situagcao-problema a presenca de algo desconhecido que pode ser determinado
considerando as restricbes do problema), 12 (interpretar o simbolo que aparece na
equacao, como um ente que pode assumir valores especificos), G1 (reconhecer
padrdes, perceber regras e métodos em sequiéncias e em familias de problemas),
G2 (interpretar um simbolo como uma entidade genérica ou indeterminada que pode
assumir qualquer valor), G3 (deduzir regras e métodos gerais em sequéncias e
familias de problemas), F1 (reconhecer a correspondéncia entre as variaveis
relacionadas independentemente da representacédo utilizada) e F4 (reconhecer a
variagdo conjunta das variaveis envolvidas em uma relacdo), observamos que,
dentre essas, G3 e F4 foram as menos mobilizadas pelos alunos. Eles
demonstraram dificuldades em deduzir regras para simbolizar a generalizagdo de um
padrdo, quando a variavel assumia o status de numero genérico, € no
reconhecimento da variacdo conjunta das variaveis envolvidas em uma relagéo.

Além disso, de tais habilidades, identificamos que as Unicas que foram mobilizadas
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pelos estudantes sem dificuldades foram 11 e 12, o que demonstra que esses
identificam com facilidade a varidvel como incégnita. Tal fato pode ser observado
com base nos dados encontrados na questao 3, em que era necessario identificar a
presenca de algo desconhecido na situacdo, formular equacdes e determinar suas
raizes. Lembramos que os alunos que encontraram dificuldades nessa questédo
foram aqueles que ndo reconheceram a correspondéncia entre as variaveis
presentes na funcdo dada (F1), demonstrando, assim, que nao mobilizaram a
habilidade de interpretacdo necessaria a compreensdo das varidveis em relagao

funcional.
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CONSIDERACOES FINAIS

O modelo 3UV como ferramenta direcionadora na elaboracdo de nosso
instrumento de investigacdo, e de andlise dos dados coletados a respeito da
compreensdo dos alunos sobre o conceito de variavel, possibilitou o alcance do
objetivo de nossa pesquisa.

A partir dos dados coletados com a aplicacdo do questionario, e com as
entrevistas realizadas, pudemos, tendo como base de analise o modelo 3UV,
identificar que os usos da variavel como numero genérico e em relagao funcional
ndo sao tdo bem compreendidos pelos alunos quanto ao uso como incégnita. Tal
constatacao encontra-se, também, nos resultados da pesquisa de Queiroz (2008)
realizada com professores do Ensino Médio sobre a compreensao desses docentes
a respeito do conceito de variavel. Essa semelhanca nos resultados confirma uma
de nossas conjecturas de que algumas das dificuldades apresentadas pelos alunos,
no que se refere a sua compreensdo sobre esse conceito, estdo relacionadas as
praticas pedagdgicas, o que poderia ser investigado com mais profundidade por
futuros pesquisadores.

Além disso, identificamos as habilidades, relativas aos trés usos da variavel
apresentados no modelo 3UV, que deveriam ser melhor exploradas no processo de
ensino e aprendizagem para que o conceito de variavel pudesse ser compreendido.

Percebemos que, muitas vezes, os alunos interpretam as variaveis como
elementos representativos do conjunto dos numeros inteiros demonstrando uma
certa resisténcia para aceitar niumeros que nao tenham essa caracteristica. Suas
falas e os dados encontrados em seus protocolos revelam que seus numeros
“preferidos” sdo os inteiros positivos, apesar de alguns alunos citarem que o dominio
das variaveis, apresentadas na questao 2, poderia ser o conjunto dos numeros reais,
ou, ainda, o dos complexos. Mesmo nesses casos, notamos uma grande
inseguranca dos educandos em citarem e aceitarem esses numeros. Observamos,
ainda, que alguns estudantes, como, por exemplo, os integrantes de D5, rejeitam as
fracoes.

Notamos, também, que a maioria dos alunos demonstrou a necessidade de

encontrar um resultado numérico para as operacodes realizadas com variaveis em
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situacbes em que essas representariam numeros genéricos, interpretando-as,
muitas vezes, como incégnitas. Tal fato pode ser notado nas respostas que
encontramos nos itens a) e ¢) da questao 2 e, também, nos estudos de Trigueros e
Ursini (1998, 2001).

A relacdo de dependéncia e correspondéncia entre as variaveis de uma
funcdo, dada sua representacao algébrica e grafica, nao foi identificada por alguns
estudantes, como foi 0 caso dos integrantes das duplas D1 e D2, o que pode
demonstrar que o relacionamento entre variaveis nao é devidamente explicitado no
estudo de funcgoes.

Com base nos dados encontrados na questao 6, identificamos que, apesar de
a maioria dos alunos perceber a dependéncia entre as variaveis sugeridas nessa
questao, muitos ndo reconheceram a correspondéncia entre elas e nao observaram
devidamente sua variagao conjunta, o que demonstra a falta de mobilizacdo das
habilidades de interpretacdo F1 (reconhecer a correspondéncia entre as variaveis
relacionadas independentemente da representacdo utilizada) e F4 (reconhecer a
variagdo conjunta das variaveis envolvidas em uma relagdo). Além dessas
habilidades, referentes a compreensdo das varidveis em relagdo funcional, uma
outra pouco mobilizada foi a habilidade de manipulacao F5.

A maioria dos estudantes que participou de nossa investigacao demonstrou
dificuldades para encontrar, dada uma relag¢ao funcional, o intervalo de variacdo de
uma variavel quando é conhecido o intervalo de variacdo da outra (F5).

As observacbes acima, referentes ao emprego de variaveis em relagéao
funcional, podem servir como alerta para que as habilidades anteriormente citadas
sejam mais exploradas nas aulas de matematica em que o conceito de variavel
esteja presente, o que inclui, sem duvida, o ensino e aprendizagem das funcdes e
inequacoes.

Observamos que os alunos conseguem simbolizar desigualdades e até
manipula-las, mas tém dificuldades para interpreta-las. A maioria ndo percebe a
relacdo funcional que esta implicita na resolucdo de uma inequacdo do segundo
grau, e interpretam a variavel presente na desigualdade como uma incégnita capaz
de assumir um numero finito de valores, quando na situacdo dada deveria
representar os elementos de um intervalo real. Tal resultado também foi apontado
por Blanco e Garrote (2007) em sua pesquisa desenvolvida com alunos do primeiro
ano de educagao pré-universitéria, na Espanha. Os autores observaram que o0s
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alunos tém problemas para compreender um intervalo real e o conceito de variavel,
principalmente, nas situagdes em que essa deveria ser interpretada como um
namero geneérico.

Com relagdo ao uso da variavel como namero genérico, a compreensao dos
alunos investigados apresentou lacunas. Acreditamos que, no processo de ensino e
aprendizagem desses estudantes, as habilidades necessarias a essa compreensao
ndo foram tdo bem exploradas quanto aquelas relativas ao uso da variavel como
incdgnita, o qual ndo aparentou ser um problema para os educandos. Notamos que
0s sujeitos investigados tiveram dificuldades para deduzir uma regra (G3) e
generalizar o padrao sugerido na questédo 5. Além disso, a interpretagdo da variavel
como um numero genérico (G2) cedeu espaco a interpretacdo da varidvel como
incégnita, quando, em certos casos, como foi os dos itens a) e ¢) da questdo 2,
deveriam tais varidveis ser interpretadas como numeros genéricos.

Porém, tais dificuldades parecem estar relacionadas as praticas de ensino
dos professores e ao material didatico utilizado durante as aulas de Matematica.
Nossa crenga esta embasada, em parte, na analise que fizéssemos do material
utilizado, durante o Ensino Médio, pelos alunos pesquisados. Notamos que nele nao
h& questdes ou problemas propostos que envolvam a observacao e a generalizacao
de padrbes, processos esses importantes para a compreensdao do conceito de
variavel. Logo, € natural que os estudantes tenham certa deficiéncia no
entendimento da varidvel como numero genérico, ja que algumas das habilidades
necessarias a sua compreensao ndo foram exploradas em sua aprendizagem.

Contudo, esperamos, ainda, alertar os professores sobre a importancia de
trabalhar com o conjunto dos numeros reais de forma mais significativa,
apresentando, quando possivel, suas caracteristicas e problemas envolvendo a
aplicacao de numeros nao tao “bem comportados” como os inteiros.

Para finalizar, pontuamos que as consideragées aqui apresentadas foram
elaboradas com base nos dados encontrados em nossa investigacdo com alunos
que estavam concluindo o Ensino Médio, no entanto, acreditamos que muitas delas
podem ser aplicadas ao ensino e a aprendizagem do conceito de variavel nas séries
finais do Ensino Fundamental, e mesmo no superior, visto que tal conceito tem seu
espaco garantido nessas fases da Educacéao, pois a linguagem algébrica comeca a

fazer parte do cotidiano escolar, em geral, na sétima série do Fundamental, e no
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ensino superior esse conceito é de fundamental importancia, ndo sé para a Algebra,
mas também para o Calculo e para a Andlise.

Essas consideracdes tém como objetivo despertar reflexbes sobre a atuacao
dos professores em sala de aula ao explorar situacdées em que a nocao de variavel
esteja presente, além de motivar o trabalho com problemas em que os diferentes
usos da variavel possam ser relacionados. Quais atividades, questdes ou problemas
poderiam favorecer a exploracdo dos trés usos da varidvel (incégnita, numero
genérico, variaveis em relacdo funcional) para estimular a compreensdo desse
conceito? Como elaborar uma sequéncia didatica que envolva as habilidades
descritas no modelo 3UV ?

Tais questdes poderiam incentivar o desenvolvimento de futuras pesquisas
que tenham por objetivo o0 ensino do conceito de variavel. Deixamos, assim, nossa
sugestdo para aqueles que se interessarem por estudos relacionados a essa

tematica.
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APENDICE

Questionario

Por favor, responda atentamente as questdes abaixo. Sua participacdo nesta
pesquisa é de fundamental importancia. Desde ja agradecemos sua colaboragdo em

nosso trabalho.

Dupla:

Questao 1: Escreva uma expressao algébrica para:

a) representar um namero que multiplicado por 12 seja igual a 144

b) representar um numero dividido por 3 somado a 7:

C) representar um numero que € igual a 15 mais um outro namero:

Questao 2: Para cada uma das seguintes expressoes, determine quantos valores as

letras apresentadas podem assumir. Dé exemplos desses possiveis valores.
a) y=y

b) 7y?=2x -5

c) t+3
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Questio 3: Considere a fungdo polinomial do 2° grau f(x) = X - 6x + 8, definida em R
com valores em R, representada no gréafico abaixo.
Determine as abscissas a, b e X ilustradas na figura abaixo.

Questao 4: A area representada abaixo ilustra as medidas de um terreno retangular
destinado a construgdo de um condominio, onde sera colocado um jardim, de
formato quadrado, com ¢ metros de medida para seu lado. Analisando a figura que

representa esta situacéo, responda as questdes:

50
/
:; c

60

A
\/

a) Como poderia ser representada, por meio de uma expressao algébrica, a
area destinada ao condominio desconsiderando a area do jardim?

b) O que a letra ¢ representa no problema?

c) Que valores ¢ pode assumir?

d) Quais sédo os valores de ¢ para os quais a area ocupada pelo jardim é

menor do que 16m??
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Questao 5: Observe como se forma a sequéncia de figuras abaixo:

L Li

a) Desenhe a proxima figura. Quantos quadradinhos formam o contorno desta
figura?

OBS: Considere como contorno da figura os quadradinhos que nao estao me
destaque.

b) Desenhe a 52 figura. Quantos quadradinhos formam o contorno desta figura?

c) Escreva uma expressao que represente a quantidade de quadradinhos do
contorno de uma figura qualquer da sequéncia dada.

d) Quantos quadradinhos existem no contorno de uma figura qualquer da seqiéncia
dada?

e) Ha alguma relacéo entre as respostas apresentadas por vocés nos itens c) e d)?
Se houver, explique tal relagao.

Questao 6: Observe o retangulo abaixo com as medidas indicadas para os seus

lados e responda as questoes:

f
¢

- (x43)P—>t— {2—>

a) Como poderia ser representada, por meio de uma expressao algébrica, a area
desse retangulo?
b) Para quais valores de x a area do retangulo é menor que 2887

c) Para quais valores de x a area do retangulo € maior que 1687

d) Para quais valores de x a area do retangulo varia entre 168 e 2887
e) Se x aumentar, o que acontece com a area do retangulo?

f) E se x diminuir, 0 que acontece com a area do retangulo?

g) De acordo com o que vocés responderam nos itens anteriores, o que vocés

pensam sobre o papel do x nesta situacao?
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ANEXO

As questbes de Trigueros e Ursini (1998) que influenciaram a elaboragao de

nosso instrumento de investigacéo:

Cuestionario

NOMBRE. MATRICULA

En este ejercicio, solamente escribe una formula. NO CALCULES el numero.

1.

Escribe una formula que exprese: Un numero desconocido multiplicado por 13 es
igual a 127.

Escribe una férmula que exprese: Un numero desconocido multiplicado por la
suma del mismo numero desconocido con 2 es igual a 6.

Escribe una formula que exprese: Un numero desconocido es igual a 6 mas otro
numero desconocido.

Escribe una férmula que exprese: Un numero desconocido dividido por 5 y el
resultado sumado a 7.

Para cada una de las siguientes expresiones ¢cuantos valores puede tomar la

8.

9.

letra?
X+2=2+x
3+a+a=a+10
X=X

445

X+5=x+x

10. 3+a+a+a+10

11.
12.

7% = 2x-5
X -3

x% -4

13. (x+1)*=x2+2x+1

14. 4+ x2=x(x+1)
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Para cada una de las siguientes expresiones escribe los valores que piensas
que puede tomar la literal:

15. 13x+27-2x=30+5x
16. (x+3)2=36

17. 4+ x=2

10
1+ X

18.

2=2

Reduce las siguientes expresiones a una equivalente:
19.  (x2+1D)(x2-2)=

20. a+5a—3a=

21. y24+2y+4y2—-5y—-8=

El perimetro de una figura se calcula sumando la longitud de sus lados.
Escribe la formula que expresa el perimetro de la siguiente figura.

22.

Escribe una formula para calcular el area de las siguientes figuras:

23. 24.
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25. En la siguiente figura, el poligono no es completamente visible. Debido a que no
sabemos cuantos lados tiene el poligono en total diremos que tiene N lados.
Cada lado mide 2 centimetros de longitud.

Observa las siguientes figuras:

Numero de puntos

Figura #1 * 1
Figura #2 ** 4
Figura #3 o 9
Figura #4

26. ;Cuantos puntos hay en la figura #47?
27. Dibuja la figura #5 y da el numero total de puntos.
28. Dibuja la figura #6 y da el numero total de puntos.

29. Imaginate que puedes segquir dibujando figuras hasta la figura #m. ;Cuantos
puntos en total tendra la figura #m?

Si para hacer las figuras del ejercicio anterior vas agregando puntos.
30. ;Cuantos puntos agregas para pasar de la figura #1 a la #27?

31. ¢ Cuantos puntos agregas para pasar de la figura #2 a la #37?

32. ;Cuantos puntos agregas para pasar de la figura #m a la siguiente?

33. Escribe una formula que muestre como vas agregando puntos hasta llegar a la
figura #m.
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Observa las siguientes igualdades:

34. Completa:

1+2+3 (34)
+2+3="7-
2

(4.5)
1++2+3+4=?

142434402
Six+3=y
35. ;Qué valores puede tomar x?
36. ;Qué valores puede tomar y?
37. Siy=7, ;qué les pasa a los valores de y cuando los valores de x aumentan?

Te encuentras en una papeleria en donde se hacen fotocopias. Para evitarse
estar haciendo multiplicaciones el empleado elabora una tabla.

38. Complétala.

numero de precio
copias
5 6.25
10 12.50
15
25.00
25 31.25
35
62.50
100

39. Escribe la regla general si n denota el numero de copias

Observa la siguiente tabla y contesta las preguntas.

tiempo velocidad

0 0 m/s
10 30 m/s
15

20 60 m/s

35

50

60

40. Completa la tabla

41. Si aumenta el tiempo ;qué le pasa a la velocidad, aumenta o disminuye?
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42. En una hoja aparte, sobre un sistema de coordenadas marca los puntos de la
tabla y unelos trazando aproximadamente una curva.

43. Escribe la regla general que asocia a los numeros de la lista de la izquierda con
los numeros de la lista de la derecha.

Considera la siguiente expresion y=3+x.

44. Si queremos que los valores de y sean mayores que 3 pero mas pequerios que
10, ;Qué valores puede tomar x?

45. Si x toma valores entre 8 y 15, ;entre qué valores caeran los valores de y?

De las siguientes dos expresiones n+2 y 2xn

46. ;Cual es mas grande?

47. Justifica tu respuesta.

El peso de la mercancia que se compra en el mercado se mide con una
bascula. En el puesto de Don Pachito, por cada kilogramo de peso la

charola de la bascula se desplaza 4 cm.

48. Encuentra una relacion entre el peso de la compra y el desplazamiento de la
charola.

49. Si la charola se desplaza 10.5 cm al pesar una bolsa de manzanas ;Cuantos
kilos pesa la bolsa?

Plantea los siguientes problemas y escribe para cada uno una formula que
permita resolverlos:

50. El area total de la siguiente figura es 27. Calcula el lado del cuadrado
sombreado.

3

I
51. Juan es 15 anos mayor que Santiago. La suma de las dos edades es 41.

¢ Cuales son las edades de Juan y Santiago?

52. Rentar un automovil cuesta N25.00 por dia, mas N$12 por kilémetro. ; Cuantos
kilometros, en un dia, puede manejar Diego si solamente tiene N40.007?
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Observa los siguientes datos de un experimento y contesta las preguntas.

x |y
0| 0
10 | 100
15 | 225
25 | 625
20 | 400
~10 | 100
15 | 225
-20 | 400

53. Determina que pasa con el valor de y cuando el valor de x va creciendo.
54. ;Para qué valor de x, alcanza y su valor maximo?

55. ;Para qué valor de x z, alcanza y su valor minimo?

56. Escribe la regla general que relaciona a la variable x con la variable y.

57. Si queremos que el valor de y esté entre 256 y 10000 ;entre qué Ovalores tiene
que estar x?

58. Si x toma valores entre -2 y 26 ;entre qué valores estara y?

Dada la expresion 40 - 15x - 3y = 17y - 5x

59. ;Qué valor tendra y para x=16?

60. Para que el valor de y esté entre 1y 5 ;entre qué valores debe estar x?

61. Supon que x toma valores entre -5 y 5 ;Para qué valor de x alcanza y su valor

maximo?
Dada la grafica siguiente:

ﬁ\

10

-0 -0 0 10 a

62. ; Entre qué valores de x, los valores de y crecen?
63. ¢;Entre qué valores de X, los valores de y decrecen?
64. ¢;Para qué valor de x, se obtiene el valor maximo de y?

65. ; Entre qué valor de x se obtiene el valor minimo de y?



