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RESUMNDO

Esthen Wafshop Terdiman

Histdricamente, sabemos que as tentativas infrutiferas
da demonstragio do Postulado das Paralelas de Euclides levaram a

conclusdo da independéncia desse axioma.
0 trabalho de Saccheri, nesse sentido, partindo da de-

monstracio por absurdo da famosa proposicio, resultou no apareci

mento dos primeiros teoremas basicos da Geometria ndo-Euclidia-
na.

0 nosso proposito & fazer uma exposigao axiomiatica da
Geometria HiperbSlica, com a demonstracao de todos 05 teoremas
necessarios a esse estudo.

A seguir, verificamos a consisténcia do sistema axioma

tico relativamente a um plano Euclidiano, utilizando para 1sso a



inversio em relacdo i circunferéncia, bem como introduzindo 0s
conceitos de razdo dupla, quadruplas harmbnicas e peispectivida-
de, para justificar a construcao das pafalelas-limite ~de Janos
Bolyai.

A consistencia estd apresentada por meio do primeiro
modelo de Poincaré, de maneira completa, e pelo de Klein erum se

gundo de Poincaré, por isomorfismo.
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INTRODUCAO HISTORICA

1. AS ORIGENS DA GEOMETRIA

A palavra geometria; do grego '"Geometrein' (geo = terra
e metrein==medida), foi, originalmente, a ¢iencia da medicao de

terra.

0 historiador Herddoto (sec. V AC) credita aos egip-
cios a origem da geometria, mas outras civilizagSes.antigas, co-
mo os Babilonios, Hindus e Chineses possuiam informagoes geome-
tricas; mas o raciocinio dedutivo, comecado por Tales de Mileto,
que desenQULveu.a primeira geometria com demonstracao, fol carac
teriético dos matemdticos gregos.

-Tales comegou a sistematizacio desenvolvida dépdis pdr

Pitigoras e seus discipulos.
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Hipocrates, no seu "Elementos', estabelece, por volta

do ano 400 AC, a base sistematica da Geometria Plana.

Sua obra se perdeu, mas cobria boa parte dos "Elemen-

tos" de Euclides, que apareceu quase um seculo depois.

Eudoxo, o verdadeiro autor do axioma conhecido como de
Arquimedes, reconhecido pelo proprio Arquimedes, desenvolve a
teoria das proporcdes. que também era valida para medidas irra-

cionais e que foi incorporada ao "Elementos' de Euclides.

A obra de Euclides tomou completamente o lugar das ten

tativas anteriores dos trabalhos geométricos.

Sua obra dominou o ensino desse assunto por mais de
2.000 anos.

0 método axiomitico, usado por Euclides, & o protdtipo
- do que chamamos "matematica pura': somente 0 raciocinio nas de-

monstracbes tem que ser conferido.

Quando se fala em Geometria, pénganse imediatamente na
Geometria Aplicada, na geometfia usada na éngenharia, ﬁaqdéla
que nossos sentidos mais imediatos se acostﬁmaram, na Geometria
chamada Euclidiana. .

‘Nosso proposito e mostfar outra geometria, onde apare4
ce um estranho mundo novo e que € tao consistente quanto a Geomg

tria Euclidiana.
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POSTULADOS DE EUCLIDES

Postule-se

Pl. Tracar uma reta de qualquer ponto a outro ponto
qualquer.
Pz' Prolongar uma reta finita continuamente numa Te-
ta.
P3. Descrever um circulo com qualquer centro & raio.
"P4. Todos os angulos retos sao iguais.

Esses 4 postulados sempre foram prontamente aceitos pgl
los matematicos, mas o 59 foi muito questiomado, ~até o século
XIX. |

Vamos apresenta-lo como Playfair o formulou em 1795 €,
anteriormente, Proclus (410-485 DC).

Essa forma € equivalente 3 de Euclides, como Veremos.

DEFINIGCAO. Duas retas % ¢ I, do mesmo plano, Sao pa
ralelas, se elas nao se cortam, isto g, se nao existem pontos em

comunm.

Observacao. A definigdo nao diz que as retas sao equil
distantes, isto &, nao diz que a distancia entre as duas retas e

sempre a mesma.
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P5I

1) Pon Playfadin

Para toda reta L e todo ponto P que nao esta em %

(P&2), a paralela m, por P, a £, & {inica, no plano de P e L

7). Por Eucldides

Se a soma dos angulos colaterais imnternos a & e m em
relacao a uma 32 reta t (que intercepta g € m em pontos dis-
tintos), for menor que'180°, entio ¢ e m mnao siao paralelas e
se encontrarac no mesmo semi-plano em relagao a t, onde se

acham os angulos.

0 proprio Euclides reconheceu a natureza questionavel
do 5¢ postulado, tanto & que so foi usd~lo na sua 202 proposi-

cdo.

O0s axiomas tém que ser simples e sao aceitos facilmen-
te, se intuitivamente obvios.

0 postulado das paralelas sempre foi, ha 2.000 anos,

considerado como possivel de ser demonstrado.’
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Entretanto, sempre se esbarrava, nas tentativas de de-
monstraciao do 5° postulado, em outras afirmag6és, que' também
eram logicamente equivalentes ao 5°¢ postulado, formando-se um

-”» - -
circulo vicl0S0.

Daj construirmos a estrutura que chamamos "Geometria
" Absoluta', que & uma geometria que omite © postulado das parale-

las

2. 0 SISTEMA AXIOMATICO MODIFICADO DE HILBERT

Em fins do século passado, varios matematicos passaram
a trabalhar num estudo mais rigoroso da Geometria de Euclides,

principalmente no que se refere a ordem.

A obra mais conhecida & o "Fundamentos da Geometria"

de Hilbert.

Daremos aqui os axiomas de Hilbert, -que fixou os funda
mentos da Geometria Plana, substituindoseus 2 axiomas de continui

dade pelo de Dedekind, a eles equivalente.

Os axiomas de Hilbert, no plano, estao divididos em 5
grupos: Incidencia, Ordem, Congruéncia, Continuidade e Paralelis

mo.
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1. AXIOMAS DE INCIDENCIA

1. Qualquer que seja o ponto P e qualquer que seja o
ponto Q, P#Q, existe uma {nica reta & que passa por P e Q.

("Passa por" & outra forma de dizer '"é incidente com")

2. Qualquer que seja a reta %, existem pelo menos 2

pontos distintos incidentes com L.

3. Existem 3 pontos distintos com a propriedade de

que nenhuma reta & incidente com todos os 3.

Il. AX!IOMAS DE ORDEM

N

(A*B*C, notagdo abreviada para 'ponto B estd entre

o ponto A e o ponto C").
1. Se A*B*(, entdao A, B e C- sao pontos distintos
da mesma reta e C *B*A.

2. Dados 2 pontos A e B, existe um ponto C, tal

que A*B*C.

3. Se A, B e C sao 3 pontos distintos sobre a mesma

reta, entao 1 e somente 1 dos pontos'esté_entre os outros 2.
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4. Axioma de Pasch

Dados A, B e¢ C nao colineares, se T nao passa por
nenhum desses pontos e encontra AB num ponto M entre A e B,

entao encontra BC ou AC.’

Ity. AXIOMAS DE CONGRUENCIA

”(,Congruéncia: é uma relagao (representada por 2) entre
segmentos ou uma relagéo entre angulos).

1. Se A e B s3do pontos distintos de uma reta r, €
se A' & qualquer ponto da mesma reta ou de outra, entao existe
um ponto B' em T ou na outra, tal que AB=A'B’. |

2. Se ABECD e ABZEF, entao CD ¥ EF.

3. Se A*B*C, A'*B'*C', ABEA'B' e BC=B'C', en-

tio ACESA'C'.

-

‘4. Dado um angulo qualquer BAC (onde, por definigao

de '"angulo", ﬁ diferente de Kﬁ) e dada uma semi-reta qual-

quer” ATB' com origem em A', entio existe. uma Unica semi-reta

ATC num semi-plano dado em relagdo a A"B', tal que B'ArC' £BAC
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B'

A "
C!

5. Todo angulo & congruente a si MesmMo.

6. (LAL) Se 2 lados e o .angulo compreendidO"entre
eles, de um trianguleo, sdo congruentes respectivamente a 2 lados
e o angulo compreendido entre eles, de outro triangulo, entdo os

dois triangulos sdo congruentes.

IV. AXIOMA DE CONTINUIDADE

1.  Axioma de Dedekind

Suponhamos que o conjunto de todos os pontos numa reta
% seja a uniao lelzz de 2 subconjuntos nao vazios, tal que ng

nhum ponto de 21 esteja entre os pontos(de L, © vice-versa.

Entio ha um Gnico ponto O sobre & tal que P, *O0*P,

se ¢ somente se Plezl e Pzezz e O#Pl, O;‘Pz.

" CONSEQUENCIAS DO AXIOMA .DE D EDEKIND

Podemos, como Axioma de Dedekind, demonstrar:

1. Axioma de Arquimedes.
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Se AB e CD sao segmentos quaisquer, entao existe um
nGmero n tal que, se o segmento CD & colocado n vézes sucessi
vamente na semi-reta AB com origem A, entdo um ponto E & atin

gido, onde

ne.CD=AE
e B esta entre A e E
A B E
: : : ot s
Fr————]
C D ﬂemonéinagao no Livio "Fundamentos de Geo
: metria" - Prof. Benedite Castrucct.

@

2. Principio da Continuidade Circular.

Se uma circunferéncia vy tem um ponto P e um ponto Q,
respectivamente interno e externo & outra circunferéncia vy', en

tio as duas circunfercncias se interceptam em 2 pontos.

. )

3. Principio da Continuidade elementar.

Se uma extremidade de um segmento € interno a uma cir-
cunferéncia e a outra extremidade & externa, entao o segmento

corta a circunferencia.
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V. AXIOMA DO PARALELISMO

1. Axioma do paralelismo de Hilbert.

Para toda reta & e todo ponto P nao - pertencente a
%, existe no maximo uma reta m, por P, tal que m e paralela a

'

- m

4
-5

k- o
- »

" Podemos provar que o postulado do paralelismo de Hil-

bert 8 equivalente ao 5° postulado de Euclides.

TEOREMA 1. 59 Postulado de Fuclides == Postulado das

paralelas de Hilbert.

Demonstragao:

1) =
Seja o postulado de Hilbert.

A situacdo do 5° postulado de Euclides fica mostrada

na figura abaixo. ‘
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 Suponhamos entao que f+2<180 (hip.) e queremos pro-
var que {como quer Euclides), & e m se encontram no mesmo semi

Fad

plano em que se encontram oS angulos 1 e 2, em relacao a t.

Entao,

f+2<180°=2<180-1
e o be=s2<3 (D

f+3=180°(supl) =3 =180°-1

- - . . . Fal ”~ . -~
Mas existe uma unica semi-Teta B'C' tal que 3 ¢ 4 sejam angu-

1os alternos internos congruentes (ax. congr. 4).

v
=]

Também podemos demonstrar que:

TEOREMA 2. Se 2 retas cortadas por uma transversal
tem um par de angulos alternos internos congruentes, entao as 2

retas sao paralelas (Geometria Absoluta).
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Demonstracgao: D
X / o

Y
1

A

t

~ Seja 12% onde A'B'B=5 e CBB'=1. Suponhamos por
absurdo que 'gﬂ 2'={D} e que D esteja no mesmo semi-plano de
C e C' em relagao a t.
Entio, no ABB'D, 125, onde S & angulo externo nao
adjacente de 1; absurdo, pois 5 deve ser maior que qualquer

angulo interno ndo adjacente =2 f/%'.

Atencido: A reciproca na G.H. ndo & verdadeira.

Entio B'C' & paralela a 2 (figura 1).
Desde que n# ¢ (n), (BC' & Gnica, por hipotese de
Hilbert), m encontra & .

Para concluir, devemos provar que m encontra & no
mesmo semi-plano em que se encontram OS angulos 1 e 2, em rela
cdo a t.

Suponhamos, por absurdo, que eles se encontrem no pon- .

to P, mno semi-plano oposto.

Entdo 3 & um angulo externo do APB'B. Mas ele & me-
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nor que o angulo interno nao adjacente 3 (por (1)).
Essa contradigdo do Teorema do angulo externo (Geome-

tria Absoluta), prova Euclides.

2) ==

Suponhamos, agora, valido o 5% postulado de Euclides.

Veja a situacdo do Postulado de Hilbert na figura

 J
=]

4
x>

Seja t a perpendicular a 2, por P e m a perpendicu

lar a t, por P.
Tenos o
TEOREMA 3. Unicidade da perpendicular de um ponto P,

Peékg, a & (Geometria Absoluta).

I 3

Se tivessemos 2 perpendiculares, pelo teorema do angu-

lo externo (Geometria Absoluta), f>%2 e haveria um absurdo,

2 e 1212,

[1H]

pois teriamos entdo 2 angulos de 90° e 1>
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Sabemos também que m /¢ (consequéncia do Teorema Z)

[1 .

At

P .
\-:.; -

T

2 n

-] I

5 > L
¥

Devemos mostrar que n encontra L.
Seja 1 o angulo agudo que n faz com t (cujo angulo
existe, pois n#m). Entao 1+2<90°+90°=180°. | |

Assim, a hipdtese de Euclides fica satisfeita:
f+2<180°.

Entdo n -encontra R (por Euclides), provando o postula
do de Hilbert (que & {nica), pois qualquer reta por P, exceto
m, encontra 2.

Poderemos, agora, usar, indiferentemente, qualquer_dos
2 postulados, porque sao logicamente equivalentes, na Geometria

Absoluta.
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Essas outras afirmacdes sao, também, logicamente equi-

valentes ao postulado das paralelas:

Hilbert <« Se uma reta corta uma de 2 retas paralelas,

entio corta também a outTa.

#ilbert <= Os angulos alternos internos de 2 retas pa
ralelas, cortadas por 1 transversal, sao
congruentes (reciproco do teorecma dos angu

los alternos internos).

Hilbept <= Se t & transversal a ¢ e m, com g/f/m,

e tl_ﬁ, entao Itj_m.

Bilbert == Se k//o, mlk e nla, entdo m=n ou

m //n.
A

o

A J
=

f 3

o

Y

Y
=

A

Hilbert —=> A soma dos angulos internos de um triangu-
1o qualquer & igual a 180° (a demonstracao

contriria so podera ser feita mais tarde).

As tentativas de demonstracao do 5° postulado culmina-
ram com o aparecimento de Geometrias nao Euclidianas no século

XIX: a Geometria Hiperbdlica e a Geometria Elitica.
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3. TENTATIVAS DE DEMONSTRACAO DO POSTULADO DAS PARALELAS

Nas tentativas para demonstrar o 5° postulado de Eucli
des, os matematicos acabavam introduzindo implicitamente alguns

postulados equivalentes ao postulado de Euclides.

Entre os matematicos que o tentaram, podemos citar:

1) Ptolomeu (séeulo I DC)

Na sua tentativa para demonstrar o 5¢ postulado de Eu-
clides, Ptolomeu usa o postulado de Hilbert, que & equivalente

logicamente ao de Euclides, sem perceber.

Seu raciocinio se tornava, entao, um cTrculo vicioso.

2) Proclus (410-485 DC)

Proclus, uma das maiores fontes de informacoes da Geo-

metria Grega, ja criticava o postulado de Euclides.

Di o exemplo da hipérbole, que se aproxima de suas as-

sintotas tanto quanto se queira, sem encontra-las.
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Proclus tentou provar o postulado de Euclides da se-

guinte maneira:

Dadas duas retas paralelas & e m, suponhamos que a

reta n corte m em P,

- Ed - .
e unica,

"

A

————— b

'Y

B
MNbe - |
.I
/P
f
’-'-— N .
v
b=y

u-cla
/
’
".
’

Seja Q o pé da perpendicular de P a & (que existe e

pelo teorema 3).

Se .n coincide com ?3, entao ela intercepta & em Q.

~ - - A i . -
Se n nao coincide com ?ﬁ, uma semi-reta PY, de n, esta entre

?@ e uma semi-reta PX de n.

Consideremos X como o pé da perpendicular de Yen, a

Como o ponto Y se afasta infinitamente de P, sobre

n, o segmento XY cresce indefinidamente em tamanho e, entao,

eventualmente, se torna maior que o segmento PQ.

Portanto, Y deve estar do outro lado de &, entao n

deve encontar £&.
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Critica a demonstragao:
0 raciocinio de Proclus &, acima de tudo, um racioci-
nio sofisticado: envolve movimento e continuidade.

Além do mais, cada passo no raciocinio pode ser mostra

do como correto — exceto que o crescimento de XY pode nao alcan
car PQ.

Por exemplo, a sequéncia de numeros

1037 15 31
2° 4+ 8 160 3207

cresce infinitamente, mas nao chega a 1.

Vejamos:

Baixemos a perpendicular YZ de y a &.

1) Se X, Y, Z estao alinhados, 1sso significa que te
mos um retangulo PQZX e teriamos 4 angulos retos e ja estaria-

mos usando o 5° postulado (4? angulo reto), e entao,

XZEPQ o (2)
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Entao, quando XY se torna maior qﬁé PQ, XY deve ser
também maior que XZ ou XY >PQ==>por (2) XY >XZ, entdo Y deve

estar no outro semi-planc em relagdo a &.

2) Nio podemos, no entanto, afirmar que XYZ estejam

alinhados, e portanto nao poderiamos afirmar que XZ =PQ.

Somente a figura nos faz pensar que as conclusoes de
1) estejam corretas e isso sd € possivel usando o 5% postulado,

na Geometfia Euclidiana.

Isso faz com que a demonstragao de Proclus seja um cir
culo vicioso. |

A analise do raciocinio imperfeito nos mostré bem como
devemos pensar cuidadosamente nas paralelas. |

Sem o postulado das paralelas, a.ﬁnica coisa que pode-

mos dizer sobre duas retas & que serao ''paralelas™ se, por defi-
P

nigdo de 'paralelismo', nio tiverem ponto em comum.

Nao se pode falar em equidistancia entre duas retas se

nao se pode mesmo admitir a existéncia de perpendicular comum.

Observag3o. Se duas retas tém uma perpendicular comum,
sdo paralelas, mas nao & verdade que se 2 Tetas sao paralelas,

~elas tém perpendicular comum.
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3) Nasir Eddin Al Tusi (1201-1274)

Astrénomo e matematico persa (neto de Gengis Xan), “in-.

troduziu outra hipdtese equivalente ao postuladb de Euclides.

Obtuso

&
e

Se uma reta u & perpendicular a outra reta w em A e
v & obligqua a w em B, entio as perpendiculares tragadas de u
sobre v sdo menores que AB, do lado onde v e w formam angulo
agudo e maiores que Aﬁ do lado onde v e w formam angulo obtu-

50.

4) John Wallis (1616-1703)

Wallis desistiu de tentar demonstrar o postulado das
paralelas na Geometria Absoluta e, em vez disto, prop0s um TNOVO

axioma, que imaginou mais plausivel que o 5° postulado.

POSTULADO D E WALLIS

Consideremos o AABC qualquer e seja DE um segmento

qualquer.
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Exjiste um triangulo, ADEF (DE um dos lados) que € seme

ihante ao AABC.

C

A | B

Notagao: AABC ~ ADEF.

.Temos que notar que €sSses triangulos semelhantes 530
triangulos cujos vértices podem ser postos em correspondencia bi

univoca, tal que os angulos correspondentes sejam congruentes.

Prova-se, na Geometria Fuclidiana, que lados correspon

dentes de triangulos semelhantes, sio proporcionais.

0 pensamento intuitivo do postulado de Wallis nos diz,
entio, que podemos encolher ou aumentar um triangulo quanto se

queira, sem distorgao.

Usando o postulado de Wallis, o postulado de Euclides

ficaria (segundo Wallis) demonstrado como se segue:

Demonstragéo} Dado um ponto P, Pe¢ &, construimos uma
paralela m a &, por P, como antes, baixando a perpendicular

PG a 2 e construindo m perpendicular a P3.
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=

\
) o s E
q >
Seja n qualquer outra reta por P. Devemos mostrar

que n encontra 4.

Como antes, consideremos uma semi—.retar de n s;iﬁdq de
P,. ta.l qué esteja entre uma semi-reta de m e m (qualquer pon-
tode n é interno ao angulo QPM); de qualquer ponto S. de_' 70,
tragamos RS, perpendicular a Pﬁ (a perpendicular baixada de um

ponto € Unica (teorema 3)).

Aplicamos agora o postulado de Wallis, ao APSR e o
segmento PQ.
 Ele nos diz que existe um ponto -T, tal que APSR € se

melhante ao APQT
"APSR ~ APQT

Mais que isso, suponhamos que T e R estejam no mesmo semi-pla-

no em relagao a Q.

- - T

!
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Por definigdo de triangulos semelhantes, i=13.

Desde que esses angulos tem a semi-reta PT(§=§§ cComo
1ado comum, e desde que T e R estao no mesmo semi-plano em re-
"lag@io a PQ, a Unica maneira de 182 & 1=72,e isto s0 & possi-

vel se
PR =PT==>Ten. (1)

Do mesmo modo 321 (angulos retos); como I—’_(§= BS (lado
comum desses angulos) ¢ T e R estao no mesmo semi-plano em re-

lagao a ﬁmg =4 (medidas .iguais).

% 3 . p- M
L._ﬁ :
4
5 .§ ) T
N\ -
4 TCF - 1 — ]
Q

Resumindo:
Se Ten e APSR~ APQT, os 2 angulos vretos em Q sdo
‘congruentes e como tém um lado comum, QT = L=TeL.

Por (1) e (Zj

Ten _
—Tenftl=>n e % se encontram em T;

Te L
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m &, consequentemente, a {nica reta, por P, paralela a 2.

Mas nido devemos considerar o pdstulado de Wallis mais
plausivel que o 5° postulado de Euclides, pois ele & logicamente

equivalente ao 5% de Euclides.

(Se Wallis nio usasse o 5° postulado, nao teriamos trian

gulos semelhantes, mas sim, congruentes}).

. 5) Girolamo Saccheri (1667-1733)

Pouéo antes de morrer, o padre jesuita Girolamo Sacche
ri publicou um pequeno livro com o titulo "Euclides ab omni nae-
vo vindicatus" (Euclides vingado de toda a macula ou Euclides 11
berto detqua1QUer imperfeigdo), que ndo foi notado até um século

e meio depois, quando Eugenio Beltrami o redescobriu.

Nele, Saccheri .tentava demonstrar o postulado das para

lelas, usando o raciocinio da redugdo ao absurdo: negava o 5°

postulado e tentava deduzir a contradigao.

Especificamente, estudou certos tipos de quadrilateros,
cujos angulos da base, A e B sio retos e cujos lados AD e BC

sdao congruentes.

D ' C

L1
¥
Lt
L]
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Esses quadrilateros foram posteriormente conhecidos co

mo "Quadrilateros de Saccheri”.

Na Geometria‘Absoluta (sem o postulado das paralelas)

também & facil provar que:

TEOREMA 4. Angulos superiores C e D de um quadrila-

tero de Saccheri, sao congruentes.,

Demonstragao:

D M' . C

i )

] . . [

T . M 1 . B

113

£
Sejam M ponto médio de AB, M' ponto médio de CD
Entao

ADAM = ACBM (LAL) (por hip) —=DM 2 CM (1)

e 122

i
£

—>ADMM' = ACMM' (LLL) ==3 2 (2)

Somando.membro a membro (1) + (2) temos:

L'
+
{3 )
e
[y
+
2
L
e
o

Entao os angulos superiores sao congruentes.



34

Pela hipStese de Saccheri, haveria 3 possibilidades:

12 caso. ¢ e D retos
29 caso. C e D obtusos
3¢ caso. C e D agudos

Querendo demonstrar o 1% caso (e, entdao, o postulédo
das paralelas),_qué & o caso da Geometria Euclidiana, Saccheri
fentou demonstrar que os outros dois casos levavam a contradi-
¢cbes; s0 o conseguiu com o 2% caso: se 0S angulos superiores C
e D fossem obtusos, a soma dos angulos do quadrilatero seria.
maior que 3600,'contrariando 0 corqlério do Teorema de Saccheri-

Legendre que diz: A soma das medidas dos angulos de um quadrila-

tero convexo qualquer & no maximo 360°.

TEOREMA 5. Teorema de Saccheri - Legendre (da Geome-

tria Absoluta).

A soma das medidas dos 3 Angulos internos de um trian-

gulo qualquer ¢ menor ou igual a 180°.

A demonstracio & feita por absurdo e usando o axioma

de Arquimedes.

Constroe-se um triangulo ABC onde se admite que a so-

o)

ma das medidas dos angulos internds seja 180° + p°, com I)>0}

Podemos construir outro triangulo, com a mesma soma

dos angulos, onde um dos angulos & -% de um angulo do triangulo
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anterior, e assim por diante, até que um dos angulos do dltimo
triangulo construido tenha um angulo no maximo = p° ==a soma dos
2 outros angulos sera 180° ou mais, contrariaﬁdo um corolario da
‘Geometria Absoluta que diz que a soma de Z angulos quaisquer de

um tridngulo & menor que 180°.

Observacao: Na Geometria Elitica nao vale o Teorema

de Saccheri - Legendre. .

_Por mais que tentasse, Saccheri nao conseguia uma con--
tradicdo do 3° caso, "a hipotese inimiga, do angulo agudo', como

ele a chamava. .

)

Conseguiu, entio, deduzir varios resultados estranhos,
mas nao uma contradigao.

Exclamou, entdc, frustrado: A hipotese do angulo agudo
& absolutamente falsa, porque & incompativel com a natureza das
retas'.

"E. como .se um homem tivesse descoberto um raro diaman-

te mas, incapaz de acreditar no que via, anunciava que era fal-
L1 .

50 .

Embora nao o reconhecesse, Saccheri descobriu a Geome-

tria nao Buclidiana.

6) Lambert (1728-1777)

Num caminho semelhante ao problema das paralelas,

Johann Heinrich Lambert estudou quadriliteros tendo pelo menos 3
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angulos retos, que sdo atualmente conhecidos como de Lambert.

ol

1 ' [

Deduziu muitas proposic¢des niZo-Euclidianas da hipdtese

do angulo agudo, mas, ao contrario de Saccheri, nao alegava ter

achado contradigoes.

Indo além de Saccheri, Lambert mostrou que a hipotese
do angulo agudo implica que a area do triangulo € proporcional a
suas ''deficiencias" e especulou que esta hipotese correspondia

‘% Geometria sobre uma "esfera de raio imaginario”.

(Deficiéncia de um tridngulo: se o triangulo ABC e
um triangulo qualquer, entao 180° menos a soma dos angulos inter
nos do triangulo ABC €& um nimero > 0.

Esse nimero & chamado de "deficiencia" do triangulo e
tem um papel muito importante na Geometria Hiperbolica.

Um tridngulo tem "deficiéncia 0 (zero)" se a soma das
medidas dos angulos internos & 180°).

Mais tarde Beltrami mostrou que a Geometria numa pseu-

do esfera satisfaz a hipdtese do angulo agudo.

'7) Adrien Marie Legendre (1752-1833)

Legendre, um dos melhores matematicoes de seu  tempo,

tendo contribuido em varios ramos da matematica, estava - tao
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obcecado em provar o postulado das paralelas que, durante um pe-

riodo de 29 anos, publicou uma tentativa apos outra, em diferen-
tes edigdes de seu "Elementos de Geometria'.

Eis aqui uma de suas tentativas:

Seja & uma reta qualquer ¢ Peég; bai-

Pemonstragao.
em Q e m_LPQ em P (pelo

xamos a perpendicular PQ de P a 2,

teorema 3).

1L

1
l.P

Seja n uma reta qualquer, poTr p, diferente de m ¢

?ﬁ Témos_que mostrar que n intercepta 2.

Seja PR uma semi-reta de n, entre P0 e uma semi-re-

ta de m, de origem P.
oposto a R em relacao a PQ tal

Existe um ponte R',
127%) (postulado de congruén-

que o angulo R'PQ= QPR (ma fig:

cia e ordem).
Entio Q estd no interior de R'PR(3). Desde que a r¢

-

interior do angulo 3, & tem que in-
falso; so &

ta ¢ passc pelo-ponto Q-

terceptar um dos dois lados deste angulo. (Isto e

verdadeiro na GCeometria Euclidiana).
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Se % encontra o lado PR, entdo céertamente & encon-

tra n.

Suponhamos que £ encontra o lade PR' no ponto A.
Seja B o unico ponto no lado PR (sobre n) (1), tal

que PA=PB. Entao

PA=PB

Py

-~

APQA = APQB (LAL) | I =2
' PQ comum
Entdo PQB & um angulo reto (pois & congruente a 3) =
—= B estid sobre & e n (por (1))==20n={B}.
_ Pode parecer que esta demonstracao esteja correta, mas
terfamos que justificar cada passagem, definindo cada termo cui-
dadosamente. |

1. Se m, & | PQ=>m//2 (ja demonstrado) consequéncia

do teorema 2.

2. Semi~reta interlor. Em Hilbert temos: -

Dado um angulo CAB, e um ponto D sobre BC, entdo D

estd mo interior de CAB se e somente se B*D*C (DeCB).
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3. (Critérios de congruéncia (validos em Hilbert).

4. o encontraria PR' em A porque Q, sendo intermo

ao angulo R'PR, ¢ cortaria os lados do angulo.

Tsso nio & verdade se ndao for na Geometria Euclidiana:

Todo ponto interior de um angulo pertence a um segmento que liga

um ponto de um lado a outro ponto do outro lado do angulo.
5. Podemos sempre construlr PBEE?A' (ax. congr.)
6. APAQ = APBQ e entdo 4=P0B e BE2 e nNL#o.
A falﬁa na.demonstragﬁo aparece justamente no item 4,
pois Legendre nao Qupas que a reta ¢, toda, pudesse estar no in

terior do angulo, sem encontrar nenhum dos lados, fenomeno que

achou impossivel.

8) Wolfang Farkas Bolyat

Os matematicos se desencorajaram. 0 litingaro Wolfang
Bolyai, por mais que tentasse, sempre achava uma falha na deducao

do 5°¢ postulado-e_aconselhava seu filho, Janos,; a que nao insis-
tisse. .
9) Janos Bolyai (1808-1860)

Janos Bolyai tinha, porém, uma idéia. completamente no-

va.
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Ele admitia que a negagao do postulado das paralelas
de Buclides ndo era absurda e, por volta de 1823, estabeleceu
" uma relacdo entre angulo de paralelismo e distancia, que consta
de uma publicagao "Appendix", de junho de 1831.

‘Seu pai enviou a publicacao a Gauss, seu amigo, indis-
cutivelmente o maior matematico de seu tempo.

Em 4 de marcgo de 1832, Gauss respondeu a carta, dizen-
“do que tudo aquilo ele mesmo ja pensara hi cerca de 35 anos, mas
que esses\reéultados,nao seriam compreendidos pelos contempora-

neos e, assim, deixara de publica-1los.

Bolyai se aborreceu e escreveu seus pensamentos repro-

vando a atitude de Gauss.

10) Gauss (1777-1855} = "0 prilncdipe dos matematicos"

Existem evidéncias de que Carl Friedrich Gauss tenha,
de fato, se antecipado a algumas descobertas de J. Bolyai, pois
esteve trabalhando na Geometria nao-Euclidiana desde os 15 anos,

isto €, desde 1792.

0 que mostra que Gauss realmente tinha resultados da
Geometria nio-Euclidiana & a reconstrugao de suas ideias, confor

me as seguintes fontes:

i)- 0 trabalho “Disquisitiones Generales cerca superfi

cies curvas'" (1827).



41

2) Cartas escritas a Wachter (1816), Gerling (1819),
Taurinus (1824), Bessel (1829), Schumacher (1831) e Farkas Boly-

~ai. (1832).

3). Suas notas que foram encontradas depois de sua mor

te.

Gauss, além de ser um perfeccionista, temia Xant e os

categoricos.

' 11) Lobachevsky (1792-1856)

0 matematico russo Nikolai Ivanovich Lobachevsky roubou
a cena de Bolyai e Gauss quando, em primeiro lugar, publicou, em

1829, uma avaliacao da Geometria nao-Euclidiana.

Seu livro nio teve muita repercussao, pois fol publi-
cado em russo mas, em 1840, o publicou em alemdo, o qual chegou,
is mios de Gauss (que, além de elogiar, reiterava sua propria
prioridade no assunto).

No comeco, Lobachevsky chamou sua Geometria de ''Geome-
tria Imaginaria'" e depois de "Pangeometria'.

Na sua obra publicada, desenvolveu quase completamente
sua tese.

Lobachevsky desafiava abertamente a doutrina de espago

de Kant, como uma intuigdo subjetiva.
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Infelizmente sua teoria ndo foi devidamente considera-
da. durante sua vida: ele ditou seu Gltimo livro mo ano anterior

*

3 sua morte, pois ficara cego.

Somente quando Gauss faleceu, em 1855, easua correspon

b

éncia foi publicada, & que o mundo matemdtico comegou a levar a

's8rio as idéias ndo-Fuclidianas.
Alguns dos melhores matematicos (Beltrami, Cayley, Klein,

Poincaré e Riemann) retomaram o assunto, extenderam-no, aclararam

no e o aplicaram em outros ramos da matematica.

'183) Beltrami - .

Em 1868, o matemAtico italiano estabeleceu de uma .Véz
por todas, a questéo de uma demonstragéo para o poétulado das pa
ralelas: ele demonstrou que nenhuma demonstracdo & possivél! Ele
o féz, demonstrandc que a Geometria nio-Fuclidiana € tdo consis-

tente quanto a Euclidiana.’



CAPITTULO I1

GEOMETRIA HIPERBOLICA

1. TEOREMA HIPERBOLICO FUNDAMENTAL

Qualquer geometria que nao satisfaca o axioma das para

lelas de Euclides & uma geometria ndo Euclidiana.

Par£icu1armente, estudaremos a Geometria deééoberta
por Gauss, J. Bolyai e Lobachevsky, chamada atualmente de Geome-
tria Hiperbdolica.

Geometria Hiperbdlica €, por definigﬁo, a Geometria
-que obtemos, aceitando todos os axiomas da Geometria Absoluta e
trocando o postulado das paralelas'segundo Hilbert, por uma. de

suas negacdes, a qual chamaremos de "Axioma Hiperbolico".
Axioma Hiperbolico: Na Geometria Hiperbolica  existe

‘uma reta % € um ponto p, P&, tal que por P passam pelo
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menos duas retas distintas paralelas a £.

-2

-t
-

Com o axioma Hiperbdlico, temos a 12 consequéncia im-

portante:

Lema. Existe um tridngulo, cuja soma dos angulos & me

nor que 180°.

Demonstragao:

A
L0}
T~}
}
Y
B

A
‘l’

Seja % uma reta e P um ponto, P&2, tal que duas pa-
ralelas a & passem por P (ax. hiperbolico).

Construimos uma paralela m da maneira usual, baixando
‘a perpendicular ﬁﬁ a 2 ¢ tomando m perpendicﬁlaf a fﬁ, por P

(teorema 3).
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Seja n outra paralela a %, por p. PBX uma semi-reta
de n, entre PQ e uma semi-reta PY de m (qualquer ponto de n

g interior ao angulo formado poT PO e m).

Por uma aplicagéo do .axioma de Arquimedes, podemos mos
trar que eXxiste um ponto R sobre %, no mesmo semi-plano em re-

lacio a PO, que X e Y, tal que
1<2 ' (1)

onde 1 & PRQ e 2 @ XPY: mas, 20 Mesmo tempo, PR estd no inte
rior do aﬁgulo §= qPX, pois sendo PX estaria no interior de
1=qPR e encontraria QR, contrariéndo nossa hipotese de que n
‘paralela a2 1 e, portanto, nao _encontxja ) (,teor_ema' 60 - Fundamen-

tos da Geometria, Prof. Castrucci).

Se AN esta entre AC e AB, entdo AD corta o segmen-

to BC (teorema da Geometria Absolluta).

Entao, se PR estd no interior do angulo 3,

Ead

4 <% por definigdo (2)
Somahdo as desigualdades (1) e (2) temos

Fal ~

T+4<3+2=90° ou 1+4<90°
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Entdo, a soma dos angulos do AQRP & menor a 180°.

Usando esse lema, podemos estabelecer uma versao geral
do axioma Hiperbdlico.
-0 postulado das paralelas de EBuclides afirma que para

toda reta e todo ponto fora da reta, a unicidade de paralela 2

reta dada, pelo ponto dado, & assegurada.

Uma sua negacao, O axiomarHiperbSIico afirma que para
alguma reta L ¢ para algum ponto P, Peéyg, a unicidade das para
lelas ngo. & assegurada.

Vamos mostrar que na Geometria Hiperbdlica a unicidade
das paralelas nao € assegurada somente para algum ponto P e al-

guma reta £.

TEOREMA 6. Teorema Hiperbolico Fundamental.

Na Geometria Hiperbdlica, para toda reta 2 e todo pon

‘to P, P&2, passam por P pel‘o'menos duas retas paralelas a %,

Para demonstrar o Teorema Hiperboélico Fundamental, va-
mos demonstrar antes os seguintes teoremas da Geometria Absoluta

(creditado também a Saccheri-—Legendré).

TEOREMA 7.

a) Se existe um triangulo cuja soma dos angulos €

180°, entdo existe um retangulo.
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b) Se existe um retangulo, entido todo triéngulo-tém a

soma dos Angulos igual a 180°.

Demonstragac de a). Seja AABC o triangulo existente,

com soma dos angulos 180° (deficiéncia zero).

Pelo menos 2 dos angulos nesse triangulo sao agudos,

desde que a soma de 2 angulos num triangulo tem que sSer menor

que 180°.

Suponhamos A e B agudos e seja CD a altura do veérti
ce C em relagado a 8. Bssa altura existe, pela Geometria Abso
luta.

Afirmamos que D esta entre A e B.

Suponhamos ,. por absurdo D*A*B; 2=A & externo ao
ACDA e nao adjacente a 1-CcBA e ao mesmo tempo agudo, por hi-
poOtese.

Teremos entao, 1(=90°) >2, contrariando o teorema da
Geometria Absoluta, de que um angulo externo num triangulo &

maior que qualquer angulo interno nao adjacente.
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Analogamente, se A*B*D, teremos a mesma contradigao.

Entio A*D*B (Axioma de ordem 3)

o

A : D B

Vamos demonstrar também, agora, que:

'TEGREMA 8. Num triangule AABC qualquer, com D um
ponto entre A e B, a deficiéncia do AABC & igual a soma das

deficiséncias dos triangulos AACD e ABCD (definigdo de deficien
cia ja vista).

Seja

e. =deficieéncia do AABC

1
€2==deficiéncia do AACD
e. =deficiencia do ABCD

3

Entao, deveremos ter E; "€yt Eg.

Demonstragao.
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Dados

AABC,  A*D*B

AADC e ABDC

entao
R+8+C=180°-¢; (1)
A+1+2=180"-¢,
B+r3+4=180°-¢,
ﬁ+ﬁ+1w°+c—3mﬂ-§2-33
A+B+C=180°-¢, ~¢ (2)

Substituindo (1) em (2)

0 - o _ B '___
180" - €1 180_ £ € ==$e“ J$2f+€3'

Corolario. Sob as mesmas hipdteses, a soma dos angu-
1os do AABC & igual a 180° se, e somente se, a soma dos angulos

de cada tridngulo AACD e ABCD & igual a 180°.

-

Por este corolario, se existe um triangulo cuja soma &
1800, entio cada um dos triangulos retangulos AADC e ABDC tem
deficiéncia zero, entdo existe triangulo retangulo com def1c1en—

cia zero, ou, a soma'dos angulos internos de um_triangulo & 180°,
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Isto €:

Se z—:l=0='=>52+€3=0==>22=-€3=>€2=€3=0

Verifica-se que:

De um triangulo retangulo de deficiéncia zero, podemos

construir um retangulo.

' Seja ACDB um triangulo retangulo de deficisncia zero,

com I} reto..

Pelo axioma de Congruéncia 4, existe uma GUnica semi-re

ta Cﬁ'no'semi-plano oposto a D em relacao a CB,.tal que:

(1)

| 'l
24
[ )]

=}

Pelo axioma de congruéncia 1 existe um Gnico ponto E,

em CX, tal que CE=BD.. Entao
ACDB = ABEC (LAL)

Entio ABEC & também um triangulo retangulo de defi-
ciéncia zero, com um angulo reto em E.

Pela'nossa_hip5tesé

T+%=090° , (D
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Entao, substituindo {1} em (2)

2 +3=090°
e
1+4=90°

Mais que isso, B & um ponto interior de C(ECD) , desde
que o teorema dos angulos alternos intermnos implica em CE /DB e

t0 /BE e C & interior do angulo B(eBp) (pela mesma razao).

.Assim, podemos usar o teorema da Geometria Absoluta
que diz que se as medidas de 2 angulos sao iguais, entdo eles

s30 congruéntes, entao
¢ (ECD) = 90° = B(EBD)

e isto prova que CDBE & retangulof

Fica assim demonstrado o 7.a):_

Se existe um tfiﬁngulo cuja soﬁa dos angulos .é_ 180°,
entéo:existe um retangulo. .

Podemos construir, entao, retangulos com lados arbitra

riamente maiores, usando, para isso, o axioma de Arquimedes.

Falta-nos demonstrar (7b); Se existe feténgulo, todos
os triangulos tém deficiencia zero. |
Isso se consegue, 'embutindo” um triangulo retﬁngulo_

arbitrario, AEBF em um retdngulo, como na figura.
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A E B
Aplicando o corolario (2 vézes) do teorema 8, mostra-
mos que todo triangulo tem deficiencia zero, isto e, a soma de

seus angulos & 180°.

.Demonstragao do Teorema Hiperbolico Fundamental -6-

&

D - Q | R

"t

Baixemos a perpendicular fﬁ'zi ¢t e tracemos a reta m,
por P, perpendicular a fﬁ.

Seja R um'ponto em %, R#Q; levantemos a perpendicu-
“lar t a %, por R e baixemos a perpendicular PS a t.

Agora PS & paralela a &, desde que ambas Sao perpen-
diculares a t (consequéncia do teorema 2).

Afirmamos que m € P% s3o retas distintas: maéﬁg}
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Suponhamos, por absurdo, que Sem. Entdo PQRS & um
retintulo; mas, pelo teorema demonstrado acima, se existe um Te-
tangulo, entdo todo triangulo tem a soma de 180° (Geometria Abso
luta), o que contradiz o lema {Geometria Hiperbolica) .de .que
existe pelo‘menos um triangulo cuja soma dos angulos € menor que

180°, entdo Sé¢ém=sm# PS.

Concluimos assim o seguinte:

TEOREMA 9. Na Geometria Hiperbolica nao existem retan

gulos e a soma dos Angulos dos triangulos & menor que 180°.

(Pois se a soma dos angulos de um tridngulo & menor
ue 180°, pelo teorema da Geometria Absoluta, ndo existe retangu
q 2 gu

lo) ou se

- - o 0 - . . _
3 retanguloz:>sang-180 =>35e Sang# 180 ==>$ retantulo (1ogica)

Corolario. Na Geometria Hiperbdlica, a soma dos angu-

ios internos de qualquer quadrilatero convexo & menor que 360°.

Demonstragao. _ A
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Consideremos um quadrilétero convexo qualquer  OABCD.
Tomemos AC diagonal e consideremos 0S triangulos AABC e AACD.

Pelo teorema 9, esses triangulos tem a soma de seus an

gulos menor que 180°.

A hipotese de que ZZABCD & convexo implica que AC es-

ti entre AB e AD e €A estd entre T8 e CD, entao

-

1+2=4
e
4+3=C por definigao,

onde

FN A O
i ] 1 f
w = O W
cr o o
R -

‘Somando todos os 6 angulos, vemos que a soma dos angu-

los do DIABCD < 360°.

2. INEXISTENCIA DE TRIANGULOS SEMELHANTES

- Vamos provar agora que, N0 plano Hiperbdlico, sob - ne-

nhuma circunstancia, existem tridngulos semelhantes.
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TEOREMA 10. Na Geometria Hiperbdlica, se dois triangu
los sao semelhantes, eles 550 congruentes.

(Em outras palavras, AAA & um critério valido para

congruéncia de triangulos).

Demonstragao.

Suponhamos, por absurdo, que existem AABC e AA'B'C'
que sdo semelhantes, entdo AAA, mas ndo congruentes, entio ne-
nhum lado correspondente & congruente, senio os triangulos se-

riam congruentes (caso ALA}.

_Cdnsideremos os ternos (AB, AC, BC) e (A'B', A'C', B'C")
_de lados desses triangulos; o
Un desses ternos deve conter pelo _menoé 2 segﬁentos

que sao maiores que 2 segmentos correspondentes do outro termo,

por exemplo, AB>A'B' e AC>A'C'.
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Entio, por definigfo de "maior", existem pontos B" so-

bre AB e C'" sobre AC tal que

AB" = A'B'
e

AC" EA'C

Pelo caso LAL, AA'B'C' = AAB"C'". Entdo, os angulos cor

respondentes sao congruentes (figura 1).

iz2
321

Pela hipotese de que AABC e AA'B'C' sao semelhantes,

‘temos também:

=5
e
328

(axioma de congruencia 5 - transitividade).

Entdo, usando o teorema 2, dos angulos alternos internos

de 2 retas, cortadas por uma transversal, ﬁ‘ﬁ//ﬁ”if”.

O_quadrilﬁtero MBB"C"C &, entdo, convexo, DPoOis, (na
figura 1) se a reta gey BC, entio B7C" deixa BC toda no mes
mo'sem_i—plano em relagdo a B"C" 'e-do. mesmo modo BC d‘eiica B"C"
no mesmo semi-plano. E°¢ corta BB" em A, mas A nao esta en-

'tr_e C-e CT, pela construgao de AC" 2A'C'(A'C' < AC);
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%3]
(=2}

Dai MBB"C"C & convexo. Também

24+5=180°=6+38
e
S+9+6+8=360°

0 que contraria o coroldrio do teorema 9, e o TBB"C'"C nao exis-

te, isto €, os triangulos sao congruentes.

Juntando tudo, & impossivel, na Geometria Hiperbdlica,
sumentar ou diminuir um triadngulo, sem distorgdo. (Porque nao ha
semelhanca). ''Num mundo hiperbdlico, a fotografia seria surrea-

lista".

Uma consequéncia surpreendente do teorema 10 &€ .que, na
Geometria Hiperbdlica, um segmento pode ser determinado com a
ajuda de um angulo, por exemplo, um angulo de um triangulo deter
mina univocamente o comprimento do lado.

Podemos dizer, entdo, que a Geometria Hiperb6lica tem

uma unidade absoluta de comprimento.

"Se a Geometria do Universo fisico fosse hiperbdlico,

nio seria mais necessario conservar cuidadosaménte a unidade
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de comprimento no Bureau gtandars'. (0 mesmo & verdade para a

Geometria Elitica).

3. PARALELAS QUE ADMITEM UMA PERPENDICULAR COMUM

Quando se fala no postulado das paralelas de Euclides,
jembramos dos trilhos de trem, cuja distancia permanece constan-
te.

Vamos fazer uma observagao mais precisa. Dadas as Te-

tas £ e &' e os pontos A,B,C,... sobre 2, baixemos as perpen

diculares AA', BB', CC',..., desses pontos, sobre 2'.

_ Diremos que A,B,C,... sio equidistantes de &', se to
dos esses segmentbs de perpendiculares forem congruentes entre
si.

TEOREMA 11. Na Geometria Hiperbdlica, se 2 e L' sdo
‘duas retas paralelas quaisquer, 2 tem TO maximo 2 pontos equi-

distantes de &'.

Demonstracgao.

. A
- /1 A

4

2!

&
 J
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Suponhamos, por absurdo, que haja 3 pontos, A,B,C, em

%, equidistantes de &'.

Entdo os quadrilateros

CA'B'BA
OA'C'CA

oB'C'CB

sdo quadrildteros de Saccheri pois oS dngulos da base sdao angulos

retos e os lados AA', BB' e CC' sao congruentes.

Mas ja demonstramos (teorema 4) que 0sS angulos superio

res de um quadrildtero de Saccheri, sdo congruentes, entao

P23
%6
556

e dai, pela transitividade (axioma congruencia 5), 128 e 225

~ A

como ? e 5 sdo angulos suplementares, 2 e 5 sdio retos.

Consequentemente, esses quadrilateros de Saccheri sao

todos retangulos.

Mas nio existem retangulos na Geometria Hiperbolica
(teorema 9). Essa contradigao mostra, entio, que A,B,C nao po-

dem ser equidistantes de 12'.
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0 teorema afirma que no maximo 2 pontos de & podenm,

ao mesmo tempo, ser equidistantes de &'.

Ele permite a possibilidade de existirem pares de pon-
tos (A,B), (C,D),..., em &, tais que cada par seja equidistante
de '2*. '

Entiao, baixemos as perpendiculares, AA' =BB' e CC'=DD',
com AA' FCC'.

Podemos representar por:

19 tipo de para-
lelas

> o'

A

e I

C' Al T Bl DI
. Esta figura sugere que o ponto "no meio", M, de. &, es-
ta mais proxima de M', de &', com 2 afastando-se de &', sime-

tricamente, de ambos os lados deste ponto médio.

TEOREMA 12. Na Geometria Hiperbdlica, se & e &' séo
‘retas paralelas, para as quals existem um par de pontos A e B
em &, equidistantes de &', entio:

1) 2 e &' tem um segmento perpendicular comum..

2) Esse segmento € o menor segmento entre 2 € ',
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Demonstragao. Suponhamos que A e B, em 2L, sejam
equidistantes de 2'.

Ent3o CIA'B'BA € um quadrilatero de Saccheri (lados-la
~ terais-congruentes ¢ perpendiculares a A'B', onde A' e B' sao
os pés das perpendiculares de A e B em 4&').

Seja M o ponto médio de AB e M' o ponto médio de

A'B' (pela Geometria Absoluta, todo segmento tem um ponto médio).

'Y

Para demonstrar o teorema, vejamos antes o seguinte le

ma:
Lema. O segmento que une 0s pontos médios da base e
do lado superior do quadrildatero de Saccheri é&:

(i) perpendicular a ambos (base e lado superior).

(1i) esse segmento ¢ menor que os lados.

Demonstracdo. Sabemos que A= 3B (@ngulos superiores

do quadrilitero de Saccheri sao congruentes}.. Entao
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AA'AM = AB'BM (LAL)

entiao os 1lados correspondentes A'M ¢ B'M sdo congruentes =

AM'M'M 2 AB'M'M (LLL) = os angulos correspondentes 1=7.
Desde que {1 e 2 sido suplementares, eles devem ser Te

tos, provando entao que
M'M] A'B! | - (1)

Dos dois pares de triangulos congruentes, temos também

323
€
32

somando esses angulos, temos, pela Geometria Absoluta,

LB
+
e
Do
B>
E
o

-
ooy

~

isto &, os angulos suplementares 7 ¢ .8 sao congruentes.
Eles sao, entdo, angulos retos e MM' &, também, perpen
~dicular ao lado superior AB:

mM' | AB | @

Entdo, por (1) e {(2), MM' & perpendicular comum, € £fi

ca demonstrado (i).
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Consideremos agora o seguinte quadrilatero SA'M'MA,

[l

ol -

Al M!

Ele tem 3 angulos retos, entdo ele & o que chamamos de

quadrilitero de Lambert.

Na Geometria Hiperbslica, o quarto angulo deve ser agu
do, porque a soma dos angulos & menor que 4 retos (corolario do
teorema 9).

Vejamos que AA'>MM', isto &, que MM' <AA'. Vamos de

-monstrar que AA' >MM', usando resultados da Geometria Absoluta.

Teoremas auxiliares

I. Na figura abaixo, vamos demonstrar em primeiro lu-

gar que, se BC< AD =D < C.
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Entao, seja OABCD, um quadrilatero cujos ﬁngulbs da

~

base A e B§ sejam retos: A=B=90° e BC<AD.

12

Demonstracdo. Se BC < AD, tomamos E entre A e D,

tal que BCZAE, com A*E*D.

‘Temos entdo um quadrilatero de Saccheri. Entao

f=2 (1)
e dai, no AECD,
20 _ - (2)

~

(teorema do angulo externo) e entdo, por (1) e (2) 1>D e como

E>i, temos 80 ou D<C.

II. Num quadrilatero de Lambert (3 angulos retos},

a) O 4¢ dngulo nunca & obtuso, pois se fosse obtuso,
teriamos um quadrilatero cuja soma dos angulos seria maior que

360°, absurdo.

b) Se D & um angulo reto, entdo os lados opostos do
CIABCD sao congruentes, pois se ndo sdo congruentes, podemos su-

por DC>AB e pelo resultado anterior ﬁ<:ﬁ, contra a hipdtese.

c) Se D & agudo, entdo os lados adjacentes a D sdo

maiores que seus lados opostos, 1isto g, AD>BC e DC> AB porque

-~ sy

D<C=90°.
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o

gl [-]

A B

Se:- BC nao fosse menor que AD, entao

(i) BC=AD ou

(ii) BC > AD

[IH]

(i) Mas se BCZAD, no quadrilatero de Saccheri,

¢ =D, contra a hipdtese.

(ii) Se BC > AD, pelo resultado do teqrema aﬁxiliar I,
E«:ﬁ,rcontra a hipotese, e dai BC < AD ou AD > BC. Da mesma for
ma, DC > AB.

" Para completar a demonstracao do teorema 12, precisa-

mos demonstrar que

114
"

III. Se A=B2(=90° e D<90° entdo AD>BC e DC>AB

Demonstracaoc. Pelo teorema auxiliar I e C>D temos

DA > CB.

Pelo teorema auxiliar I e D<A, temos DC>AB.

Aplicando esse resultado no teorema 12, fica demonstra-

do que MM' € menor que qualquer outro segmento entre £ e ',
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TEOREMA 13. -Na Geometria Hiperbolica, se as retaé % e
%' tém um segmento perpendicular comum MM', entao:

1) Elas séo.paralelas (e //2").

2) Mﬁ' € unica.

3) Se A e B sdo pontos quaiéquer de &, tal que M &

ponto médio do segmento AB, entdo A e B sao equidistantes de

&',

"Demonstragao.

2t f } - 2
\\\ L'__'_.l /I
\\ // .
. V
1|7,
NN
B v N /4 0 A\ N Y Y
: B

1) O fato de que & e &' sao paralelas decorre do
_ seguiﬁte corolario do teorema dos angulos alternos-internos (teo
rena 2, Geometria Absoluta); 2 retas perpendiculares 4 mesma re-

Ve ' te
-» £ : . : L

ta, sao paralelas.

2!

Y

2'

]

L]t

}- =720 = N 2!
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2). Unieidade.

Se § e ¢' tivessem um outro segmento de perpendicu-
lar comum NN', entdo OM'N'NM seria um retadngulo, que nédo pode

existir (teorema 9).

Al M' N' B'

3) A e B equidistantes de L'.
Suponhamos agora que M & o ponto médio de AB. Baixe
mos as perpendiculares AA' e BB' a ¢'. Devemos demonstrar que

AA' 2BB'.

Na figura

- ; > L
T L P>
\\\ . OI "",’
N ’
~ e
N v
N P S 4
N
: N \/"‘*\I/* '
o 1 S/TPINE T .
- Ai Ml iB' ) b 2’

”~

19) AAM'MZ ABM'M (LAL) =+AM' =BM' e 127 entdo a me

dida de 3=90°- medida do 1=90°- medida de 2=medida de 4(Geo

a0

metria Absoluta), entdo 324,

Consequentemente AAA'M' £ ABB'M' (A retangulos) entao

os lados correspondentes sao congruentes =>AA' £ BB'.
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Notemos, no entanto, que o teorema 11 (duas retas para
lelas tém no maximo 2 pontos equidistantes), permite outra possi
bilidade, a de que nao existam pares de pontos sobre &, equidis

tantes de &'.

Um diagrama disto, poderia ser
L
B/'

20 tipo de para-

relas

B .

=:. AI B' o R"

Nesta figura, os pontos de 2 estdo em distancias va-
riadas, de £': % se afasta em uma diregao e se aproxima de 2!

em outra direcadao, sem nunca encontra-la.

Assim, diferentes pares de retas paralelas nao necessi
tam posicionar-se da mesma forma — umas podem parecer com o 1°

tipo e outras com o 2°.

4, SEMI-RETAS PARALELAS - LIMITE

Os teoremas 12 e 13, acrescentados com os seguintes,

nos dio uma compreensdo dos tipos de retas paralelas.

TEOREMA 14. Seja MM' o segmento de perpendicular co-

mum entre 2 e L'.
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Sejém A e B pontos quaisquer em &, tais que M*A*B

e baixemos as perpendiculares AA' e BB' a 2'.

Vamos demonstrar que AA' < BB'.

ro}

Demonstragao. Temos:

mm' |2 )

por hipotese
W! J_g!
AAT ig‘
BB' ] 2'} por construgdo
M*A*B

Sabemos que no quadrilatero de Lambert OMM'A'A, 1 &
- ‘agudo (consequéncia do corolario do teorema 9), e no quadrilate-

ro de Lambert =MM'B'B, 2 & agudo (pelo mesmo motivo).

Entdo, se 1 & agudo, 3, seu suplementar, & abtuso. En
tao, 3> 2==AA"' < BB' {parte II.c - dos teoremas auxiliares do teo

rema 12).

Dadas qualquer reta & e qualquer ponto P, Peé g, bai

xemos a perpendicular ?ﬁ a % e seja m. a perpendicular a PQ

por P.
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m e % tém, entdo, um segmento de pefpendicular PQ
comum.

P

- |

v
]

A

A

-] )

Q

Pares de pontos em m, situados simétricamente em rela

cdo a PQ, sdo equidistantes de 2 (teorema 13).

Pelo teorema Hiperbolico fundamental, existem outras

retas n, por P, paralelas a 2.

Nio podemos dizer, no entanto, que essas retas n sao
do 2¢ tipo de paralelas porque, apesar de n e £ nao terem uma
perpendicular comum em P, poderiam ter uma perpendicular comum

por um ponto diferente de P.

Vejamos, intuitivamente, COMO se pode aplicar o axioma

da continuidade, mostrando, assim, que existem paralelas do 2° ti

po.
Consideremos uma semi-reta PS de m e consideremos vé

‘rias semi-retas entre PS e ?@.

~
N P .

F\Y ;J

Y

4\

A
Y
=
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Algumas dessas semi-retas, como P_ﬁ, interceptarao L3

. N B
outras, como PY, nao.

Usando o axioma de continuidade de Dedekind, conclui-
mos que existe uma semi-reta PX que nao encontra & e tal que

todas as semi-retas do angulo QPX encontram 2.

A semi-reta PX & "limite", no seguinte e preciso sen-

tido:

Qualquer semi-reta entre PX e lﬁ intercepta ¢, en-
quanto que qualquer outra semi-reta PY, tal que PX esta entre
PY e PQ, ndo intercepta.

A semi-reta PX pode ser, entao, chamada de semi-reta

paralela-limite, & esquerda, a &, por P.

TEOREMA 15. Qualquer que seja & e qualquer que seja

P, P, seja Q o pé da perpendicular de P a 2.

1. Existem, entdo, duas #nicas Semi-retas PX e BX',
em semi-planos opostos em relagao a PQ, que ndo encontram & €
tém a propriedade de que uma semi-reta com origem em. P encontra

. se e somente se esti entre DPX e BX".
2. Essas semi-retas estao situadas simétricamente em
- relacao a PQ, no sentido de que X?QEX'ﬁQ ou 122 (na figu-
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Demonstragao.

1. Para demonstrar rigorosamente que PX existe, con-
sideremos a reta SQ, com S em m ¢ S#P.

Seja 5, 0© conjunto de todos os pontos T sobre o seg-
mento SQ, tais que PT encontre § e todos os pontos da semi-re

ta oposta a (S, de origem Q.

Seja I, o conjunto de pontos L de Sﬁ tais que PL

nao encontre a reta £.

Os pontos de Z, precedem os de L,,» na ordem de S pa
ra Q, pois, pelo teorema de Pasch rela‘;ivo ao ATRQ, se um pon-
to K de I, esti no segmento TQ, a reta PK corta RQ e K per
tenceria a 21', contra.a hipdtese, entio todos os pontos do seg-
- mento TQ e da semi-reta TQ, isto &, os pontos de Q5', estao

,,contidos_, em ,2‘,1,., :
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El #¢ pois Q€ Zl
e

z, #¢ pois SeLk,

consequentemente (21, z,) & um corte de Dedekind.

Pelo axioma de Dedekind, existe um Gnico ponto X so-
bre ?(5, tal que para P1 e P2 sobre §§, Pl*)("’P2 se e somen-

te se Ple T

2 e Pze 21.

A

A
\j
I

v U Q

Por definigdo de L, e Z,o todas as semi-retas com
‘origem P que contem um ponto entre X e Q, encontram £ e as
semi-retas com origem P que contem um ponto entre S e X, nao.

Afirmamos, entdo, que PX também ndo encontra.

Suponhamos, por absurdo, que PX encontre & num pohto
U. Escolhemos um ponto V em 2, tal que V*U*Q (axioma de or

~dem 2).

V e U estao no mesmo semi-plano em relagao a SQ,

pois Q ndo esta entre V e U, uma vez que vale V*U*Q; Vel

estdo em semi-planos opostos em relagdo a SQ, porque, como vale

S*X*Q, Q é externo ao angulo sPU e como vale V*U*Q, V &



74

interno a sPu. Como seps e XE& P, entdo PV corta SX em Y,

tal que S*Y*X e YE‘Z?_, contrariando o fato de que PY encon-

tra £.

Entio PX & a semi-reta paralela limite a esquerda. Ob

temos a semi-reta paralela limite 3 direita, de maneira analoga.

B »

2. Para demonstrar a simetria, suponhamos, por absur-

A A

do, que 0S angulos 1 e 2 nio sejam congruentes.

' ~ . -~
Por exemplo, medida de 1< medida de 2. Pelo axioma da
congruéncia 4, existe uma semi-reta entre PX' e P_(j que inter-

cepta & -{por definicdo de semi-reta limite) em um ponto R', tal

que
321 (1)
Seja R o ponto simétrico de R', mno semi-—pléno oposto

em relagdo a PQ, tal que R*Q*R' e RQER'Q (axioma de con-

gruéncia 1). Entdo

CARPQE AR'PQ (LAL) =1 =3,
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~

Como 321 (por. (1)) e 133=s421 (por transitivida-
de) mas isso & impossivel, pois PR estd entre PX e PG (axioma

da congruéncia 4) —1232,

-~

Consequéncia. Cada um dos angulos congruentes 1 e 2
& chamado (por abuso de linguagem), de angulo do paralelismo no

ponto P, com relacio a 2.

Sua medida, em graus, € usualmente indicada por

- w(PQ)°
Notemos que w(PQ)° < 90°, porque, se

7 (PQ)° = 90° —xPqQ =90°
e Ccomo

APQ = 90° - |
m_I_PQ : . entdo DX = PR

PX semi-reta paralela limite

entio PA & Gnica, contrariando o teorema fundamental da Geome-

tria Hiperbdlica (teorema 6).

P

4
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Demonstramos, assim, a existencia de semi-retas parale-

las limite, pelo uso do axioma da continuidade.

Vejamos o método que J. Bolyai descobriu, para cons-

truir a semi-reta paralela limite.

Dado um ponto P, e uma reta £, Pe o, seja Q o pé da
perpendicular de P a &, m a reta perpendicular a ﬁa, por P,

R;éQ qualquer ponto de &, e S © pé da perpendicular de R a m.

< P | S -
[-] L]
X
Vamos demonstrar antes, que:
PR > QR ) (1)
e .
PS<QR - (2}

& *“"“_—"”E“’
I
g
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Demonstracao de (1)

med 2 =90°

med (I+3) <180° (porque 1+2+3<180°=1+3<90°) =
i<<90° (entao, como ao menor angulo opoe-se 0 menor lado, Geome-

tria Absoluta)

QR < PR

Demonstracdo de (2)

No quadrilatero de Lambert DQRSP -

n
114

§z=P=8=90°
R < 90° (pois na Geometria Hiberbolica, a soma dos angu-
los de um quadrildtero & menor que 360°) (corolario do teorema

9) entdao, PS<QR.
Dai, PS < QR < PR.

Tomemos agora um compasso com centro P e desenhemos a

circunferéncia de raio congruente a QR.’

A




78

Como QR >PS, a circunferéncia de centro P e raio QR
“corta PSS mno ponto Y, com S entre P e Y e entao, S & inter-

no 3 circunferencia. R & externo a essa circunferencia, pois
PR > QR.

Logo, o segmento SR corta a circunferencia em X, pelo
principio da continuidade, tal que S *X*R.

PX & a semi-reta paralela limite, a direita, a &, por

P, (por construgao), como demonstraremos adiante, por reflexao.

5. CLASSIFICACAO DAS PARALELAS

Discutimos, entdo, dois tipos de paralelas a &, por um
ponto P, P&y,

0 1¢ tipo, constituido por paralelas que tém uma perpen
dicular comum com £ € o 2° tipo, que se aproximam assintdtica-

mente de §, numa direcao e divergem na outra.

Vamos demonstrar que:

TEOREMA 16.
1) 0 2% tipo de paralelas nao tem perpendicular comum
com g. | | |
- é) ”Se PY é a semi-—feta paralela lwim.itwér aQ,, por P,
XY é a semi-reta parélela limite a ¢, por X, onde XebPY e

‘P*X*Y.
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Demonstragao.

Y
=]

1) ;

=}
>

[+

Q

Y
o

Ja vimos que se w(PQ) =90°, isto implica que existe uma TUnica
. paralela a g, por P, contrariando o teorema Hiperbolico funda-

mental (teorema 6), entdo 1 < 90°.

2) P

o

Q

Dados, entao, PQ.[_ g, PY semi-reta paralela vlimite a i,
por P e X€& ﬁ, X entre P e Y, vamos mostrar que ﬁ e a semi
reta paralela limite a &, por X.

Devemos provar, entdo, que qualquer semi-reta XS, en-
tre XY e XR, .onde. R & o pé da perpendicular de X a &, encon

~tra &, porque se ﬁ encontra 2, renrtéo Y serréi par—alela limi-

te.
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]
Q

ﬁ\

/

1°. Temos que mostrar que DS estd entre PY e DQ.
De fato:
Em relacdo & semi-reta XR:

a}) S e Y estao no mesmo semi-plano em relacdao a xR

porque tomamos E entre }TR)' 54 ﬁ.

b) P e Y estio em semi-planos opostos em relacio a

XR, porque tomamos X entre P e Y.

Entao por a) e b) P e S estao em semi-planos opoétos

‘em relacdo a XR
==3{A} =XRN P38 | (1)

e S e Yrestéb no mesmo semi-plano em relac3o a PQ, pois PePQ

e PO/YR e X entre P e Y.

Em relagdo 3 semi-reta XY:

a) S e R estdo no mesmo semi-plano em 'relagdo a

)W:ﬁ, pois Ye PY.
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b} Q e R estao no mesmo semi-plano em relacao a Y,

pois & //PY por hipotese e Q€4 e ReEQ,

Entao p'of a) eb) Q@ e S estdo no mesmo semi-plano em
relacdo a PY e S estd entre PY e PQ, isto &, interior ao an-

gulo YPQ. Entdo PS estd entre PY e BQ.

Como PY & paralela limite, P-g, entao, intercepta §

. num ponto T,

29, X e exterior ao AART, pbis 3A, por (1) tal que

{A} =XR N PS.

Tomemos X& entre XR e XY: X3 nio corta o Segmento
AR e, cortando AT em S#T intercepta RT (por Pasch); entdo XS

encontra % ==XY & paralela limite.

Mostrando que XY € a paralela limite, podemos  tomar
qualquer ponto U sobIj'e XY tal que X*Y*U e a paralela limite
& YU e podemos provar que a distancia a g ficar§ menor, isto e,
a distancia de X a ¢ decr_esce se X se afasta de P, sobre uma

semi-reta paralela limite.

TEOREMA 17. Se PX & a semi-reta paralela limite, a 2,
por P,e Q e X', os pés das perpendiculares a &, de P e X,

_respectivamente, entao PQ>XX'.
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Demonstracao.

Temos: PX semi-Teta paralela limite a &, por P, por

hipotese; 323 =90° por construgao.

Como w(PQ) < 90° (consequéncia do teorema 15) e

7(PQ) £ m(XX') (consequéncia do teorema 16)=—=m(XX"') < 90° entao
pelo teorema 12 (teoremas auxiliares II-c), no OPQX'X, ao maior
~angulo oéae—se o maior lado, entdo PQ>XX'. Entdo, as distan-
cias entre PY e ¢ diminuem, a medida que X se afastaa de P,

sobre a semi-reta paralela limite a 3.

SIMETRIA DO PARALELISMO LIMITE

TEOREMA 18. Se PB & paralela limite a (D, (isto &,

a 0OD), entdo GD & também paralela limite a PBR.

Demonstragao.
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-

.= . - e
Seja PB a semi-reta paralela limite a QD e R o pe
da perpendicular de Q a PE.
_ QR. ndo coincide com PqQ, 'pois o angulo de paralelismo
QPR < 90°.
Para provar que QD & também paralela limite a PB, te

mos que provar que toda semi-reta QTE’ entre (ﬁi e (3]_5 intercepta

RE.

Seja F o pé da perpendicular de. P a QE. Existe um

finico ponto G entre P e Q, tal que PGZPF.

Seja G a semi-reta no mesmo semi—plano de B em rela
cdo a PO, perpendicular a 3.

Existe uma Unica semi-reta PJ, com origem P, no mes-

" mo semi-plano de B em relagao a 15—(3, que faz um angulo com 17(-}:

i

congruente a FISB, ou 1%12.

Essa semi-reta intercepta. Q_ﬁ no ponto J, pois, pelo

) - e o8 -
teorema anterior (teorema 17}, esta entre PE e f’fﬁ, onde PB e

semi-reta limite.
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GH intercepta o lado PQ do APQJ, em G, mas ndo o
‘lado QJ, pois GTI_[_PQ e (TjJ_PQ, entao, por Pasch, intercepta
PJ num ponto K. |
Seja L o Gnico ponto em PB tal que PL ¥ PK.
Temos, entao,
PG = PF por construgao

APGK 2 APFL pois {1 = 2 por construcao

PL 2 PK por construgao

Entio PFL & um angulo reto (pois G & reto). Entdo L
deve estar sobre QE.e entdo, {L} =PBNQJE e portanto QB inter-

cepta RB, ou seja, QD também € paralela limite a PB.

TRANSITIVIDADE DO PARALELISMO LIMITE

TEOREMA 19. Se AB e CD sao ambos paraleias limite a

EF, entdo elas sdo paralelas limite entre si.

< A ' , R
AB |[1im a EF
H -
| (Tﬁ_]_]_lim a EF
. E '
-t G _ ,I\‘ 1? > T{Kﬁ_“_lim a CD
\'\. 1 o

A
]
]



85

Demonstracgao. B e €D nao tém pontos em comum, pois,
se tivessem, existiriam 2 paralelas limite a uma reta, por 1 pon
to, num semi-plano, contrariando o teorema 15,de que a semi-reta

paralela limite a uma reta, por 1 ponto, & {nica.

Podemos entac considerar 2 casos:

a) EF esta entre AR e D (ver figuré) '

b} AB e TD estio ambas no mesmo semi-plano em rela-

cio a EF.

a) No caso de EF estar entre AB e €D, consideremos
G a interseccao de AC com EF (axioma de ordem), Ou G esta na
semi-;etaf Ef ou tomamos a semi-reta Gﬁ'(no caso de E estar no

outro semi-plano em relacdo a AC).

- Qualquer semi-reta K@ interior ao angulo GAB  inter-
cepta EF num ponto I (por que GAI & menor que o angulo da pa-
ralela limite AB).

I, estando no interior do angulo CIF, deve intercep-
tar CD, porque o dngulo ¢iH & menor que o angulo CIF. da para-
lela limite (pela simetria do paralelismo limite, se cblliim a

Entdo qualquer semi-reta AH interior do angulo CAR,

deve interceptar CD; entio AB & paralela limite a ch.

b} No caso de A8 e (D estarem ambas na mesma.  Semi-

plano em relacao a E?, podemos supér que fﬁ, por exemplo, este

ja entre B e EE.
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Neste caso AE intercepta €0 num ponto G, o qual po-

demos supor estar na semi-reta CDh.
Qualquer semi-reta Afl interior ao angulo GAB  inter-
cepta E¥ num ponto 1.

Desde que CD entra no AAEI, deve encontrar AI (axio

ma de Pasch), entdo CD & paralela limite a AB.

Observa'gé‘o. Se PB e QD sao paralelas limite entre
si, podemos supor que elas atinjam um ponto ideal Q e indica-
las simplesmente por PQ e Q. |

.P

—

i ro

Q D "

A figura consistente dessasrsemiéretas e o segmento PQ

&. entdo, chamada de triangulo assintdtico. PQ ndo & necessa-

riamente perpendicular a Qf.
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Vejamos agora algumas propriedades destes triangulos,

semelhantes aos dos tridngulos da Geometria Euclidiana.

TEOREMA 20. Teorema do angulo eXterno.

Se APQQ & um triingulo assintStico, onde P2 e Q@
sdo paralelas limite, entao © angulo externo RQQV & maior que

seu interno nao adjacente Qba.

Demonstragao.

Tomemos ROD % QPQ.

a) Qﬁ nio corta P, porque se Qﬁ cortasse PG em X
entio no APQX, o angulo externo RQD seria congruente ao inter-
‘no nio adjacente, o que & absurdo.

Entdo Qﬁ nao & interna a PQQ, pois sendo cortaria

B, pois Qu & pafalela-limite-a pa.
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Logo, QD =Q% ou & interna a RQQ.

b) Suponhamos QD =QJ8 e tracemos MN]Q8, com M pon-
to médio de PQ e tomemos L em P3, tal que PL=QN com L*P*X
e unamos L a M.
| Como RAD = ROn =P, entdo MON=LPM e ALPM® ANQM e
LﬁPENﬁQ e M, N, L colineares.

Dai, LN perpendicular comum de PG e Q@ e o angulo

de paralelismo & reto, o que & absurdo, na Geometria Hiperbolica.

Dai
c) QD é interna a RGN e ROQn > RGD, isto &€,
ROG > QPa.
TEOREMA 21. Teorema de congruéncia.
Sé nos triangulos assintoticos AABQ e AA'B'QY, onde
AQ e BQ, bem como A'Q' e B'Q' sao. paralelas. limite, temos

BAo = B'A'q', entdo ABR=A'B'Q' sc e somente se ABEA'B'.

a)

¥
A A | ;

D?

L
k §

B _ - . B'
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Suponhamos BAQSB'A'Q' e ABZA'B'. Vamos demonstrar

que ABoza'Brqr.

Demonstragao.
Se AﬁQ%A'ﬁ'Q'; podemos supor ABasA'Bror.

Tomemos entdo ABCZA'Brg'. BC corta A% em D, pois

BG & paralela limite a A%. Tomemos agora D' tal que A'D' ¥ AD.

Teremos ent3o AABD = AA'B'D' e A'B'D' = ABD =A'Bro" que
& absurdo —sABozA'B'a’.

Reciprocamente:

'b) Suponhamos agora BAnzB'A'n’ e ABp=A'B'q'. Vamos
demonstrar que ABZA'B', |

A

|/ ' .
Al :
¢ S 2 .
[ ' @ 1 Q!
N A .
B B'

Demonstragao.

Se AB>A'B', seja C o ponto sobre AB tal que BCEB'A

e seja C0 a semi-reta com origem C, a paralecla limite a Af.

Pelo teorema da transitividade (teorema 19) CQ & também parale-

la limite a BQ. Pela 12 parte da demonstragdo, entdo BCR=B'A'Q!
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Dail BaﬂﬁfBﬁQ, mas Béﬂ:>BﬁQ, pelo teorema 20, do éngg

lo externo, o que € uma contradigdo. Entao AB=A'B'.

Corolario. PQ2P'Q' se e somente se =n{PQ)° = x(P'Q")°

TEOREMA 22. Se no quadrildtero birretingulo ABCD,
Azf=1 reto ¢ C=D, entdo AD=BC e ABCD & um quadrilatero de

Saccheri.

Demonstragao.

D C

e

Se AD >BC, tomemos E tal que, AE2BC e entdo  ABCE
& um quadrildtero de Saccheri e ABC 2 BCE (agudos).

Mas BCE < BCD 2 ADC por hipdtese e ABC < Afic (teorema
20 do angulo externo), o que & contradicdo, entao AD = BC e ABCD

€ quadrilatero de Saccheri.

Vamos provar, agora, que sO existem os dois tipos de

paralelas, na Geometria Hiperbdlica.
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TEOREMA 23. Seja m uma paralela a &, tal que m nio

contém uma semi-reta paralela limite a %, em nenhuma das duas
direcgoes.

Entdo existe uma perpendicular a m e & (a qual € Uni
ca, pelo teorema 13).

Este teorema foi demonstrado por Borsuk e Szmielew pe-
lo raciocinio da continuidade, mas suas demonstragoes nao nos

ddo idéia de como achar a perpendicular comum.

"Hilbert deu uma construcao direta, da qual faremos um

esbogo.

CONSTRUCAO DA PERPENDICULAR

\

coMuMm No 1 TipPo

s
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A idéia de Hilbert é determinar 2 pontos H e X em
L, que sejam equidistantes de m, porque, uma vez descobertas, a
mediatriz do segmento HK & também perpendicular i m (pélo teo-
rema 12). O segmento que une os pontos médios da base e:do lado
superior do quadrilatero de Saccheri & perpendicular a ambos (ba

se e lado superior).

...Escélhamos 2 pontos quaisquér'.A e B,Vem "%, e supo-
nhamos que o segmento pe:pendicular AA' de A a m & maior que
o segmento BB' de B a m (ver figura). |

| Seja E o ponto.en.tre A' e A tal que A'EEB'-B.
No mesmo semi-plano de B em relagao a AAF; considere

mos EF a dnica semi-reta tal que 1=2, onde A*B*G (I).

Vejamos'agora que ET intercepta AC em um ponto H, is

to &, AGNEF = {H}.

X
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Sejam

= - N = ~

A'M paralela limite a EF por construgao.

. m—— . . . —~

A'N paralela limite a AG por .construgao.

B'P paralela limite a BG por construcdo, entao

B'P paralela limite a AG, pois pelo teorema 16 BG = AG.
EA' 2BB' = por construgao |

. N e 321 pois as semi-retas paralelas
22 por construgao ‘

>

limite em relacao a segmentos con-
gruenteé, determinam angulos congru
entes {(teorema 21) (0 angulo € fun-
cao da distancia).

526 (complemento de angulos congruentes).

.‘ Entdo /7\'-<%, pois 3’<§ (1).
Como B'L #B'P (dngulos diferentes com BB') e AL#AN.

(angulos diferentes com AA') (2), entdo

B'P & paralela limite a A'N, pela transitivi-

dade e por (1) e (Z).

Segue entio que A'M estd entre KN e A"R; entdo ela
deve interceptar AG num ponto J. J e A' estdo no mesmo semi-
plano em relacdao a EF, pois N paralela limite a Ef e en-

t3o estdio no semi-plano oposto a A, em relagao a ET.

Entdo AJ intercepta EF num ponto H, 'que deve estar
~sobre EF, porque H estd no mesmo semi-plano de J em relagdo a
AA' e A7J & paralela limite de EH. Como G=AC==HeAG. (Foi

usada a hip. (1) e a 22 parte do teorema 16).
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Voltemos agora a figura A. Seja K, entdo, o dnico

ponto sobre BG tal que EHZ BK

Entao
i=2 por construcao

EH 2 BK por construgao
B_aixeinos as perpendiculares AH' e KXK' a m. Entdo,

OFHH'A' ¥ OBKK'B'=HH' 2XKK'=H e K sao equidis-

tantes de m, entdo existe perpendicular comum.

Assim fica demonstrado que se a reta paralela nao & do

2° tipo, entdo sera do 1° tipo, pois tem uma perpendiculdf COomum.

Juntando tudo, dado um ponto P, Pég, existem exata-
mente 2 semi-retas paralelas limite, por P, uma em cada dire-
gao.

Existe um nimero infinito de retas por P, que nao es-

t3o na regido entre a semi-reta paralela limite, e 2.

Paralelas. dlvergen—
tes /

Z]""‘““ .
3""7"-_"
Z]'“""”“ .

4

A
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Cada uma de tais retas € paralela divergente de ¢ e
admite uma perpendicular comum com &.

Para uma dessas retas, a perpendicular comum passari
por P, mas para todas outras, a perpendicular comum passard por

outros pontos.

B

TEOREMA -24. Dado qualquer angulo AOB, existe, na Geo

£ R
T

)

A

metria Hiperbdlica, uma Unica reta ¢, chamada de reta <interior

ao ﬁnguld ADB, tal que & ¢ paralela limite a ambos os lados.

0k e OB.

Demonstracgao.

A
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" Sejam m e n 2 retas que se interceptam em O.

Tomemos A e B sobre m e n, Tespectivamente, tais

it

‘que OB=0A e sejam ainda A3 a semi-reta paralela limite a OB

por A e B a semi-reta paralela limite a 0k por B.

Como ADn 2 B0z, entdo, pelo teorema 21, OAC =0Bc, (1)

onde C & a intersecgao de BY e AD.

Sejam ainda as semi-retas r e T' as bissetrizes de

cAz e Che respectivamente (2).

" Temos que mostrar que as retas que contém essas semi-
retas ndo se interceptam e nem séovparalelas' assintéticas (que
contém semi-reta paralelas limite) e, entao, pelo teorema 23,
elas tém uma perpendicular comum &, que-seré a reta interior ao

angulo AOB.

a) Nao pode ser ADAQBE= {H}, pois se assim fosse, tg
rfamos CAz = CBo (suplementar de angulos congruentes oic = o8¢
por (l)):e entao CﬁD55C§E (metade de aﬁgﬁlos congfuentes) por
(2) e como AOAB & isdsceles, OAB Z0BA, entdo 0AC - 0AB = 0BC - 0BA,
entdo CABZCBA e BADZ ABE (3) e entio AABH & isGSceies e AH=BH
como HAr =HBQ pois sdo angulos formados pelas bissetrizes de an
gulos_congruentes, ou HAq #HBQ, entdo pelo teorema 21, Afiq = Bfig
o que €& falso, pois entdo AA conteria a sgmi-reta. AB e entdo

. . _ -~ . - «
A3 encontraria O3 em B e ndo seriam paralelas limite.
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b) AD e BE ndo sido paralelas limite. Se AD e BE
fossem paralelas limite, comparando as paralelas limite A3 e Fi
e sua transversal AF e as paralelas limite FD e BE e sua trans

FBE (metade de angulos coﬁgruentes) e

versal FB, temos FAL
AFZ = BFD (0.p.v) e entdo, pelo teorema 21, AF=FB, entdo AAFB
isdsceles e BAF 2 ABC, o que & absurdo, pois ABC congruente auma
parte de BAF.

Segue—sé, entdo, que AD e BE nﬁo'séo'par_alelas limi-

te,

€) Se AD e BE ndo se cortam e ndo sido paralelas li-

mite, entdo, pelo teorema 23, existe uma perpendicular comum a

KD e BE.
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Seja MN essa perpendicular comum. Vamos verificar que
MU & paralela limite a 0% e O%f. |
Como AMN = BNM (retos) e MAB = NBA (por 3)) entao, pe-

lo teorema 21 -
AMZ BN (4)

Se MN ndo & paralela limite, podemos considerar as pa

ralelas limite Mo e Ng.

' Pai, como AM=BN (por (4)), e MAq =NBn, pelo teorema
21 MA@ £ BNQ, o que contradiz o teorema 20, pois teriamos KMo=K\Q
(angulo externo congruente a interno nao adjacente do AMNQ, qua_r_l'

do somado com o angulo reto).

Entio MN & paralela limite a 0% e Ot e portanto &

"interior" ao angulo.

TUnYersig, o,
o,

e

o

Q\‘

o o 5
Pad

S. T

P caoie® ¢°



cAaPTTULO III

CONSISTENCIA DA GEOMETRIA HIPERBOLICA

Para deménstrarmos que o sistema de axiomas que carac-
teriza a Geometria Hiperbélica € comnsistente, necessitamos cons-
truir um modelo na Geometria Euclidiana no qual,com a axiomatica
desta geoﬁetfia (Euclidiana), se demonstram todos os axiomas hi--

perbdlicos.

Consequentemente, feito isto, fica, também, demonstra-
do que o axioma das paralelas & independente dos demais, isto e,
pode-se substitui-lo no sistema Euclidiano, pelé axioma da exis-
téncia de mais de uma paralela, por algum ponto A, a uma reta

dada r, Aér e obter um sistema consistente.
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1. PRIMEIRO MODELO DE POINCARE

Fixamos uma circunfereéncia vy no plano Euclidiano.

Se 0 & o centro de y e OR €& um raio, o interior de

Y, por definigéé, consiste de todos os pontos X tais que OX<OR.

R

0 pland hiperbdlico m € o conjuntb dos pontos interio
res de .
As retas sao representadas pelas cordas abertas que

passam pelo centro O de y {todos os diametros abertos &, de

¥) e por arcos de circunferencias abertos, ortogonais a Y.

Observagao. As cordas de y e os arcos ortogonais a ¥y
sao "abertos'", se naoc contiverem as extremidades e os indicare-

mos por A)(B, onde A=y e Bey.
- Mais precisamente:
Seja ¢ uma circunferéncia ortogonal a vy (em cada pon

to de interseccdao de y ¢ &, os raios de § e y, por esses pon

tos, sdo perpendiculares).
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Entdo a interseccdo de & com o interior de vy da um
arco aberto m que, por definigao, representa, além dos diame-

tros abertos, uma reta hiperbdlica no modelo de Poincaré.

Assim, chamaremos de reta de Poincaré, ou "P-reta', a
um didmetro aberto %, de y ou a um arco de circunferéncia aber
to m, ortogonal a vy e interno a Y.

Um ponto interior a vy vesta em" uma reta de Poincaré

se ele pertence a ela, no sentido do plano Euclidiano.

Do mesmo modo, ”entre” tem a interpretagéo. usual da
Geometria Euclidiana. Para A, B e C em um arco aberto vindo
de uma circunfe:éncia ortogonal ¢ com centro P, B est§ entre
A e C se PB esta entre PRk e BC; se A, B e C _no_‘ diametro
EF, entao B estd entre A e C se assim acontece na reta £F da

Geometria Fuclidiana.
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Devemos examinar os axiomas de Incidéncia, Ordem, Para
lelismo, Congruéncia e Continuidade.

0 modelo de Poincaré nos fornecera, entao, uma  prova
de que se a Geometria Euclidiana & consistente, a Geometria Hi-

perbdlica também o €.

2._ VERIFICAQKO DOS AXIOMAS

Axiomas de Incidencia: I

I,. Dados 2 pontos A e B de 7, existe uma e uma sO

reta a de w, tal que A, Bea.

Demonstracdo. Sejam A, Beqw, entdo A e B sao do

plano Euclidiano.

No caso de A e B pertencerem a- um diametro de v, pe
lo axioma 1 de incidencia Euclidiana, existe uma e uma s0 reta

T tal'que A, BT,

Como A e B sao interiores a vy, pois A e Bew, pe
lo principio de continuidade Euclidiano, r corta vy em 2 pontos

'C e D e, portanto a reta a de m € C)}(D e A e BeC)(D.

No caso de A e B pertencerem a um arco ortogonal a
¥, A e B pertencem a uma circunferencia & ortogonal a vy ™no
plano Euclidiano e, portanto, pelo principio de continuidade cigw

cular, consequéncia do axioma de Dedekind, § corta y em 2 pon-
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tos C e D e, portanto, a reta a de n & C)(D e A, BeC)(D.

‘A unicidade vem do fato que por A e B, eXxiste uma SO

circunferencia ortogonal a y, como veremos mais tarde.

12. Qualquer que seja a reta a=C)(D de w, eXxistem

2 pontos A e BenT, tais'que A, B C)(D.

Se C)(Dew, entao C e D pertencem ao plano Euclidia-
no. Como o plano Euclidiano & continuo, ent@o em qualquer P-re-

ta existem infinitos pontos.

13. Existem 3 pontos de w nao colineares.

Seja a reta A)(B e nela, pelo axioma 12 existem C e
Den. Tomarmos um ponto Eey, com E#B, EFA e tal que ou AB

ou AE sejam um diametro de v.
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Unimos E a A pela reta Euclidiana, se for diametro
ou por uma circunferéncia ortogonal a Yy, que passe pelos 2 pon-

tos.

Temos, entao, a reta A)(E de w. Em A)(E existem F

e Ger por 12.

E claro que F (ou G)€A) (B, sendo A)(B coincidiria com

.A) (E, pelo axioma Il.

Dai C, D, Feq e sdo nao colineares.

Axiomas de Ordem: O

0. Se'A*B*(C, com A, B, Ceqx=3Jaesq (A, B, C=a}.

Se A, B, Cem, e A*B*C, entao A*B*C, também na
Geometria Buclidiana, entao 3r ‘do plamo Euclidiano, ou uma cir-

cunferaéncia § ortogonal a vy, tal que A, B, Cer, ou A, B, Ced.

Mas, r ou & cortam y em 2 pontos M e N e dafi,

32 =M) (Nen, tal que A, B, CEa.
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0 A*B*C, com A, B, Cer=A#B#C#A.
Se A, B, Cen e A*B*(C, e como A*B*(C na Geome- -

tria Buclidiana, entdo A#B#C#A, dai acontece o mesmo em .

03. Se A*B*C=+C*B*A,.

Se A*B*(C e A, B, Cem™ e como A*B*C e A, B, C sao
também do plano Euclidiano, entao C*B*A na reta ou na circun-

feréncia &, na Geometria Euclidiana, e dai C*B* A no plano .

‘Esses 3 axiomas demonstram o 1° axioma de ordem de Hil
bert. |
04. Se A#Beqg=3Ceq tal que A*B*C,.
Se A, Be g, entao A)(B encontra vy em M e' N. Como

A e B s3ao interiores a y e Nevy, entao vale A*B*N ou

B*A*N.
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Suponhamos A *B* N na Geometria Euclidiana. Se A ¢ B
pertencem a um diametro, (pelo teorema 25 Fundamentos - Castruc-
ci), 3C em A)(B, tal que B*C *N, pois A e B s3o do plano Eu
clidiano.

Dai, de A*B*N e B*C*N, vem A*B*C, (pelo coroié
rio do teorema 29 Fundamentos - Castrucci), pois A, B, N, C -sao
do plano Euclidiano.

0 mesmo acontece com arcos de circunferencias ortogoF

nais. Vale 0 rac1oc1n10 para o feixe ﬁ @ PN fﬁ pois no

—

plano Euclidiano valem PA * PB * PN e 3a5C tal que l?ﬁ PC * PN,
0.. (A*B*C)==nA*C*BA~(B*A*TC)

Se A, B, Cem, entdo A, B, C sao do plano Euclidiano.
Neste caso A*B*(C, entdo, V(A*C*B)A~(B*A*C), pelo axioma

3 segundo Hilbert e consequencias. Dai, Og ¢ valido para .

0,. Axioma de Pasch
DEFINICAO. Se A, Bew, chama-se¢ segmento AB de m ao
| conjunto dos pontos A e B e dos pontos entre A e B.

06' Sejam A, B, Cerm, acm, a=L)(M e tal que

A, B, C¢a e A, B, C nao colineares. Entao

Se AB ﬂa={D}=——%aﬂAC='.{E} ou afBC=1{F}.
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Examinaremos dois casos:

1) aew, arco da circunferéncia & ortogonal a vy e

suponhamos Ae&w interior a §, entao Bern ¢ Cewn exteriores a 6.

A interior a &

B exterior a § >

C exterior a &

Seja §>a no plano Euclidiano. Entao.pelo axioma da
continuidade circular, ¢ intercepta AC num ponto E e portanto

a intercepta AC em E em .

2) aem, arco da circunferencia § ortogonal a vy e

Aeq interior a &, entao B exterior a §,eCe&r interior a 3§.

A interior a &
B exterior a § >

C interior a §

Y

§=>a no ‘plano Euclidiano. Entao, pelo axioma da continuidade
circular, § intgrcepta BC num ponto F e portanto ¢ intercep-

‘ta BC no ponto F em 7.
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0s outros casos, como:

1) a diametro de y e um dos segmentos AB, AC ou BC

pertencerem a outro diametro.

2) a diametro de y e os segmentos AB, AB e BC nao

o

pertencerem a diametro de .

sio estudados da mesma forma, através da divisao do plano por uma

reta.
Axiomas de Congruencia: C

Afim de definir congruéncia no modelo de Poincaré, va-
" mos abrir um parénteses para estudar a fnversdo relativa a uma
circunferéncia, na Geometria Fuclidiana, para verificar poste-

riormente os axiomas de congruéencia.
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DEFINIGAO. Seja y uma circunferencia de raio r e
centro 0. Qualquer que seja o ponto P#0, o inverso de P em

relagdo a y & o ponto P', {nico, na semi-reta 0P tal que
(OP) (OP') = r°

onde OP significa o comprimento do segmento OP com vrelagdo a

uma unidade fixa de medida.

(OF) » (0P')=r"

Pl

As seguintes propriedades da inversio, sao imediatas,

a partir da definigdo de inversao.

TEOREMA 25.

a) P=P' se e somente P esta sobre a circunferencia

de inversao vy.

Demonstracao. : A

P:=Pf¢=$PEEY
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2 .2 ,
=—n X =T =X = T%P = 'Y
e OP-0P' =12 (por definicao)

2 _ d = X e T = rzﬁ
e OP.0P'=1" (por definigao)

z:;.\..xzzf_—-___'A,xzr_____w’.‘P._._Pl

b) Se P esta no interior de vy, entdao P’ esta no ex

terior de y, e se P esta no exterior de y, entdo P' estda no

interior de vy.

Demonstragao.

Suponhamos OP<r

[\

X = ==X >T e vice-versa

i

e OP » x = rz (por definigéo)}
¢) (P')' =P

Como OF +OP' =1 (por definigdo) =—>(0P')(OP')' =1’ =
= (P')"' =P.

Os dois teoremas seguintes nos dizem como construir o

inverso de um ponto, com régua € Compasso.
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TEOREMA 26. Suponhamos P interior .a vy; seja TU a

corda de y por P, que & perpendicular a OP.

Ent3o o inverso P' de P & o polo da corda TU, isto

€, o ponto de intersecgao das tangentes a ;Y em T e U.

Demonstracao. Suponhamos que ;;:tangente a y em T
corte OP no ponto P'., O triéngulo retangulo AOPT & semelhan-

te ao triangulo retangulo AOTP'
AOPT ~ AQTP!

pois T=P (reto), 1 (TOP) (comum) e a soma dos angulos =180°,
pois estamos na Geometria Euclidiana.
Entdo os lados correspondentes siao proporcionais. En-

‘tao, como OT =71, temos

.Q_Pzn_;l:_;ﬂb—?.wtzrz,
r Op! .

que nos mostra que P' € inverso de P.
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Pela reflexao de eixo Gﬁ, vemos que a tangente a vy em
U também passa por P', entdo P' & realmente o polo de TU, pois
P' tem que ser o mesmo, na intersecgao das duas tangentes com

0P (teoremas da Geometria Eutlidiana).

TEOREMA 27. Se P estia fora de y, seja Q o ponto mé

dio do segmento OP.

Seja o a circunferéncia com centro Q e raio 0Q=0QP.

Entao
1) o corta y em 2 pontos T e U.

2) PT e PU sao tangentes a vy.

3) O inverso P' de P & a intersecgdo de TU e OP.

Demonstragao.

1) Pelo principio da continuidade circular (coﬁsequég
cia do akXioma de Dedekind), ¢ e Yy se encontram em 2 pontos T

e U.
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2) Desde que 1 e 2 sao inscritos em semi-circunfe-
réncias de o, eles sa3ao angulos retos, entao PT e PU s3o tan-

gentes a v,

3) Se TU encontra OP num ponto P', entdo P' & o

inverso de P em Y.
Para verificar que TUJ_OP, temos

AOTP % AQUP (retdngulo) /pois OT =0U (cateto) |
OP 2 0P (hipotenusa)

- NA
e dai o =R segue-se que

ATP'P = AUP'P pois TP = PU
o =R

P'P=P'P

entio TD'P2UP'P=reto e TUlOP'.

Finalmente, P é o polo de TU e entdo P' & inverso

de P.

Vamos ver agora como podemos construir a reta de Poin-
care ligando 2 pontos ideais, a reta interior ao angulo (constru
cdo da circunferéncia & ortogonal a y, passando por 2 pontos).

Isso € feito demonstrando o seguinte teorema:
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TEOREMA 28, Sejam T e U pontos sobre y que héo se-

jam diametralmente opostos e seja P o polo de TU.

=p'TP), ﬁs_[ﬁ e a cir

o

Entioc PT=PU, 526 (5=p'0P,

cunferencia & com centro P e raio PT=P corta vy ortogonal-

mente em T e U.

Demonstragao.

e

Se P & polo de TU, PT e PU sdo tangentes & vy em T

e U e portanto PT = PU.

0 triangulo APTU & isodsceles e entao t=% e TU ] OP.

Além disso, PT e PU, raios de &, sdo perpendic':ullares
respectivamente aos raios OT e OU de vy {pois sao tangentes a vy

em T e U), entdao y e § sao ortogonais.

Lema. Teorema da Potencia de um ponto externo ou in-

‘terno, em relacdo a uma circunferencia.

a) Se 2 retas por O interceptam § em pares de pon-

tos (Pl’ P2) e (Q;, Q,), respectivamente, entao
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(651)(552)==(661) - (0Q,)
Esse produto comum € chamado de potémcia de O em rela
cdo a 6; quando O estd fora de &, & positivo, e quando O es-

ta dentro de &, € negativo.

b) Se O esta fora de § e a tangente a §, de 0 to-
ca § no ponto T, entao oT? & jgual 4 potencia de 0O em rela-

cao a §.

Demonstracao.

a) Desde que os angulos inscritos em uma circunferen-

cia e subentendem o mesmo arco sao congruentes, temos:

122
321

segue-se que AOPlefbAOQlPZ, entao:

ik

H

.3
1|8

o
P
ot
)
o
3]
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ou seja,

Pé, com O*P, *P,
OT” = 0C% - T = (OC - TT) (3C + TT) = (OC - TP) (OC + TP,)) = (OP) (OP,)

Atribuindo-se sinal 3 poténcia, necessariamente,se 0O &
- .. . 4 . - .
externo, ela e positiva, pois vale OT". Assim, se 0 e inter-

no, € negativa.

TEOREMA 29. Seja P qualquer ponto, P¢y e que nio
coincida com o centro 0O de y (P#0) e seja & uma circunferén

c¢ia por P, de centro C.

Entao 8§ corta y ortogonalmente se, e somente se, 3§

passa por P', ponto inverso de P em relacao a Y.
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Demonstracao.

=

P'e§ —Cem (mediatriz de PP') e como P#0 entao

. CO > CP=—=0 externo de §=3Te §/t passa por O==>‘GTZ =0P « OP' =
= r2 (r ='raio de jy)==¢Tezy==¢6 corta y ortogonalmente (porque
OT=r de y & tangente a 8§ por T e TC & raio de § em T, en-

tio OTLTC)=svls.

Caso particular:

(C ponto médio de PP') "
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Suponhamos primeiro que & passa por P'. Entao o cen
tro C de & estd na mediatriz de PP', entdo CO>CP e O 8 ex-

terno a &.

Portanto existe um ponto T em §, tal que a tangente

a &, em T passa por O (pelo teorema 27).

0 lema, entao da: 0T? =GP « OP" =r2, entao T também es

ti em y e 8§ corta v “ortogonalmente.

—

Reciprocamente, sﬁponhamos que § corte Yy .or_togonal-
mente no ponto T e U (entdo os raios sa0 perplendi'culares nos
pontos de intersecgﬁo), entdao as tangentes'a § em T é U se en-
contram “em O, entdo O esta fora de .

Segue-se que 8P corta & novamente no ponto Q. Pelo

lema b), 2 =072 =0P - 00, entdo Q=P', o inverso de P em v.

Chegamos 3 conclusdao de que 2 circunferéncias y e &
sio ortogonais se e somente se & passa por 2 pontos inversos
(P#0, PEY).

0 teorema 29 pode ser usado para comstrulr a P-reta 11
gando 2 pontos P e Q interiores. a vy, € que nao estao num dia-
metro de vy.

Primeiro, construimos o ponto inverso .P', de P, usan
do o teorema 26 (temds infinitas circunferencias Qrto_gonais a v,

passando por P e P').
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Construimos. a circunferéncia determinada pelos 3 pon-
" tos ndo colineares, P, Q e P' (essa circunferéncia & {nica), o
que nos da, pelo teorema 29, Que § sera ortogonal a vy:; a inter

seccao de § com o interior de y nos da a desejada P-reta (Uni-

ca), por P e Q. : o

Isto mostra a efetiva construcao de uma Unica P-reta,
nao pelo centro, e que passa por 2 pontos (axioma 1 de inciden-

cia).

CONGRUENCIA DE ANGUL®DOS

A congruéncia de angulos tem o significado usual Eucli
diano.

Se dois arcos de c¢ircunferéncia se interceptam num pon
to A, a medida do "angulo" que eles fazem €, por definicao, a

medida do angulo entre as semi-retas tangentes aos arcos em A,
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Se um arco de circunferéncia intercepta uma semi-reta
qualquer em A, a medida do '"angulo' que eles fazem e, por defi-
nicao, a medida do angulo formado pela. semi-reta tangente ao ar-

co e a.semi-reta comum, em A.

C5 b -

Desde que angulos sao medidos no sentido Euclidiano no

modelo de Poincard, a interpretacgfo do Axioma de Congruéneia &

& trivialmente verificado, pois se reduz ao axioma Euclidiano de
"angulos.

Cy

Dado um angulo qualquer BAC, (onde, por definicdo de
"angulo™, AB ndo & oposto a AC) e dada uma semi-reta qualquer.
'A'B', com origem em A', entdao ekiste uma Gnica semi-rTeta ATC

A

num semi-plano dado em relagao a A"8', tal que B'A'C' = BAC.
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1. Se A=0 &€ o centro de y e AP uma semi-reta,
existe uma semi-reta AX tal que POX 2 o (dado) no plano Eucli-

diano; logo, neste caso vale em m.

X

CEE A‘

/2~. Se A nio é o centro O de. vy, entdo a verificacao
& uma questio de achar uma Gnica c‘ircunferéncia § por A, tal
que seja ortogonal a y e tangente a uma dada reta Buclidiana 2,
que passa por A e nao por O {desde que as tangentes aos arcos

ortogonais determinam a medida do angulo).

Pelo teorema 29, § deve passar pelo inverso A' de A,
em relacgao a vy.

0 centro C' de § deve estar na mediatriz de AA' (teo
rema 29). Chamemos essa mediatriz de m.

Se § & tangente a ¢ em A, entao C' deve também es-
tar na perpendicular n a 2, em A.

Assim, & deve ser a circunferéncia cujo centro & a in
terseccdo C''de m e n e cujo raio & C'A.

. Construgdo de um angulo com vértice no ponto A4#0, no

1® modelo de Poincaréd, congruente a um angulo dado a.
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Dada uma reta de Poincaré por A, devemos determinar
outra reta de Poincaré, que faca com a reta dada, o angulo con-
gruente ao angulo dado, verificando assim o axioma 4 de congruen

cia de angulos. ,

Tomamos a tangente t a reta dada de Poincaré, que pas

sa por A e pelo inverso A' em relagdao a vy e construimos a re-
ta & FEuclidiana que forme com a tangente construida t, o angu-

lo congruente ao angulo a dado.
Construimos agora por A e A' a circunferencia § or-

togonal a vy, cujo centro C' esta na perpendicular n a L, en

A, e na mediatriz m de AA' e que, portanto, passara por A e A'.
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LO2N

Entdo a parte interna a Yy, intersecgao de & com Yy

a P-reta de Poincard, cujo angulo com a P-reta dada, por A, €

congruente ao angulo dado.

CONGRUENCIA DE SEGMENTOS

Daremos, - antes, a definigdo de comprimento, no modelo

disco de Poincare.

DEFINICAO. Sejam A e B pontos mno interior de v e

sejam_If e Q extremos da P-reta por A c B.

Definimos a razdo dupla (AB, PQ) por

onde por AP se indica o comprimento Euclidiano do segmento Eu-
clidiano AP.

Definimos, entdo, Comprimento de Poincaré d(AB) por

d(AB) = |log (AB, PQ)|
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Notemos que este comprimento nao depende da ordem na qual escre-

vemos P e Q, pois se (AB, PQ) =x vem:

H

I1og x| = |log (AB, PQ)| = log (KP. Q) - log (BF. KQ) =

log AP + log BQ - log g?-log AQ

H

log (AB, QP) =log (AQ-. BP) - log (BQ- AP) =log AQ+ log BP -
- log BQ - log AP =-(log AP + log BQ - log BP - log AQ) =

= -log .(AB, PQ) =log }c
e portanto
ilog (%)| =|-log.xl==1og X.
Além disso, desde que (AB, PQ) = (BA, QP) vemos que

d(AB) também ndo depende da ordem na qual escrevemos A e B.

Podemos, entdo, interpretar os segmentos de Poincaré

AB e CD como sendo Poincaré-congruentes se. d(AB) =d(CD).

Com essa interpretacdo, os axiomas de congruéncia 2,

sao imediatamente verificados:

L,

a) Se AB=CD ¢ ABE=EF==CDEEF e

b) ABZAB
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a) d(AB) = [log (AB, PQ)| =1log AP+ log BQ- log BP - log AQ
d{Ch) = |log (€D, XY)|=1log CX+ log DY - log DX - log CY

d(EF) = |log (EF, MN) | = log EM+ log FN~ log ™ - log EN

1}
ja N
~
M
r s
—

entdo se AB=(D e AB=2EF==d(AB) =d(CD) e d(AB)

|1og (EF, MN)|

= |log (AB, PQ)| =|log (CD, XY)| e |log (AB, PQ)|

== |log (CD, XY)}| =|log (EF, MN)|=>d(CD) = d(EF) =>CD = EF

Verificacdo do axioma de congruencia I
“
Dados AB e um ponto A' da reta AB ou de reta dife-

rente, existe B' tal que ABEZA'B',

Suponhamos que fixemos o ponto A na P-reta P)(Q e que

o ponto B se mova continuamente de A para P, onde Q*A*B*P

-~

P
Q
A razao dupla
(AP) (BQ)

(AB, PQ) = —
| (BP) (AQ)
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aumenta continuamente de 1 a «, desde que

AP constante
(AP) & constante pois D aumenta
(*Q) BP  diminue

AQ constante

BP se aproxima de zero e BQ se aproxima de - PQ.

Se fixamos B e movemos A continuamente, de B para

Q, teremos o mesmo resultado.

Segue~se imediatamente que para toda semi-reta de Poin
caré (D, existe um Gnico ponto E em CD tal que d(CE) = d(AB),

onde A e B sao dados antecipadamente.

Demonstragao.

Existe um ponto E na reta tD (igual ou diferente de

AB tal que d(CE) = d(AB) porque

© U d(AB) = llog (AB, PQ)| = |log AP-BQ)

3|
’TU
o]

Lo

L
D
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d(CE) = |log (CE, RS)| = |log EE 'fE
- CR <« BS
e para que sejam iguais
AP - BQ _TS.-ER
BP-AQ CR-ES

o que & sempre possivel, pois usamos medidas de segmentos Eucli-
dianos e portanto podemos achar E (podemos achar E na P-reta,

com a distancia dada, pois a distdncia varia de 0 a +w).

Isto verifica o Axioma de'énngruéncia 1.
C3_
Se A*B*C, A'*B'*C', AB=A'B', BC=EB'C'=AC=A'C\

A demonstracao segue imediatamente da adicao dos com-
primentos de Poincaré, que afirma que se A*B*C, mno sentido do

~ modelo-disco, entdo d(AB) + d(BC) = d(AQ).

Para provar essa soma, indiquemos 0s extremos tais que

Q*A*C *P.

sdo maiores que 1 (porque AP >CP, CQ > AQ, etc).
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Seus logaritmos sao, entdo, positivos e podemos supri-

mir o sinal do valor absoluto. Temos:

4(AB) + 4(EC) = log (AB, PQ)+log (EC, PQ) =log [(AB, PQ) - (BC, PQ)]

ma?
(AB, PQ) - (BC, PQ) = (AC, PQ)
pois
(AB, PQ) =M‘
P - AQ o
| (AB, PQ)(BC, pQ) = -5 BP - Q.
(8C, pQ) =22-CQ B AQ PR
’ TP .Tq o
=A% S0 (ac, PO
TP - AQ A

= log [(AB, PQ) - (BC, PQ)] = log (AC, PQ

entdo, d(AB) + d(BC) =d(AC).

Se A=B==d(AB) = llog (AB,.PQ)| =1log 1=0.

Ce

(Axioma de congruéncia (LAL)). Se 2 lados de 1 trian-

gulo e o angulo compreendido entre eles sdao respectivamente con-

gruentes a 2 lados e o angulo compreendido entre eles, de outro

triangulo, entdo os 2 triangulos sao congruentes.
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Para verificar esse axioma, precisamos estudar os efei

tos das inversdes nos elementos e suas relagoes no modelo-disco.

Introduzamos uma aplicagdo do plano Euclidiano em . si

mesmo: a homotetia.

DEFINIGAO. Seja O um ponto e k um nimero positivo.
A homotetig com centro O e razao k & a transformagdo do plano
Euclidiano que'fixa 0 e projeta um ponto P#0 em um Unico pon-

to P* de 0P, tal qu'e 0P* = k(0OP).

Lema.

1) Séja § uma circunferencia com centro C#0 e raio

Pela homotetia com centro O e razao k, & € transfor-

mada na circunferéencia 6* com centro C* e raio ks.

2) Se Q & um ponto de §, a tangente & §* em Q% &

paralela a tangente a & em Q.
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Demonstracgao.

2) Escolhemos coordenadas retangulares tal que O se-

ja a origem. Entdo a homotetia € dada por (x, y)— (kx, ky).

A imagem da reta de equagdo ax+by=c & a reta de
equacao ax + by =kc, pois
(x, y) vai em (kx, ky) e ax+by-— (ax+by)k

\.._._._.‘,_.-.-m-—J
I

intdo a imagem & paralela 4 reta original.

Em particular,fﬁ & Apara‘lela a C*Q* e suas perpendi-

culares em Q e Q* respectivamente sdo, também, paralelas.

1} Se & tem equagao (x - cl)2 + {y - CZ)Z =s? entdo &*

tem equacao (x-kcl)2 + (y—kc2)2 = (ks)z, do qual se segue o lema.

TEOREMA 30. Seja +y uma circunferéncia de raio v e

centro - 0. § uma circunferéncia de raio s e centro C.

Consideremos O externo a §; ¢ seja p a potencia de

O em relagao a §.
' 2
Seja k=I-,
p
1) Entdo a imagem &§' de & pela inversao em y &€ a
circunferéncia de raio ks, cujo centro & a imagem C* de C pe-

la homotetia de O de razao k.
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"2) Se P & um ponto qualquer em § e P’ & seu inver-

so em y, entdo a tangente t' a &' em P' & a reflexdo, atra-
Y )

v8s da mediatriz de PP', da tangente t & 6 em P.

‘Demonstragao.

Y

1) Como O & externo a §, 0P corta & em outro ponto

Q (P e Q nao diametralmente opostos} ou ¢ tangente a § em P

(em cujo caso Q=P). Entao:

=
<
=
=
3

L

. ' r? (por definicao de inversao em Y) = k

|

IS

0F P (por definicdo de potencia)

o
oo
L
A
-

'=>9_P._'._=k ou —O_P.'.=ko Q
0Q
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o que mostra que P' e a imagem de Q pela homotetia de centro O

2

. T

¢ raio k= —.
p

Ent3o &'=6* (8' € homotética de §).

T72) Pelo lema do teorema 30, a tangente t' a &' em
P' § paralela a tangente u & § em Q, entdo 3=1 (angulos
correspondentes) .

Seja t a tangente a § em P.

Se t e u se encontram em R==1%2 pelo teorema 28.

Entdo t e t' se encontram num ponto § tal que 3=72.

Como APSP' & um triangulo isdsceles (angulos da base
congruentes), S estd na mediatriz de PP'. Entao t' €& a ima-

gem de t, pela reflexao, cujo eiXo & a mediatriz de PP'.

Corolario. A circunferéncia § & ortogonal a circunfe
réncia y se¢ e somente se & e transformada nela mesma, pela in-

versao em Y.

§ | y<>transf §=38
, e
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Demonstracao.

—_—

Se 'G_I_Iﬂ.( e P esta sobre &, entado pot=(@)-[@?')=r2

pelo teorema 29 (G_I_Y@S passa por P e P') e pelo lema do
teorema 29 (definigéb de poténcia) entao k=1, (pois r“ =p,

2
.e como k=1p—:>k=1) e §=68"'(r raio de ¥y).

==

Reciprocamente, se §=¢', entao p'-—-rz, § passa pelo

~inverso P' de P em vy, entdo pelo teorema 29, § & ortogonal a

Y-

Lema. Seja O o centro da circunferéncia y e sejam P
e Q 2 pontos nao colineares com O; sejam P' e Q' seus inver-

sos em vy; entdo APOQNAQ'OP'.

Demonstragao.
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Os triangulos APOQ e AQ'OP' tém 1=P0Q comum e

OP . 0P' =12 =

2

- 0Q',

pois P e Q estdo na mesma circunferéncia

82
El=

Entio o critério de semelhanca (lados proporcionais)

fica satisfeito.

TEOREMA 31. Seja & uma reta que nao passa pelo cen-

tro 0 da circunferencia vy.
1. A imagem de ¢ pela inversfo em y € uma circunfe-
~réncia sem o ponto O.

2. 0 diametro por O, da circunferéncia completa § §&,

| quando prolongado, perpendicular a £.

Demonstragao.

1) Seja A o pé da perpendicular de O a &, P um ou-

tro ponto qualquer em 9 e A' e P' seus inversos em y.
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Pelo lema do teorema 31 AOP'A' nv AQAP

OA-DA' =1?=0P - OP'

Entdo 1 & um angulo reto; entao P' deve estar na cir
cunferéncia §.

2) A reta OA' que contém o diimetro & perpendicular

a £, pela semelhancga dos triﬁngulos.

Reciprocamente, se comegamos com qualquer ponto P' em
§, PT#0 e 0P' corta £ enm P, entao, voltando ao raciocinio

acima, OA - DA' =0P . 0P’ =1? mostra que P' & o inverso de P en

Yo ) f _ o

TEOREMA 32. Seja § uma circunferencia passando pelo
centro 0 de vy.

A imagem de &, menos O, pela inversdo em y €& uma re

ta & ndo por O. & & paralela a tangente a § em O.
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Demonstfagéo. Seja A' o ponto em ¢, diametralmente
- oposto a 0; seja A seu inverso em y e & a reta perpendicular

a OA em A,

Pela demonstragao do teorema 31, a inversdo em y trans
forma 2 em & - {0}, entdao deve transformar ¢§ - {0} em & (pelo

teorema 25 c) que diz que (P'}' =P}).

Sabemos que a reflexiao numa reta Euclidiana preserva a

" medida de um dngulo, mas inverte a orientagdo do angulo.

.Vejamos o que acontece com a reflexdo, na inversao.

TEOREMA 33, |
. /
1. Unm angulo orientado da intersecgao de 2 circunfe-

réncias € conservado em valor absoluto, mas invertido na orienta

¢do, por qualquer inversao.

2. O mesmo se aplica ao angulo da interseccao de uma

circunferéncia e uma reta ou de duas retas.

Demonstracao. Suponhamos que as circunferéncias § e
o se interceptem no ponto P, com § e m tangentes, respectiva

‘mente, a & e g, nesse ponto.

Seja P' o inverso de P em y e sejam &' e d' as
‘imagens de ¢ e g pelarinverséo em y.

Sejam ainda &' e m' suas respectivas tangentes em

P'.
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A primeira afirmacao, entao, segue-se do fato de que

L' e m' sao reflexoes de 2 e m pela mediatriz de PP' (teore

ma 30 - 2)
’ 0s outros casos se seguem dos teoremas 31 e 3Z.
1)
_ Y
\.
\
AY
\
\
\
AY
\
\
a N
G,
,Q,'
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Faz-se a inversao da reta 2 e da circunferencia § en

relagdao a vy ¢ mede-se como o anterior.

Faz-se a inversio das retas t e £ e mede-se como o©

angulo de 2 circunferéncias.

0 teorema seguinte mostra que a inversao preserva a ra -’

z30 dupla, usada para definir comprimento de Poincare.

TEOREMA 34. Se A, B, P, Q sdo 4 pontos diferentes do
centro O ‘de y e A', B', P', Q' sao seus inversos em 7y, entao

(AB, PQ) ='_(ArB',_ PrQry.

Demonstracao. Pelo lema do teorema 31,



K. AQ

oA OQ'

‘dai, dividindo membro a membro as igualdades, vem

donde

ou

=

Entao, multiplicandeo (1} por (2), membro a membro

139

(1)

(2)
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portanto os inversos mantém a razao dupla, entdo os inversos man
terdo as distancias como foram definidas (pelo mddulo do logarit

mo das razoes duplasj).

-Lema. | Se d(OB) =d, entao

-.Ts'zr(ed"l)

(e%+1)

onde e €& a base dos logaritmos naturais e r € o raio de vy.
Demonstrac¢ido. Se P e Q sao os extremos do diametro
de y por B, marquemos os pontos, de modo que Q* O *B*P entdo

d=d(0B) = |1og (OB, PQ)|.

(0B, PQ) =

peis
b

9
vl
i
-
il
g
~

mas .
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Entao,

r + 0B
r - 0B

‘(OB, PQ)

=

entao

d(0B) = |1log (0B, PQ)| - ylog
\—__.Y_—_-/ -

r-kﬁﬁ)
d .

r - 0B

Exponenciando ambos os membros dessa equagao:

log T-FQE]
ed =gl © T-0B]__
d _1+0B
et = 2
r-—OB
ed(r-0B8) =1 + 0B ==
d

6ﬁ(l-bedj = r(ed-lj —_—
UE:I'(B —1)
1+ed

TEOREMA 35. Seja a circunferencia & ortogonal a cir-

cunferéncia y. Entao:
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1) A inversao em ¢ transforma y em +y e transforma

o interior de y em si mesmo.

2) A inversdo em § conserva incidéncia, ordem e con-

gruéncia no sentido do modelo-disco de Poincaré, dentro de .

Demonstragao.

1) O corolario do teorema 30 (5Ly<=:> trans § =68 e nor
\—__YT_—J

nosso caso, & | y < trans y=7v), nos diz que ¥y e transformada
o 1

. Y
em s1 mesma.

Suponhamos que P esteja no interior de y e P' seja

seu inverso em §.

Seja  C o centro e s o raio de § e suponhamos que cP

corte y em Q e Q', entao, pela conclusao do teorema 29

0q - Q" - 57 = TP - T W
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Como P esta entre Q e Q', temos as desigualdades:

< CP < CQ"

3
2

Tomando as desigualdades inversas, temos

r

5
'C_Ql

>

A1
1%

e como por (1)

o, Al D%
: (ﬂ]l it
CHEE 2

]i
-
H
I
p o)

Temos TQ' >TP' >TQ, entdo P' estd entre Q e Q' e,
portanto interior a v.

. 2) Pelos teoremas 30, 32 e 33, a inversdo em § trans
forma qualquer circunferéncia o, ortogonal a y ou numa outra
circunferencia ¢' ortogonal a y ou numa reta o', ortogonal a

vy, isto €, a reta pelo centro O de ¥.

Obviamente, a reta ¢ ligando 0 a C & transformada
em-si mesma e qualquer outra reta g por O ¢ transformada pon--
a vy (pelos

tualmente numa circunferencia o', que & ortogonal

teoremas 31 e 33).
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Em todos esses casos, o raciocinio anterior mostra que

a parte de o no interior de vy se transforma na parte de ¢' no
interior de .
Entio, P-retas sao transformadas em P-retas.

Se A e B estdo no interior de y e P e Q sao extre
mos da P-reta por A e B, entdo inversdo em § transforma P e

'Q nas extremidades da P-reta por A' e B'.

.Pelo teorema 34, d(AB)==d(A'B‘). Entdo congruencia de
segmentos € conserva&a.

0 teofema 33 mostra que congruencia de angglos também
€ preservada.

Além disso, a ordem de Poincaré € também preservada,

porque B estd entre A e D se e somente se A, B e D sdo coli

neares-Poincaré, e d(AD) =d(AB) + d(BD).

Corolario. FE ficil ver que se na afirmacao do teorema
35, & & tomado como uma reta pelo centro 0 de y e. a palavra
"inversao' & mudada para "reflexao", entdo a conclusao do teore-

ma 35 ainda & valida.

TEOREMA 36. Dois triangulos no modelo-disco de Poinca
r& sdo Poincaré-congruentes se ¢ somente se eles podem ser trans
formados um no outro por uma sucessdo de inversoes em circunfe-

réncias ortogonais a y e reflexdes relativas a diametros de 'y.
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Demonstragdo. Vamos verificar, finalmente, o© Axioma

_ Sio dados dois tridngulos de Poincaré, AABC e AXYZ,

interiores a v, tal que: A=X, d(AC) =d(XZ) e d(AB) =d(XY).

Devemos proVar que esses triangulos sao Poincare-con-
gruentes.

Primeiro reduzimos ao caso onde A=X=0 (0 centro de
¥)-.

Seja & a circunferéncia ortogonal a y por A e B ¢
o a circunferéncia ortogonal a Yy por A e C.

Entio & novamente encontra ¢ no ponto A' fora de v,

que & inverso de A em y (teorema 29)

Seja ¢ a circunferéncia centrada em A', de raio s,

onde
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2 .l T
s” = (AA") - (AT0) (1)
porque O & inverso de A em relagdo a e, de centro A',

Como AA' =AT0 - A0 substituindo em (1)
s2 = (K0 - A0) (&'0) = (A0)2 - (AD) (X7O) = (KO)2 - r2

pois A' € o inverso de A em relagdo a y e r € o raio de v.
Esta equagdo mostra que e ¢ ortogonal a vy (reciproca
do teorema de Pitagoras).

Por definicdo de ¢, 0 € o inverso de A em ¢ e pelo
teorema 35, inversdo em ¢ transforma o triangulo de Poincaré

AABC ‘no Poincaré-congruente AOR'C'.

Da mesma maneira, o triangulo de Poincaré .AXYZ pode
ser transformado pela inversdao, no triangulo de Poincaré, Poinca
- ré-congruente, AQY'Z'.

Mostramos que podemos assumir A =X =0.

Pelo lema do teorema 35 e a hipotese LAL, temos

OB'= OY' porque AB =XY
oC'= 07" AC=XZ
e e

B'OC =Y'02! . BAC =YXz
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Entao, uma conveniente rotagao Euclidiana em O - combi
~ nando, se necessario, com reflex3o num diametro — transforma o

triangulo Euclidiano AOB'C'no triangulo Euclidiano AOY'Z'.

Esta transformagao leva vy em si mesma e a circunferen
cia ortogonal, por B e C na circunferéncia ortogonal por Y e
Z, conservando o comprimento de Poincaré e a medida de angulo.

Entao os triangulos de Poincaré AOBC e AOYZ sio Poin

caré congruentes,

3. ANGULO DE PARALELISMO

_Podemos mostrar que se P varia, T(PQ)°® toma todos 65
possiveis valores entre 0° e 90°.

Uma das maiores descobertas de J. Bolyai e.Lobachevéky
sdo suas formulas para essa medida.

Un segmento basico natural OI'£a~Geometria Hiperboli-
ca é.qualquer segménto_ OI- tal quée w(0I)° =459,

Pélo corolario do teorema 21, tais segmentos sdo con-

gruentes.

Vamos agora usar o modelo de Poincaré para determinar
a formula de J. Bolyai e Lobachevsky para o angulo de paralelis-

mo.
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Seja w(d) a notagdo do nimero de radianos no angulo
de paralelismo correspondente a distancia d de Poincaré (nlmero

de radianos € T%ﬁ veézes o numero de graus).

TEOREMA 37. No modelo disco de Poincaré, a formula pa

ra o angulo de paralelismo &

e d = tg (& Zd))

e sen Xx,

onde e €& a base dos logaritmos naturais, tg x==z§2 i
cos x, sdo definidos pelo desenvolvimento em séries (a tangente
nido pode ser interpretada como a razdo do lado oposto sobre o la

do adjacente de um triangule retangulo, no'pléno hiperbolico).

Demonstragao. Por definicao de angulo de paralelismo,
d € a distanecia de Poincaré .d(PQ) de algum -ponto P a alguma
reta %, e n(d) € o nimero de radianos do angulo que uma semi-
reta paralela-limite a g, por P, faz com PQ.

Podemos escolher ¢ para que secja diametro de y e Q
o centro de y, tal que P esteja no diametro perpendicular.

Uma semi-reta paralela-limite, por P, é, entdo, um ar
co de circunferéncia- § ortogonal a vy, tal que § € tangente a

£ num extremo I.
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A reta tangente a §, em P, portanto, encontra £ em
algum ponto interior R, que & o polo da corda P de &, e, pe

lo teorema 28

RPr e - RTP
B 3]

tém, ambos, o mesmo niumeroc de radianos Bg.

- - e B - | -~
Seja o=w(d), que € o numero de radianos em RPQ; como

28 & o numero de radianos em PﬁQ (exterior ao APRI), temos

5 —-E =_T£.. =-‘Jl\'——q'- ’
a+23-2=>28 5 - 0 = B T~ 7 [1)

A distancia Buclidiana PQ (na figura)
P$'=tg'3='=; ‘PQ=T tg B | C (2)




entdo, pela demonstragao do lema do teorema 35

De fato: pelo lema, se d(PQ) =d,

. a
apQ) =2l 1)
e +1

entao, por (2)

r tg B=

d

tg B(ed_+13=e -1 =

d

e tg BF-tg B ='ed

..1@
ed(tg B~1)=-tg -1 —

ad_-tg -1
e tg g1
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(3

Usando a formula para B (por (1))} e a identidade tri-

 gonométrica
. " o
m ey 1787
te (z-2) "7 %
0 lrte g
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temos, por (3) e (1)

T O
LA tg B+l _1+tg (7-3)
1-te® 1.t (I-9
_ tg - - tg
1+ : T : o
1+tg + ~tg 5
cd = . 4 . 2
1 tg?‘:—-tg-rz-
| 1+tg % *tg %
o
1-tg 5.
1+ 2
a_ 1‘|‘tg7
e = 5 =
1—tg~2—
1- o
1+tg—2-
o o
a trtggrl-te g
€ = o a
1+tg§‘1+tg§‘
od = 2 —

~d tg % e como a=m(d)

v}
f

e 4 =tg(5%?l) c.q.d.

As semi-retas paralelas-limite, no modelo deé Poincaré.

sao ilustradas assim:
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Escolhemos £ comoc um diametro aberto A)(B; as semi-
retas sdo arcos de circunferénciasortogonais a y, por P, que
encontram AB em A e B e sio tangentes a essa reta, nesses pon

tos.

Pode-se ver como essas semi-retas se aproximam assinto
ticamente de ¢ e se mdvem de encontro aos pontos ideais repre-
sentados por A e B.

Nesta ilustragéo temos 2 retas de Poincaré paralelas,
com uma perpendicular comum; Jn’dive:ge de ¢ de ambos os 1lados

da perpendicular comum PO.
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0 quadrilatero de Lambert fica representado assim, on-

de se ve o 4° angulo que & agudo.

0 quadrilatero formado pela reuniao do quadrilatero de
Lambert e seu simétrico em relacdo a reta PQ que contém o lado

PQ & o quadrilatero de Saccheri.

4. MODELO DE BELTRAMI-KLEIN

Fixamos uma circunferéncia vy no plano Euclidiano.. Co

mo no primeiro modelo de Poincaré, os pontos internos da circun-

feréncia vy serdo os pontos do plano hiperbélico w, de Klein,



154

isto &, se 0 & o centro de y e OR um raio de v, serao todos

os pontos X, tais que OX<OR.

B

As cordas AB de vy, sem as extremidades, sao as retas
de 1w, representadas por A)}(B ou r.
As relagdes 'incide' e "entre', sao usadas no sentido .

usual de Euclides. -

REPRESENTACAO DO PLANO HIPERBOLICO

<\\\\\____/,i///
Nesta representacao, as cordas abertas m e n por P,

satisfazem o Axioma Hiperbdlico.
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0 modelo de Klein nos permite visualizar a semi-reta

paralela-limite.

Seja P um ponto interior a y €& nao pertencente a cor
~da aberta A} (B.
A e B sdo pontos da circunferencia e portanto nio TC

presentam pontos no plano hiperbélicb; eles representam ''pontos

ideais" e sdo chamados 'exXtremos" da reta hiperbolica representa
da por A)(B.

Fica também obvia no modelo de Klein, a reta interior
ao angulo.

Na figura acima, dado o angulo QPR, se A & o extremo

de PG e B & o extremo de PR, entdo A)(B € a reta interior ao

éngulo' Q@R,.con& PE e PA semi-retas paralelas-limite.
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PERPENDICULARISMO NO MODELO DE
BELTRAMI-KLEIN

A congruéncia de angulos, no modelo de Klein, € inter-

pretada diferentemente do modo usual de Euclides.

Vejamos, antes, Os angulos retos, que sao 0S angulos

congruentes aos seus suplementos.

Sejam ¢ e m cordas abertas de y. Para descrever per

pendicularismo no modelo de Klein, vamos considerar Z casos:
1) & ou m €& diametro.

Entao glJn no sentido de Klein, se e somente se, Rl_m

no sentido de Euclides.

.2) & e m n3o sdo diametros.

Neste caso, associamos a £ um certo ponto P(g&), fora

de vy, chamada polo de &, definido como se segue:

P(%2) € a interseccao das tangentes t, e t,, a y,mnos

pontos '"ideais" de 2.
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(tl e t, nao sao paralelas, porque £ nio .& diame-

tro).

P(R) <

Entao, por definigao, ml_z no sentido.de Klein, se e

somente se, a reta Euclidiana, extensao de m, passa por P(L).

Entao, na figura:

.m'J_RV
ml 2

.mﬂ'l_gl

porque m, m', m'" passam por P(&) (veremos mais tarde a justifi

cacdo no item 6 - Congruéncia no modelo de Klein).

Podemos também ver como paralelas divergentes tem uma

perpendicular comum (teorema 23), que & Unica, (pelo teorema 13)
Na figura, m'" e m téem a perpendicular comum ¢&.
Na hipotese do teorema 23, foram dadas duas retas parg"

lelas que nio contém as semi-retas paralelas-limite.
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No modelo de Klein, isto significa que foram dadas duas

cordas abertas & e m que nio tem uma extremidade comum.

A conclusio do teorema 23 & que £ € m tém uma perpen

dicular comum k. Vejamos como determinar k.

caso 1. & & diametro e m corda aberta (ndc diametro)

Por definigéo, qualquer reta Euclidiana que pésse por
P(m) € perpendicular a m:; tomamos a reta perpendicular a £ (dié
metro), perpendicular no sentido Euclidiano, que_passe'por P(m)
= kl2 e klm. Note-se que k & paralela és'_ﬁangentes a vy

nas extremidades de ¢.
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caso 2. & e m nao sao diametros.

Pela definicao de perpendicularismo em Klein, para que
k seja perpendicular a 2 e m ao mesmo tempo, a reta Euclidia-

na que contém k tem que passar pelo polo de £ e pelo polo de m.

Consequentemente, para construir k, temos unicamente
que ligar estes 2 polos pela reta Euclidiana e tomar k como a

corda aberta de vy contida nessa reta.

Vejamos agora o comportamento de pares de retas no mo-

delo de Klein.

Chamemos os pontos interiores da circunferencia vy {que
representam todos os pontos no plano hiperbolico) de "pontos hi-
perboélicos”.

- 0s pontos na circunferencia. vy  sao os '"'pontos ideais'".

Os pontos fora de vy sdo os ''pontos ultra-ideais".
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Finalmente, para todo diametro de <y, imaginemos outro
ponto "infinito", tal que todas as retas paralelas a esse diame-

tro, no sentido Euclidiano, se encontrem nesse ponto.

Esses pontos no infinito serdo também chamados "ultra-
~1deais™.

Podemos, entao, dizer, que duas retas de Klein se '"en-
contram'" num ponto hiperboélico, num ponto "ideal', ou num ponto
"ultra-ideal', dependendo delas se interceptarem, serem parale-

las assintdticas ou paralelas divergentes, respectivamente.

O ponto "ultra-ideal', onde as retas paralelas diver-
gentes ¢ e m se encontram, & o polo P(k) da sua perpendicular
comum k (figura anterior).

Vejamos a questao de .dois pontos determinarem uma Uni
ca reta.

Sabemos que 2 pontos hiperbdlicos determinam uma Unica
reta hiperbdlica.

‘Sabemos também que 2 pontos ideais também .determinam
uma Gnica reta e que esses pontos ideais estao na reta Euclidia-

na que liga esses pontos.

Vejamos o que acontece com 2 pontos ultra-ideais e com

2 pontos de diferentes espécies.

1) Dados 2 poﬁtos ultra-ideais P e Q, eles sao po-

los de 2 retas de klein, m e 2.
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a) Se m//4 no sentido de Klein, a reta Euclidiana que
une 0os 2 pontos P e Q € a reta que une os dois polos, e €, entao,
a reta perpendicular comum a £ e m {(Unica) e que contém a reta

hiperbdlica k.

b} Se m e 2 tém um ponto comum, isto €, m concor-
rente com £, ndo existe reta Euclidiana PG que contenha uma re

‘ta hiperbolica PQ, onde P e Q sdo polos de m e g.

L

Fd

—r~" Q=P(R)
-/
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2) Dados um ponto hiperbdlico P e um ponto ideal Q,
a reta Euclidiana pelos 2 pontos & finica e contém uma corda de vy

entdo, em Klein, a corda aberta € UGnica (reta hiperbolica).

3) Dados 1 poﬁto hiperbdolico P e um ponto ultra-ideal
Q, Q ser2a o polo de uma reta de Klein 2.

A reta Fuclidiana m, unindo P a Q=P(2) &€ a .Qnica
réta por P, que contém m, reta de Klein, e que & perpendicular

a ¢, no sentido de Klein.
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4) Dados um ponto ideal Q e .um ponto wultra-ideal

P=P(R).

a) Se P=P(2) & ponto ultra-ideal e .Q ponto ideal
extremidade de £, entio nio existe reta hiperbolica contida na
reta Euclidiana, pelos 2 pontos, pois a reta ﬁ@ nio contém cor-

da aberta de Y.

b) Se P=P(L) & ponto ultra-ideal e Q ou Q, ponto
jdeal diferentes das extremidades de .2,' entao existe a reta
1561. (%2) e .ﬁjllz & a lnica reta por Q; perpendicular a 2 ¢

que contém a reta hiperbdlica.

i i Ses: -
Eis as situago -&ea}’
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5. ISOMORFISMO ENTRE 0S MODELOS DE KLEIN E POINCARE

Podemos notar que os 2 modelos apresentados nao sao es

sencialmente diferentes.

Esses modelos sao, de fato, isomorfos, no sentido téc-
nico de que uma cbrrespondéncia bi-univoca pode ser estabelecida
entre ''pontos” e "'retas'" de um modelo e os '"pontos' e '"retas" do
outro, tal que preserve as relacoes de incidencia, ordem e con-
gruéncié.

?odemos.moétrar esse isdmorfismo, tomando em primeiro
lugar o modelo de Klein e, no espago Euclidiaﬁo, uma superficie
esférica, com raio igual ao do modelb de Klein, tangente ao pla-

no no centro da circunfereéencia.

Projetamos ortogonalmente o modelo de Klein inteiro so

bre o hemisfério inferior dessa superficie esférica.
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Por essa projecao, as cordas do modelo de Klein se tor

nam arcos de circunferéncias ortogonais ao equador.

Projetamos entdo, estereograficamente, o hemisfério in-
ferior, do polo norte da superficie esférica sobre o plano origi
nal.

0 equador da superf{cie esférica-seré projetado sobre
o plano, numa circunferéencia maior que aquela usada no modelo de
Klein e o hemisfério inferior sera projetado estercograficamente

no interior dessa circunferencia.
Sob essas sucessivas transformacgoes,. as cordas do mode

lo de Klein sdo projetadas biunivocamente sobre os diametros e

arcos ortogonais do modelo de Poincare.

Nesse sentido, o isomorfismo dos modelos estara estabe
lecido.

Vamos provar que todos.os possiveis modelos da Geome-

tria Hiperbdlica sao isomorfos uns aos outros, isto &, que o0s

‘axiomas para a (Geometria Hiperbolica sﬁorcategSricos.
0 mesmo € verdade para a Geometria Euclidiana.

A natureza categdorica da Geometria Euclidiana fica es-
tabelecida, introduzindo-se coordenadas cartesianas sobre o pla-
no Buclidiano. Podemos, entao, demonstrar, analiticamente, as
‘propriedades.

Analogamenfe, a natureza categorica da Geometria Hiper

bélica & estabelecida introduzindo-se as coordenadas de Beltrami
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no plano hiperbolico, no qual a trigonometria hiperbolica deve

ser desenvolvida antes, que ndo & objetivo deste trabalho.

Tendo verificado que a interpretacao do disco de Poin
caré ¢ realmente um modelo da Geometria Hiperbdlica, vamos  de-

monstrar pelo isomorfismo, que a interpretacao de Klein & também

modelo.

Consideremos a esfera unitaria I no espago tridimen-

sional cartesiano, dada pela equacdo

2 2 2 _ . .
1 2 +X3 =1 (raio 1)

Seja ¥ a circunferéencia unitaria no plano equatorial

de I, determinada pela equagao X3 =0.

- Representaremos ambos, o disco de Poincaré e o disco de
Klein pelo conjunto A dos pontos de y e seu interior e tomare-

mos como nosso isomorfismo, F, a composicao de duas aplicacgoes.

Se N(O, 0, 1) € o pole norte de I, primeiro projeta

mos A estereograficamente de N, sobre o hemisfério sul de I.
Entdo projetamos ortogonalmente esse hemisfério no dis

' 3
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0 isomorfismo F leva o modelo de Poincaré para o mode

lo de Klein.

Temos R_= (xl, X, , 0).

A reta pelos pontos N(0,0,1) e R(Xl, Xy, 0) e dada

por ) o _ -
X1—0=X2—0=X3—1
0-—x1 0-—x2 1-0
ou
X X X, -1 X X X, -1
_x]. =_”X2 = 31 25%:-: 3_1 =t, com t#o,
1 2 1 2
entao
X1=x1 t
X, =x, t {1)
X, -1=-t=X =1—t=———;~}(27=1--2t+t2
3 3 3
Como
2 2 2 _ -
Xl +-X2 =kX3 =1 _ (2)
substituindo (1) em (2)
Ax12t+x'22t.+1—- Zt+t2 '-=1#»-t2(x12+x22 +1) =2t=>como t#0
t(x2+x'2+1)=2==>t= 2
1 2 2 2
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" entdo, substituindo t em (1)

< = le
1 2 2
xl -+x2 +1
X 3 2X2
2 2 b
xl 4—x2 + 1
X 2¥rx 2 -1
S 2 %1 2
3 2 2 2 2
Xy + X, +1 Xy -sz +1
No plano, a 32 coordenada & 0, dai:
2X 2x
FR)={—3 12 * T2 22 » 0
xl +x2 + 1 xl +x2 +1
F & dado, entao, em coordenadas, por
' 2x 2x
, 1 2
F(x X 0) = 0)
I 27 2 2° 2 2?
1-+x1 -ﬁxz 1+x1 -bxz

ou, se ignorarmos a 3. coordenada (zero), € UsSarmos simplesmente

as coordenadas complexas,

= i 3
Z=x, +1x, (33
entio F & dada por
. _ le 2x2 ) 2(x14-1 xz)
F(z)=— 7.t T2 2 ) )
x,7+x, " +1 x,“+x,“+1 x,"+x,7+1
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e como por (3) -[Z|2 =X12 +x22
2
F(2) = —22
1+ ]2z

Esta claro que F projeta os pontos do didmetro de v
com extremos P e Q no mesmo diametro (mas movendo os pontos ra
ra fora, em direcao a circunferéencia).

(No exemplo dado na figura, REA e ao diametro.Q ¢ a
projecdo estereografica de R na superficie esférica e F(R) & a

projecao ortogonal de Q).

TEOREMA 38. Seja & uma circunferéncia ortogonal a v,
cortando vy nos pontos M e N. Entao F projeta a reta de Poin

caré com extremidades M e N na corda aberta M) (N.

Vamos provar que, se A esta sobre o arco de ¢§ de M
a N, dentro de y, entdo F(A) & a projecdo de A por 0, na

corda MN (ver figura).
_ _ P

Ala,ay)

F (&) (b ,b,)

C(CI’CZ)

[ad c
1 72
Uzg)
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Suponhamos que o centro C de ¢ tenha coordenadas
-(Cl’ c:2). Pelo teorema 27, os pontos M e N sao interseccgoes
da circunferéncia o que tem CO como diametro, com y. A equa-
cdo desta circunferéncia o €:
4 o

%

T T . ¢ %2

e s e i

(0,0) . X,

2 e \2 o
(xl-—zz-) +‘(x2'-72) = r? | (1)

r =raio de o

L 2 2 |
mas _1‘2 = (-(—:21-) + (%%) ' (2)

entao, desenvolvendo (1) e substituindo (2)
c cj\2 c4\2
(33

= | x:“-¢, x,+X,°~c, X, =0 equacao de o (3)

A
y

"
,J:*
P
/

)

Combinando esta equagao com a equagao



(solucao de (3) e (4)) da reta MK (polar C com relacdo a Y).

tdio MC =NC, tangente a y em MeNJ,

teorema de Pitagoras nos da

onde

2 2
Xy tx,” = 1 de v

Temos a equacgao
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(4)

(5)

Como & € ortogonal a ¥ (porqué MN & polar de C en-

TN’ =C0° -ON° =¢, 2 +c,2 - 1

CN =raio de §

ON = raio de y=1

2
C +C

2 e .
1 9 = distancia de C(cl, cz) a 00, 0)

Entdo 6 € a circunferéncia de centro C

2 2 2. 2 T
(Xl - cl) + (x2 - cz) =c; to, -1

*

-

raio de § ao quadrado (por (6))

para um ponto qualquer (xl, xz).

Temos entao

2 2 _ _
xl -2x1 c14-5(1+-x2 -sz cz-k%zz -SzZ*'3ZZ 1

2x, c, +2x, C -l=x,"+x, equacao de §

ONC & um 3ngulo reto

o

(6)
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ou
x.2+x 2=2x. c, +2x, c. -1 (7)
1 2 1 71 2 2
Suponhamos agora que A(al, a2) esteja sobre § e
F(A) = (bl, bz) seja a imagem de A por F.

Temos para j =1, 2

substituindo a 2, a'22 por ch ay +’2C2 a2=1 (de (7), pois A€,

1
ond_e xl=a1 e x2=a2).
Temos:
: _ Za 2a
LF S T T 7(c. 2 e a.)
J 1 %17 %2 %2 1 %17 "2 %2
2
b. ==
j € a;+c, 8,
ou
b. = °1
1 Cl al+C2 a2
b, = *2
26y a;t6 8,

substituindo-se X, por. b1 e X, por b, em €, X, +C, X, em (5)
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temos

que satisfaz a equacao da reta MN e portanto F{A) esta sobre

o polar de C, como foi afirmado.

6. CONGRUENCIA NO MODELO DE KLEIN

Para definir congruencia no modelo de Klein, usaremos

o isomorfismo F.

DEFINICAO. Dois segmentos (respectivamente 2 angulos),
sao interpretados como Klein-congruentes se sua imagem inversa,
por F, no modelo de Poincaré, sdo Poincaré-congruentes (como de
finido antes).

Com essa interpretacao, a verificagao .dos . axiomas &

imediata.

Vamos entao justificar agora a déscrigéo ja feita do

perpendicuiarismo no modelo de Klein, usando F e L,

Usando a defini¢2o acima, podemos demonstrar:

TEOREMA 39. Duas retas de Klein, ¢ e m sdo Klein-
perpendiculares se e somente se suas imagens inversas F_l(z) e

E"l(m) sdo retas de Poincaré-perpendiculares.
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Existem 3 casos a considerar:

19 caso. Ambas, 2 e m, sio diametros.

Neste caso, € claro que perpendicularismo tem o senti-
do usual de Euclides, pois o diametro vai no diametro, como Vi-

mos e F"l(z) =4 e F?l(m) = m.

2° caso. Somente & € diametro.

Entdo F’1(2]= 2. O unico modo para que F—l(m), um
arco de circunferencia & ortogonal a vy (que nos dé‘Aa-reta de.
Poincaré), seja perpendicular a &, & que a reta Euclidiana €,
que contém a reta de Klein ¢, passe pelo centro’ C de & (veja

a figura).

1 6

——— e o

Pelo teorema 28,
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e a circunferencia & com centro C e raie CI=CU corta ¥y orto-

gonalmente em T e U.

Neste caso, £=0C & a mediatriz da corda m.

Reciprocamente, se & €& perpendicular a m no sentido

Euclidiano, 2 & a mediatriz de m; entdo % passa por C .e 2

¢ entdo perpendicular ao arco F'—l(m) .

39 caso. £ e m nac sdo diametros.
Entdo, F_I(JL) e F—l(m) sio arcos de circunferencias

§ e o, ortogonais a v.

Suponhamos que ¢ seja ortogonal a o. Pelo teorema 28
0os centros dessas circunferencias sao polos P(L) e P(m) de & e
m, porgue ‘essas circunferéncias encontram y nas extremidades de

gem.
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Sejam P e Q as extremidades de m. Inversdo em § trg
ca entre si P e Q; porque esta inversao projeta ambas, y € O
nelas mesmas (corolario do teorema 30).

Mas se P e Q sdo inversas em 6, a reta Euclidiana
ligando I’Va.(q tem que passar pelo centro P(2) de §. Entdo
P)(Q (Klein) l2—ml ¢.

_ Resumindo. Pela inversao, provamos que a reta Eucli-
diana que passa por P e Q passa pelo polo P(R)=P)(Q € per-

pendicular a &, ou mlg.

Reciprocamente:

Se a extensao de m passa por P(&), entao P e Q sao
inversas uma da outra em § (desde que pontos em vy sao projeta-

dos em vy pela inversao em §).

Entdo, pelo teorema 29, o é'ortogbnal a §

= ) LF ().

7. REFLEXAO NO MODELO DE KLEIN

DEFINICAD. Tanto na Geometria Euclidiana quanto na
_ Geometria Hiperbdlica, a reflexdo em uma reta m € a transforma-
gao Iﬁn do plano, que deixa cada ponto de m fixo e transforma

um ponto A¢m, da seguinte maneira:
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Seja M o pé da perpendicular de A 3 m. Entao, por
definigdo, R_(A) & o Unico ponto A', tal que A'*M*A e A'MEMA,
A reflexao conserva a incidéncia, a ordem e a congruen

¢ia no plano Euclidiano e como
A

M -

’ |
k=t

L

=]

[~ —

AI

ja demonstramos que o modelo de Kléin ¢ isomorfo ao . modelo de
Poincafé, onde os postulados de Incidéncia, Ordem e Congruencia
sdo validos, entdo a reflexdo conserva a Incidencia, a Ordem e a

Congruéncia no sentido do modelo de Klein.

Consideyemos agora o modelo de Klein e vamos descrever
a reflexao nesse modelo.

Suponhamos 1) que m nao seja um di%métro de y. Seja
P seu polo.

Para baixar uma.ﬁerpendicular deleein de A a m, tra
gamos a reta ligando A a P. o

Essa refa cortara na.em um ponto M.

Seja t a corda de y dada por essa reta Euclidiana.

Seja Q o polo de t e tracemos a reta unindo Q a A.

Essa reta cortara vy em..z e I'. Seja n a corda aber
ta z)(z'.

| Tracemos a reta ligande- ' e ﬂi e que corta y ~nova-

mente no ponto (.
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Ligando agora Q@ e Q, obteremos uma reta que corta t

em A' e vy em Q'.

‘0 ponto A' determinado & a .reflexdo, no'! modelo de

Klein, de A, em relagdo a m.

As retas Euclidianas QF e Q':r' se encontram em P e

B

L) 1
X" encontra o'z no ponto M.
Vejamos uma jhstificagéo dessa -construgao:
- Tomemos as retas paralelas divergentes £ =00' e n=7xy

e sua perpendicular comum t (tln por. construgﬁo e % //n)..

Suponhamos que g encontre t em A' e n encontre t
em A e seja M o ponto médio de AA' no sentido do. modelo de
~Klein.

Seja m a reta de Klein, perpendicular_ a t por M; m
€ obtida ligando M ao polo Q de t. A semi-reta Mi' & uma pa

“ralela limite a n.’
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Se fizermos a reflexdo por m, entao n & projetada na

reta £ que passa por A', Klein—perpeﬁdicular a t.

A extremidade ' é projetada na extremidade de 2, ©

ponto @', no mesmo semi-plano de ' em relagao a t.
" Entdoc a semi-reta Mi' & projetada na semi-reta MG

Fagamos agora a reflexao através de t (perpendicular e
distancia congruente).

o', pela reflexdo, vai em 0 (na reta 21t e por con-
gruéncia de triangulos por Klein), entdo MR’ & projetado em MQ.

As sucessivas reflexoes nas retas perpendiculares de
Klein, m e t dio uma rotagdo de 180° por M.

Entdo M3 & a semi-reta oposta a ME".

Semelhantemente, My & a semi-reta oposta a MG

Como a reflexio em m leva ' em Q' e I em &, 'a!
e 1o devem ambas serem perpendiculares de Klein a m (por defini
cao de reflexido) e suas extensdes Euclidianas se encontram no po

- 1o P de nm.

2) Suponhamos agora que m seja um diametro de Y.

Neste caso, P & um ponto no infinito, t & perpendicu
lar a m por A, no sentido Euclidiano e M & o ponto médio Eu-
‘clidiano da corda t (porque un diametro perpendicular a uma cor-

da, corta-a em segmentos congruentes) .
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A corda Qf é perpendicular ao diametro m, entio, Q &

a reflexdo Euclidiana de £, através de m.

- 3 - — . . '(—')' .-
Entdo Qf & a reflexao Euclidiana de Q¢ e deduzimos
que A' & a reflexdo Euclidiana ordinaria de A atraveés do diame

“tro m.

Afim de descrever a reflexao de Klein algebricamente,

retomemos a nocao de razao dupla, (AB, CD), definida por:

A
g

»

(AB, CD) =

e
&

ou como havia sido anotado:

(AB, PQ) =

P ou (AB, PQ) =

1=

qlE  Al3 | U‘

Al
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No plano Euclidiano:

8l
313

(AB, CD) =

E

Al
g
wr

se =+]1=C e D siao conjugados harménicos em relagdo a A

g
&

DEFINIGCAO. Se A, B, C e D sido 4 pontos colineares

distintos no plano Euclidiano, tal que

(AB, CD) =+1 ‘ou (AB, CD) =°=.
AD

dizemos que C e D sdo conjugados harmonicos com relagao .a AB

e que ABCD & uma guadrupla harménica. .

Pela simetria da razao dupla, A e B siao entdo também
conjugados harmonicos com relagdo a CD. .

Uma outra maneira de escrever a condigdo para uma qua-

drupla harmonica &

g L?’%l
9|5

Comc C e D sdo distintos, um deve estar dentro do
segmento AB e o outro fora (entdo "C e D dividem AB interna-

mente e externamente na mesma razao').
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CONSTRUCAO DO CONJUGADO HARMONICO
DE. C EM RELAGAO A &B |

Tomemos 2 pontos quaisquer I e J, colineares com C,
mas nio sobre AB.
Suponhamos que AJ encontre Bl no ponto K e AT en-

contre BJ no ponto L.

Entio AB encontra KT no conjugado harmonico D, de C.

A C B _ D

Juetificagdo dessa construgao:

DEFINIGAO. Perspectividade de uma reta & sobre uma
reta n & uma aplicagdo bijetora de % sobre n, obtida projetan

to % de um ponto P nao pertencente a nenhuma dessas retas, sSO-

bre n.
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A

Al B! c’

A perspectividade determina para o ponto A sobre ¢,
o ponto A' da intersecgao de PA com n (se PR for paralela a

n, a imagem de A € o ponto no infinito de n).

P & chamado de centro dessa perspectividade.

TEOREMA 40. A perspectividade conserva a razdo dupla

~de 4 pontos colineares, isto €, se A, B, C e D sao 4 pontos so
bre a reta g e A', B', C' e D' sao suas imagens sobre a reta

n, pela perspectividade com centro P, entao
(AB, CD) = (A'B', C'D").

Demonstracgao.
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Sabemos que no AAPC

AC__ AP |
sen o sen y : (1)

-no ABPC

BC _ TP

sen B sen y

(2)

=>sen y = sen B -

Al

substituindo (2) em (1)

R S
"sen B -EE
BC
| AC_AP «sen a
1.BC BP . sen B8
Da mesma forma
E§==§? «sen §
XD AP-sen APD
més como
(AB, cp) =AC.BD
BC AD

(AB, CD) - (Sen.u)tsen81
(sen B) (sen APD)
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mas

sen o

= sen APC =sen A'BrC’
sen § =sen BPD =sen B'P'D'
sen B =sen BPC = sen B'P'C'

sen AﬁD==seh'A‘§'D',

¢

entio obtemos a mesma formula para (A'B', C'D'), o que nos prova

que a perspectividade conserva a razdo harmonica.

Voltemos para a figura II.
Consideremos  IJ encontrando k. no ponto M.

Usando a perspectividade com centro I, o teorema ante-

rior -nos da:
(AB, CD) = (LK, .MD)
_Usando a perspectividade com c§n;;o J, teremos
(AB, CD) = (KL, D)
mas, pela definicao de razﬁo'dupla

(KL, MD) = {rg. Dy

Entao, (AB, CD) & a sua pr6pria reciproca, 0 que signi-

fica que

(AB, €D)? =1
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isto &, (AB, CD) =*1; entdo (AB, CD) =+1 (porque (AB, CD) nio po-
de ser negativo)e ABCD € uma q'uédrupla, como afirmamos. Isto

justifica a construc¢io harmonica da Figura II.

Esta justificacao pode'ser descrita do seguinte modo:

A*C*B*D

Projetamos ABCD de I sobre a reta [D; obtemos LKXD.
Projetamos novamente LKXD de J sobre AB.

L-—+B

K— A

X—> C

D—sD

entac B*A*(C*D
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~_AC  BD
(AB, CD) =377 * BT |
_ Trocamos o lugar A com B,
Uma & o inverso da outra.

BC AD

(BA, CD) ='B~'—D- .KC

Se olharmos agora a figura I, onde a reflexao de Klein
A' de A foi conétjuida, veremos que A' & o conjugado harmoni-

co de A em relagao a MP.

Se mudarmos os nomes dos pontos na figura I, pelos cor

respondentes

I— 13’
J— I
K Q
L— Q'
A— P
B—M |
C—A

D—s A"

obteremos a figura pela construcdo do conjugado harmonico.

dbseEQaQSof 'O'pontorli'héb dépen&é do quadrﬁhguid'

LIKJ (Geometria Projetiva - Giacomo Albanese, pgs. 82, 83;_84).
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DEFINICAO. Seja m uma reta e P, ponto, Pém.

Uma t_:_ransformagéio do plano Euclidiano chamada homolo-
gia harmdnica, com centro P e eixo m, € definida como se se-
gue:

A transformagdo homologia harmonica deixa P e. todo
ponto sobre m, fixo.

A reta t, ligando P a A, onde A & qualquer, encon-

tra m em M.

Y
#

Para determinar A', o conjugado-harmonico de A com

relagdo a MP, usamos a construgdo da figura II.
Tomamos I, J quaisquer, colineares com A.

Unimos agora M e P com J e com I. Determinaremos

A reta XL determina sobre t, o© ponto' A,
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- 'J4 sabemos que a Homologia & uma transformagao do pla-

no com P fixo e todos pontos de m, fiXos.

Dai, os pontos correspondentes estio em retas por P.

A homologia €& determinada por P, m, Aler'K‘._

it

E harmonica se (PM, AA') =+1.
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Dado outro ponto B, unimos A a B,
A reta AB determina o ponto X sobre m.

Unindo A' a X, € P a B, teremos
AXnPB={(B"},

conjugado harmdénico de B, onde A' & conjugado harmonico de A

em relagdo a MP,

A
PR

Sy

A transformagao que leva A a A' e fixa P e m & cha

mado de homologia harmonica com centro P e eixo m.

0 teorema seguinte pode entdo nos dar nosso resultado,

de maneira diferente:

um

[¢]Y

TEOREMA 41. Seja m uma reta de Klein que nao
diametro. de y e seja P ‘seu polo.

Entdo a reflexdo por m € interpretada no modelo de
Klein como restricao ao interior de y da homologia harmonica
com centro P e com eixo a reta Euclidiana, extensao da reta m.

Se m & um didmetro de vy, entdo a reflexdo por m tem

seu sentido usual.
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Em Klein teremos

m=reta de Klein

Pém (centro da homologia hafmSnica_) P polo de m.

- Aén

A homologia harménica leva A—A', que & a reflexao

de A ‘em relagdo a m e deixa fixos m e P.

A' & o conjugado harmonico de A em relacdo a MP.

Observagao. Obteremos a reta X'8' da mesma forma ja

dada.

Se m € diametro

i — Uoo
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8. CALCULO DO COMPRIMENTO DE UM'SEGMENTO NO MODELO DE KLEIN

Pela nossa definigao, o comprimento no modelo de Klein
€ dado, voltando ao modelo de Poincaré através do inverso do isg

morfismo F e usando a definigdao de comprimento ja dado ai.

Entao, o comprimento d'(AB) de um segmentb ‘no modelo

de Klein & dado por:
d' (AB) =d(IZW) = [log (ZW, PQ)|

onde

A=F(Z)
B = F(W)

e P e Q sdo as extremidades da reta de Poincaré por Z e W.

J3 vimos que P e Q, extremidades da reta de Poincaré

sio também as extremidades da reta de Klein por A e B.




193

Vejamos como se calcula d'(AB), diretamente, em ter-

mos de A, B, P e Q. Em primeiro lugar, temos que mostrar que:

TEOREMA 42. A razdo dupla (AB, PQ) € conservada por

qualquer reflexao de Klein.

Isto & claro se estamos refletindo em um diametro de y.

Se estivermos refletindo em uma reta de Klein que nio
seja um didmetro de y, a reflexdo de Klein € uma homologia har-

monica, cujo centro R fica fora de v (pelo teorema 41).

Uma reflex3o no plano hiperbdlico cbnéerva‘a colineari
dade, entdo, para qualquer reta de Klein ¢, a projegdo de cen-
tro R, de '2, em sua reflexao de Klein, .n, &, justamente, a
perspectividade de centro R e entdo, a razao dupla & conservada
como assegura o teorema 40.(ver figura III -~ na justifiéagéo da

construgao de J. Bolyai).

TEOREMA 43. Se A e B sdao 2 pontos internos a y, e
P e Q sdo as extremidades da corda por A e B, entao o compri

" mento de Klein do segmento AB & dado pela formula:
d'(AB) =3 [log (AB, PQ)|

Demonstragao. Vimos na verificagdo do axioma LAL pa-

ra o modelo disco de Poincaré, que qualquer rteta de Poincaré
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pode ser projetada num diametro, por uma inversao em uma circun-

ferencia ortogonal conveniente.
O teorema 34 garante que a razdo dupla &€ conservada pe
la inversao.
A transformagao do modelo de Klein que corresponde a

essa inversdo sob nossc isomorfismo F & uma homologia harmonica

(pelo teorema 41), e isso conserva a razdo dupla de pontos coli-

neares.
Podemos, entao, supor que A e B estejém num diametro
Seja
A=F(Z) .
B=F(W)
entao, por definicao
d' (AB) =d(Zw). (1)

Depois de uma. rotacdo conveniente (que conserva a ra-

zao dupla), podemos assumir que o diametro dado & o eixo real.
Suas extremidades P e Q, entao, tem coordenadas -1,
+1.

Se Z e W tém coordenadas reais z e w, isto é:

2(z)
W(w)

P(-1)
Q(+1)
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_ entao
by TP T _ -G D)zl wel
(2, Q) = - 2= (. (L +0)) = Sy Gy T e
ou
@, 20 - 515 -
Entdo, como A =F(Z)
| B=F(W)
v _ 1+ F(z) 1-F(w)
(AB, PQ)“l-FE_i) TEEG
mas

2z =].-'22+|z[2
1+]z12 1+ |z[?

1-F(z) =1--
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2z =1j+22-+[z]2

1+fF(i) =1+
1+ [z|2 1+ z}?

e portanto

1+F(z) 1+2z+ Iz[z
1"‘P(Z) 1“22"’]2[2

Como z €& real, z==%|z]| temos

da mesma forma

1+F(w)_|1+w 2

T-F(w) |1T-w

Temos entio
(AB, PQ) = (ZW, PQ)°

Aplicando logaritmos a ambos os termos, para obtermos

a medida, temos:
|log (AB, PQ)| =2 log (ZW, PQ)| =

|log (2w, PQ) | =‘1z" |log (AB, PQ)|
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ou

d'(AB) =% |log (AB, PQ)| por (1)

como queriamos demonstrar.

" Podemos agora justificar a construcdo de J. Bolyai da

semi-reta paralela limite.

B dada uma reta de Klein % e um ponto P fora de 2
(Per).

0 ponto Q em & & o pé da perpendicular de Klein t,
por P. |

Seja R qualquer outro ponto em £ e S o pé da perpen
dicular de R 2 m.

A construcgao de Bolyai & baseada no argumento de que
se a semi-reta paralela limite a 2, &e P, na diregéo Qﬁ, en-

contra RS em X, entao PX €& Klein congruente a QR.
Vamos demonstrar isso:’

"Sejam T e M os polos de t e m.
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Sejam @ e ' as extremidades de 2. Se ligarmos es-
sas extremidades a M, as intersecgdes I e £' com Yy serdo as

extremidades da reflexio de Klein n, atraves de m.

. Como a figura mostra, os pontos colineares , X, P e
L' estao em perspectiva'com os pontos Q, R, Q e ' (nesta or-

dem), sendo M o centro da perspectividade.

Pelo teorema 40, tal perspectividade conserva a razao

dupla, tal que
(XP, Rr') = (RQ, aa').
0 teorema 43, entao, nos diz que
d'(.XPj =d'(RQ),

justificando o argumento de Bolyai.

No caso de m ser um diametro de vy, M & um ponto no
infinito.

Ent3do, em vez do_teorema 40, podemos usar o teorema da .
projegdo paralela, que diz que, dadas 3 retas paralelas £, m e
n e 2 transversais t e t', cortande &, m e n em A, B, C e

A', B', C', respectivamente, entao

IR
¢

3
[
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Y
=

L
\,B |
!

Y

Y
g

A

7

Como esse & um teorema da Geometria Euclidiana, pode-

tl

mos usar o postulado de Euclides das paralelas e suas consequén-

cias para deduzir a igualdade das razdes duplas.

9. SEGUNDO MODELO DE POINCARE

No segundo modelo de Poincaré, os pontos do plano Hi-
~perbblico sdo representados pelos pontos de um dos semi-planos

Euclidianos. determinados por uma reta Euclidiana fixa.

Se usamos o modelo cartesiano para o plano Euclidiano,
fixamos a reta do eixo Xx e usamos para nosso modelo o semi-pla-
no superior (inferior), consistindo de todos os pontos (x, y),

com y>0 (y<0).

Retas hiperbdlicas sdo representadas de duags maneiras: -
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12 - Como semi-retas de origem em pontos de eixo x e

perpendiculares ao eixo x (y>0 ou y<0).

2% - Como semi-circunferéncias no semi-plano superior

{inferior), cujo centro esti sobre o eixo x.

] .

-

Incidencia e ordem tém a interpretacao Euclidiana usual.

Neste modelo, os angulos sdo medidos no modo Euclidiano.

Para estabelecer um isomorfismo com os modelos anterio
res, ou melhor, com o modelo de Klein, vamos tomar a superficie

esférica apoiada no plano do modelo de Klein, representada pela

circunferencia vy, no centro de -y, e de raio igual ao raio de

Y.
Escolhemos um ponto E mno equador da superficie esféri
ca e consideramos um plano w tangente a superficie esférica no

ponto E’,_diamétralmente-oposto a E'.
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Fazendo 2 projecado ortogonal_&o modeld.de klein para a.
superficie esférica, a circunferéncia y ira, por essa projecdo,
para o equador da superficie esféricé e, fazéndo a projegao este
‘reografica com centro E, do equador, sobre T, teremos o eixo x

do 29 modelo de Poincaré.
Os pontos de vy, pontos ideais no modelo de Klein, se-
rao os pontos de x e, portanto, pontos ideais no 2° modelo de

Poincare.
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