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RESUMO

O trabalho aborda o tema da densidade dos numeros reais, aqui tomada no sentido da
existéncia de infinitos numeros racionais e infinitos irracionais entre dois numeros reais
distintos. Varias pesquisas evidenciam dificuldades dos alunos na classificacdo de numeros
racionais e irracionais, bem como o desconhecimento da propriedade da densidade do conjunto
dos numeros reais. O objetivo do estudo é investigar a concepg¢éo e a reacdo dos professores
do Ensino Médio frente aos diferentes registros de representacbes dos numeros, quando
analisada a propriedade da densidade, tanto a densidade do conjunto dos nimeros racionais no
conjunto dos numeros reais quanto a dos irracionais nos reais. Prop8e-se a investigar a
viabilidade de dois tipos de procedimentos distintos para a obtencdo de numeros reais entre
dois dados: o procedimento da média aritmética e outro inspirado no processo de diagonal de
Cantor, utilizando a representagdo decimal dos numeros reais. Para tanto foi realizada uma
intervencdo por meio da elaboracdo, aplicacdo e analise de uma seqiéncia de ensino,
composta de dez atividades, embasada na Teoria dos Registros de Representacdo Semibtica
de Raymond Duval. A sequUéncia de ensino foi fundamentada em principios da Engenharia
Didatica de Michéle Artigue. Apesar de constatar envolvimento dos participantes, algumas
dificuldades identificadas nas pesquisas persistem como por exemplo, a associacdo da
representacao infinita com irracionalidade e a identificacdo de um ndmero racional como sendo
somente aquele que tem representacgéo finita. Alguns professores demonstraram a intengéo de
aplicar questdes similares as da sequéncia, aos seus alunos do Ensino Médio.

Palavras-chave: Numeros Racionais; NUmeros Irracionais; Densidade; Registro de
Representacéo; Representacéo Decimal dos Nimeros Reais.

SUMMARY

The work approaches the subject of the density of the real numbers, here taking in the direction
of the existence of infinite rational numbers and infinite irrationals between two distinct real
numbers. Some research evidences difficulties of the students in the classification of rational
numbers and irrationals, as well as the unfamiliarity of the property of the density of the set of
the real numbers. The objective of the study is to investigate the conception and the reaction of
the teachers of high-school front to the different registers of representations of the numbers,
when analyzed the property of the density, as much the density of the set of the rational
numbers in the set of the real numbers how much of the irrationals in reals. Is considered to
investigate it the viability of two types of distinct procedures for the attainment of real numbers
between two supplied: the procedure of the arithmetic mean and other inspired in the process of
diagonal line of Cantor, using the representation decimal of the real numbers. For in such a way
it was carried through an intervention by means of the elaboration, application and analysis of an
education sequence, composed of ten activities, based in the Theory of the Registers of
Representation Semiotics of Raymond Duval. The education sequence was based on principles
of the Didactic Engineering of Michéle Artigue. Although to evidence envolvement of the
participants, some difficulties identified in the research persist as for example, the association of
the infinite representation with irrationality and the identification of a rational number as being
only that one that has finite representation. Some teachers had demonstrated the intention to
apply similar questions to the ones of the sequence, to its students of high-school.

Word-key: Rational Numbers; Irrational Numbers; Density; Register of Representation;
Representation Decimal of the Real Numbers



APRESENTACAO

A nocdo de numeros reais esta presente na maioria dos conteudos de
Matematica, como por exemplo no estudo de limite, continuidade, derivada e integral de
funcdes reais de variavel real.

Abordaremos a densidade do conjunto dos numeros racionais no conjunto dos
nameros reais e a densidade do conjunto dos numeros irracionais no conjunto dos
nameros reais, e segundo Lima (1977, p. 73-74): “O conjunto ® dos numeros racionais
€ denso em P. Também o conjunto P - ©, dos numeros irracionais, € denso na reta.
Com efeito, todo intervalo aberto contém numeros racionais e irracionais”. Neste
trabalho empregaremos o termo densidade no sentido dado por Caracga (1989, p. 56):
“um conjunto é denso se entre dois dos seus elementos quaisquer exista uma infinidade
de elementos do mesmo conjunto”.

Pesquisas nacionais e internacionais evidenciam que muitas dificuldades dos
alunos na aprendizagem de limites e continuidade de fun¢bes sédo decorrentes da falta
de compreensao do conjunto dos numeros reais.

Dentre estas dificuldades, destacamos que foram identificadas as seguintes
concepcbes: a de que duas grandezas sao sempre comensuraveis, que as
propriedades atribuidas a reta real continuavam validas mesmo sem 0s numeros
irracionais, a néo distingdo da cardinalidade dos naturais e a dos reais, a afirmacéo de
que existem mais ndameros naturais que impares, a identificagdo entre as
representacfes 3,1416 e 11 e também entre 2,7182 e e, a classificacdo de 3,1416 como
sendo a de um numero irracional, a identificacdo entre uma representacéo fracionaria
com numero racional independentemente da natureza do numerador e do denominador,
a nao identificacdo das representacoes 1,999... e 2 como sendo de um mesmo numero,
a definicdo de numeros irracionais como sendo somente aqueles com representacao
com raizes, a confusdo entre numero e sua aproximacdo atribuindo o mesmo
significado, a transposi¢cdo dos nimeros naturais para os reais, no¢cao de sucessor para
0S numeros reais, o desconhecimento da existéncia de infinitos nimeros, a de que um

namero racional € exato ou inteiro, a de que um numero irracional € aquele que possui



uma representacdo decimal ilimitada ou um nimero que ndo é exato, que néo é inteiro
ou que € negativo e o desconhecimento da completude do conjunto dos numeros reais.

Em particular, a associacdo do niumero com sua representacdo, a confusdo na
classificacdo de numeros racionais e irracionais e quanto as nocdes de representacao
decimal, o desconhecimento da propriedade de densidade dos numeros racionais nos
reais bem como o desconhecimento desta propriedade no modelo de reta real sao
nocbes que escolhemos abordar em nossa pesquisa. Estas dificuldades estao
presentes apesar de os Parametros Curriculares Nacionais (1998) sugerirem a
introducdo do estudo de nimeros irracionais ja no 4° ciclo (a partir da 7% série). Este
documento, no que se refere aos conceitos e procedimentos, sugere que se criem
oportunidades para a “constatacdo que existem situacbes-problema, em particular

algumas vinculadas & Geometria e medidas, cujas solu¢cdes ndo sdo dadas por
nameros racionais (caso do T, da J2 .43 etc.).” (p.87)

Que concepcdes sdo explicitadas por professores do Ensino Médio a respeito da
densidade do conjunto dos nameros reais, tanto a densidade do conjunto dos nimeros
racionais no conjunto dos numeros reais quanto a dos irracionais nos reais? Como eles
reagem frente a questdes que discutem o conceito de densidade enfocando diferentes
registros de representacdo? Pretendemos investigar a viabilidade de dois tipos de
procedimentos distintos: primeiro, a obtencdo de numeros racionais entre dois racionais
dados, por meio da média aritmética, segundo, a obtencdo de nimeros irracionais entre
dois reais dados a partir da troca de um ou mais algarismos, da representacdo decimal
de um deles. Este ultimo procedimento foi inspirado na diagonalizacdo de Cantor.
Também analisaremos a reacéo dos professores diante destes procedimentos.

Para tanto foi realizada uma intervengao por meio da elaboragéo, aplicagao e
andlise de uma sequéncia de ensino, composta de dez atividades, embasada na Teoria
dos Registros de Representacdo Semidtica do psicologo francés Raymond Duval,
utilizando os registros da lingua natural, decimal, fracionario e grafico, bem como a
transicdo entre eles. Duval enfatiza a necessidade de se trabalhar com no minimo dois
registros de representacao diferentes e de se realizar a articulacdo entre eles, criando,

com isso, mais possibilidades para ocorrer a aquisicdo do conhecimento.



Quanto aos procedimentos metodoldgicos, foram utilizados alguns principios da
Engenharia Didatica segundo Michele Artigue: a elaboracdo e analise a priori da
sequéncia de ensino e a analise a posteriori, que € a analise comparativa da analise a
priori com os dados colhidos.

A sequéncia de ensino prop6e dois tipos de procedimentos distintos para abordar
a densidade da reta. O primeiro procedimento, utilizado para discutir a densidade do
conjunto dos numeros racionais nos reais, envolve o registro de representacao grafico,
localizac@o de pontos na reta real e o registro numérico, sugerindo um tratamento que é
trabalhado na Educacéo Bésica, a média aritmética.

No entanto, para discutir a densidade do conjunto dos nameros irracionais no
conjunto dos reais, tal procedimento ndo se aplica. Neste caso, apelamos para um
procedimento, inspirado no processo de diagonal de Cantor, utilizando a representacao
decimal dos numeros reais, indicando a troca de um ou mais algarismos nesta
representacdo, permitindo neste registro a realizacdo de varios tratamentos em seu
interior. Utilizamos também os registros de representacdo da lingua natural e gréfico.

O publico alvo foi um grupo professores do Ensino Médio da rede publica do
Estado de Sao Paulo. Tal escolha se deu pelo fato de o professor ser o agente do
processo ensino-aprendizagem que tem influéncia sobre um grande nimero de alunos
e assim podera dispor de mais informacdes para ensinar.

Apesar de constatar envolvimento e crescimento dos participantes, algumas
dificuldades identificadas nas pesquisas persistem como por exemplo, a associagéo da
representacdo infinita com irracionalidade e a identificagdo de um namero racional
como sendo somente aquele que tem representacao finita.

A seguir descreveremos o conteudo de cada capitulo.

No capitulo 1 é exposta a problematica, o objetivo, a relevancia do estudo
citando pesquisas pertinentes, tanto nacionais como internacionais, e a formulacao das
questdes da pesquisa.

No capitulo 2 sdo apresentadas consideracfes a respeito da representacao

decimal de um numero real.



No capitulo 3 é exibido um resumo da Teoria dos Registros de Representacao
Semiodtica de Raymond Duval, que destaca a importancia de uma analise cognitiva para
compreender o processo de aprendizagem, esta Teoria pde em evidéncia as diferentes
representacfes que um objeto matematico possui.

O capitulo 4 refere-se aos procedimentos metodoldgicos. Primeiramente séo
apresentados alguns principios da Engenharia Didatica segundo Michéle Artigue
utilizados na elaboracéo, aplicacdo e analise da sequéncia de ensino. Em seguida sao
citados os aspectos académicos e profissionais dos sujeitos. Depois sao descritas as
sessOes de um modo geral e, por fim, sdo expostas a elaboracdo da sequéncia de
ensino, a escolha e ordenacéo das questdes e a organizacéo delas nas atividades, bem
como as expectativas em relacao as respostas (analise a priori).

No capitulo 5 é feita a andlise das atividades, observando os protocolos, as
gravacdes de audio e as anotac¢des da pesquisadora e do observador.

Finalmente no capitulo 6 sdo apresentadas as conclusdes e consideracdes
finais.

Apés as referéncias bibliograficas constam em anexos, os modelos dos
instrumentos utilizados: a sequéncia de ensino, o questionario do perfil académico e
profissional, a autorizacdo de divulgacdo dos resultados, alguns protocolos e o
instrumento de avaliacado do experimento.

Em relacdo aos protocolos, selecionamos aqueles que julgamos mais
reveladores. Para facilitar a leitura, em alguns casos, colocamos todos os enunciados,

ainda que repetidos.



CAPITULO 1: PROBLEMATICA

Esta pesquisa esta inserida na linha de pesquisa do Curso de Mestrado
Académico do Programa de Estudos PoOs-Graduados em Educacdo Matematica da
Pontificia Universidade Catdlica — PUC/SP: “Histéria, Epistemologia e Didatica da
Matematica” que tem por objetivo analisar a inter-relacdo entre a epistemologia, histéria
e didatica da Matematica com vistas a melhor compreenséao dos fenbmenos ligados ao
ensino/aprendizagem da Matematica, as relacdes entre saberes cientificos e escolares
e a constituicdo histodrico-cultural da Matematica.

A nocdo de numeros reais esta presente na maioria dos conteudos de
Matematica, como por exemplo no estudo de limite, continuidade, derivada e integral de
funcdes reais de variavel real.

Pesquisas nacionais e internacionais evidenciam que muitas dificuldades dos
alunos na aprendizagem de limites e continuidade de funcbes vém da confusdo na
classificacdo de numeros racionais e irracionais, bem como do desconhecimento da
propriedade da densidade do conjunto dos numeros reais, isto é, a existéncia de
infinitos nameros racionais e infinitos irracionais entre dois nimeros reais quaisquer.
Algumas pesquisas também validam a confusdo existente quanto as mesmas nocgoes,
existente entre os professores. Por exemplo as pesquisas de FISCHBEIN, E., JEHIAM,
R. e COHEN, D. (1995); ROBINET, J. (1993) e TIROSH, D. (1995) apontam certas
dificuldades dos alunos em alguns contetdos devido a falta de conhecimento a respeito
dos nameros reais e suas propriedades como por exemplo, a ho¢ao da distingdo entre
nameros racionais e irracionais, e a nocao de densidade. A primeira pesquisa foi
realizada na Franca junto a alunos dos equivalentes ultimos anos do Ensino Médio
brasileiro e o primeiro ano de graduag&o, com o objetivo de investigar a interacao entre
as concepg¢des dos alunos sobre os numeros reais e a aprendizagem das nocdes de
analise.

A pesquisa de Robinet teve como objetivo avaliar, em que medida, os obstaculos
na conceituagcdo dos irracionais como, por exemplo, a existéncia de grandezas

incomensuraveis e o fato de o conjunto dos racionais ser denso no conjunto dos reais e



nao cobrir a reta toda (isto €, na reta existem “buracos” que séo preenchidos pelos
nameros irracionais), constituem obstaculos de aprendizagem. Esta pesquisa foi
realizada em Tel Aviv com estudantes que estavam terminando o Ensino Médio e
também com iniciantes do curso de Licenciatura em Matematica.

A pesquisa de Tirosh teve como objetivo avaliar as concepg¢des que os alunos
tém sobre o infinito. Esta pesquisa também foi realizada em Tel Aviv com estudantes
entre 11 e 17 anos.

Em relacdo as trés pesquisas, algumas conclusdes sdo importantes para
destacar: a concepcdo de que numero irracional € aquele que possui uma
representacdo ilimitada, mesmo sendo uma representacdo decimal periddica, foi
apresentada por alunos nas duas primeiras pesquisas. A dificuldade de distinguir a
cardinalidade do conjunto dos nimeros naturais e a dos reais esteve presente nas trés
pesquisas. Na primeira pesquisa foi detectada a associa¢cdo entre numero racional e
representacdo decimal.

A associacao de numero irracional a um namero que ndo é exato apareceu na
pesquisa de J. Robinet e na de E. Fischbein. A concepc¢éo de que um namero irracional
€ um numero que ndo é inteiro ou que é negativo foi revelada na pesquisa de E.
Fischbein. Também em E. Fischbein, percebeu-se que os alunos consideram que duas
grandezas sao sempre comensuraveis alegando que basta diminuir a unidade o quanto
for necessario. Nas duas primeiras pesquisas foi revelado que o modelo geométrico da
reta ndo corresponde a reta de Dedekind pois suas propriedades permaneciam validas
mesmo quando a reta fosse desprovida dos irracionais ou composta apenas por
racionais.

Duas pesquisas brasileiras foram inspiradas nas anteriores, a primeira de
IGLIORI, S. B. C. e SILVA, B. A. (2001) realizada com alunos iniciantes do curso de
Ciéncias da Computacdo e com finalistas do curso de licenciatura em Matematica,
concluiu que para os alunos investigados, a reta real ndo considera a propriedade da
densidade.

Esta primeira pesquisa evidenciou também a confusdo entre os conceitos de

namero racional e irracional quanto a representacdo decimal, ao sucessor e existéncia



de infinitos nimeros. Alguns alunos definem numero irracional como sendo infinito ou
aguele que contém infinitos digitos apds a virgula ou ainda, as raizes. Definem namero
racional como sendo exato ou inteiro. Percebeu-se também que o simbolo de
reticéncias causa instabilidade nas respostas, mesmo se houver um numero finito de
casas, associando-o a um numero irracional, como por exemplo a representacao
1,333...3, que indica a ultima casa decimal, apesar de ndo se conhecerem os algarismos
entre a terceira e a Ultima casa decimal. A irracionalidade foi considerada sinénimo de
namero negativo em algumas respostas. A grande maioria dos entrevistados néo
identifica a igualdade entre as representacdes 1,999.. e 2. ARTIGUE (1995, p. 113,

tradugdo nossa) também descreve que:

Em muitas investigacoes, se tem pedido aos estudantes universitarios
comparar 0os numeros 0,9999... e 1. A frequéncia das respostas erradas
bem como a forca das convicgdes que nelas se manifestam, demonstra a
dificuldade que existe para perceber a notacdo 0,9999.. como algo
diferente de um processo dindmico que ndo se detém jamais, e
[demonstra a dificuldade] a fim de retornar para a designacdo de um
namero.

Segundo ROGALSKI (1994, p. 166) ndo é raro encontrar estudantes do curso
gue corresponde ao curso de licenciatura em Matematica no Brasil, que ndo sabem
com certeza se 0,999... é igual ou ndo ao numero 1, e até mesmo aqueles que foram

convencidos ndo conseguem convencer aqueles que duvidam disso,

Num problema da igualdade entre 1 e 0,999..., os estudantes em geral
resistem muito. Uma frase freqliente € “isto jamais é igual, falta sempre
gualquer coisa pequena”. O método da série geométrica s6 convence
aqueles que tem uma certa intuicdo do conceito de convergéncia. A

observacao que 3.%=3.0,333...=0,999..., donde que o “numero” vale

1, convence outros. Pode-se também utilizar o seguinte método analogo

z

%.(1+O,999...)=O,999... (mas geralmente é muito instrutivo pedir aos

estudantes para determinar um real z entre dois reais x e y dados). Mas
0 argumento que d& melhores resultados € aquele onde a dificuldade
fica escondida: pondo-se x = 0,999... entdo 10x — 9 = x e entdo se deduz
formalmente que x = 1. Definitivamente, parece que x “é” um numero
para os estudantes muito mais porque se pode calcula-lo formalmente
como acima do que porque ele representa um processo de aproximacao.



Esta questédo foi abordada em 2002 no Exame Nacional de Cursos - Provao/MEC
como sendo uma das questbes chamadas de objetivas destinada para o bacharelado e

para a licenciatura em Matematica:

“No texto a seguir ha uma argumentacdo e uma concluséao.
1 .
Como 3 =0,333..., multiplicando ambos os membros por 3 encontramos

1=0,999... Portanto 0,999... = 1. Assim podemos afirmar que:

a) a conclusao esta incorreta, pois 0,999... <1
~ , . 1 . .
b) a argumentacao esta incorreta, pois 3 nao € igual a 0,333...

C) aargumentacao esta incorreta, pois 3. 0,333... ndo € igual a 0,999...
d) aargumentacédo e a concluséo estéo incorretas

e) aargumentacado e a concluséo estéo corretas”.

A resposta correta, a alternativa e) foi assinalada por 33,7 % dos formandos,
enguanto que a resposta mais frequente foi a alternativa a) com 36,7 % das respostas.

Tanto na citacdo de ROGALSKI quanto na questdo proposta pelo Provao, é
considerada a possibilidade de se realizar a multiplicacdo de um nuamero natural por um
racional na sua representacdo decimal periodica infinita a saber: 3 x 0,333... Como seria
realizada, por exemplo, a multiplicacdo de um namero natural por um irracional, na sua
representacdo decimal infinita? Talvez a questdo do Provao possa induzir a idéia de
que a multiplicagdo de um numero natural por um outro, escrito no registro de
representacdo decimal infinita, seja possivel.

Ainda na pesquisa brasileira referida anteriormente, a maioria dos alunos
identifica a existéncia de infinitos nameros racionais entre dois racionais mas nao
considera a existéncia de infinitos irracionais neste mesmo intervalo. Duas questfes
tinham o objetivo de avaliar o efeito do uso da calculadora no comportamento dos

alunos sobre a relacdo entre um numero e suas aproximacdes, e para alguns alunos



um numero e uma de suas aproximacdes pareceram ter o mesmo significado.
ARTIGUEIE,| citada por IGLIORI e SILVA ( 2001, p. 40) afirma que:

esta associacdo tende a ser reforcada pelo uso de calculadora [...] Do
mesmo modo que para o0s estudantes, P compreende categorias
diferentes de numeros (os inteiros, as fragdes, os decimais, 0s numeros
gue se expressam com radicais e outros como TU ), todas estas
categorias tendem a se confundir na associacdo entre numero real e
namero decimal (com um namero decimal reduzido).

Uma outra conclusédo da pesquisa de IGLIORI e SILVA, foi que a comparacgao
entre as concepcdes dos alunos franceses e israelenses com as dos brasileiros, quanto
ao modelo concebido para a reta real, na comparacdo entre conjuntos infinitos,
revelaram-se semelhantes. O desempenho dos alunos iniciantes e finalistas manteve-
se praticamente o mesmo.

Uma segunda pesquisa brasileira realizada por SOARES, E. F. E., FERREIRA,
M. C. C. e MOREIRA, P. C. (1999) com 84 alunos dos cursos de Matemética da UFMG
e da UFSC identificou que

o significado da incomensurabilidade de dois segmentos, o sentido e a
necessidade dos irracionais passam ao largo de quase todas as
respostas. Esse parece ser o0 ponto central das dificuldades na
compreensdo de uma série de conceitos ligados a estrutura dos reais [...]
Esta “imagem” de © e de P como conjuntos cujos subconjuntos limitados
devem possuir elemento minimo (e/ou maximo) pode criar obstaculos a
compreensdo da nocdo de irracionalidade e da propria natureza do
continuo numérico. (SOARES, 1999, p. 99).

Esta pesquisa identificou as seguintes concepg¢fes dos alunos: um numero
irracional € aquele que ndo € exato, ou que possui infinitas casas decimais, isto é,
associam os irracionais com tudo aquilo que néo é familiar ou bem compreendido, ou
ainda, numero irracional é associado a imprecisdo e a ndo exatiddo. Assim como na
pesquisa de IGLIORI (1999), existe a nocdo de que toda medida € expressa por um
namero racional. Muitos alunos ndo identificaram a existéncia de numeros irracionais
entre dois nuameros racionais dados no registro de representacdo fracionaria e

associaram as dizimas periodicas com a irracionalidade. Mais de 50% dos alunos nao

' ARTIGUE, M. IREM, Paris VII, 1989.
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estavam completamente seguros da possibilidade (tedrica) de subdivisédo infinita de um
segmento.

Algumas dissertacdes de Mestrado abordaram temas semelhantes ou proximos
a nossa proposta como por exemplo, a dissertagcdo de M. S. Dias da PUC/SP que foi
baseada numa pesquisa diagndstica a respeito do conceito de reta real junto a
professores do Ensino Fundamental, confirmou sua hipétese de que as concepcdes
destes professores eram as mesmas concepc¢odes identificadas em pesquisas nacionais
e internacionais realizadas junto aos estudantes.

Ja Catto (PUC/SP) analisou livros didaticos por meio dos registros de
representacdo dos numeros racionais, segundo a 6tica de Duval. Concluiu que ambas
as colecdes analisadas trabalham os tratamentosE! uma priorizando os tratamentos no
registro numérico e a outra no registro figural. Quanto a conversdo, ambas as cole¢des
a desenvolvem num Unico sentido e entre dois registros.

O estudo dos numeros irracionais é sugerido pelos Parametros Curriculares

Nacionais (1998, p. 81) que ja se iniciem na 72 série do Ensino Fundamental:

[...] ampliar e consolidar os significados dos numeros racionais a partir dos
diferentes usos em contextos sociais e matematicos e reconhecer que existem niumeros
que nao sao racionais; resolver situacdes-problema envolvendo numeros naturais,
inteiros, racionais e irracionais, ampliando e consolidando os significados da adicao,
subtracdo, multiplicagéo, divisdo, potenciacdo e radiciacdo; selecionar e utilizar
diferentes procedimentos de calculo com numeros naturais, inteiros, racionais e

irracionais.
Em relacdo as diversas representac6es dos nameros reais, os PCN (1998, p. 71
e 87) propdem:

Localizacdo na reta numeérica de nameros racionais e reconhecimento de que

estes podem ser expressos na forma fracionaria e decimal, estabelecendo relagbes

? Este termo sera explorado no capitulo 3. Em termos gerais, Duval define tratamento como sendo uma
transformacéo de uma representacao, no interior de um mesmo registro.
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entre essas representacdes [...] Identificacdo de um namero irracional como um nimero
de representacao decimal infinita, e ndo-periddica, e localizacéo de alguns deles na reta
numerica, com régua € compasso.

Os Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio — PCNEM (2000,
p.114 e 116) também sugerem a utilizacdo de varios registros de representagdo, bem
como a identificacdo de um objeto nas suas diferentes representacfes, como se pode

observar na citacao:

Identificar, transformar e traduzir adequadamente valores e unidades basicas
apresentadas sob diferentes formas como decimais em fracdes ou poténcias de dez [...]
Perceber as relagbes e identidades entre diferentes formas de representacdo de um
dado objeto [...] Traduzir uma situacdo dada em determinada linguagem para outra.

Estas pesquisas e as recomendacdes contidas nos PCN corroboram para a
pertinéncia de nosso estudo tanto junto ao publico-alvo dos professores do Ensino
Médio quanto a escolha do tema: a densidade do conjunto dos nameros reais. Segundo
Lima (1977, p. 73-74): “O conjunto © dos numeros racionais é denso em P. Também o
conjunto P- ©, dos numeros irracionais, € denso na reta. Com efeito, todo intervalo
aberto contém ndmeros racionais e irracionais”. Neste trabalho empregaremos o termo
densidade no sentido dado por Caraca (1989, p. 56): “um conjunto é denso se entre
dois dos seus elementos quaisquer exista uma infinidade de elementos do mesmo
conjunto”.

Enquanto a dissertacdo de Dias realizou uma pesquisa diagndstica a respeito da
concepcao dos professores quanto a reta real porém, segundo a fundamentacgéao tedérica
do conceito imagem e conceito definicdo, e a dissertacdo de Catto analisou livros
didaticos segundo a ¢6tica de Duval, a presente pesquisa se propde a uma abordagem
diferente das duas primeiras. Nossa proposta € realizar uma intervencdo por meio de
uma sequéncia de ensino junto a Professores do Ensino Médio. A escolha do publico-

alvo se deu pelo fato de o professor ser 0 agente do processo ensino-aprendizagem
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que tem influéncia sobre um grande numero de alunos e assim podera dispor de mais
informacdes para ensinar.

Interessa-nos saber: Que concepcbes sdo explicitadas por professores do
Ensino Médio a respeito da densidade do conjunto dos numeros reais, tanto a
densidade do conjunto dos nameros racionais no conjunto dos nimeros reais quanto a
dos irracionais nos reais? Como eles reagem frente a questdes que discutem o conceito
de densidade enfocando diferentes registros de representacao?

Pretendemos investigar a viabilidade de dois tipos de procedimentos distintos:
primeiro, a obtencdo de numeros racionais entre dois racionais dados, por meio da
meédia aritmética, segundo, a obtencdo de numeros irracionais entre dois reais dados a
partir da troca de um ou mais algarismos, da representacdo decimal de um deles. Este
altimo procedimento foi inspirado no processo diagonal de Cantor. Também
analisaremos a reacdo dos professores diante destes procedimentos.

Para tanto foi realizada uma intervencéo por meio da elaboracéo, aplicacdo e
analise de uma sequéncia de ensino, composta de dez atividades, embasada na Teoria
dos Registros de Representacdo Semidtica do psicologo francés Raymond Duval,
utilizando os registros da lingua natural, decimal, fracionario e gréfico, bem como a
transicao entre eles.

A expectativa € a de que estas atividades proporcionem uma reflexdo a respeito
da propriedade da densidade da reta, pois sugerimos questdes que podem fazer aflorar
algumas nocgOes e particularidades da reta que, em geral, ndo sao enfatizadas no

ensino.
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CAPITULO 2: A REPRESENTACAO DECIMAL DOS NUMEROS REAIS

A afirmacao: “Deus criou 0s numeros inteiros; todo o resto é obra do homem?”,
atribuida ao Matematico alemao Leopold Kronecker (1823 — 1891), evidencia que a
matematica de sua época era fundamentada nos niumeros inteiros e em combinacdes
finitas destes numeros.

Até o século XVI era utilizado o sistema de numeracdo romana, mas lentamente
com o desenvolvimento das nota¢cbes matematicas, este foi substituido pelo sistema
arabico de numeracgdo. Antes da introducdo dos algarismos arabicos, as letras de um
alfabeto eram usadas com esse propdsito e isso pode justificar em parte o grande
sucesso que a Geometria tinha nesses dias.

Segundo Dantzig (1970, p. 22) em sua obra Impressées Digitais: “E a seus dez
dedos articulados que o homem deve seu sucesso nos célculos”. Os dedos foram os
responsaveis pelo ensino da contagem e pela extensédo do alcance do nimero e talvez
a técnica numérica do homem poderia ndo ter avancado além do senso numérico. Em
todas as linguas indo-européias, assim como na semita, mongol e na maioria das
linguas primitivas, a base da numeracdo é dez. Duas citacdes de Dantzig (1970)
explicitam o importante papel que o nimero de dedos representou no processo de
elaboracéo do sistema decimal: “A adocao do sistema decimal deveu-se a um incidente
fisiologico” (p. 27) e “Na verdade, ndo pode haver engano quanto a influéncia de nossos
dez dedos na ‘sele¢do’ da base de nosso sistema numeérico” (p. 24).

A idéia de numero esta intrinsecamente ligada ao processo de medida, nimero é
o resultado da medida de uma grandeza. Quando se trata de uma grandeza discreta, 0
resultado de sua medida (que nesse caso se chama contagem) serd um numero
natural. Se se tratar de uma grandeza continua, o processo de medida consiste em
comparar um segmento arbitrario com outro fixado como unidade, o que conduz aos
diversos tipos de numeros reais positivos: inteiros, racionais e irracionais.

A numeracédo posicional foi usada por muitos séculos antes que se percebesse
que entre as vantagens do método, estava sua grande facilidade de manipular as
fracOes. Esta representagéo posicional foi inventada pelos Babilénios hé cerca de 4.000
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anos e tem como caracteristica, o fato de os simbolos receberem valores que
dependem de suas posic¢des relativas na representacdo de um namero.

O sistema decimal era comum a maioria das civilizagcdes antigas e por volta de
1.800 a.c. na Mesopotamia, esse sistema foi substituido pelo de base sessenta. Nao se
sabe com certeza o motivo dessa mudanca. H& hipéteses dela ser devida a
consideracdes astrondmicas ou a combinacdo natural de dois sistemas antigos, o
decimal o de base seis. Uma justificativa da escolha da base sexagesimal € a
conveniéncia de o nimero sessenta possuir muitos divisores nao triviais, a saber: dois,
trés, quatro, cinco, seis, dez, doze, quinze, vinte e trinta. A vantagem de haver um
grande numero de divisores € a facilidade de realizar calculos na pratica. Se néo se
sabe sua origem, conhece-se sua influéncia, nas unidades de tempo e nas de medidas
de angulos.

As fragBes decimais ja eram utilizadas na China antiga, Arabia medieval e na
Europa do renascimento, descobertas em manuscritos medievais. Antes do
aparecimento da impressao, operacfes com fracdes foram utilizadas por muito tempo,
embora ndo sendo freglentemente achadas. Ja desde 1430, o mateméatico e
astronomo &rabe Ghiiath Al Din Jamshid al-Kashi antecipou o0 mesmo simbolismo
utilizado na Europa um século e meio mais tarde. Ele foi o primeiro a dar a Tt mais de
dez casas decimais, mais precisamente dezesseis, além disso elaborou um dispositivo
para simplificar calculos de importantes tempos associados aos eclipses lunares. Com o
desenvolvimento dos métodos de calculo baseados no sistema de posi¢éo decimal, no
comeco do século XV, este sistema ficou completo incorporando as frag6es decimais na
representacdo dos numeros. No comeércio, a fracdo decimal ndo era necessaria e na
astronomia, a fracdo sexagesimal era adequada. No entanto, com o advento da
impressdo, alguns escritores, empolgados com tal acontecimento, cometeram
excessos, usando fragBes muito além da necessidade comercial.

Algumas regras que foram estabelecidas contribuiram para a invencéo da fracao

decimal, como por exemplo procedimentos para se representar valores aproximados de

raizes enésimas, Ya, sem a utilizacdo de decimais. Esta regra que ja era conhecida

desde os hindus e dos arabes e o aparecimento das tabelas de raizes quadradas
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favoreceu o desenvolvimento da fracdo decimal. A regra usada para extrair a Ya

Ya10* /30000 ou /3000000

expressa em simbolos modernos € ————, por exemplo, V3 =
P 10 P plo, 3 100 1000

Se os radicandos fossem multiplicados por 1.000.000 por exemplo, suas raizes

quadradas seriam 1.000 vezes maior. Segundo Smith (1958, p. 236) este procedimento

foi utilizado também na Trigonometria com o objetivo de se evitar os decimais.
Smith (1958, p. 237) transcreve de Adam Riese’s arithmetic, Rechunung auff der

Linien und Federn (Erfurt, 1522) a tabela a sequir:

Tabula Radicum quadratarum,

Tt 1000 { |74 123 13 ,47
s 414 18 242 14 813
3 g»n 19 348 35 917

3 ¢ ico0 20 473 |85 i00e
s 334 an 434 37 0
€ 449 22 691 $8 163
? 845 13 767 39 144
8 $18 34 900 40 324

39 e |f25 1000 41 49g
I 183 s ot 43 45t

ERED 39 19¢ 43 58

13 446 38 300 44 €34

13 606 19 384 45 709

4 T4 e 477 46 792

1 873 31 67 47 8¢

430 1000 | 33 659 | 48 98

Ela contém as raizes quadradas cujos algarismos representativos da parte
decimal, aparecem sem qualquer explicitacdo para separar a parte inteira da decimal. E
composta por trés faixas. Por sua vez, cada uma delas é subdividida em outras trés
colunas. A primeira faixa refere-se as raizes quadradas dos numeros de 1 a 16, na
segunda figuram as raizes dos numeros de 17 a 32 e na terceira de 33 a 48.

Relativamente a primeira faixa, observa-se que na segunda coluna figuram os
nameros inteiros de 1 a 16; a primeira coluna é composta pelos nimeros de 1 a 4

situados a esquerda de 1, 4, 9 e 16 respectivamente. A terceira coluna refere-se as
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representacfes das aproximacdes decimais das raizes correspondentes aos nameros
da segunda coluna. Estas aproximacfes sao registradas como sendo numeros inteiros.
Assim a raiz quadrada aproximada de 13 € obtida buscando o primeiro numero

imediatamente acima, que figura na primeira coluna, isto €, 3, e tomando a parte

decimal que esta a direita de 13, ou seja, 606. Isto na linguagem atual significaria
J1303,606. A construcéo das outras duas faixas segue o0 mesmo padrao.

Em 1424 havia uma forma de representar estas fracdes que consistia em deixar
uma lacuna entre a parte inteira e a decimal, 3 14159.
Ja em 1492 usava-se o0 ponto expressando 46.52 ou uma barra vertical, representando

46|52, para escrever 46,52. Em 1539, ja era usada a fracdo decimal nas operacdes de
divisdo como por exemplo 503: 10 = 501%. Outra influéncia precedente da invencao das

fracdes decimais foi uma regra para dividir por nimeros da forma al10", atribuida a
Cardan em 1539. Estes passos ndo aconteceram somente no ocidente mas também no
oriente.

Segundo Smith (1958), Francesco Pellizzati conhecido por Pellos (1450 — 1500)
também utilizou uma lacuna para separar a parte inteira da parte decimal. Em 1492
usou o ponto decimal para denotar a divisdo de um namero por uma poténcia de dez,
pela primeira vez em um trabalho impresso, onde outros usavam uma barra vertical. No
entanto, apesar de ter escrito a respeito da aritmética essencialmente com aplicacdes
comerciais, a nocao de fracdo decimal néo foi desenvolvida por ele. Em 1530 Christoff
Rudolff escreveu sobre as fracdes, ele poderia ser considerado o inventor das fragbes
decimais assim como alguns de seus predecessores. Foi 0 primeiro a mostrar que
compreendeu completamente o significado das fracées decimais usando uma barra no
lugar do ponto decimal, 413J4375. Segundo Smith (1958) esse autor aparentemente
sabia operar com essas formas tdo bem quanto escreveu sobre elas, assim como
varios predecessores fizeram. Entretanto seu trabalho ndo foi reconhecido e
aparentemente nao foi entendido, esta situacdo permaneceu até 1585 quando as

fracOes decimais foram explicadas com clareza por um escritor chamado Simon Stevin.
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Até o século XVI aceitava-se as idéias gregas para as quantidades,
considerando que tinham dois componentes disjuntos: o discreto (nUmero) e o continuo
(grandeza). Estes componentes refletiram na Matematica como o estudo das grandezas
e nameros, isto é, como o estudo da Geometria e da Aritmética.

Este cenario mudou radicalmente com o trabalho de Simon Stevin de Bugres
(1548-1620), principal Matematico dos paises Baixos. O conceito grego de numero foi
desenvolvido como um resultado de um processo de abstracdo aplicado ao mundo
material.

Em 1585 Simon Stevin publicou seu livro L’Arithmetique produzindo um avanco
epistémico no conhecimento matematico. Esta obra € um tratado sobre os aspectos
tedricos e praticos da aritmética e apresenta um novo conceito de niumero: “namero é
aquilo através do qual os aspectos quantitativos de cada coisa sao revelados” (trad. de:
Moreno — Armella; Waldegg, 2002, p.186). Stevin eliminou a dicotomia entre o discreto
e 0 continuo, essas quantidades tornaram-se propriedades circunstanciais do objeto
quantificado. Por exemplo, referindo-se a pessoa, 0 numero “um” era discreto,
entretanto ligado a uma jarda, o nimero “um” era continuo. Deste modo ndo poderia
haver distincdo entre o objeto de estudo da Aritmética (discreto) e da Geometria
(continuo).

Stevin organizou o aspecto operacional no trabalho intitulado De Thiende (O
décimo) com versdo em francés La Disme, publicado um pouco antes de
L’Arithmetique, apresentando uma sistematizacdo com algumas inovacfes da notacao
decimal ja conhecida na época. Neste trabalho “identificou grandeza e numero,
atribuindo propriedades numéricas a quantidades continuas e continuidade a nimeros”
(trad. de: Moreno — Armella; Waldegg, 2002, p.187). A partir dai, ndo era possivel, para
0S matematicos, separarem o conceito de quantidade de sua representacao simbdlica.

A nova representagdo, proposta por Stevin, era flexivel no sentido de lidar com
problemas de quantidade discreta e simultaneamente com o0s problemas de
divisibilidade. Esta representacdo que lidava com partes da unidade era a notacéo

decimal que acabou com a tensao entre o discreto e o continuo.
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Com o surgimento do problema da incomensurabilidade ja no séc. IV a.c.,
Eudoxio prop0s a utilizacdo de aproximacfes para designar quantidades tais como, o
comprimento da diagonal de um quadrado de lado um. No entanto, foi Stevin que
reconheceu tais aproximag¢des como numeros, dando-lhes o status de nimero decimal.

Para Stevin, numero revelava a quantidade de cada coisa, assim operagdes
aritmeéticas eram sustentadas ou apoiadas por transformacfes que eram praticadas
sobre quantidades. Considerando entdo, os resultados de operacdes aritméticas, feitas
com numeros, como numeros. Foi encaminhada assim, a ampliacdo do dominio
numérico. Deste modo propds uma estrutura tedrica baseada no processo de medida
pelo qual um nimero € associado a uma grandeza.

Com o novo conceito de numero, € iniciada a transicdo do pensamento aritmético
para o algébrico:

O conceito de numero é justificado ndo somente porque poderia
acomodar todo o célculo necesséario, mas também porque o carater
simbdlico do trabalho de Stevin estava de acordo com o

desenvolvimento da Algebra. Ele falava sobre ‘nimeros aritméticos’ e
‘nimeros geométricos’. (trad. de: Moreno—Armella; Waldegg, 2002, p.188).

A identificacdo de um numero com um simbolo usado para representa-lo leva a
uma conceitualizacdo de numero como uma entidade mental, ndo mais como o
algoritmo grego usado para contar coisas materiais.

Resumindo, foi estabelecido um conceito de numero capaz de lidar com
quantidades discretas e grandezas continuas e também uma nova linguagem algébrica
que enfatizava o estudo dos processos matematicos. A contribuicdo de Stevin foi
unificar as nogbes gregas de numero discreto e grandeza continua, por meio da
introducdo de decimais. O nimero e grandeza continua tornaram-se integradas num
mesmao conceito.

Apesar de nao ter sido o inventor nem o primeiro a recomendar a utilizacao das
fragcbes decimais foi o primeiro a explicar o sistema divulgando-o entre o povo e 0sS

usuarios de Matematica. Ja em 1579, o matematico Francois Viete (1540-1603) tinha
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recomendado insistentemente o uso de fracdes decimais em vez de sexagesimais. Mas
foi Stevin quem as ensinou atraveés de um sistema elementar e completo, concentrava-
se nos décimos, centésimos e milésimos, etc, das fragbes como sendo numeradores
inteiros ndo escrevendo suas expressoes decimais como um denominador; como fazia
Viete. Em vez disso escrevia num circulo acima ou depois de cada digito, a poténcia de
dez assumida como denominador. Segundo sua representacéo, o valor aproximado de

TU expressava-se como:

OO @ ou 3010 4013 6®
31416

Uma outra representacdo sugerida por Stevin  encontrada em
Dantzig (1970, p. 223) é:

24 3(1) 7(2) 5(3) ,

para a representacao atual de 24.375, fugindo da notacao fracionaria até entdo utilizada,

. ., 375 : . . i . -
isto €, ——. Aqui os circulos colocados acima dos digitos s&o substituidos por

1000
parénteses acima e a direita dos mesmos e omitindo o circulo com o zero para indicar a
parte inteira do niamero.
Stevin foi além disso, ao sugerir que tais notacdes fossem usadas também para

poténcias fracionarias. Embora nao tivesse oportunidade de usar a notagcdo com indice

fracionario, ele manifestou explicitamente que 2 dentro de um circulo significava raiz

3 . . .
guadrada e que > dentro de um circulo indicaria a raiz quadrada de um cubo.
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Segue a reproducdo de uma péagina do trabalho de Stevin:

SECONDE PARTIE DE
LA DISME DE L'OPE.

R ATION,

PROPOSITION I, DE
LADDITION,

E Stant donnez nombtes de Difine 3 ajoufler : Trouver leur
fomme :

Explication du donné. 11y a trois ordres de nombres de.
Difime, defquels le premier 27 ©3® 4 @7 @)le deux-
iefme37© 8 72 5Q)te traifiefme 375 @7 13@10),

Explication durequis. 1l nous faut
trouver leur fomme.. Conflradtion. EICO®
On mertra les nombres donnez 2 78 4 7
en ordre comme ci joignant, les 37673
aiouftant felon la vulgaire manicre 8757
daioufternombres entierssencefte 9 4 31 3 0 4
forte:

Donne fomme (par le 1 probleme d¢ I'Arichmeti-
que) 941304, qui font (ce que demonftrent les fignes
deflus les nombres) 941 @ 3 @0 @ 4®- Iedi, que
les mefimes font la fomme requife. Demonfiration. Les
27 O 8 O 4@ 7 @ donnez, fonr ( par la 3¢ definition)

27-%, A, =7, enfemble 27 847, &patmcfmc
naifonles37©6®7 @53 valient 37 , 73, &les
875@ 708340 feront 875 7 aoo s cf_ﬂucls trois
nombres,comme 27 S, 37 £
enfemble (parle 1o° problcmc del Anth ) 94t f::nv

mais aucant vaut aufli la fomme 94t @30 0 @40),
ceft

A PAGE FROM STEVIN’S WORK, 1634 EDITION

From the first work devoted to decimal fractions. The first edition was
published at Leyden, 1585

A obra de Stevin possibilitou ensinar de uma maneira simples, todas as
computacbes necessarias sem utilizar fracbes e seu autor sugeriu que o Governo de

seu pais adotasse o sistema decimal, antecipando o sistema métrico decimal.
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Embora Stevin tenha tido uma total compreensdo da teoria, expondo-a
claramente, a simbologia utilizada revelou-se pobre. O progresso do simbolismo foi
devido basicamente a Blirgi, Kepler e Beyer. Napier utilizou a teoria dos decimais sem
contribuir para o desenvolvimento do simbolismo. Birgi utilizou duas maneiras de
representacdo para a fragdo decimal empregando a lacuna ou a virgula para
representar o ponto decimal, até que em 1592, optou pelo uso da virgula.

Varios autores usaram a notacdo de Stevin, entretanto houve outras sugestbes
para representar a separacdo da parte inteira da parte decimal. Tais sugestbes
atrasaram a adocdo do ponto decimal para tal fim. Por exemplo na Inglaterra, o

Professor Cajori usou 0|56 para 0.56.

Segundo Boyer (1974) o uso da virgula decimal como separatriz € atribuida a
Giovanni A. Magini (1555 — 1617) em 1592 que era um cartégrafo contemporaneo de
Kepler e a popularizacdo do ponto decimal se deu em 1613 com John Napier (1550 —
1617).

Stevin e Rudolff foram os responsaveis por chamar a atencdo para o mundo do
novo sistema de numeragao.

Durante algum tempo acreditava-se que ndo existissem segmentos
incomensuraveis. Isto €, ndo haveria dois segmentos que ndo admitissem uma unidade
de comprimento, ndo importa quao pequeno, que ndo coubesse um numero inteiro de
vezes em cada um deles. Desse modo, 0s numeros inteiros e as razfes entre eles (ou
seja, 0S numeros racionais), eram suficientes para medir todas as grandezas. Ja na
época de Pitagoras, no século V a.c., descobriu-se a incomensurabilidade da diagonal e
do lado de um quadrado, isto €, a impossibilidade de se medir a diagonal dispondo-se

apenas dos numeros racionais. Este fato € somente uma visdo geométrica da

irracionalidade da+/2 (medida da diagonal do quadrado de lado um). Theodorus os
Cyrene 425 a.c. conduziu estudos a respeito da incomensurabilidade; de grandezas
resultando no que hoje seria a irracionalidade das raizes de trés e de cinco. Para os
gregos esta foi uma descoberta embaracosa pois em muitas de suas demonstracdes
geomeétricas eles supunham que dois segmentos quaisquer sempre admitiam uma

unidade comum de comprimento.
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Demonstra-se que o0 lado e a diagonal do quadrado s&o segmentos
incomensuraveis. A demonstracdo da incomensurabilidade de segmentos, pelo

processo geometrico, encontra-se, dentre outras obras, em Katz (1993, p. 73-74). A

irracionalidade da /2 pelo processo algébrico, pode ser consultada, por exemplo, em
Avila (2001, p. 8).

O tratamento geométrico da incomensurabilidade conduziu naturalmente para o
tratamento aritmético e algébrico dos numeros irracionais. Desde Pitdgoras até

Weierstrass, 0s irracionais ocuparam as atencdes de uma parte consideravel do mundo

gue se empenhou em achar um valor aproximado para expressées como J2.
O matematico grego Euddxio 408-355 a.c., resolveu temporariamente o problema
da irracionalidade e foi o primeiro a lidar com grandezas incomensuraveis ha 25

séculos. Sugeriu que para se conhecer um numero irracional basta utilizar
aproximacodes racionais deste numero por falta e por excesso. Por exemplo, J2 pode
ser aproximada por valores racionais como 1,414<+/2 <1,415, isto significa que
(1414)* <2 <(1,415)°.

Segundo Caraca (1989, p. 80), com o problema da incomensurabilidade, que s6

poderia ser explicado pelo conceito “quantitativo de infinito”, isto é, a estrutura continua
da reta, cai a escola Pitag6rica que acreditava que, dados dois segmentos quaisquer

AB e CD, sempre seria possivel encontrar um terceiro EF contido um ntimero inteiro

de vezes em AB e outro niimero inteiro de vezes em CD, ou seja, que dois segmentos
seriam sempre comensuraveis.

Segundo Niven (1984, p. 3) a Geometria oferece um esquema simples e intuitivo
para descrever 0s nUmeros reais, ou seja, 0S nUMeros necessarios para medir, por
exemplo, todos o0s possiveis comprimentos em termos de uma dada unidade de
comprimento. Se considerarmos a representacdo dos numeros no registro grafico,
como pontos de uma reta, qualquer segmento independente de seu tamanho contém,

além de uma infinidade de pontos racionais, também muitos outros pontos como

J2,e,4/3,4/6,m,etc, medindo comprimentos que ndo podem ser expressos por numeros
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racionais. Estes numeros, chamados de irracionais, juntamente com 0s racionais
constituem o conjunto dos numeros reais.

Considerando agora todos os numeros reais, todo ponto da reta corresponde a
um numero real e todo niumero real corresponde a um ponto da reta. O fato de todos os
comprimentos poderem ser expressos como numeros reais € conhecido como a
propriedade da completude destes numeros. Tal propriedade é chamada de Axioma de
Dedekind-Cantor: “E possivel associar a qualquer ponto na reta um Gnico nimero real
e, inversamente, qualquer namero real pode ser representado de maneira Unica por um
ponto numa reta” (Dantzig, 1970, p. 157).

A partir de agora discutiremos a representacdo decimal dos numeros reais.
Iniciaremos observando que ha niameros que tém representacao decimal finita e outros,
infinita.

Por exemplo o numero 7,25 tem representacéo decimal finita.

Ja o numero 0,333... tem representacdo decimal periddica infinita.

Enquanto que o niamero 0,1010010001000010000010000001... tem representacao
decimal infinita n&o periddica.

O numero que admite uma representacdo decimal finita: a & & ... &, € racional,

2038, 2,
10"

uma vez que pode ser representado na forma fracionaria: . No exemplo

citado, o numero representado por 7,25 pode ser escrito por %25

Por outro lado, se o numero racional for dado no registro fracionario e seu
denominador contiver apenas os fatores 2 elou 5, este numero admitirda uma

representacao decimal finita.

De fato, sendo dado — = P :
q 2".5

Se m = n basta multiplicar o numerador e o denominador da fracdo por 5",

pr.nS — :p.5m = Cm , portanto P admite uma representacdo com m casas
2".5" 10" 10 q

obtendo-se

decimais.
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Se n = m basta multiplicar o numerador e o denominador da fragdo por 2" e

n-m

p.2"" _
0" 10"’

p

obter portanto — admite uma representacdo com n casas decimais.
q

Por exemplo, os nimeros a seguir tém representacao decimal finita:
1 1

a) %= =? =0,04 , seu denominador s6 apresenta o fator 5,
1 1 . .
b) T ZE =0,0625 , seu denominador s6 apresenta o fator 2,
C) % = :;2: =0,8625, seu denominador apresenta os fatores 2 e 5.

Resumindo, os nimeros que tém representacdo decimal finita sdo aqueles que,

ao serem representados no registro fracionario E, com p e q primos entre si, o
q

denominador g somente possui os fatores primos 2 e/ou 5. Se q for divisivel por algum
namero primo diferente de 2 e de 5, o niumero racional ndo terd uma representacao
decimal finita.

Se o numero tiver representacdo decimal infinita, esta pode ser periddica ou ndo
periédica. Uma representacdo decimal periédica é aquela que contém um grupo de
algarismos que repete indefinidamente. A representacdo 0,333.. € periodica. A
representacéo 0,1010010001000010000010000001... € nao periodica.

Se o0 numero tiver representacao decimal infinita e periddica sera racional.

De fato este niumero pode ser interpretado como sendo a soma de uma série

s ~ 1 . . ~ .
geometrica de razdo q = o sendo n o numero de algarismos que compde o periodo.
Como a razado € menor que um, esta justificada que esta série tem soma e que é dada

por 1i onde & é o primeiro termo da série.
-q
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Por exemplo,
3 3
a) 0,333..20,3+0,03+0,003+... => +—> +> 4 =10 10 3 1
10 10° 100 7,1 79 973
10 10

b) 0,1666...=0,1+0,0666...=0,1+0,06 +0,006 +0,0006 +... =

6 6
1,6,6,6, 1,10 _1.,0_.1,6.15

_Eﬁl_(fﬁ"'lol_l 10 9 10 90 90 6

[EEN

10 10

c¢) 0,0636363...=0,063+0,00063 +0,0000063 +... =

63 63
_ 63,63 63, _ 10 _10° 63 _7
10° 10° 10" 1 1 99 990 110°

107 107

Pode-se observar que a representacdo no registro fracionario destes trés
nameros, possui em seu denominador, fatores diferentes de 2 e de 5. A sua
representacdo decimal infinita contém um grupo de algarismos que se repete

indefinidamente, nem sempre a partir da primeira casa decimal.

Resumindo, se na representacdo fracionaria P de um ndmero racional, o

q
denominador admitir um fator diferente de 2 e de 5, este numero terd uma
representacdo decimal infinita periddica.
Esta repeticdo de algarismos no quociente de p por g ocorre porque cada etapa
da divisdo apresenta um resto. Estes restos formam um grupo que completam um ciclo,

voltando a se repetir, gerando os mesmos algarismos que compdem o quociente.



26

Para ; 0s restos de cada etapa sdo respectivamente 6, 4, 5, 1, 3 e 2, nesta

ordem. Ao se obter o resto 2 recomecga 0 ciclo destes restos gerando novamente no
quociente, os algarismos 2, 8,5, 7, 1 e 4 e o resultado sera uma representacédo decimal

infinita. Neste caso o decimal resultante é periddica, como se pode observar a seguir:

2,000000 7
1 4 0,285714
6 O
5 6
4
3

N|o O

Deste modo % = 0,285714285714285714... Para esta Ultima representacdo pode

ser usada a seguinte notagao: %z 0,285714. Este tracgo indica que os algarismos abaixo

dele constituem o periodo.

Um numero racional que possui uma representacdo decimal finita também
admite uma representacao decimal infinita. Ao escrevemos 6,8 na sua representacéo
finita por exemplo, a representacdo decimal infinita da qual estamos falando néo € a
mais Obvia: 6,8000..., com uma infinidade de zeros, mas sim 6,8 representado por
6,7999... . O numero racional que possui uma representacdo decimal finita como 0,5

também pode ser expresso por uma representacdo decimal infinita 0,4999...
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No entanto, existem numeros racionais que somente admitem representacdes

decimais infinitas como por exemplo %=O, 333....

Ha representacdes decimais infinitas que néo sao periodicas como por exemplo
0,1010010001000010000010000001... , formada por uma sequéncia de ‘1’ separados por
‘0’ : inicialmente um zero, depois dois, depois trés e assim por diante, este numero é
irracional porque a sua ‘lei’ de formacdo indica que ndo ha periodo na sua
representacdo decimal infinita.

Resumindo, no caso de a representacédo decimal ter um numero finito de casas:
a0, & & ... &, esta refere-se a um namero racional. No caso de a representacao decimal
infinita ser periddica, esta refere-se também a um numero racional. No caso de a
representacdo decimal infinita ser ndo periddica, esta refere-se a um numero irracional.

No sistema de numeracdo decimal todo nimero real pode ser representado na

T P I

forma: r =
% 10 10° 10"

onde & € um numero inteiro ndo negativo e

a ,a,,.., a,sao inteiros que satisfazem 0 < g < 9. Deste modo, r pode ser escrito no

registro de representacdo decimal por r =& & & ... & ... , onde a representa a parte
inteiradere ay&... a...representa a parte decimal der.

Desse modo, todo numero real possui uma representagéo decimal infinita.

Cantor utilizou um argumento baseado no principio posicional do sistema
decimal para provar a ndo enumerabilidade do conjunto dos nuameros reais. Este
argumento € conhecido como o processo diagonal de Cantor, ao qual nos referiremos
logo apos a apresentacao de alguns dados e realizagfes deste eminente Matemético.

Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor nasceu em marco de 1845 em San
Petersburgo. Ainda muito jovem mudou-se com sua familia para a Alemanha
comecando ai a estudar Matematica e, em 1868, recebeu o titulo de Doutor pela

Universidade de Berlin. Dedicou sua vida a obra “Aritmética dos transfinitos”.
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O maior feito de Cantor consistiu em demonstrar, com rigor matematico, que o
infinito ndo era uma nocéo indiferenciada: nem todos os conjuntos infinitos sao de “igual
tamanho”, consequentemente, € possivel estabelecer comparacdo entre eles. O
conjunto de todos os pontos de uma reta e o conjunto de todos os nimeros fracionarios
sao ambos, conjuntos infinitos, no entanto o primeiro deles tem “mais elementos” que o
segundoa

Uma das maiores dificuldades encontradas por Cantor, no estudo dos numeros
reais foi quanto aos numeros que nao sao racionais, isto é, os irracionais. Ele propds, ja

em 1872, que todo numero irracional poderia ser representado por uma sucessao

infinita de nimeros racionais. Assim, por exemplo, o0 nimero J2 pode ser representado
por uma sucessao infinita de aproximacgdes racionais: 1; 1,4 ; 1,41 ; ... . Desta forma,
todos os nimeros irracionais podem ser imaginados como pontos geométricos situados
na reta numérica, igualmente como se fazia com os numeros racionais.

Cantor ndo foi o Unico a estudar as propriedades do continuo. Nesse mesmo ano
simultaneamente foi publicado um artigo seu e também um sobre a andlise do continuo,
baseado em conjuntos infinitos por um Mateméatico alem&do chamado Richard Dedekind.
Em seu artigo, Dedekind expls a idéia: “A reta é infinitamente mais rica em pontos
individuais do que o dominio... dos numeros racionais em numeros individuais”

(Dauben, 1983, p. 85, tradug&o nossa).

Os pontos irracionais como+/2, caem entre pontos racionais. Isto indica que,
apesar de o conjunto dos numeros racionais ser denso na reta, encontram-se ‘poros’,
indicando que esse conjunto n&o € continuo.

Dois anos mais tarde, Cantor mostrou que 0s numeros racionais podiam ser
colocados biunivocamente em correspondéncia com 0s numeros inteiros. Chamou de
numeraveis, aqueles conjuntos cujos elementos podem ser colocados em
correspondéncia, um a um, com 0s numeros do conjunto dos numeros inteiros

positivos. Isto equivale a se poder contar seus elementos. Demonstrou também que

® Na linguagem atual esta comparacao significa que o segundo conjunto é enumeravel e o primeiro nao.
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nao pode existir nenhuma correspondéncia biunivoca entre o conjunto dos nameros
inteiros positivos e o conjunto dos pontos de uma reta e em consequéncia, entre o
primeiro conjunto e o conjunto dos nameros reais.

Cantor aprimorou esta demonstracdo da ndo enumerabilidade do conjunto dos
nameros reais. Nela considerou apenas as representacdes decimais infinitas de cada
namero, como por exemplo: 0,4 = 0,3999..., para que cada um deles tenha apenas uma
Unica representacéo decimal.

Um esbocgo das principais idéias, contidas em tal demonstracdo, é descrito a
sequir:

Supdbe-se que fosse possivel estabelecer uma correspondéncia um a um entre
0S numeros do intervalo [0,1] e os nameros inteiros positivos. Ou seja, 0s numeros
deste intervalo sdo elementos de uma seqUéncia Xi, Xz, Xs, .. €SCritos em suas

representacdes decimais da seguinte forma:

X1 =0,811 &2 &3 ... & ... |
X2 = 0,81 82 &3 ... &n ... ;
X3=0, 8g1 832 &3 ... &n .-+ ;

Xn= 0,801 82 &3 ... 8nn .- ;

onde 0<a;<09.

Cantor demonstrou ser possivel produzir um numero do intervalo [0 ,1] que nao
esteja nessa lista.

Para tanto, constréi-se um numero que seja diferente de x; na primeira casa
decimal, diferente de x, na segunda casa, diferente de x3 na terceira casa, e assim por
diante. Este nimero nao coincidira com nenhum dos nimeros da lista acima pois difere

de cada um deles em, no minimo, um algarismo.
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Para estabelecer uma regra numérica especifica, seja x = 0, by b, b; ... este
namero, onde by =9se ai=1e b =1se a; #1. Como x ndo esta na lista acima, chega-se
a uma contradicdo ao estabelecimento da existéncia de uma correspondéncia um a um
dos numeros do intervalo [0 ,1] com 0s numeros inteiros positivos. Portanto o conjunto
dos numeros reais ndo € enumeravel.

Este procedimento hoje conhecido por processo de diagonalizacdo de Cantor, o
de troca de algarismos de uma representacdo decimal, deu-nos idéia de sugestao de
procedimento na obtencdo de numeros irracionais entre dois reais quaisquer, nas

atividades que proporemos.
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CAPITULO 3: FUNDAMENTACAO TEORICA

O referencial tedrico escolhido para alicercar nossa pesquisa € a Teoria dos
Registros de Representacdo Semiotica do psicologo francés Raymond Duval. Para
abordarmos a densidade do conjunto dos nimeros reais essencialmente trabalhamos
com os registros de representacdo decimal e grafico dos numeros. Duval (2003,
p.14 - 15) afirma que: “O acesso aos numeros esta ligado a utilizacdo de um sistema de
representacdo que os permite designar. [...] a compreensdo em matematica supde a
coordenacao de ao menos dois registros de representacdes semioticas.”

Segundo Damm (1999, p. 137) “A matematica trabalha com objetos abstratos.
Ou seja, os objetos matematicos ndo sao diretamente acessiveis a percepcao,
necessitando para sua apreensao o uso de uma representacao”.

Para auxiliar o entendimento dessa teoria fomos buscar a origem da ciéncia
chamada Semiética junto ao seu idealizador, o americano Charles Sanders Peirce
(1839-1914), intitulado cientista-l6gico-filésofo.

A palavra Semiotica vem do grego Semeion que quer dizer signo, no sentido de
linguagem, ou seja, é a ciéncia geral de todas as linguagens. A matematica é uma
ciéncia que lanca mao de representacdes para ser compreendida e desenvolvida. A
principal forma de linguagem € a lingua, por ser um meio de comunicacao privilegiado
pois se constitui em sistemas sociais e historicos de representacdo do mundo, podendo
ser verbal: oral ou escrita. Resumindo, linguagem é o conjunto de todas as formas
sociais de comunicacao e de significacédo, ou seja, todos os sistemas de producéo de
sentido.

As representacdes possibilitam conhecer varios pontos de vista sobre um mesmo
objeto, cada signo € uma representacao parcial deste objeto, de um certo modo e numa
certa capacidade.
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A nocdo de signo pode ser tdo genérica que pode referir-se também as

linguagens dos computadores. No entanto, tratando-se de aprendizagem, a definicao

de signo a seguir, envolve o pensamento na mente:

Um signo intenta representar, em parte pelo menos, um objeto que é,
portanto, num certo sentido, a causa ou determinante do signo, mesmo
gue este represente seu objeto falsamente. Mas dizer que ele representa
seu objeto implica que ele afete uma mente, de tal modo que, de certa
maneira, determine naguela mente algo que é mediatamente devido ao
objeto. Esta determinagdo da qual a causa imediata é o signo, e da qual a
causa indireta € o objeto chama-se interpretante. (Peirce in Santaella,
1983, p. 58).

O signo ndo é o objeto, apenas esta no lugar dele, e s6 o representa para um

intérprete, pois produz em sua mente, um outro signo que traduz o significado do

primeiro e que se chama interpretante. Interpretante € um processo que se cria na

mente do intérprete, € um signo que traduz o significado do signo que se relaciona com

0 objeto.

O objetivo de Peirce foi fornecer as outras ciéncias, como a Matematica,

fundacdes ldgicas para a construcdo de sua linguagem.

Duval

primordial:

(2003, p. 13) afirma que as representacdes semioticas tém importancia

E suficiente observar a histéria do desenvolvimento da matematica para
ver que o desenvolvimento das representacdes semidticas foi uma
condi¢do essencial para a evolu¢cdo do pensamento matemético. Ora, a
importancia das representacdes semidticas se deve a duas razdes
fundamentais. Primeiramente, h4 o fato de que as possibilidades de
tratamento matemético — por exemplo, as operagfes de calculo —
dependem do sistema de representacdo utilizado. Por exemplo, o
sistema de numeracao decimal de posicdo oferece mais possibilidades
gue os sistemas grego ou romano de numeracdo e, no entanto, a
aquisicao desse sistema de numeracgao pelos alunos ndo é simples.

O desenvolvimento das representacdes possibilitou a evolugdo do pensamento

matematico. O acesso aos objetos em Matematica s6 € possivel por meio das

representacfes semioticas e a evolugcdo dos conhecimentos matematicos se deu

paralelamente ao desenvolvimento e a diversificagdo de registros de representacao.
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Em relagéo a variedade de representagfes semioticas utilizadas em matemética,
Duval (2003, p. 14) descreve:

Além dos sistemas de numeracao, existem as figuras geométricas, as
escritas algébricas e formais, as representacdes gréficas e a lingua
natural, mesmo se ela é utilizada de outra maneira que ndo a da
linguagem corrente. Para designar os diferentes tipos de representacoes
semiéticas utilizados em matematica, falaremos parodiando Descartes,
de “registro” de representacao.

Primeiramente é fundamental diferenciar o objeto de sua representacdo, que é
parcial, para ndo confundi-los. Esta ndo é o proprio objeto, e também néo € suficiente
para descrevé-lo, ou seja, uma representacdo ndo explica ou mostra 0 objeto na sua
totalidade, nem mesmo evidencia todas as suas propriedades e relagdes com outros
objetos.

A representacdo € necessaria e carrega o poder de substituir o objeto
matematico mas ndo é ele proprio. Duas representacdes de um mesmo objeto, em
diferentes registros, ndo possuem 0 mesmo contelddo, explicam propriedades e
aspectos diferentes em cada um deles. Segundo Duval, a articulacéo deles possibilitara
0 acesso a compreensdo em Matematica. E importante mencionar que “um sucesso
Matematico ndo corresponde a um sucesso cognitivo” (Duval, 2003, p. 27). Pois nem
sempre quem manipula adequadamente os algoritmos tem total compreensdo do
significado do objeto envolvido

Por exemplo, na representacdo de um plano, por meio de um desenho de um
paralelogramo, ndo se esta evidenciando a sua nao limitacdo, poderia se concluir que o
plano é limitado ou que dois deles podem se interceptar em um dnico ponto, como

sugere a seguinte figura:
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Um registro de representacdo semidtica € um sistema de signos que tem por
objetivo ndo somente a comunicacdo mas também o tratamento da informacéo e a
objetivacdo. “As representacfes semioticas sdo producdes, constituidas pelo uso de
simbolos, pertencendo a um sistema de representacdo que tem condi¢cfes proprias de
significado e de funcionamento.” (Duval, 1994, p.39)

A questao que motivou Duval a desenvolver sua teoria cognitiva foi:

Como se processa a aprendizagem em Matematica?

O autor tenta responder sua questdo propondo que, pelo fato de haver varias
representacdes para um mesmo objeto, a sua apreenséo efetiva pode ser alcancada a
partir do momento em que o sujeito consegue transitar de uma representacdo a outra
utilizando os diferentes tipos de registros de representacdo: o numeérico, algébrico,
grafico, geométrico ou da lingua natural.

Os registros podem ser monofuncionais ou multifuncionais. Os do primeiro tipo
sao aqueles algoritmizaveis e os do segundo os nao algoritmizaveis. Ambos podem ter
representacdo discursiva como a lingua natural e sistemas de escritas, ou nao
discursiva, como as figuras geométricas e graficos cartesianos.

Duval defende que uma condi¢cdo necessaria para possibilitar a apreensdo do
objeto matematico € a articulacdo entre, pelo menos, dois registros de representacao
semidtica. Esta articulacdo, no entanto, nem sempre ocorre espontaneamente.

A representacdo semidtica € um sistema particular de signos, por exemplo
enunciados, em linguagem natural, nota¢gdes, escritas algébricas, graficos cartesianos,
figuras geométricas, cada um com suas dificuldades préprias de significado e
funcionamento.

Duval define dois elementos fundamentais e inseparaveis em sua teoria:
Sémiosis e Noésis. Sémiosis € a apreensdo ou producdo de uma representacdo
semidtica, e Noeésis é a apreensdo conceitual de um objeto, ou seja, sua
conceitualizacdo. Sendo a Sémiosis fase indispensavel para a obtencdo da Noésis,
Duval sugere que podem residir ai as dificuldades dos sujeitos na apreensao do objeto
matematico podem ser devidas a nao ocorréncia desta segunda fase. Ou seja, é

necessario produzir uma representagdo para se chegar a conceitualizacao.
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Quanto as representacdes, elas devem ser identificaveis, ou seja, analogas as
descricbes de um enunciado. Esta descricdo por sua vez, respeita regras ja
estabelecidas culturalmente, tanto linglisticas, como da construcdo de figuras e
simbolos matematicos. Estas regras devem ser utilizadas para reconhecer as
representacfes. Sera uma representacdo identificavel se houver uma selecdo de
caracteristicas e de dados do conteudo a ser representado. O sujeito deve portanto,
conhecer, compreender e saber como utilizar essas tais regras, por exemplo: o
reconhecimento do sistema de numerac¢do hindo-arabico, o desenho de uma figura ou a
escrita de uma formula.

Surge entdo uma questdo: Como um sujeito apreende um conceito por meio da
coordenacao de varios registros de representacao?

Para responder a esta questdo é necessario mobilizar os dois tipos de
transformacdes de representacdes semidticas: o tratamento e a conversao.

O tratamento é a transformacao de uma representacéo no interior de um mesmo
registro, sendo assim trata-se de uma modificacdo interna do registro. Cada um deles
possui um conjunto de regras especificas de tratamento que ndo necessariamente sao
validas em um outro. Os tratamentos sao ligados a forma e ndo ao conteudo
matematico, no sentido de que um mesmo objeto matematico pode ter duas
representacdes diferentes, com seus respectivos tratamentos que também possuem
graus diferentes de dificuldade. Por exemplo, no registro de representacdo decimal dos
nameros racionais e irracionais: “o tratamento exige a compreensdo das regras do
sistema posicional e da base dez. Sem a compreenséo destas regras, a representacéo
algoritmica ndo tem sentido, ou seja, nao existe tratamento significativo.” (Damm, 1999,
p. 145)

Outros exemplos:

. . .. 50 _5 1
a) tratamento no reglstro numeérico fracionario;. —=—==
100 10 2

b) tratamento no registro numérico decimal: 0,5=0,50 =0,500
c) tratamento no registro numeérico da notacao cientifica:

5.102 =50.10"° =500.10*



36

O tratamento, que ocorre dentro de um mesmo registro, pode auxiliar no
procedimento de justificacdo ou prova.

A segunda transformacdo, chamada conversdo, processa-se entre dois
diferentes registros. A realizacdo de conversdes pode possibilitar a compreensao de
varios aspectos de um mesmo objeto, pois cada representagdo explicita apenas alguns
aspectos componentes do objeto.

A coordenacédo entre ao menos dois registros de representacdo, segundo Duval,
possibilita a apreenséo do objeto matemético, a conceitualiza¢do pois ela estabelece as
relagdes entre os registros evidenciando varios pontos de vista diferentes de um mesmo
objeto matematico. Isto ndo se alcanca somente com a habilidade de realizar
tratamentos em cada registro separadamente. Cada linguagem oferece possibilidades
diferentes de representacdes e seus respectivos tratamentos, e a coordenacgédo deles
oferece possibilidades de novas aprendizagens.

Os diferentes registros que representam o mesmo numero tém significacédo
diferente e custos de tratamento também diferentes.

Exemplos de conversao:

a) do registro numeérico fracionario para o decimal: %z 0,333...

b) do registro numérico fracionario para o decimal e deste para o da notacéo
cientifica: % =0,25=25.10"

c) do registro numérico de porcentagem para o fracionario e deste para o

decimal: 10% = E =0,1.
100

A conversédo de registros, conserva a referéncia aos mesmos objetos e, assim,
conduz aos mecanismos subjacentes a compreensdo. Porém, na conversao pode
ocorrer o fendbmeno da nao-congruéncia, ou seja, o fato de o0s sujeitos né&o
reconhecerem o mesmo objeto representado em dois registros diferentes, em que a

representacao final ndo transparece na representacao inicial.
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O fato de se privilegiar em apenas um sentido, a converséo entre dois registros,

nao significa que a conversao no outro sentido seja automaticamente contemplada no

. - . , . .o, 1
aprendizado. Por exemplo, para a conversao do registro numerico fracionario, 5 para o

decimal 0,1666..., basta dividir o numerador pelo denominador. No entanto, para

7

realizar a conversdo deste registro para o fracionario, € necessario considerar a

~ - s ~ 1
representacdo 0,1666... como a soma de termos de uma série geométrica de razao o

(a partir do segundo termo):
0,1666...=0,1+0,0666...=0,1+0,06 +0,006 +0,0006 +.. =

6 6
_1,6,6 .6 1 3¢ _1 0.1 ,6 15
10 10° 10® 10* 10 1- i 10 g 10 90 9

10 10

Duval preconiza que para se processar a aquisicdo de um objeto matematico é

|
s
m_\'na

necessario haver a conversao entre, pelo menos, dois registros. Sugere que a escolha
destes registros seja realizada em funcdo do custo do tratamento podendo economizar
tempo e calculos, tornando a resolucdo de um problema mais simples, mais rapida e
mais proxima da lingua natural.

Segundo Duval (2003, p. 27), a constituicdo de sequéncias de tarefas deve

satisfazer duas condicdes:

Quando se trata da articulagdo entre dois registros em relacdo a
representacdo de um objeto mateméatico, duas condi¢cbes devem ser
efetivamente respeitadas: primeiramente, a sequUéncia deve ser
constituida de uma série de tarefas que tratem dos dois sentidos da
conversdo; em segundo lugar, para cada sentido da conversdo deve
haver tarefas que comportem casos de congruéncia e casos mais ou
menos complexos de ndo-congruéncia.

Deve haver tarefas tanto de producdo, quanto de reconhecimento, isto €,
identificacdo dos objetos por suas multiplas ocorréncias representacionais.

Numa visdo mais ampla, a aprendizagem dos diversos registros de
representacdo pode contribuir para o desenvolvimento das capacidades cognitivas

globais do individuo.
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Segundo Dantzig (1970, p. 224)

O limitado alcance do senso numérico do homem faz que seja quase
impossivel nomear um dado nimero segundo qualquer colecdo modelo
da qual ele seja a “medida cardinal”. A alternativa é associar 0 numero
aos simbolos usados em seu registro.

A Teoria de Duval alicerca a nossa pesquisa, na medida em que elaboramos
uma sequéncia de ensino para investigar as reacdes dos professores do Ensino Médio
frente as representacfes e aos procedimentos para a obtengdo de niumeros racionais e
irracionais entre dois numeros reais distintos, ou seja, abordando a propriedade da
densidade dos numeros reais. Buscamos elaborar questdes que criassem condi¢cdes
mais favoraveis para a apreensdo destes conceitos, privilegiando as conversdes entre
os diferentes registros de representagédo, bem como tentando propiciar tratamentos das
representacbes em cada registro, tanto no procedimento da média aritmética quanto
naquele inspirado na diagonalizacéo de Cantor.

No procedimento da média aritmética, tentamos privilegiar 0s registros
fracionério, decimal e gréfico. No procedimento inspirado na diagonalizacdo de Cantor,
apelamos principalmente para os registros de representacéo decimal e grafico.

A auséncia da articulacéo entre registros, enfatizando-se apenas os tratamentos
no interior de cada um deles, pode impedir a apreensao do objeto, talvez residindo ai
algumas das muitas dificuldades encontradas nos cursos de Calculo Diferencial e
Integral.

E possivel que, privilegiando as conversdes para registros dos nimeros racionais
e irracionais que possibilitem maior nimero de tratamentos adequados no seu interior,
sejam minimizadas algumas das dificuldades referentes a propriedade da densidade do

conjunto dos numeros reais.
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CAPITULO 4: PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Neste capitulo apresentaremos o0s principios da Engenharia Didatica que
nortearam a metodologia da pesquisa. Descreveremos as sessdes, de um modo geral,
quanto a dindmica da aplicacdo, da resolucdo e da discussdo das questdes das
atividades. Em seguida exporemos 0s aspectos académicos e profissionais dos sujeitos
da pesquisa. Finalmente, faremos a analise a priori da seqiiéncia de ensino, justificando
as escolhas e a ordenacéo das questdes das dez atividades, expondo o objetivo e as
expectativas de cada uma delas.

PRINCIPIOS DA ENGENHARIA DIDATICA.
Os procedimentos metodolégicos foram baseados na metodologia de pesquisa

chamada Engenharia Didatica, que segundo Michele Artigue citado em Machado (1999,
p. 198)

[...] esse termo foi ‘cunhado’ para o trabalho didatico que € aquele comparavel ao
trabalho do engenheiro que, para realizar um projeto preciso, se apodia sobre
conhecimentos cientificos de seu dominio, aceita submeter-se a um controle de tipo
cientifico mas, ao mesmo tempo, se vé obrigado a trabalhar sobre objetos bem mais
complexos que os depurados da ciéncia e portanto a enfrentar praticamente, com todos

0s meios que dispde, problemas que a ciéncia ndo quer ou nao pode levar em conta.

Esta metodologia de investigacdo surgiu no inicio dos anos 80 na area da
didatica da matematica e possui duas preocupacdes basicas: relacionar o ensino e a
pesquisa, e escolher as realizacdes didaticas dentro desta metodologia. Quanto ao
ensino é necessario definir a acdo e os meios para a acao.

A Engenharia Didatica desempenha basicamente duas fungoes:

1%) Uma producéo para o ensino baseada em resultados de investigagdo que usa
metodologias externas.

2%) Uma metodologia de investigacéo especifica.
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Como metodologia de investigacdo, a Engenharia Didética € um esquema
experimental baseado nas realizacfes didaticas em classe, ou seja, sobre a concepcéo,
realizacdo, observacao e analise de seqiéncias didaticas.

A Engenharia Didatica é baseada nos registros de estudo de caso cuja validacéo
€ essencialmente interna, baseada na comparacdo entre a analise a priori e analise
a posteriori.

Uma perspectiva da Engenharia Didatica classica é considerar o
funcionamento de um sistema didatico pouco satisfatorio, identificar as
limitacbes e determinar condigbes para um funcionamento mais
satisfatério. As restricbes sao divididas em trés dimensdes:

1%) Epistemoldgica, ligada ao saber em jogo.

2%) Cognitiva, de acordo com o publico-alvo. Principalmente quanto as
concepgOes dos estudantes, as dificuldades e erros mais frequentes.

3% Didatica, conforme o funcionamento do sistema de ensino.

Os objetivos desta metodologia podem ser diversos, porém o objetivo principal é
o de provocar, de maneira controlada, a evolucao das concepcoes.

A seqliéncia didatica sera elaborada a luz dos principios da Engenharia Didatica.
Segundo Machado (1999, p.198):

A nocdo de engenharia didatica foi se construindo na Didatica da
Matematica com essa dupla fung&o, na qual ela pode ser compreendida
tanto como um produto resultante de uma andlise a priori , caso da
metodologia de pesquisa, quanto como uma producado para o ensino.

Artigue, citado por Machado (1999, p. 199) caracteriza a engenharia didatica:
“[...] como um esquema experimental baseado sobre ‘realiza¢des didaticas’ em sala de
aula, isto €, sobre a concepcdao, a realizacdo, a observacdo e a analise de sequéncias

de ensino.”
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Esta metodologia é composta por quatro fases com distingdo temporal do
processo experimental:

1%) Andlises preliminares com a fungdo de apoiar a concepgdo da engenharia.
Considerando o quadro tedrico didatico e os conhecimentos didaticos sobre o objeto
matematico quanto:

a) a analise epistemoldgica dos contetudos contemplados no ensino.

b) a analise do ensino tradicional.

c) a andlise das concepcdes dos alunos, as dificuldades e obstaculos.

d) a andlise do campo das limitagdes onde se situara a efetiva realizacéo didatica.

e) o0s objetivos especificos da investigacao.

2%) Concepcdo e andlise a priori das situacdes didaticas que orientadas pelas
andlises preliminares, limita um certo numero de variaveis pertinentes ao sistema. Ha a
tomada de decisdo de atuar sobre um determinado nimero de varidveis do sistema ndo
fixadas pelas limitagdes, chamadas de variaveis de comando. As variaveis de comando
podem ser macro-didaticas: em relacdo a organizacdo geral da engenharia ou micro-
didaticas: em relacdo a organizacdo local da engenharia, ou seja, a organizacdo de
uma sequéncia ou de uma fase ou sessdo. O objetivo da analise a priori € determinar o
gue controla os comportamentos dos alunos e seus significados a partir das escolhas
realizadas. Deve constar cada escolha feita, analisar o desafio da situacéao para o aluno
e prever 0s comportamentos possiveis.

3% Experimentacdo se da no contato do pesquisador com os alunos-objeto da
investigacdo. Deve constar 0 objetivo e condi¢cdes da realizagcdo da pesquisa, aplicacao
dos instrumentos de pesquisa e o registro das observa¢des, mantendo, se possivel, as
escolhas feitas nas andlises a priori, como por exemplo a duracdo da sessdo ou a
decisdo de haver ou néo, intervencdo do pesquisador. Se for prevista mais de uma
sessdo, deve-se fazer uma analise a posteriori a cada sessédo e comparar com a analise
a priori para corrigir eventuais problemas.

4%) Andlise a posteriori e validacdo. Sdo considerados nesta fase todos os dados
colhidos durante a experimentacdo e a producéo dos alunos em classe ou extraclasse.

As vezes sd0 necessarios questionarios, entrevistas individuais ou em grupos para
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complementar os dados. Assim, confrontando-se as analises a priori e a posteriori

validam-se ou n&o as hipéteses levantadas no inicio da engenharia didatica.

DESCRICAO GERAL DAS SESSOES.
Chamamos de sessao, o dia de trabalho. Por atividade chamamos o conjunto de

questdes e sua respectiva discusséo, tanto no interior de cada grupo como a geral.

Houve cinco sessfes compostas por duas atividades cada uma. Ao saberem que
o trabalho seria realizado em duplas, os participantes se agruparam espontaneamente.
Em todas elas dois grupos foram gravados em audio e contamos com um observador.

A pesquisadora e o observador estabeleceram um codigo de numeragéo para 0s
grupos a fim de que pudessem se referir as observacfes feitas por eles, tanto no
momento da resolu¢cdo como no da discusséao, para ter elementos de analise quanto a
coeréncia dos comentarios deles frente a uma mesma questdo, comparando 0s
registros na lingua natural com seu discurso.

A acao do observador se restringiu a anotar os comentarios sem conversar com
0s participantes. A pesquisadora observou, anotando como o observador, mas também
fez intervengcbes quando requisitada, alguns destes didlogos estdo transcritos nas
andlises de cada uma das atividades.

Durante as sessdes foram respondidas as questdes da primeira atividade e ao
seu término foi entregue a pesquisadora, um protocolo por grupo, e iniciada a resolucéo
das questdes da segunda atividade do dia, ao seu término também foi recolhido um
protocolo por grupo. No momento de entrega do protocolo do ultimo grupo, aquele que
levou mais tempo, era iniciada a discussdo ocorrendo também as institucionalizacbes
locais de cada uma das atividades. O tempo médio entre o término do primeiro e ultimo
grupo foi de dez minutos. Destacamos, além disso, que a primeira sessao iniciou com o
preenchimento do questionario do perfil académico e profissional e a Ultima teve o

preenchimento do questionario de avaliacao da sequiéncia de ensino.
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Os SUJEITOS.

Os sujeitos da pesquisa eram professores participantes do PEC — Projeto de
Educacao Continuada. Este projeto visa capacitar o professor da rede publica por meio
de palestras, aulas e oficinas distribuidas em 80 horas. A sequiéncia de ensino foi
aplicada a onze professores do Ensino Médio, como oficinas pertencentes a este
projeto, numa Instituicdo de Ensino na grande Sao Paulo.

No inicio da primeira sessdo, 0s sujeitos responderam a um questionario cujo
objetivo era obter informacdes sobre o publico-alvo, quanto ao seu perfil académico e
profissional, como por exemplo se é professor somente do Ensino Médio ou também do
Ensino Fundamental, e se € exclusivo da rede publica ou também da rede privada.
Outra informacdo obtida por meio deste questionario, € a respeito de sua vida
académica: se fez uma graduagdo ou mais e se fez ou estd fazendo alguma
especializagéo.

Com este questionario obtivemos os seguintes dados: todos os onze professores
trabalham somente na rede publica. Dentre eles, seis professores ensinam, além de
Matematica, também Fisica. Atualmente sete professores, além de lecionarem no
Ensino Médio, também trabalham no Ensino Fundamental. Em média, estes
professores tém 6 anos de experiéncia.

Quanto a formacao académica, nove professores tém graduacdo em Matematica
e os outros dois, um em Ciéncias e em Pedagogia e o outro em Quimica. Dois
professores que tém graduagdo em Matematica, possuem também especializa¢do, um
em Metodologia e Didatica no Ensino Superior e 0 outro em Analise de Sistemas.

Destacamos que estes professores estavam em busca de aperfeicoamento e
gue o ambiente de participacao ativa e interacdo, entre os participantes, e entre eles e a
pesquisadora, pareceu propiciar mais descontracao no sentido de ser permitido errar e
possibilitar uma abertura para discutir questdes sem ter o receio de serem avaliados.
Foram nitidos, de um modo geral, a motivacdo e o empenho durante a resolucédo das
questdes em todas as atividades. Os trabalhos fluiram num clima de concentragcéo e

seriedade num ambiente sem tensao.
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ANALISE A PRIORI DAS ATIVIDADES

A sequéncia de ensino foi dividida em dez atividades. Cada atividade € composta
por um conjunto de questdes e sua respectiva discussdo, tanto no interior de cada
grupo como a geral.

Para explorar os critérios de classificagdo dos numeros racionais e irracionais
bem como a densidade do conjunto dos numeros reais, descrevemos, em cada uma
das atividades, o objetivo especifico, as justificativas de escolha dos numeros e dos
registros de representacdo semidtica e a indicagdo de alguns procedimentos. Além
disso, também exporemos as expectativas em relagdo as possiveis respostas.

Segue a analise das questdes de cada uma das atividades.

ANALISE DAS QUESTOES — ATIVIDADE |

As questbes foram elaboradas com base na pesquisa de Igliori e Silva (2001).
Elas foram escolhidas com o objetivo de chamar a atencédo quanto a classificacdo dos
nameros reais em racionais e irracionais e também para iniciar um trabalho a respeito
da nocdo de densidade do conjunto dos numeros reais. A intencdo foi a de um
“aquecimento” e uma apresentacdo geral do contetdo que pretendemos contemplar
com a sequéncia.

Na primeira questdo, os participantes deverao classificar os numeros reais em
racionais ou irracionais.

A frase: “Utilize todos os espacos em branco para 0s rascunhos que forem
necessarios” foi colocada para que o entrevistado se sentisse a vontade, para escrever
algo que fosse necessario, para que ele tomasse a decisdo de ser racional ou irracional
0 numero dado.

Se o sujeito utilizar a converséo do registro fracionario para o registro decimal ou
vice-versa, sera mais facil analisar esta evidéncia pela andalise da utilizacdo do

rascunho.



45

Os seguintes quadros contém, cada um, as questdes relativas a atividade I.

1% questéo

Indique com um X se o nimero abaixo é racional (Q) ou irracional (R-Q):

Numero Racional Irracional

0

5

Wikl NIk

0,333...3
4,21222324...
4,212121...

e
2,7182
1,999...

sl | ©

A respeito da selecdo dos numeros e suas representacfes destacamos que

foram escolhidos:
O numero zero, pois sabe-se historicamente que houve dificuldade dele atingir o

status de numero.
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A /5 como ntmero irracional pois € menos enfatizado que J2e /3 no Ensino
Médio.
~ 1 1 . , : . :
As representacdes > e 3 pois referem-se a numeros racionais escritos no

registro fracionario, e que se convertidos para o registro decimal terdo respectivamente
uma representacao finita e infinita, e também para verificar se existe uma identificacao
entre infinitas casas decimais e irracionalidade.

O numero racional representado por 0,333...3 , escrito no registro decimal finito
para se verificar o efeito das reticéncias como possivel associagdo com um numero
irracional.

O nudmero representado por 4,21222324... para investigar as conjecturas
possiveis: serd racional se houver periodo a partir de alguma casa nao representada.
Sera irracional se ndo houver periodo.

Os numeros representados por 4,212121... e 1,999... , no registro decimal infinito,
para investigar a reacdo dos sujeitos diante da repeticdo de alguns algarismos. Podera
ser classificado como racional se a representacdo decimal for interpretada como
periodica. Sera irracional se ndo valer o acordo tacito da repeticao de algarismos. Estas
representacfes também tém o objetivo de verificar o efeito das reticéncias, que podem
ser interpretadas como sendo referentes a numeros irracionais. Talvez alguns
convertam para sua representacdo fracionaria (determinando sua geratriz)

considerando-0s racionais.
O numero representado por TT que € visto como um dos representantes-padréo

dos nameros irracionais.
O numero racional representado por 3,1416 pode ser inadequadamente

identificado a Tt talvez pelo uso de aproximacdes feito pela calculadora.
. . 3 _— .
O numero racional representado por it com o objetivo de verificar a

possibilidade de associacdo do nUmero negativo a irracionalidade.
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. . . . Tt -
Os numeros irracionais representados por E e T para verificar se ocorre ou

nao a associacdo da representacdo fracionaria com numero racional sem prestar a
atencdo na natureza do numerador e do denominador, ou seja, no caso do numerador
ser irracional.

O numero representado por € por ser outro representante-padrédo de numeros
irracionais.

O numero racional representado por 2,7182 que pode ser identificado
inadequadamente ao numero € pelo uso de aproximacao feito pelas calculadoras.

O numero racional representado por 2 por se tratar de uma outra representacao
do nimero 1,999..., para verificar a classificacdo de um mesmo nimero escrito por meio
de duas representacgdes diferentes.

O numero inteiro representado por 3 escrito na representacao J9 para investigar
o efeito do radical.

Nesta questéo, as alteracOes feitas por ndés em relacédo a pesquisa Igliori (2001)

foram: inserimos os ntimeros /9 e ? e alteramos a /3 para 5.

2% questdo) Explique o critério que vocé usou para tomar a decis&o na quest&o 1.

bY

Para responder a primeira questdo, o sujeito baseou-se em critérios para a
decisdo de um numero ser racional ou irracional, assim tera oportunidade de refletir a
respeito destes critérios na segunda questao, que propiciara uma melhor analise quanto
as nocoes de numero racional e irracional.

Usaremos a classificacdo de critério correto se for especificado o numero
racional como sendo possivel colocé-lo no registro de representacdo fracionaria, sendo
numerador e denominador inteiros com o denominador diferente de zero, tanto na
lingua natural como por meio de simbolos matematicos, ou ainda, se forem utilizadas as

duas linguagens. Incorreto se o conteldo da resposta estiver completamente diferente
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do correto. Ou incompleto se por exemplo estiver faltando a especificacdo da natureza
do numerador e do denominador. Para numero irracional serd usado o critério do
namero nao ser racional.

Apoés a reflexdo e escrita a respeito dos critérios, podera acontecer que alguns
dos participantes retornem a primeira questédo alterando sua classificacdo. Pretendemos
analisar a coeréncia da classificagcdo com o critério explicitado.

Na terceira questao, ja se inicia a abordagem da densidade dos numeros reais.

3% questdo) Existe um nimero real compreendido entre os nimeros abaixo?

No caso afirmativo escreva algum(ns).

NUmeros Ndo | Sim Qual(is)

3 4
1) Entre — e —
11 11

2) Entre 2,13 e ?

3) Entre% e 0,333...

4) Entre 0,999... e 1

Em relacdo aos quatro pares de representacoes, introduzimos a numeragao para
facilitar a analise.

1) Entre as representacdes % e % sdo esperadas quatro possibilidades de

respostas:

a) Nado ha numeros entre eles, provavelmente se houver a transferéncia da
ordem dos numeros naturais.

b) A representacao % . Esta resposta pode significar que talvez ndo esteja claro

o registro fracionario de um namero racional, como razao de dois nUmeros inteiros.
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c) Um nGmero entre 0,27° e 0,36 escrito na representacdo decimal, se for

realizada a conversao do registro de representacgéo fracionaria para o registro decimal,

como sugere Duval, para assim determinar pelo menos um numero entre eles.

~ 7 - ~ ~ .
d) A representacéo > se o participante ndo optar pela conversdo de registros,

e realizar um tratamento nas fracbes e assim obter um numero entre eles:
3_6 4 8

1 22 11 22
~ 214 . . .
2) As representagbes 2,13 e 100 foram escritas no registro decimal e no

fraciondrio para analisar a possivel realizacdo de conversdo. Ou converte-se o 2,13 para

~ L 213 214
uma de suas representacbes fracionarias como —, ou —— converte-se para o

100" 100
registro decimal finito 2,14. Assim, ambos 0s numeros estardo no mesmo registro de

representacdo e poderdo ser comparados para obter entre eles, por exemplo o niumero

2,135, em sua representacao decimal finita ou % na representacao fracionaria.

3) O numero §= 0,333... foi escrito em dois registros diferentes, um fracionario e

outro decimal infinito, para avaliar o fato de que ambos séo representacées do mesmo

namero, e portanto ndo ha numeros entre eles.

Se 0 sujeito converter % para 0,333 ou identificar o segundo registro 0,333... com 0,333,

havera possibilidade de encontrar nimeros entre eles.

4) Em relacdo as representacdes 0,999... e 1, como ja foi analisado em pesquisas
na Franca, em lIsrael e em S&o Paulo, citadas anteriormente, é possivel que os
participantes expressem que estas ndo sao representacbes do mesmo numero,

encontrando 0,9999 ou 0,9999... entre eles. Se isto ocorrer, no momento da plenaria do

* A representacido 0,27 indica que os algarismos sob a barra horizontal se repetem indefinidamente,
caracterizando uma dizima periédica.
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fechamento da atividade, podera haver polémica e serdo necessarias tentativas de
argumentos.

Por exemplo, 0,999... como a soma dos termos da sequéncia:

g9 9 9 0 . . 9 ~
an) = (0,9; 0,09; 0,009; ...) = ,——,——,...[], onde o primeiro termo é a; = — , a razao
(Bn) = ( )= B0'100 1000 P 1710
9 9
eq= 1 e a soma dos termos é dada por: S, = i, entdo S, = 10 - 104
10 10

Outro argumento, chamando 0,999... de x , temos x = 0,999... , e multiplicando por
dez: 10x=9,999.. 0 10x=9+0,999... 0 10x=9+x 0 9x=90 x=1, entdo 0,999...= 1.

. . . 1 ~ -
Um terceiro argumento podera ser utilizado, se = = 0,333... entdo multiplicando

por 3: 3X% =3x0,333...00 1=0,999...

Destacamos que nem sempre é possivel operar com representacdes decimais
infinitas, pois podem nao ser conhecidos todos os seus algarismos. Neste caso, como
0,333... trata-se de uma dizima periddica, e todos os seus algarismos sao iguais a ‘3,
fez-se a multiplicacdo de 3 por 3 obtendo-se 9. Extrapolando-se esta multiplicacdo para

todas as casas decimais obteve-se: 3x0,333...=0,999... . Tal procedimento pode induzir

que sempre é possivel operar com nimeros na sua representacdo decimal infinita.
Nesta questéo, as alteracOes feitas por ndés em relacédo a pesquisa Igliori (2001)

foram: Inserimos o item 4) 0,999... e 1 e alteramos a representacéo 2,14 para % .

4% quest&o) Considere o conjunto J={x0Q/0<x< \/E}
(Ou seja, o conjunto J formado pelos nimeros racionais
compreendidos entre zero e raiz de dois, inclusive)

a) J tem um Ultimo elemento?

(Isto é, o elemento que vem exatamente antes de v/ 2 ?)

Sim Nao

b) Se sim, qual é esse elemento? Se ndo, por qué?
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A quarta questéo, que esta apresentada da mesma maneira que na pesquisa de
Igliori e Silva (2001), tem como objetivo explorar a densidade em P. Pretende-se
provocar discussfes a respeito da existéncia ou ndao do dltimo nimero e também
analisar a interpretacdo dos sujeitos quanto ao sinal <, como eles véem 0 < x < V22

O enunciado, que pode apresentar dificuldade, € dado nas representacdes
simbdlica e da lingua natural, a fim de evitar que haja impedimento da interpretacdo dos
simbolos prejudicando nosso foco, que é a densidade dos numeros reais, aléem de

chamar a atencdo de que J € um conjunto de numeros racionais ja que se espera que

o entrevistado saiba que \/E € um namero irracional, o que justifica a sua escolha. No
item a) entre parénteses explicamos a pergunta no registro da lingua natural,
novamente para ajudar na interpretacio do que se pede. E possivel que haja discuss&o
a respeito da \/E ser racional ou irracional, pertencer ou ndo ao conjunto J.

Espera-se também a possibilidade de que o entrevistado realize uma conversao

do registro numérico para o registro grafico, ou seja, a representagcdo dos numeros

0 e v/2na reta real, como tentativa de auxilio na visualiza¢ido dos pontos da reta.

| |
0 J2

Pelo item a), pretende-se avaliar qual a concepcéo da reta real, ou seja, mais
especificamente o reconhecimento da propriedade de densidade da reta. E possivel
que algumas respostas sejam favoraveis a J ter um ultimo namero porém seja dificil
encontra-lo, pois talvez saibam que o conjunto dos numeros racionais € denso em P

(isto é, entre dois numeros reais existem infinitos numeros racionais).
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ANALISE DAS QUESTOES — ATIVIDADE Il

As questbes da atividade Il foram elaboradas para atingir mais pontualmente a
nocdo de densidade, escrita no registro da lingua natural. Sao catorze afirmacdes de
ambito geral para serem julgadas em verdadeiras ou falsas. Pede-se também para
comentar o critério usado e serd neste momento que a analise podera ser mais rica.
Sao cinco questdes verdadeiras e nove falsas para fugir da metade verdadeira e
metade falsa.

Foram contempladas as seguintes situa¢gdes para discussao: entre dois nUmeros
racionais existem infinitos numeros racionais e infinitos irracionais, entre dois nimeros
irracionais existem infinitos nimeros racionais e infinitos irracionais e também entre um
namero racional (ou irracional) e um numero irracional (ou racional) existem infinitos
nameros racionais e infinitos irracionais. Em todas as afirmacgfes, em que consta ‘entre

dois numeros’, referem-se a dois nimeros distintos.

Assinale Verdadeiro (V) ou Falso (F) e comente o critério utilizado.

1. () Entre dois nUmeros racionais existe um (inico niumero racional.

2. () Entre dois nimeros racionais ndo existe nimero irracional.

3. () Entre dois nimeros irracionais existe exatamente um namero irracional.

4. () Entre dois niUmeros irracionais existe um namero racional.

5. () Entre dois nimeros irracionais ndo existe numero irracional.

6. () Entre dois nimeros irracionais ndo existe nimero racional.

7. () Entre um ndmero racional e um irracional existe nimero racional.

8. () Entre um ndmero irracional e um namero racional ndo existe nimero racional.
9. () Entre um ndmero irracional e um namero racional existe um Unico nimero irracional.
10. () Entre um ndmero racional e um numero irracional ndo existe nimero irracional.
11. () Entre dois nimeros reais ndo existe nimero irracional.

12. () Entre dois nimeros racionais existem infinitos nimeros racionais.

13. ( ) Entre dois niUmeros reais quaisquer existem infinitos nimeros reais.

14. ( ) Entre dois numeros reais existem infinitos nimeros racionais.
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Se algum sujeito supuser que o0os dois niumeros do enunciado séo iguais em
‘entre dois numeros’, haverd uma intervencdo para complementar o enunciado
explicando que trata-se de dois numeros distintos.

Abordando certas palavras e expressfes como “existem infinitos’, 'ndo existe’,
“existe um Udnico’, ‘existe exatamente um e “existe um’ pretende-se verificar a
interpretacdo delas. No momento da discusséo, frases com sentidos diferentes como
por exemplo “existe um’ e “existe um Unico” devem ser enfatizadas.

Niven (1984) a partir da pagina 38 aborda as diversas maneiras de enunciar
proposicbes e discute suas reciprocas. Segundo ele: “[...] uma afirmagdo e sua
reciproca sdo duas coisas diferentes. Uma pode ser verdadeira e a outra, falsa; ambas
podem ser verdadeiras ou ambas podem ser falsas, dependendo das circunstancias.”
(Niven, 1984, p.43). Nesse sentido procuramos formular questdes que exploram varias
situacbes envolvendo numeros racionais e irracionais. Abordamos a mesma pergunta
em questdes distintas de maneiras diferentes, onde uma proposicao direta é falsa e sua
reciproca nem sempre. Contemplamos também a situacdo onde uma proposicdo €
verdadeira mas a sua reciproca nao € necessariamente verdadeira também.

Este é o primeiro momento em que a densidade é abordada explicitamente e tem
como objetivo chamar a atengdo para a questéo principal que entre dois numeros reais
distintos existem infinitos nimeros racionais e infinitos nGmeros irracionais.

Pretendemos repetir estas mesmas questdes, apos dois meses do término da
Gltima, para discutirmos os conceitos envolvidos e investigarmos as concepg¢des apos 0
fim da sequéncia, principalmente quanto aos argumentos.

E possivel que no decorrer da atividade, alguma quest&o dé subsidios para uma
outra questao anteriormente respondida, modificando-a.

Com esta atividade de verdadeiro ou falso pretendemos abrir discussoes, a
respeito das varias situagfes, que permanecerdo em todas as tarefas da sequéncia

daqui por diante.
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ANALISE DAS QUESTOES — ATIVIDADE ||

As questdes desta atividade propdem um trabalho especifico quanto a
apreensdo da nocéo de densidade do conjunto dos numeros racionais no conjunto dos
nameros reais. Comecamos escolhendo dois nimeros “proximos”, ou seja, menos de
dois décimos de distancia e escritos no registro de representacdo fracionaria com

denominadores diferentes.

L, .3 3
Dados dois nimeros racionais: E e Z

1. Ache a média aritmética entre eles.

2. Este namero é racional ou irracional?

3. Represente os trés nimeros na reta.

4. Tire a média entre g e 0 nimero obtido na questdo n® 1 ?

5. Este nimero (obtido na quest&o n° 4) ¢ racional ou irracional?

6. Represente na reta estes quatro numeros.

7. Tire a média entre g e 0 nimero obtido na questdo n° 4 ?

8. Este nimero (obtido na quest&o n° 7) ¢ racional ou irracional?

9. Represente na reta estes cinco numeros.

10. E possivel achar a média entre este nimero (obtido na questdo n® 7) e g ?
11. O processo de tirar a média repetidamente tem fim? Por qué?

12. Ache a média entre o nimero obtido na questdo n®1 e g

13. Represente estes trés nUmeros na reta.

14. Voceé pode repetir este processo utilizado da questdo n° 1 até a quest&o n° 7,
partindo do niimero obtido na questdo n° 12 e o %’?

Caso seja possivel, represente alguns nimeros na reta.

15. Escolha agora dois nimeros racionais diferentes destes todos,
e responda se entre eles existe algum outro nimero racional? Quantos?

16. Se vocé tivesse escolhido outros dois numeros diferentes daqueles da questédo
anterior, o resultado seria 0 mesmo? Por qué?

A escolha dos denominadores diferentes talvez dificulte a comparacéo das

representacbes no registro fracionario, tal como foram dados, possibilitando a
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realizagdo de uma conversao de registros, de ambos os numeros, para o registro
decimal. Se algum sujeito escolher trabalhar no registro fracionario, € provavel que
reduza ambas as fracdes ao mesmo denominador para poder compara-las.

Para atingir o objetivo, o processo escolhido foi a utilizacdo da média aritmética,
por ser um procedimento familiar trabalhado na Educacdo Bésica. Para tanto, a

expectativa € a de que g seja convertido para 0,6 e % seja convertido para 0,75; e

assim seja calculada a média aritmética entre eles. No entanto, € possivel que alguns
participantes trabalhem no registro fracionario reduzindo as fracbes a um mesmo
denominador.

Num primeiro momento, 0 objetivo € perceber que € possivel encontrar um
namero entre dois nameros racionais dados e observar que este nimero é também
racional, j& que no enunciado foi fornecida a informacdo de que ambos sdo numeros
racionais. A pergunta a respeito da média obtida ser um nimero racional ou irracional,
além do objetivo de classifica-lo em racional, inicia também uma reflexdo para
preparacao para a proxima atividade que evidenciara a existéncia de numero irracional
entre dois nUmeros racionais.

O passo seguinte pede a representacdo dos numeros na reta, isto €, no registro
grafico. A representacdo destes trés numeros na reta pode propiciar uma oportunidade
a mais para se perceber a existéncia de nimeros entre dois numeros racionais. Se 0
participante esteve trabalhando até agora no registro fracionario, € bem provavel que
neste momento, efetue a conversao para o registro decimal para assim localiza-los na
reta.

As etapas de se calcular a média, de se classificar o0 nimero obtido em racional

L . ~ . R 3
ou irracional e a localizacdo deles serdo repetidas trés vezes entre < e uma das

meédias, com o objetivo de se chegar a resposta de quantas vezes este processo pode
ser repetido. Para que se perceba que este processo pode ser repetido a partir do outro

namero dado, pede-se uma vez que se calcule a média aritmética entre a primeira

meédia, obtida pelos sujeitos, e 2 E perguntado se este processo pode ser repetido
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tanto a esquerda quanto a direita para que a nocdo de densidade seja mais uma vez
explorada.

A expectativa de resposta a pergunta: “O processo de tirar a média
repetidamente tem fim? Por qué?” é a de que a maioria perceba que este processo
pode ser repetido infinitamente porque o ponto ndo tem dimensdes fisicas e sempre
sera possivel encontrar um outro ponto, no caso a média aritmética, entre dois niumeros
racionais quaisquer.

A penultima questdo desta atividade pede para que se escolham dois numeros
racionais quaisquer, desde que diferentes de todos os numeros obtidos anteriormente,
e pergunta-se se entre eles existe algum numero racional, e no caso afirmativo,
quantos? Espera-se que 0s sujeitos respondam que ha infinitos nameros racionais
entre os dois sugeridos por eles.

Quanto a ultima questdo que pede para serem modificados os dois numeros
escolhidos pelos sujeitos na questao anterior, ndo ha uma expectativa especifica, trata-
se de uma questdo investigativa podendo sinalizar a necessidade de mudancas nas
proximas atividades (acrescentar, modificar ou alterar questdes).

As duas ultimas questdes tém o intuito de generalizar e fazer o fechamento da
atividade, e se possivel, chegar a conclusdo de que entre dois numeros racionais

distintos existem infinitos nimeros racionais.

ANALISE DAS QUESTOES — ATIVIDADE IV

O objetivo desta atividade € discutir a situacdo de que entre dois numeros
irracionais distintos, existem infinitos nimeros irracionais.

Sé&o dados dois numeros irracionais: 1,232425... e 1,332425..., cuja parte decimal
sugere uma sequéncia. Estes numeros ndo sao classificados especificamente como
irracionais e diferem apenas em um algarismo, a primeira casa decimal. Estes nimeros
foram representados com seis casas decimais para haver mais possibilidades de

algarismos para serem modificados.
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hY 7

Pretende-se chamar a atencdo de que € necesséario e suficiente modificar
apenas um algarismo na representacdo de um namero para outro, para que se tornem
diferentes, permanecendo na mesma categoria de irracionais. Este procedimento
intenta sugerir 0 mesmo processo adiante quando se pede para inserir um numero

irracional entre eles.

Seja um nimero cuja representacédo decimal ndo periodica é 1,232425... Compare-0 com o himero cuja
representacao é 1,332425... que difere do primeiro apenas em um algarismo.

1. O segundo nimero é uma dizima periédica? Por qué?

2. 0 2°namero é racional ou irracional? E o 1° ? Comente sua resposta.

3. O segundo nimero é maior ou menor que o primeiro? Ordene-os.

4. Dé arepresentagdo decimal de um namero irracional entre estes dois nimeros.
5. Ordene estes trés numeros.

6. Dé a representagdo decimal de um numero irracional entre 1,232425... e 0 nimero obtido na questéo
o
n 4.

7. Ordene estes quatro numeros.

8. Deé a representagio decimal de um ndmero irracional entre o nimero obtido na questdo n° 4 e
1,332425...

9. Ordene todos estes cinco nimeros.
10. Ache um namero irracional entre os nimeros obtidos nas questdes n° 6 e n° 8.
11. Quantos numeros irracionais diferentes existem entre 1,232425... e 1,332425...? Comente sua resposta.

12. Se vocé iniciasse escolhendo dois numeros irracionais quaisquer, seria possivel encontrar nimeros
irracionais entre eles? Quantos? Por qué?

Segundo Avila (2001, p. 7): “E facil produzir nimeros irracionais; basta inventar
uma regra de formacdo que n&o permita aparecer periodo, por exemplo:
0,20200200020000...; 0,35355355535555... .°

O primeiro numero € apresentado como decimal ndo periédico e € perguntado se
0 segundo namero é ou ndo uma dizima periddica e por qué? Com este primeiro item
temos o intuito de chamar a atencdo para o que é dizima periédica e 0 que nédo o €,
para que a seguir seja retomado o critério de classificagdo de numeros racionais e

irracionais.
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E pedido entdo que os dois nimeros sejam classificados e ordenados para que
se prepare o ambiente para a obtencdo de um numero irracional entre eles. Obtido este
namero irracional pede-se novamente para que sejam ordenados. Com a ordenacao
tenta-se evidenciar a possibilidade da existéncia de nimeros entre dois numeros dados.
Espera-se que a pratica da ordenacao facilite a percep¢do de que se pode modificar
varios algarismos, um de cada vez, no nimero a esquerda e gerar numeros diferentes
deste primeiro, mas que seja ainda menor que o segundo. A ordenacéo neste caso tem
a mesma funcédo da representacdo na reta real realizada nas questdes da atividade
anterior. Sao esperadas quatro possibilidades de respostas quanto a ordenagédo dos
nameros: entre pontos e virgulas, entre sinais de menor ou maior ou ainda, a
localizac&o deles na reta real.

Pela impossibilidade de se tirar a média aritmética entre dois nimeros irracionais
na representacdo decimal, que é infinita, optamos em encontrar um numero irracional
inserido entre dois nameros irracionais, modificando no minimo um algarismo de uma
dessas representagoes.

Se o participante ndo perceber o processo sugerido no enunciado (a troca de um
algarismo), talvez seja necessario fazer uma intervencdo no caso dos participantes
apresentarem dificuldades neste ponto (questéo 4), o que impossibilitaria a continuagéo
da atividade.

Realiza-se este processo, descrito acima, quatro vezes, primeiro entre os dois
nameros dados inicialmente, depois entre o 1,232425... e o primeiro obtido, a seguir
outro irracional entre o primeiro obtido e 1,332425... e finalmente entre os dois Ultimos
obtidos.

Ao ser perguntado a respeito de gquantos nameros irracionais existem entre 0s
dois numeros irracionais dados, temos o0 objetivo de iniciar o processo de
generalizacdo, para possibilitar a chegada a conclusdo de que existem infinitos
nameros irracionais entre os dois numeros irracionais dados.

Cada um dos grupos podera encontrar trés ou quatro numeros irracionais
diferentes dos iniciais (o numero da questao 10 podera coincidir com o da questao 4), e

estas possibilidades podem indicar que nao existem apenas estes numeros



59

encontrados. Isto podera ser usado como argumento para responder quantos niumeros
irracionais sao possiveis entre os dois numeros dados.

Na ultima questdo, € perguntado se 0s numeros iniciais fossem outros, quantos
nameros irracionais seria possivel encontrar e porqué. Espera-se que 0s participantes
percebam que ha infinitos nimeros irracionais entre dois irracionais distintos, e para
tanto, que basta modificar os algarismos de suas representacdes decimais, que por

serem infinitas, possibilitam, teoricamente, infinitas trocas dos mesmos.

ANALISE DAS QUESTOES — ATIVIDADE V

Esta atividade contém 11 questdes, sendo que as duas primeiras abordam
novamente os critérios de numeros racionais e irracionais, porém somente no registro
de representacdo decimal. Estas questdes tém o objetivo de chamar a atengédo quanto
a relagdo entre periodicidade ou ndo da representacao e a racionalidade ou ndo do
namero, preparando o sujeito para as questdes que se seguem pois pode haver alguma
dificuldade por se tratarem de representacdes decimais infinitas que sdo pouco usuais.

Os numeros que serdo inicialmente trabalhados na terceira questdo sdo os
mesmos que ja foram utilizados nas questdes da atividade anterior, na representacao

decimal ndo periodica. Deste modo evitamos sugerir somente os tradicionais: e, T e

V2.

Porém na atividade 1V, foi abordado o caso de haver infinitos nUmeros irracionais
entre dois irracionais e nesta atividade sera proposta a obtengdo de numeros racionais
entre dois irracionais como um principal objetivo.

Mantendo-se 0os mesmos numeros ja utilizados, pode facilitar a insercdo de
nameros racionais num intervalo de reta onde foram introduzidos numeros irracionais
anteriormente. Os niumeros que deverdo ser inseridos, a menos de dizimas periodicas,
nao deverdo ser decimais infinitos, espera-se que nesta questdo, a maioria das
representacbes de numeros racionais seja de decimais finitos por serem mais

usualmente trabalhados na Educacéo Basica.
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1. Identifique os seguintes numeros.

a 23145
b) 3,5724..
c) 2,666...
d) 0,9802..

2. Quais os critérios para a representagdo decimal utilizados na questdo anterior?
3. Seja um nudmero cuja representagdo decimal ndo periddica é 1,232425... Compare-0 com 0 ndmero cuja
representacao é 1,332425... que difere do primeiro apenas em um algarismo.
a) Escreva um numero racional entre 1,232425... e 1,332425...? Ordene estes trés numeros.
b) Este nimero tem representacédo decimal finita ou infinita?
4. Vocé é capaz de achar outro nimero entre os dois nimeros fornecidos na questdo n° 3, escritos numa
representacdo decimal diferente daquela sugerida acima? (Ou seja, se vocé achou um ndmero racional com
representacgéo finita, ache agora um numero racional com representa¢éo decimal infinita, ou vice-versa).
5. Dé as representacdes fracionarias dos nimeros obtidos nas questdes n° 3a) e n° 4.
6. Ache um nimero racional compreendido entre 1,232425... e 0 nimero obtido na quest&o n° 3a).
7. Ache um nimero racional compreendido entre o nimero obtido na questio n° 3a) e 1,332425... .
8. Ache um nuimero racional compreendido entre 1,232425... e 0 nimero obtido na quest&o n° 4.
9. Ache um niimero racional compreendido entre 0 nimero obtido na questio n° 4 e 1,332425... .

10. Ordene todos os nimeros que apareceram até agora.

11. Entre 0os nimeros 1,232425... e 1,332425..., quantos numeros racionais diferentes existem?
Comente sua resposta.

Ja na obtencao do primeiro numero racional entre os dois dados, pede-se para
ordena-los, o sujeito pode utilizar as desigualdades ou usar a representacdo na reta
real.

Para discutir que ha duas possibilidades de representacdes decimais para 0s
nameros racionais, a representacao finita ou a representacao infinita, pergunta-se em
qual dessas duas representacées o numero obtido foi escrito e pede-se para expressar
um segundo numero na outra representacao.

Para tentar explorar as possibilidades de representacdo do nuamero racional
pede-se para realizar uma conversao, dos numeros racionais obtidos pelos sujeitos, do

registro de representacao decimal para o registro fracionario.
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7

O procedimento sugerido nesta atividade € semelhante ao desenvolvido na
atividade anterior no sentido de troca de algarismos, ou a retirada das reticéncias.Este
procedimento escolhido ocasiona uma ampliacdo do objetivo inicial recaindo no caso de
namero racional entre um namero irracional e outro racional.

A questdo seguinte pede para se achar outro numero racional, desta vez
compreendido entre 0 numero irracional representado por 1,232425... e 0 numero
racional obtido logo no inicio na questdo 3a. E possivel que a partir da questio 4 seja
sugerida uma maior quantidade de niumeros em suas representacoes infinitas e deste
modo, as representacdes decimais finitas e infinitas aparecerdo mais ou menos na
mesma proporgéo. Este processo sera repetido quatro vezes, para tentar aumentar a
probabilidade de apreensdo da nocdo de densidade, tanto em direcdo ao nimero do
extremo esquerdo (duas vezes) como para o direito (duas vezes).

Em seguida sera pedida a ordenacdo de todos os niUmeros que apareceram até
0 momento para que o participante se organize a respeito destes nameros para a
proxima questdo. Acreditamos serem oito numeros diferentes obtidos até esta fase,
mas consideramos a possibilidade de ocorrer duas vezes a escolha de um ndamero ja
obtido anteriormente.

Na dltima questdo, retomando os dois numeros irracionais fornecidos
inicialmente, perguntam-se quantos numeros racionais existem entre eles. Pode ser que
0 sujeito ja seja capaz de responder que existem infinitos nimeros neste intervalo e o
objetivo comecard a ser atingido. Se ele responder que ha somente oito numeros,
surgira uma oportunidade para levantar a questéo, e na discussao poderemos lancar
mao dos outros resultados dos colegas para comecar a questionar as possibilidades de
nameros e com isto ir ao encontro da resposta.

Podera haver dificuldades com a representagcdo decimal infinita, j& que é
provavel ser pouco discutida no Ensino Basico, e por este motivo sera repetido este

procedimento nas atividades seguintes.
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ANALISE DAS QUESTOES — ATIVIDADE VI

Com esta atividade pretendemos discutir a existéncia de infinitos nameros
irracionais entre dois racionais. Além disso, as questdes 1 e 2 tém o objetivo de retomar
0 processo da média aritmética entre dois niumeros racionais, abordada na atividade lll,
para introduzir a discussdo de que a obtencdo de numeros irracionais neste intervalo

nao pode ser realizada pelo mesmo procedimento.

S S 4
Dados dois nimeros racionais 0,333... e 5 :
1. Ambos os nimeros tém representacdo decimal infinita. Por qué eles sao racionais?
2. Quantos numeros racionais existem entre eles? Comente sua resposta.

3. Dado o namero 0,222..., qual é a 732% casa decimal? Este nimero é racional ou
irracional? Por qué?

4. Considere o nimero nao periddico 0,123456789101112....
Este nimero é racional ou irracional? Por qué?

5. Ordene estes dois nimeros (questdes n* 3 e 4).

6. Dé arepresentagao decimal infinita de um namero irracional entre 0,333... e g?
7. Ache um ndmero irracional entre 0,333... e 0 nimero obtido na questio n° 6.

8. Ache um nimero irracional entre 0,333... e 0 nimero obtido na questio n° 7.

9. Ache um nimero irracional entre 0,333... e 0 nimero obtido na questio n° 8.

. N . . ~ 4
10. Ache um namero irracional entre o nimero obtido na questio n° 6 e 5

. N . . x 4
11. Ache um namero irracional entre o nimero obtido na questéo n® 10 e §
12. Ordene todos os nimeros irracionais que apareceram a partir da questao 6.

o 4
13. Quantos nimeros irracionais existem entre 0,333... e § ? Comente sua resposta.

Nas questbes de 1 a 5, temos dois objetivos, primeiro chamar a atencdo de que
a representacdo decimal infinita n&o é critério de classificacdo de numero racional nem
irracional e fornecer uma sugestéo de procedimento.

Para tentar evitar que os participantes figuem com a falsa nocdo de que soé
existem numeros racionais entre dois racionais, queremos também explorar o fato de
existirem infinitos nameros irracionais entre dois racionais e para isso elaboramos 8

questdes (da 6° até a 13%). Nestas questdes também sdo abordadas as situacdes de
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existéncia de ndmero irracional entre um racional e outro irracional, e a existéncia de
numero irracional entre um numero irracional e outro racional.
Nas questbes desta atividade sédo fornecidos dois numeros racionais com

registros diferentes, um deles escrito na representacédo decimal infinita e o outro na

~ L : , 4 g .
representacao fracionaria. Foram escolhidos os nameros 0,333... e 3 cuja diferenca é

de uma unidade.

~ 4 . : . ~
Em relacdo ao 3 € provavel que o entrevistado realize uma conversdao do

registro fracionério para o decimal. Por ser mais usual no ensino, a conversao para o
registro decimal, espera-se que a maioria 0 escolha, embora haja a possibilidade de
algum participante converter o nimero 0,333... para o registro fracionario. Se estes dois
nameros estiverem representados no registro decimal infinito podera facilitar a obtengéo
de numeros irracionais entre eles neste registro.

Na primeira questao retoma-se o critério de classificacdo dos nimeros reais na

representacdo decimal infinita e espera-se que o sujeito justifigue que o niumero 0,333...
€ racional por ser perioédico e o numero 3 € racional por ser representado por meio de

uma fragcdo (se for realizada uma conversdo, o numero 1,333... também € racional por
ser periédico).

A expectativa € de que na segunda questdo, em que se pergunta guantos
nameros racionais existem entre os dois racionais dados, o entrevistado, comentando
sua resposta, argumente pela média aritmética como um processo sempre possivel
para obtencédo de nimeros racionais entre dois nimeros racionais.

Na terceira questdo é fornecido o nimero 0,222... e pergunta-se qual é a 732%
casa decimal para avaliarmos se 0 sujeito identifica a representacdo como sendo
dizima periddica e o classifigue como numero racional. Ou, ndo aceite acordos tacitos e
o classifique como numero irracional se ndo considerar a representacdo como sendo
periddica. Investigaremos portanto, se ha a generalizacdo quanto a repeticdo dos

algarismos na representacao decimal.
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Pretendemos explorar a questdo de que entre dois nimeros racionais existem
infinitos irracionais e para tanto, o procedimento do calculo da média aritmética ndo se
aplica, este ponto é crucial na construcdo dos numeros reais. Pelo fato de néo
podermos operar com 0s numeros irracionais escritos na representacao decimal, torna-
se mais dificil a obtencdo de nameros irracionais num intervalo determinado. Com essa
finalidade, elaboramos a questdo 4 como sugestdo de um procedimento (as casas
decimais sdo compostas por algarismos formando uma sequéncia) para a obtencéo de
nameros irracionais entre dois racionais, a partir da questao 6.

O participante poderd ou ndo seguir a nossa sugestdo de “sequéncia” de
algarismos de uma representacdo decimal de um numero irracional
0,123456789101112..., ndo periodico. Se 0 sujeito seguir nossa sugestao, partira de uma
das duas representacdes, fornecidas no enunciado, e trocara um ou mais algarismos
desta, como por exemplo 0,345... . Se ndo, deve sugerir um numero entre eles, como
por exemplo 0,425.. . Em ambas situacbes seria necessario explicitar que a
representacdo escolhida é ndo periddica. Também é possivel que o participante sugira
uma representacao sem que seus algarismos formem uma sequéncia como em 0,372...,
nao periddico.

Em seguida, é pedido para que se ordenem 0s numeros 0,222.. e
0,123456789101112... (n&o periodico), com o objetivo de perceber que se obteve um
namero irracional menor do que o nimero racional fornecido na questdo anterior. E
possivel que alguns sujeitos os representem na reta real.

Podera haver a necessidade de intervencdes na questao 6. Por exemplo, podera
ocorrer a discussao de que a acao de modificar um algarismo “3” do numero 0,333... ndo
torna o novo numero irracional, nem mesmo com a mudanca de um nuamero finito de
algarismos, sdo obtidos nimeros irracionais. E necessario que o sujeito explicite que
com a mudanca de casas decimais torna a representacdo nao periodica, isto é, o
participante devera colocar a observacdo, ao lado do novo numero, de que nas

reticéncias de sua representacdo ndo ha periodo.
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Na atividade anterior foi explorada a propriedade de que entre um ndmero
irracional e um namero racional ha nimeros racionais. Nesta atividade, a partir da sexta
questao sera explorado o fato de que entre um namero racional e um numero irracional
existem ndameros irracionais, propiciando entdo um processo que tem como objetivo
chegar a conclusao de que entre dois nUmeros racionais existem infinitos irracionais.

Nesta etapa, a partir da questédo 6, a expectativa é de que o participante troque
algarismos para gerar numeros irracionais diferentes, por exemplo, a representacédo do
namero racional 0,333... pode sofrer modificacdes a partir da segunda casa decimal para
se obter um outro nimero como o 0,3456789101112... (ndo periddico), ja que os critérios
de classificacdo foram discutidos e institucionalizados nas questdes das atividades
anteriores.

Como foi previsto, havera intervencéo se os sujeitos ndo perceberem que basta
eliminar a periodicidade, trocando algarismos e indicando com as reticéncias que o
namero tem representacdo decimal infinita, e ainda que nos algarismos ocultos
(aqueles que séo representados pelas reticéncias) ndo ha periodicidade.

Nas questdes 7, 8 e 9, pede-se para serem encontrados outros numeros
irracionais, primeiro entre o racional 0,333... e o numero irracional obtido na questéo 6, a
seguir pede-se um numero irracional entre o 0,333... e 0 numero irracional obtido na
qguestdo 7 e depois um nuamero irracional entre 0,333... € 0 numero irracional obtido na
guestao 8.

A partir do momento da obtencdo do primeiro nimero irracional na questao 6,
trata-se de interpolar um segundo numero irracional, porém agora entre um numero
racional e um irracional. Esta situacao sera explorada nas questfes de 7 a 9.

Em relacdo as questdes 10 e 11, é pedido que se encontrem numeros

: . : . , . . . .. - 4
irracionais, primeiro entre o niumero irracional obtido pelo sujeito na questao 6 e 3 ea

. , o , . ~ 4
seguir um numero irracional entre este numero, obtido na questéo 10, e 3

Pelo fato de serem pedidos quatro numeros irracionais entre 0,333... e o irracional

obtido anteriormente, e depois pedido que se encontrem dois numeros irracionais entre
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L . 4 ) . . - )
o primeiro irracional encontrado e 5. e entre este irracional obtido na questao anterior e

4 . . . , . . . . ~ .
3 0 participante encontrara seis numeros irracionais diferentes. Na questdo 12 é

pedido que se ordenem estes numeros, € possivel que alguns participantes nao utilizem
nem ponto e virgula nem as relagdes de maior ou menor e sim 0s representem na reta
real. E provavel que a localizagdo dos nimeros na reta real ou a ordenacio dos
nameros obtidos, auxilie na compreensao da no¢ao de densidade.

Este procedimento de se achar um numero entre dois numeros dados, e depois
encontrar outro niumero entre o obtido pelo entrevistado e um dos nameros dados
inicialmente, tem o objetivo de propiciar a apreensdo da nocdo de densidade do
conjunto dos numeros reais, ja que em todos 0s casos até entdo, € enfatizado o fato de
gque sempre € possivel, por um método ou outro, encontrar um terceiro numero

compreendido entre dois nUmeros dados.

ANALISE DAS QUESTOES — ATIVIDADE VII

Esta atividade contém questbes semelhantes as da anterior e outras
semelhantes as da atividade Ill. Uma grande diferenca é o fato de que os dois numeros
fornecidos sdo mais “proximos” do que aqueles da anterior. Por mais que as duas
atividades se assemelhem, esta nos parece necessaria, ja que ndo basta uma
discussdo ou um momento de institucionalizagdo para que haja a apreensdo de um
objeto matematico.

Nas questdes da atividade anterior, 0s nimeros racionais e irracionais a serem

: 4 " ~ : e
obtidos estavam entre 0,333... e 3 que tém representacdo decimal infinita, e nesta, os

. Lo . L ~ . 4
nameros racionais e irracionais deverao estar Compreendldos entre 1,333 e 5, um com

representacdo decimal finita e o outro infinita. Portanto com a “aproximacao” destes
nameros na reta real, diminuindo-se a distancia entre eles, pretende-se investigar a
concepcgao da nocao de densidade, uma vez que, por mais que Se aproximem 0S

nameros sempre havera infinitos nimeros entre eles.
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11.

12.

13.

14.

Dados dois numeros racionais 1,333 e g :

Existe um nimero racional entre eles? Se sim, exemplifique.
Ache um nimero racional entre 1,333 e 0 nimero obtido na questéo n° 1.

Ache um namero racional entre 1,333 e o nimero obtido na quest&o n° 2.

, . . . ~ 4
Ache um niimero racional entre o nimero obtido na questdon® 1 e 5

, . . . ~ 0o 4
Ache um namero racional entre o nimero obtido na questdon™ 4 e 5
Represente na reta todos 0os nUmeros que apareceram até aqui.

, L . 4
Quantos numeros racionais existem entre 1,333 e 5 ? Comente sua resposta.
Existe um namero irracional entre 1,333 e §? Se sim, exemplifique.

Ache um namero irracional entre 1,333 e 0 nimero obtido na questio n° 8.

Ache um namero irracional entre 1,333 e o nimero obtido na questio n° 9.

. oo . , x 4
Ache um namero irracional entre o nimero obtido na questio n® 8 e §

. oo . , x 4
Ache um namero irracional entre o nimero obtido na questdo n® 11 e §
Ordene todos 0s nUmeros que apareceram até agora.

. Y . 4
Quanto numeros irracionais existem entre 1,333 e § ? Comente sua resposta.
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Para poder comparar estes dois numeros é necessaria a realizacdo de

~ . . L . o4 .
conversao de registros, a expectativa e a de que o registro fracionario 5 seja

convertido para o registro decimal infinito 1,333... . A conversao no sentido inverso

parece-nos pouco provavel, apesar de possivel. A partir da conversado para o registro

decimal teremos oportunidade de avaliar se os sujeitos fazem a associacao destas

representacdes considerando-as como sendo de um mesmo namero, COmo preconiza

Duval.
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Nas questbes de 1 a 5 sdo pedidos nimeros racionais entre 1,333 e g Para

tanto se 0s sujeitos sugerirem na questdo 1, uma representacdo decimal finita, &
esperada a utilizacdo da média aritmética entre eles nas questdes 2 e 3, visto que ja foi
sugerido e trabalhado na atividade Ill. Este procedimento sera repetido quatro vezes
pois a partir da obtencdo do primeiro nimero, é solicitada a obtencdo de outro nimero
racional compreendido entre 1,333 e este numero conseguido anteriormente.

Novamente um nuamero racional entre 1,333 e este que acaba de ser obtido. Em seguida

€ pedido que se encontre um numero racional entre o primeiro racional descoberto e 5,

: : . _— 4
e assim mais um racional entre este ultimo e 5

Se 0s sujeitos sugerirem na questdo 1 um ndamero racional na representacao

: s 4 . . ~ .
decimal infinita e converterem 3 para o registro decimal, poderdo utilizar o

procedimento sugerido de troca de algarismos, para obterem numeros racionais entre
eles, nas questdes de 2 a 5.

Na questdo 6 pede-se para representar estes ndmeros na reta e na questdo
seguinte espera-se que 0s participantes respondam que ha infinitos nimeros racionais
entre dois numeros racionais.

A obtencdo de numeros irracionais, entre dois numeros, sera solicitada nas
questdes 8 a 12. As perguntas para se encontrarem ndmeros irracionais entre 0s
nameros dados, foram elaboradas da mesma maneira daquelas para a obtencao de
nameros racionais, primeiro entre os dois numeros iniciais, depois entre 0 1,333 e o

obtido anteriormente e a seguir entre 1,333 e este encontrado por ultimo. Continuando,

€ pedido um numero irracional entre o primeiro obtido e 3 e em seguida outro irracional

o 4
entre este ultimo e 5.
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Nestas questbes, além de ser abordada a situacdo de que entre dois niUmeros
racionais existe numero irracional, também contemplaram-se as seguintes situacoes:
nameros irracionais entre um numero racional e outro irracional, e também ndameros
irracionais entre um namero irracional e outro racional.

E pedido que se ordenem estes nimeros e esperamos que 0s sujeitos utilizem
0S sinais de maior ou menor ou 0s representem na reta real.

E possivel a utilizagcdo, pelos sujeitos, do procedimento sugerido na atividade
anterior, por exemplo, um namero irracional compreendido entre 1,333 e 1,333... poderia
ser 0 1,33301234567891011... ou 1,3331234567891011... , ambos n&o periédicos.

Para que sejam escritos numeros racionais e irracionais entre 1,333 e 1,333... , 0
participante devera representar pelo menos as quatro primeiras casas decimais, ja que
as trés primeiras e o inteiro serdo necessariamente iguais a 1,333.

Esperamos que 0s sujeitos concluam que existem infinitos nUmeros racionais e

infinitos irracionais entre dois nidmeros racionais distintos.

ANALISE DAS QUESTOES — ATIVIDADE VIII

As questbes da atividade VIl foram elaboradas com a mesma estrutura das
questdes da atividade anterior, ou seja, € pedida a obtencdo de numeros racionais e
irracionais entre dois numeros dados tanto em direcdo a esquerda (a0 menor nimero)
quanto para a direita (ao maior numero).

Porém o0s numeros “muito préximos” escolhidos para esta sessdo sdo um
racional e o outro irracional, sédo eles, 0 3,14e 0 TL

Além dos objetivos de se obter nimeros racionais e irracionais entre um namero
racional e outro irracional dados, também pretende-se investigar se 0s sujeitos
associam estas duas representacdes como sendo a de um mesmo numero. Em geral
esta falsa associacao pode ter sido reforcada com o uso de calculadoras pela limitagéo
do nuamero finito de casas, 0 que conseqientemente s6 permite trabalhar com nimeros

racionais.



1.

2.

10.

11.

12.

13.

14.

Dados um namero racional 3,14 e um namero irracional TT, responda:

Existe um nimero racional entre eles? Se sim, exemplifique.

Ache um namero racional entre 3,14 e o nimero obtido na questéo n° 1.
Ache um namero racional entre 3,14 e o nimero obtido na quest&o n° 2.
Ache um namero racional entre o nimero obtido na questdo n® 1 e TT.
Ache um namero racional entre o nimero obtido na questdo n® 4 e TT.
Ordene todos 0s nimeros que apareceram até aqui.

Quantos numeros racionais existem entre 3,14 e TT ? Comente sua resposta.
Existe um nimero irracional entre 3,14 e TU ? Se sim, exemplifique.
Ache um namero irracional entre 3,14 e o nimero obtido na quest&o n° 8.
Ache um namero irracional entre 3,14 e o nimero obtido na questéo n° 9.
Ache um namero irracional entre o nimero obtido na questdo n° 8 e TL.
Ache um namero irracional entre o nimero obtido na questdo n® 11 e TT.
Ordene todos 0s nimeros que apareceram até agora.

Quantos numeros irracionais existem entre 3,14 e TU ? Comente sua resposta.
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Provavelmente alguns entrevistados escrevam que ambos 0s numeros sao

iguais e no momento de discussao surgirdo novamente os critérios de classificacdo dos

nameros, abordados desde a atividade |, chamando a atencdo para o fato de que Tt é

um numero irracional portanto possui infinitas casas decimais nao periédicas e o

. ~ . .. . a
namero 3,14, que tem representacdo decimal finita, pode ser escrito na forma b com a

O0ZebOZeb#0,istoé, 3,14 = % € racional. Logo, estes numeros ndo podem ser

iguais.

E curioso observar que segundo Eves (1995, p.478) o primeiro matematico que

provou que o numero Tt € irracional foi Johann Heinrich Lambert (1728-1777) em 1767:



“Ele mostrou que se x é racional, x # 0, entdo tg x ndo pode ser racional; e como tg

NG

m . , . ,
1, segue-se que 2 n&o pode ser racional; logo, 0 mesmo acontece também com TT'.

Pretendemos com as questfes desta atividade encaminhar o entrevistado ao
objetivo citado anteriormente, passando pelas etapas de obtencdo de numeros
racionais entre dois racionais, e a de numeros irracionais entre dois irracionais,
retomando assim abordagens ja discutidas em atividades anteriores.

Durante a resolucdo das questfes desta atividade também serdo contempladas
as seguintes situacfes: a existéncia de ndamero racional entre um numero racional e
outro irracional, e de nimero irracional entre um racional e um irracional.

E pedido para que se ordenem os nimeros podendo-se assim compara-los e

fornecer mais subsidios para a compreensao da densidade e se chegar a questao final
de quantos numeros racionais e irracionais existem entre 3,14 e TL

E provavel que nesta atividade, haja menos ddvidas e que a maioria responda
gue ha infinitos nimeros racionais e infinitos irracionais entre 3,14 e Tt porque questdes

analogas a estas ja foram abordadas e os resultados discutidos.

ANALISE DAS QUESTOES — ATIVIDADE |X

Nas questdes da atividade 1X sdo fornecidos dois niumeros irracionais abordando
a existéncia de numeros, tanto racionais quanto irracionais, entre eles. Esta atividade
engloba e repete os objetivos de duas outras, na atividade IV foi trabalhada a existéncia
de numeros irracionais entre dois irracionais, e na atividade V o enfoque foi na
obtengdo de numeros racionais entre dois irracionais. Também retoma os critérios de
classificacdo de numeros racionais e irracionais na representacao decimal infinita.

Os numeros dados foram representados com as primeiras onze casas decimais
e nas reticéncias ndo estdo implicitos periodos, sao eles: 0,10100100001... e
0,10100100010... . Nas onze primeiras casas decimais de cada representagdo, o que

os diferencia sdo a 10% e 112 casas decimais.
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Dados dois numeros irracionais 0,10100100001... e 0,10100100010...
1. Existe um numero racional entre eles? Se sim, exemplifique.
2. Existe um nGmero irracional entre eles? Se sim, exemplifique.

3. Se estes nimeros séo irracionais, pode haver repeticées de algarismos apds a 12% casa?
E isto significa que a representacao possui periodo?

4. A parte da representacao decimal que esta “oculta” (substituido por reticéncias)
pode ser a mesma nos dois nimeros? Se isto acontecer, 0s nimeros seréo iguais?

5. Estes nimeros serdo racionais ou irracionais?
6. Qual nimero sera maior?
7. Quantos numeros racionais existem entre eles? Comente sua resposta.

8. Quantos numeros irracionais existem entre eles? Comente sua resposta.

No inicio desta atividade pergunta-se a respeito da possibilidade de existéncia de
nameros racionais e irracionais entre eles, pedindo-se exemplos. Para a obtencéo
destes exemplos, espera-se que 0s sujeitos modifiguem a 11% casa decimal na
representacdo dada, podendo ou nao explicitar que, no caso de ser irracional, ndo ha
periodo em sua representacdo. Com as duas primeiras questdes, € retomado o critério
de classificacdo de numeros reais. Estas duas situacdes ja foram abordadas
anteriormente em que foi institucionalizado que hé infinitos nimeros racionais e infinitos
irracionais entre dois numeros irracionais distintos.

Na questdo 3 pergunta-se a respeito da possibilidade dos algarismos
representados pelas reticéncias formarem um periodo, sabendo-se que estes niameros
sao irracionais. Novamente pretende-se refletir sobre a infinitude da representagcao
decimal e seu efeito na classificagdo do numero. Pretendemos investigar se hi a
identificacdo da representacéo infinita, mesmo se peridédica, com a irracionalidade do
namero.

Na questdo 4 é indagado se os algarismos ‘ocultos’ podiam ser oS mesmos nos
dois niumeros e no caso dos algarismos ‘ocultos’ serem iguais, pergunta-se se 0S
nameros sao iguais. Se algum sujeito responder que 0s numeros sao iguais,

discutiremos que, apesar de infinitas casas decimais de ambas as representacoes
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serem iguais, 0S numeros ndo sSao 0S mesmos pois possuem duas casas decimais
diferentes, a 10% e 11°.

Em seguida pede-se que classifiguem estes dois niameros em que as casas
decimais ndo representadas supostamente s&o iguais. No caso de algum participante
classifica-los como racionais, sera feita uma discussao local e estabelecido que os
nameros sao irracionais e diferentes, mesmo que a parte ‘oculta’ seja a mesma pois 0s
nameros originalmente dados sao irracionais.

Apdés uma possivel intervencdo, ndo se espera que na questdo 6 haja
identificacdo dos numeros. A expectativa € que 0s sujeitos respondam que o0 segundo
namero € maior que o primeiro, preparando a situacdo para responderem as duas
altimas questdes.

No final das questdes desta atividade, numa tentativa de generalizagéo,
guestiona-se a quantidade de numeros racionais e irracionais entre eles, pedindo-se
para fazer um comentario. Por meio dos comentarios, podera se investigar a no¢ao dos
sujeitos a respeito da densidade.

Por terem sido trabalhadas questbes semelhantes em atividades anteriores,
espera-se que 0s sujeitos possam trabalhar com uma relativa independéncia.
Entretanto, pela proximidade dos numeros e a semelhanca na representacdo podem
propiciar algumas dificuldades na obtencdo de numeros entre eles. Investigaremos a

reacao deles diante deste fato.

ANALISE DAS QUESTOES — ATIVIDADE X

A Ultima atividade € composta por afirmacbes para serem julgadas em
verdadeiras ou falsas. As questdes desta atividade sdo semelhantes as da segunda
porém espera-se um indice de acertos maior, ja que deve ter havido muitas discussdes
ao final de cada uma das atividades.

S&o catorze questdes envolvendo os critérios de classificagdo dos numeros reais
e a propriedade da densidade, mais especificamente objetiva verificar se ha

concepcgdes como a identificacdo de nimero irracional com a representacdo decimal
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infinita, identificacdo da representacdo fracionaria como ndmero racional e a possivel

identificacdo de namero irracional com sua aproximacao a um numero racional.

Assinale Verdadeiro (V) ou Falso (F) e comente sua resposta.
1. ( ) E possivel calcular a média aritmética de dois nimeros racionais quaisquer.

2. ( ) Todo nimero que tem representagdo decimal infinita € um nimero irracional.
m, .
3.( ) E € racional.

4. ( ) Entre um nimero racional e um nimero irracional existem nimeros racionais e numeros irracionais.
5. () Nao existe nimero racional entre dois nimeros irracionais.
6. ( ) Entre dois nimeros racionais nédo existe nenhum numero irracional.

7.( ) 0,333...3 éirracional.

8. () N&o é possivel encontrar um nimero racional entre um nimero racional e um irracional.
9. ( ) E sempre possivel tirar a média de dois nimeros irracionais.

10.( ) V2 e 1,41 representam o mesmo numero.
11. () A média de dois niUmeros racionais € um namero racional.
12. ( ) E sempre possivel encontrar um nimero irracional entre dois nimeros irracionais.

13.( ) 1,333... éirracional.

1A ( \ Fvictam infinitne niimarnc rarinnaic a infinitne niimarnc irrarinnaic antra dAnic nimarnc raaic

Sé&o contempladas todas as situacdes abordadas nas atividades anteriores. Em
cada questao foram deixadas duas linhas para que o participante comente sua resposta
e é justamente por meio destas respostas que teremos subsidios para analisar as
concepcOes existentes ao final do trabalho. Esperamos que os argumentos utilizados
nesta atividade sejam mais consistentes e revelem um aprimoramento se comparados a
segunda.

O objetivo é avaliar a reacdo quanto as noc¢des trabalhadas anteriormente, isto €,
a propriedade da densidade dos numeros reais, a classificacdo de um numero racional
na representacdo decimal infinita e verificar se ha a identificacdo entre um numero

irracional e sua aproximacao racional. Neste caso, discutiremos que a aproximacgao €
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7

uma representacdo limitada mas € necessaria em alguns momentos do ensino.
Enfatizaremos que um numero irracional possui uma representacao decimal infinita e
nao finita.

Na primeira questdo esperamos que O sujeito responda que é possivel tirar a
média aritmética entre dois numeros racionais quaisquer pois a soma de dois nimeros
racionais é também racional, e este procedimento ja foi efetivamente trabalhado na
atividade III.

A questdo 2 trata da associacdo da representacdo decimal infinita a um numero

irracional, a expectativa € a de que o participante comente gque numero racional,

quando periédico, também possui representacédo decimal infinita.

. L T , , ~ ,
Esperamos que o numero irracional > e 0 numero racional 0,333...3 ndo sejam

erroneamente classificados, pois em pesquisas citadas anteriormente, muitos alunos e
professores entrevistados associam fracdo ao numero racional sem observar a natureza
do numerador e do denominador, e também identificam um namero com reticéncias
como sendo irracional sem prestar atencdo na finitude da representacgéo.

Em relacdo a representacdo 1,333..., sdo possiveis ambas respostas. Esperamos
as seguintes justificativas, se for classificado como racional deve ser pela suposi¢céo de
periodicidade na representacdo. Se for classificado como irracional deverd ser pela
possibilidade de ndo haver periodicidade na representacao, ja que néo ha indicacbes
que isto deva ocorrer. Ainda ha a possibilidade de que algum sujeito efetivamente
responda que esta afirmagcdo pode ser verdadeira ou falsa dependendo da
interpretacéo dos algarismos que compdem as casas decimais ndo representadas.

Nas questdes 4, 5, 6, 8 e 12 sdo abordadas as seguintes situacdes: primeiro a
existéncia de nimeros racionais e irracionais entre um racional e outro irracional, depois
o fato de haver namero racional entre dois nimeros irracionais, em seguida numero
irracional compreendido entre dois niumeros racionais, e ainda, numero racional entre
um namero racional e outro irracional e por ultimo, a existéncia de niumeros irracionais
entre dois irracionais. Nestes casos, se 0s participantes optarem por fornecer exemplos,

esperamos que eles lancem méo da representacéo decimal e troquem algarismos como
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foi sugerido em atividade anterior, ao invés de tentar tirar a média entre eles. Estas
situacOes descritas poderédo nos fornecer subsidios para avaliar se as atividades deram
conta delas, auxiliando na percepcao da existéncia de numeros entre dois dados.

Em relacdo a questdo 12, pelo fato da questdo precedente afirmar que a média
entre dois nUmeros racionais € um numero racional, € possivel que influencie a
resposta a esta questdo induzindo tentar tirar a média de dois numeros irracionais por
meio de suas aproximacoes racionais.

Na questdo 9, a respeito da possibilidade de se tirar a média de dois numeros
irracionais, € um procedimento que nao se aplica pelo fato de ndo podermos operar
com 0s numeros irracionais escritos na representacao decimal. Apesar disso, € possivel

que alguns sujeitos aleguem poder utilizar aproximacgdes racionais destes numeros e

743
2

assim tirar a média. E possivel que haja alguma resposta do tipo , NO registro

simbdlico, que apesar de poder representar a média aritmética entre dois numeros
irracionais, ndo € possivel conhecer este numero, ou seja, todas as suas casas
decimais.

A questdo 10 trata da possibilidade de os sujeitos identificarem um namero
irracional com sua aproximagao racional.

Finalmente, a dltima questao onde é abordada a situacéo geral: “Existem infinitos
nameros racionais e infinitos irracionais entre dois numeros reais”, € uma oportunidade
para se investigar a concepg¢ao que os sujeitos tém a respeito da densidade no final da
seqguéncia.

Quanto as expressdes ‘€ sempre possivel, 'ndo existe numero’, ‘ndo é
possivel’, “existem infinitos nUmeros™ esperamos que ndo suscitem duvidas nesta fase.

A discussdo deverd ser feita questdo por questdo, propiciando uma outra
oportunidade para reflexdo sobre as propriedades dos numeros reais tratadas neste

trabalho, principalmente sobre a questdo da densidade dos numeros reais.
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No final de cada atividade havera a institucionalizacdo local e neste ponto devera
haver uma institucionalizacéo global contemplando os seguintes assuntos:

a) representacao decimal infinita periddica refere-se a um ndamero racional.

b) representacdo decimal infinita ndo periddica refere-se a um numero irracional.

c) representacdo fracionaria seré referente a um ndamero racional se as naturezas
do numerador e do denominador forem nameros inteiros com o denominador
diferente de zero.

d) representacdo decimal finita refere-se a um nuamero racional.

e) a densidade do conjunto dos numeros reais, isto é, entre dois numeros reais

distintos existem infinitos nimeros reais, tanto racionais quanto irracionais.
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CAPITULO 5: ANALISE DOS RESULTADOS

Neste capitulo analisaremos os dados dos protocolos das questdes de cada
atividade juntamente com alguns comentarios feitos durante a resolucdo das questbes
(anotados pela pesquisadora e pelo observador, e pelas gravagbes em audio) e
agueles feitos durante a discussao final. Esta analise sera pautada nos objetivos e
expectativas da analise a priori feitos no capitulo 4, que serdo retomados
resumidamente em cada uma das atividades, para facilitar a comparagéo com os dados
colhidos. Ao final da andlise de cada atividade, exporemos o que foi institucionalizado.

ApoOs a andlise das questbes das dez atividades, examinaremos o instrumento de
avaliacdo do experimento, respondido pelos participantes no final da dltima sesséo, que
tem como objetivo a investigacdo da concepcdo dos sujeitos quanto aos assuntos
trabalhados com a sequéncia. Por ultimo a andlise da reaplicacdo da atividade Il apos

dois meses.

ANALISE DOS DADOS — ATIVIDADE |

QUESTAO 1

Nesta questdo era solicitada a classificacdo dos numeros em racionais ou
irracionais, com o0 objetivo de investigar as concepc¢des quanto aos critérios desta
classificacao.

Com poucas excec¢bes, a maioria classificou corretamente os numeros dados
constantes no quadro a seguir.

O quadro a seguir mostra que um grupo deixou em branco a classificacdo de
4,21222324... e outro grupo deixou em branco a classificacdo de 4,212121... Isto pode ter
sido motivado pela nédo garantia de periodicidade informada em ambas as
representacfes. Desse modo, 0s numeros representados poderiam ser interpretados
com sendo racionais ou irracionais, dependendo do entendimento quanto aos

algarismos nao representados, isto €, se fosse considerado um periodo ou nao.
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Racional e Em
Numero Racional | Irracional Irracional branco
0 4 1
J5 5
3 5
3 5
0,333...3 5
4,21222324... 1 3 1
4,212121... 4 1
m 5
3,1416 3 2
P
1—7; 5
e 5
2,7182 4 1
1,999... 5
2 5
NE) 5
73 5

Quanto ao zero, que historicamente teve dificuldade em ser aceito como numero,
foi classificado por um grupo, como sendo ao mesmo tempo racional e irracional. Na
discussdo que precedeu a decisdo, houve oportunidade de se registrar o seguinte

dialogo:
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Sujeito: “Deixamos o zero por ultimo”

Pesquisadora: “Por qué?”

Sujeito: “Porque o zero esta em todos inclusive nos reais”

Pesquisadora: “Mas é racional ou irracional?”

Sujeito: “Esta no meio.”

A expressao “Estd no meio”, para este grupo, significa que o ‘zero’ esta na
intersecao dos dois conjuntos, o dos numeros racionais e o dos irracionais.

Pudemos perceber que um grupo precisou utilizar a calculadora para converter

1 . . " .
3 para 0,333... e assim concluir que se tratava de uma representagcao de um numero

. - . . .o, 1
racional. Talvez ndo esteja claro para este grupo que o registro fracionario 3 refere-se

a um namero racional.
Um participante de outro grupo analisando 0,333...3 comentou:

1 . : . .
“5 e 0,333...3 é a mesma coisa”. Mas em seguida seu parceiro argumentou que a

representacdo 0,333...3 era finita e por este motivo era a de um numero racional, o

primeiro concordou.

As representacoes J5, e, T, % e ? nao suscitaram duvidas apesar de

NE

. Tt . ~
termos previsto que E e T pudessem ser associados a uma representacao de um

namero racional, por se tratarem de fracdes.

T ~ Tt . . -
Quanto a discusséao de E registramos o seguinte comentario:

“A divisdo de irracional por racional é irracional’. O que valida a classificacdo em
irracional.

O objetivo das representagOes 4,21222324... e 4,212121... era problematizar e
levantar questionamentos a respeito dos algarismos ‘ocultos’ nas reticéncias e discutir

0S possiveis acordos tacitos. Sera que pode haver periodo na representacao
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4,21222324...? Sera que os algarismos ‘2’ e ‘1’ na representacdo 4,212121... formam um
periodo necessariamente?

O numero representado por 4,21222324... foi classificado em racional por um
grupo que conjecturou a respeito das casas decimais representadas por reticéncias
dizendo:

“4,21222324... ndo tem periodo mas e depois?”.

Este grupo evitou o acordo tacito, mas os demais, na auséncia de algarismos
repetidos, que pudessem caracterizar um possivel periodo, classificaram-no como
irracional, sem questionamentos.

Enguanto que o namero representado por 4,212121... foi classificado em racional
por quatro grupos que interpretaram o ‘21’ como algarismos que formariam um periodo,
registramos o comentario a seguir:

“4,212121... tem periodo 21 e tem uma regra pra voltar, s6 ndo lembro”. O que
justifica que € racional mas mostra também que o participante sabe que existe uma
regra mas esqueceu.

Um outro grupo, apesar de té-lo classificado como nimero racional conjecturou:

“No numero 4,212121... poderia ndo se repetir o 21, entdo ndo seria racional”.
Talvez sinalizando que é preciso uma confirmagdo de periodicidade para classifica-lo
com segurancga, ndo aceitando acordos tacitos.

Nos protocolos, dois grupos classificaram o numero representado por 3,1416
como sendo irracional. E um grupo classificou 2,7182 como sendo irracional. No

momento da discussao pareceu-nos que alguns associam 3,1416 com T{(trés grupos),
assim como 2,7182 com € (dois grupos).

Na plenéria registramos 0s seguintes comentarios de trés participantes que
tiveram o intuito de convencer os outros quanto a classificacdo de 3,1416 e de 2,7182:

“O enéo é s6 2,71, tem, infinitos”.

“2,7182 se aparecer sO assim é racional”.

“3,1416 é racional”.
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. 3, . - ~ . ,
O registro S foi classificado como uma representacdo de um numero racional

por dois grupos, um deles converteu para o registro decimal e constatou ser uma dizima
e assim concluiu ser racional. Os outros trés grupos, apoés a divisdo, nao identificaram a
periodicidade e classificaram-no como irracional. Talvez tenha havido uma associacao
de numero na representacdo decimal infinita com a irracionalidade. Nao foi identificada

a associacdo de numero negativo com irracionalidade.

QUESTAO 2

Explique o critério que vocé usou para tomar a decisdo na questéo 1.

O objetivo era propiciar uma oportunidade de refletir a respeito destes critérios
para uma melhor analise quanto as nocfes de numero racional e irracional.

Nenhum grupo respondeu que: Numero racional € aquele que é possivel coloca-
lo no registro de representacdo fracionaria, sendo numerador e denominador inteiros
com o denominador diferente de zero, no registro da lingua natural ou no registro
simbdlico ou ainda utilizando os dois registros.

Foram consideradas incompletas duas delas em que faltava a especificacdo da
natureza do numerador e do denominador. Em nenhuma delas ndmero irracional foi

citado explicitamente. Segue um dos protocolos:
~ / | g
A lﬁéﬁ ffw / / A dﬁg Qéj 77 U 72 ) Ser
D S p A Tt e
REPIESarsryO T 7 /M4

\

Duas respostas referiram-se as representacdes dos numeros dando exemplos de

nameros racionais e irracionais sem explicitacdo dos critérios. Seguem algumas destas
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citagbes: “Racionais: todos numeros fracionarios”, “Irracionais: todos os numeros de
raizes inexatas e numeros decimais ndo periddicos e de infinitas casas”, “Q = (Z,
dizimas periddicas simples e compostas)”, “R — Q = (dizima periodica sem periodo
definido, TT, €, raizes ndo exatas)”.
Alguns comentérios que percebemos durante a discussdo dentro de um grupo:
“Se eu conseguir transformar para fracao € racional”.

“Uma dizima periodica eu acho que € racional”.

QUESTAO 3

Existe um numero real compreendido entre os nimeros abaixo?
No caso afirmativo escreva algum(ns).

NUmeros Ndo | Sim Qual(is)

3 4
1) Entre — e —
11 11

2) Entre 2,13 e E
100

3) Entre% e 0,333...

4) Entre 0,999... e 1

Nesta questdo se inicia a abordagem da densidade dos numeros reais. Pedia-se
para verificar a existéncia de numeros reais entre dois numeros dados, e no caso
afirmativo dar exemplos.

Em relacéo aos quatro pares de numeros:

A . : 3 4
1) Todos os grupos perceberam a existéncia de niameros reais entre — e — e

11

entre 213e ﬁ

100
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. 3 4 : : .
Dois grupos converteram Tl e T para o registro decimal, respectivamente

0,272727... e 0,363636..., para encontrar nimeros entre eles e registramos uma fala de
um deles:
“Decimal é mais facil”. Esta explicitacdo faz parecer que a converséao € familiar e

torna o registro decimal mais facil de se trabalhar.

: ., 3 4
Um destes grupos usou calculadora para mudar os registros fracionarios T e 1

para os registros decimais e o outro registrou as divisdes em seu protocolo.

~ 31 32 :
Um grupo nao converteu e escreveu: H e H, sem o cuidado de representar o

namero racional como quociente de dois numeros inteiros.

Um grupo que ndo converteu, errou sugerindo um ndmero na representacao

fracionaria porém fora do intervalo dado, é o caso dos sujeitos que responderam TR

. 214 _ .
2) O numero 100 foi representado por 2,14 por quatro grupos que escreveram no
registro decimal, nUmeros entre eles.

. P | ~ Lo
Um grupo colocou no registro fracionario 200 gue nao esta no intervalo dado.

. . - . 1
3) Também todos identificaram as representacdes 3 e 0,333... como sendo a de
um mesmo numero respondendo que nao havia nimeros entre eles.
. n . , 1
Apesar de um grupo ter respondido que ndo havia numeros entre 3 e 0,333...,

durante a discussdo no grupo, que precedeu a resposta, foi detectado o seguinte

comentario:
13 1 o~ 7 . . ”
Entre 3 e 0,333... ndo tem numero real, tem irracional”. Parece apontar que para

este grupo nao esta claro o significado de numero irracional e real.
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4) O unico par de numeros em que foi identificada duvida foi em relacdo as
representacfes 0,999... e 1, trés grupos responderam que ndo ha numeros entre eles.

Um grupo respondeu que sim colocando 0,001, e um grupo deixou em branco
apesar de se notar uma rasura pois foi apagada a resposta néao e tinha sido colocada a
representacdo — 1. Parece ndo dar o mesmo significado para as expressoes: “tende a”
e “tem limite n”, e isto é reforcado por outro grupo que comentou:

“O 0,999... tende a 1 mas nao chega a 1". O que foi evidenciado por pesquisas
anteriormente citadas como Rogalski (1994) e Artigue (1995).

Na plenaria foi apresentada a seguinte tentativa de argumentacao:

% =0,333...J 3x % =0,333...x3 0 1=0,999....

Esta apresentacdo ndo serviu como justificativa para um grupo que nhao
identificou 0,999.... e 1. Esta ndo aceitacdo ndo é surpreendente e parece que esta
tentativa de explicacdo é falha e insuficiente, apesar de ter sido utlizada como
argumento por Niven (1984, p. 53), por Rogalski (1994, p. 166) e também no Provéao
para o bacharelado e licenciatura em Matematica, em 2002. Como se opera com
representacdes infinitas? E sempre possivel?

Outra dupla, discordando no inicio de que 1 e 0,999.... séo representa¢cfes de um
mesmo numero, decidiu optar pela identificacdo delas.

Seguem alguns protocolos para ilustrar as respostas analisadas.

Numeros Nao Sim Qual(is)
3 4 .
Entre = e — >< D,2% 0,30 0350
. Entre 2,13 e 214 >< 2423 £ 2,39
215 109 T et
oo Entre% e 0,333... ><
23 204
.
i3 Entre 0,999... e 1 X
133
~ Lo (v
50\,"/
800 Zq/Q‘:]“ ,%i 036
QY T/ O

30




Ndmeros Nao Sim Qual(is)
Entre% e 14—1 x| ’7{:&‘
Entre 2,13 e %)1% X Z)LE
Entre% e 0,333.. X _ﬁ
Entre 0,999... e 1
Numeros Nao Sim Qual(is)
Entre % E f—l @ X E‘%L ) 32%_
Entre 2,13 e —i)l—g )( 2,131: 2132
Entre 1 e 0,333... )
3 7 X
Entre 0,999... e 1 X

QUESTAO 4

Considere o conjunto J={x0JQ/0<x< \/5}
(Ou seja, o conjunto J formado pelos nimeros racionais
compreendidos entre zero e raiz de dois, inclusive)

a) J tem um Ultimo elemento?

(Isto é, o elemento que vem exatamente antes de \/5 ?)

Sim N&o

b) Se sim, qual é esse elemento? Se ndo, por qué?

Esta questdo tem como objetivo explorar a densidade em P. O enunciado é dado

nas representacdes simbdlica e da lingua natural, a fim de evitar que a dificuldade na
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7

leitura e interpretagcdo dos simbolos prejudique nosso foco que € a densidade dos
nameros reais, além de chamar a atencdo de que J € um conjunto de numeros
racionais.

Em relagcéo ao item a), houve duas respostas ‘sim’ e trés ‘nao’.

Em relagéo ao item b), apesar do registro simbélico algébrico ter sido convertido
para o da lingua natural, dois grupos responderam sim ao item a), ndo percebendo que

0 conjunto era composto por numeros racionais, um deles escreveu como exemplo a

J2, e o outro colocou “2-n/n® *, com isso talvez o sujeito estivesse pensando que
houvesse numeros racionais menores, pois n é variavel, mas a questao pedia o ultimo
namero.

Um grupo que respondeu ndo no item a) escreveu:
“Nao, porque J2 esta dentro do conjunto”. Apesar deste grupo ter escrito na

linguagem natural, ndo percebeu que J2 nao esta no conjunto e, além disso, se J2
estivesse no conjunto, ele proprio seria o ultimo elemento. Talvez tenham sido
induzidos pela frase do enunciado ‘numeros racionais compreendidos entre zero e raiz
de dois inclusive’.

Outro grupo que respondeu nao no item a) escreveu: “Tem infinitos nameros”, o
que nao foi muito esclarecedor e talvez ndo tenha ficado evidente que nao existe um
altimo elemento naquele conjunto.

Um terceiro grupo adepto do nao, expressou-se:

é? Ll ,5‘1/{@(’

19) Wip fem /75?/?&'? EV I Hent /a/g.u by £ F
o ual

vupe doit oS 1@ oual £ (2T
sufe  Herr Vatsowe !,
Zf"/ Mowrve twawovaf el £ p&/ ser "o /(“/ﬂé"”/é’
0 e /ﬂ///;ﬂz/ Sader O GuANDL .

Parece que, para este grupo, numero irracional ndo tem significado.
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No momento da discussao, um sujeito interveio dizendo:

“mas ndo ha um ultimo elemento, é infinito”. Conseguiu convencer outro grupo,
enquanto que um terceiro grupo ficou com desconforto (0 mesmo grupo que néao
concordou com 0,999... =1).

Um suijeito falou durante a discuss&o no grupo:

“Antes do +/2 tem um nimero que ndo se pode achar”. Esta frase pode estar
dizendo que muitas vezes o fato de ndo poder achar um ultimo elemento significa a sua
nao existéncia, fato este que ja tinha sido detectado em pesquisas anteriores.

Um sujeito questionou a representacdo do conjunto J expressando:

“O /2 n3o é racional, entdo esta errada a pergunta J2 inclusive”. O gue pode
representar a dificuldade do sujeito em interpretar o significado de uma dupla
desigualdade. Este comentério levanta a discussao de se poder colocar < J2 sea 2
nao pertencer ao conjunto dos nimeros racionais em questao.

Durante a discussao, alguns participantes fizeram referéncias ao J2,0 gue pode
significar uma leitura minuciosa do conjunto, quanto a analise de a J2 fazer parte ou
nao do conjunto J por nao ser racional:

“A Unica coisa que estou com desconforto é a questéo do V27,

"Como vou saber se é o fim? O Gltimo ndo é o v/2?".

“Se vocé n&o sabe o0 /2, como vai saber o gue esta encostado nele?”.

Usando a calculadora para V2 comentou :

“S6 ndo tem mais um porque ndo tem como”. Referindo-se a limitacdo do
namero de casas decimais pela calculadora.

“E, ndo da pra definir este nimero”.

Talvez fosse melhor definir o conjunto da seguinte maneira:
J={xO0O/x>0ex*<2}, de sorte que ndo figurasse explicitamente nesse conjunto

de nameros racionais a representacao de um nuamero irracional.

Tanto os protocolos dos professores quanto os comentarios durante a discusséo

em grupos, apontam que foi encaminhado naturalmente para a discusséo geral em que
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foi institucionalizado que o numero racional é aquele que é possivel coloca-lo no
registro de representacao fracionaria, sendo numerador e denominador inteiros com o
denominador diferente de zero. Numero irracional é aquele que nao é racional.

Os sujeitos que tiveram dificuldade em classificar os nimeros, mostraram aceitar
prontamente os argumentos dos colegas que apontavam para a institucionalizacao
feita.

Outro objetivo desta atividade era investigar se 0s sujeitos percebiam a
existéncia de nameros reais entre dois racionais dados. Todos acertaram as questdes
gue envolviam este fato, inclusive fornecendo exemplos, na sua maioria, de nimeros
racionais. Baseados nos resultados apresentados pelos participantes, foram elaboradas

as questdes das atividades seguintes.

ANALISE DOS DADOS — ATIVIDADE I

As questdes desta atividade foram elaboradas para atingir mais pontualmente a
nocao de densidade, expressa no registro da lingua natural. S&o catorze afirmacdes de
ambito geral para serem classificadas como sendo verdadeiras ou falsas, contemplando
situagbes de existéncia de ndameros racionais e irracionais entre dois reais. Pedia-se
também para comentar o critério usado. Esta atividade além do seu carater diagnostico,
também visa a preparacéo das questdes das proximas atividades.

Numa primeira analise quantitativa obtivemos o seguinte desempenho:

Dois grupos erraram apenas uma questao, outros dois erraram duas questdes e
um grupo errou seis questdes. A questdo que mais apresentou respostas erradas foi:
“Entre dois numeros irracionais existe um numero racional”.

Aquelas respostas que continham comentéarios, foram sempre exemplos de
nameros como limites inferior e superior do intervalo e inserindo niameros entre eles.

Por exemplo:

“Entre 1 e 3 existe o \/_
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Um grupo sublinhou as palavras-chave como “um Unico nimero”, “ndo existe”,
“exatamente um”, “ndo existe” e “um unico”, talvez pela influéncia do registro de
representacdo da lingua natural para o entendimento da frase, corroborada pelo
comentario de um sujeito durante a resolugcéo das questdes:

“Pega no Portugués: um nimero ou um unico numero?”.

Ou pela fala de outro participante quando questionado pela falta de comentéarios
em suas respostas:

“Porque o argumento € sempre com exemplos e estamos cansados”.

Ou ainda, “O problema ndo € a Matematica, € a interpretacéo, é o Portugués”,
como se ambas as representacdes fossem separadas e independentes.

Estes comentarios evidenciam o poder e a necessidade da representacdo da
lingua natural, além da linguagem matematica, para o entendimento como defende
Duval em sua Teoria.

Em seguida faremos um panorama geral das respostas apresentadas pelos
sujeitos.

Analisando-se apenas as respostas de uma parte da questdo: verdadeiro ou
falso, o desempenho poderia ser avaliado em bom, mas nenhum grupo comentou todas
as questdes, dificultando a analise. Mesmo depois de termos percebido que os
participantes ndo estavam comentando por escrito seus critérios e de termos pedido
para que eles o fizessem, trés grupos nao justificaram nenhuma questéo. Parece haver
uma grande dificuldade em formalizar por escrito, justificando a escolha de verdadeiro
ou falso.

Um grupo comentou quatro delas e colocou idem a tal questdo em trés outras. O

grupo que forneceu mais justificativas, o fez em sete questdes dando exemplos como:

2. ( F) Entre dois nimeros racionais ndo existe niumero irracional.
Podde pretve [ 4 V2 3)- :
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Os sujeitos sabem que muitas ‘raizes’ sao estere6tipos de numero irracional,

deste modo o /2, sendo um representante-padrdo de irracional, é escolhido para
depois serem inseridos dois racionais, um menor e outro maior que ele, embora
também pudessem colocar 2 ao invés de 3 para 0 extremo superior.

Um segundo grupo escreveu para a pergunta em que se questionava a

existéncia de nimero irracional entre dois irracionais:

. orwss VTG 17 G

)
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Novamente as raizes aparecem como simbolos de irracionais, este grupo uniu
por um traco o J2 e0 19, provavelmente indicando os extremos de um intervalo para

serem inseridos os nimeros +/3,4/5,/7 .

Outra resposta, agora referindo-se a existéncia de numero racional entre dois
irracionais:

“Exemplo J2,2eB5". A2 aparece mais uma vez. Como este grupo decidiu

pelo 2 como representante de numero racional, 0s sujeitos puseram o J5 como o outro

extremo, poderiam ter colocado um numero racional entre J2 e /3 como por exemplo

1,5, mas talvez seja mais facil achar raizes que gerem um intervalo que compreenda o

2 por exemplo J2 e 5, do gue fixar as raizes J2 e 3 para depois achar por
exemplo, o 1,5 compreendido entre eles.

Em relacdo a primeira questdo: “Entre dois nameros racionais existe um unico
namero racional”, houve uma resposta:

"Existem infinitos”. Parece que este grupo percebeu que no enunciado, a
expressdo: um unico ndo era adequada pois fazia restricdes ao numero de elementos

contidos num intervalo.
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Na questdo: “Entre dois numeros irracionais nao existe numero irracional”,
escreveram:

“contra exemplo”. Mas ndo o explicitaram, talvez tenham percebido que né&o
existe numero estivesse errado e que fosse necessario colocar um contra-exemplo para
provar que existe pelo menos um numero irracional entre dois irracionais. Ou ainda
aprenderam a repetir, sem apreenderem o sentido disso, que no caso de uma
afirmacéao ser falsa basta dar um contra-exemplo.

Um grupo, para exemplificar a existéncia do niumero racional entre um racional e

outro irracional, colocou:

“1 : 1,1 ; J2". Nota-se que em muitos exemplos, o /2 esta presente como
representante de nimero irracional.

Em relacdo a questdo: “Entre dois ndmeros racionais existe um unico numero
racional” outro grupo escreveu:

“O 1 e 0 2 por exemplo, sdo dois numeros racionais e entre eles existem muitos
outros numeros”. Percebeu que ndo existe somente um, porém ndo deu exemplos.

Este mesmo grupo na questao: “Entre dois nimeros racionais nao existe numero

irracional”, escreveu:
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Escolhido o representante de numero irracional TT, determinou 0 3 e 0 4 como
extremos deste intervalo, neste caso, o exemplo nédo foi o V2 como a maioria escolheu.
Na questdo: “Entre dois numeros irracionais existe exatamente um numero
irracional”, um grupo justificou escrevendo que entre 1 e 2 estdo o J2 e 0 /3,

mostrando a existéncia de dois numeros, o que nega a unicidade do numero entre eles.
Dois grupos escolheram 0 1 e 0 2, como se ao falar em dois nimeros lembrassem dos

dois primeiros naturais.
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A respeito da transferéncia da ordem dos naturais para os reais, pudemos anotar
alguns comentarios como por exemplo:

“Esta perguntando se existem dois irracionais colados e um irracional no meio?”.

“Estes numeros, J2 e \/5 sao sucessores”.
“S30 consecutivos estes nimeros?”.

Estes comentéarios parecem evidenciar a confusao sobre o conceito de sucessor.

Na discusséao salientamos que J2 e /3 ndo sdo, nem admitem, sucessores um
do outro muito menos que este conceito se aplique a nimeros reais.

No final da discussdo foram apresentados dois comentarios que julgamos
relevantes e estimulantes para a nossa pesquisa:

“VYou estudar isso e depois a gente conversa’. Referindo-se a igualdade:
0,999...=1.

Um segundo comentario de outro participante:

“Percebi como tenho defasagem, a gente sO estuda o que da aula”. Mostrando
que esta atividade provocou, como se pretendia, inquietacdes e motivacdes para o
estudo.

As raizes e o TI foram o0s Unicos citados como representantes de numero
irracional. Nenhum grupo utilizou o registro de representacdo decimal para um numero
irracional.

Pudemos, durante a discusséo, institucionalizar o registro decimal para
representar tanto um numero irracional quanto um racional, bem como a existéncia de
duas categorias de numeros entre dois dados. Além disso, que a representacéo
decimal de um numero ndo é um registro que caracterize ser um numero racional,
mesmo infinito, ou irracional. Nas proximas atividades iremos trabalhar com o registro

de representacao decimal.

ANALISE DOS DADOS — ATIVIDADE I
A situacdo abordada nesta atividade foi a existéncia de niUmeros racionais entre
dois racionais, para tanto, o processo escolhido foi a utilizacdo da média aritmética, por
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ser um procedimento familiar. Também utilizamos o registro grafico, pedindo a
representacado destes numeros racionais na reta real.

Foram escolhidos dois niameros no registro de representacédo fracionaria com
denominadores diferentes possibilitando a conversdo de ambos os ndimeros para o
registro decimal.

Foi comunicado que seria permitido o uso de calculadora, porém um grupo
recusou-se a utiliza-la, alegando que no concurso para professor da rede estadual, que
prestaram na semana anterior, nao era permitido seu uso.

Parece que o processo de tirar média é considerado facil e a maioria (exceto um

grupo) realizou a conversdo do registro fracionario para o registro decimal. Um dos

grupos converteu 3 e g para 0,6 e 0,75 respectivamente e calculou a média no registro

decimal em todas as questdes:

3 o 3 =
4. Tire a média entre - € 0 numero obtido na questio n® 1 ?

clE eliAl

5 ‘
O 6 Oa5 2 —L,?_,_}S ik 0/65-#5 _

Um outro grupo manteve o registro fracionario para calcular a média e depois de

27 . ~
ter chegado a 0 converteu para 0,675, mas a partir da quarta questdo, converteu

também o g e trabalhou, dai por diante, no registro decimal:

1. Ache a média aritmética entre eles. ? 5 )
2 3 . IS - 23 ;2o 23 ;.O/G)-,\
9) b [T 20 o O
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Um terceiro grupo utilizou o registro fracionario na primeira questdo mas ja, a
partir da terceira, (representacéo na reta) converteu as representacdes fracionarias para
decimais e assim as manteve até o final das questdes.

Estes trés grupos realizaram a conversao para o registro decimal em momentos
diferentes e a partir deles, trabalharam no registro decimal.

Um dnico grupo calculou todas as médias no registro fracionario, alegando que
Nno concurso publico realizado recentemente, ndo era permitido o uso de calculadoras,
portanto, parece que para este grupo, era mais facil trabalhar no registro fracionario.

Para tanto realizou um tratamento no interior deste registro, ja desde o inicio, ao

. ~ 3 3 ~ :
substituir as fracdes < e 2 por fracbes semelhantes com 0 mesmo denominador para

poder realizar a adicdo. Na questdo 7, ainda a meédia foi calculada no registro
fracionario, mas realizaram uma conversao para o registro decimal, provavelmente para

localiza-lo na reta real.

7. Tire a média entre 2 e o niimero obtido na questaon® 4 ? a9 p 19
5 = £l
/ - 50
5 6L g W ABdals 05 99
( B o €O &9 /6o
o

Um dos grupos, para representar 0s numeros no registro grafico, os converteu

para o registro decimal:

9. Represente na reta estes cinco niimeros.
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Enquanto que outro grupo, que trabalhou no registro decimal, manteve as duas

representacdes fracionarias iniciais:

9. Represente na reta estes cinco nimeros.

K
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Durante a resolucdo das questbes, parece que os critérios de classificacdo de
nameros reais, discutidos na primeira atividade, foram utilizados corretamente, como se
pode perceber nos comentarios dos sujeitos:

“E racional pois a divisdo deu exata”, referindo-se ao 0,6375.

“Se 0 nUmero cabe na calculadora, ele tem fim, se tem fim, ndo é irracional”.

" L. . . a, ~ 27
Claro que € namero racional esta representado por b em relacao ao o

“Posso dividir a vontade e sempre tirar a média e sera racional”.

O que aponta para o fato de que este Ultimo sujeito provavelmente percebeu que
entre dois racionais existem infinitos racionais.

Ainda em relacdo a possibilidade do processo de tirar a média nao ter fim,
anotamos uma fala de um dos participantes:

“A média vai se aproximar cada vez mais de um numero, 0 espaco entre eles
sempre vai existir, mas vai diminuir’, o que indica, possivelmente, a compreenséo da
nocéo de densidade.

Um sujeito parece admitir que a nocdo de densidade dos nuameros racionais é
dificil e que nao é facilmente aceita por todos:

“Yamos pegar os numeros 0,61 e 0,611 para mostrar que existem numeros entre

eles, muita gente acha que nao tem”.
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A conversdo de registros de representacdo semibtica mostrou-se necessaria
para que se pudesse escolher o registro no qual os tratamentos sdo mais convenientes
como se percebe nos comentarios:

“Era mais facil saber a média em decimal”.

“VYamos colocar em decimal isto daqui”.

“Usei uma linguagem decimal”.

“Frac&o é mais dificil, mmc”.

Em relacdo a conversdo de registros para a representacdo gréfica, a maioria
sentiu necessidade de aumentar a escala para representar 0s numeros pois eles
ficaram cada vez mais proximos como se evidenciou nos seguintes comentarios de
Varios sujeitos:

“Quanto menor o numero, tenho que aumentar minha escala”.

“Na hora de representar na reta, vou colocar a média um pouco mais para

frente”.

“Yamos ter que aumentar ainda mais a escala”.

“Vou fazer um espaco bem grande aqui’.

Esta atividade pareceu mais trabalhosa que as duas anteriores pelo fato de
serem necessarios muitos calculos, porém apresentou poucas dificuldades.

Ao final, parece que todos chegaram a conclusdo de haver infinitos nimeros
racionais entre dois racionais, pois todos os grupos, em relacdo a questdo: “Escolha
agora dois nameros racionais diferentes destes todos, e responda se entre eles existe
algum outro namero racional. Quantos?”, que tratava de um exemplo particular de dois
nameros escolhidos pelos sujeitos, responderam que havia infinitos racionais.

Enquanto que na questdo seguinte: “Se vocé tivesse escolhido outros dois
nameros diferentes daqueles do item anterior, o resultado seria 0 mesmo? Por qué?”
gue tratava de dois nimeros particulares, o que ja poderia ser o inicio de uma tentativa

de uma generalizacdo, um grupo respondeu:
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Este grupo referia-se ao numero de casas decimais representadas, por exemplo,
a média de 0,6 e 0,75 € 0,657, que possui trés algarismos em sua representacao
decimal, enquanto que as duas primeiras representacées possuem uma e duas casas
decimais respectivamente.

Considerando esta mesma questédo, escolhnemos o protocolo de um outro grupo

como fechamento da analise desta atividade:

0

ANALISE DOS DADOS — ATIVIDADE IV

O objetivo desta atividade é discutir a existéncia de infinitos nimeros irracionais
entre dois numeros irracionais quaisquer. Para a obtencdo de tais numeros, o
procedimento da média aritmética ja ndo se aplica, entdo foi necessario apelar para a
representacdo decimal de um numero real.

Foram dados os seguintes numeros: 1,232425... e 1,332425..., que nao sao
denominados explicitamente como irracionais, mas foi escrito que eram nao periddicos
e que diferiam em apenas um algarismo, a primeira casa decimal. Nas questbes era
pedido para se encontrar numeros irracionais entre eles e entre um deles e outro
irracional, e além disso que se ordenassem 0s nUMeros.

A leitura e interpretacdo do enunciado apresenta alguma dificuldade como se
observa no seguinte comentario:

“O primeiro niumero ndo € periddico e o segundo ndo fala nada?”. Neste
momento relemos o enunciado juntos e assim concluiram que o segundo numero

também era nao periodico.
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O tempo de resolucao das questdes desta atividade foi um pouco menor do que
o tempo da anterior, porém suscitou muito mais dudvidas e discussfes, como era
esperado, porque numero irracional ndo €, com raras excecodes, familiarmente
apresentado em sua representacdo decimal infinita ndo peridédica no Ensino Médio.

Um grupo verbalizou a dificuldade de se achar nimeros irracionais no registro
decimal entre dois irracionais, alegando ser mais facil achar um namero entre J2 e 5
pois haveria J3, este é um exemplo bem cdmodo, mas o que dizer sobre a existéncia

de ntmeros irracionais entre V2 e +/3? Houve confusdo guanto a sugestdao de uma
sequéncia: 22, 23, 24, 25,... para os algarismos, na representacao decimal infinita e uma
possivel periodicidade na representacdo quando um sujeito comentou:

“E dizima pois 1,22232425...". Provavelmente ele se referiu a dizima periddica.

Mais uma vez a /2 aparece como sendo o paradigma de numero irracional no

comentario:

“Entre os dois ndo tem ninguém, ndo sei ... 0 V2 nao cabe ai”.

Os protocolos contém respostas corretas em relagdo a primeira questdo: “O
segundo numero € uma dizima periodica? Por qué?”

“Nao é uma dizima peridédica pois nao ha periodo de repeticao”.

“Se 0 primeiro ndo é dizima, logo o segundo também néo é dizima”.
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Estes comentarios que, a primeira vista, podem sugerir uma contradicdo em
relacdo as anteriores, sdo resultados das discussdes ocorridas no interior de cada
grupo e parece apontar que as questbes das atividades anteriores colaboraram para

estas respostas no esclarecimento de critérios de classificacdo de numeros reais.
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Destacamos alguns comentéarios relativos a questdo:*O segundo nuamero é
racional ou irracional? E o primeiro? Comente sua resposta”:

“Os dois séo irracionais, ndo apresentam dizimas periodicas”.

“E irracional pois ndo tem periodo”.

“Irracional porque a dizima nao repete”.

L@;, M/\ "VLWW\J/(,JB /iff; /{/M 07/ ;

E provavel que por exclusdo do critério que caracteriza a racionalidade,
trabalhado na atividade anterior, chegou-se a essas conclusdes, o que pode ser
observado nos seguintes comentarios de dois participantes:

“Estéa escrito nao periddico. Nao é periédico é irracional”.

“Irracional ndo pode escrever em fracao”.

Estes comentéarios evidenciam que os participantes definem um critério para
namero irracional, que ndo seja somente a negacéo do racional, mas caracterizando-o

pela sua representacao infinita ndo periddica.

Nas questdes em era pedida a ordenacao, registramos o seguinte diadlogo entre
dois participantes do mesmo grupo:

“Ordenar? Mas nao esta pedindo a reta real?”.

“Sempre € bom por na reta real para ordenar”.

Houve véarias representacfes: um grupo localizou os nimeros na reta real, nao
deixou de registrar as reticéncias e orientou o eixo no sentido crescente. Outro grupo
colocou os numeros entre pontos e virgulas e também ndo deixou de escrever
nenhuma reticéncias. Um terceiro grupo escreveu 0os hiumeros um abaixo do outro e pés

as reticéncias em todos os numeros.
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Um dos grupos ndo estava seguro quanto a ordenacdo, entenderam como
representacado na reta real e assim concluiram que ndo dava para representa-los pois
haveria sempre imprecisédo. Interviemos dizendo que era justamente a representacao
de um ndmero irracional e que mesmo no caso da atividade anterior envolvendo
namero racional também havia a imprecisdo, mas o foco ndo é este e sim coloca-lo na
reta e compara-lo com os outros numeros. Finalmente o grupo os localizou na reta
porém representando-os com ‘bolinha aberta’ alegando que pela infinitude de casas
decimais ndo era possivel a localizacdo exata deles, apesar de terem sido alertados

que se tratava de uma representacdo, mantiveram a sua prépria.
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Este grupo n&o tomou cuidado com as reticéncias, omitindo algumas vezes sua
representacédo. Foi registrada um fala de um dos sujeitos deste grupo:

“Nao podemos por na reta, ndo terd precisdo, ndo pode colocar um ponto na
reta, pois se colocarmos na reta ele torna-se finito ... com bola aberta posso colocar”.

Nenhum dos grupos utilizou sinais de < ou > para ordenar 0s humeros.

Apenas um grupo e em uma Unica questdo, em que se pedia a obtencdo de um
namero irracional entre dois encontrados anteriormente, especificou que 0os numeros

representados ndo possuiam periodo. Este grupo verbalizou mas néo aplicou:
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“Se ndo deixar claro que néo tem periodo, s6 por reticéncias, ndo vai ser
irracional”.

Este comentario evidencia que os participantes ndo se sentem seguros em
afirmar que uma representagcdo decimal infinita, aparentemente sem periodo, € de um
namero irracional. Para eles, € necessério especificar, por escrito, que a representacao
€ nao periddica para garantir que nas reticéncias também ndo ha periodicidade. Isto
denota uma postura critica que refuta possiveis acordos tacitos e interpretacdes
pessoais.

Quanto a questdo central desta atividade que era a obtencdo de um numero
irracional entre dois previamente estabelecidos, a maioria percebeu que era necessario
trocar um ou mais algarismos numa representacdo decimal infinita para gerar outro
irracional, e ndo calcular a média como na atividade anterior, como registramos numa
fala de um sujeito:

“Nao podemos somar e tirar a média entre eles pois s6 pegaremos um pedaco”.
Parece que percebeu a aproximacao racional que seria feita nesta situacao.

Porém pelo fato da representacdo decimal, dos numeros do enunciado,
apresentar explicitamente seis digitos apds a virgula, nem todos perceberam que néo
se poderia colocar um algarismo para a 7% casa pois ela estava representada por
reticéncias e ndo se sabia qual seria o0 algarismo a ocupa-la. Eis alguns comentarios:

“Para achar um irracional basta pegar um algarismo e troca-lo prestando atencéo

nos algarismos e nas reticéncias, ndo é dizima”,

“O estudo se limita as seis casas. N&o se pode trocar a 7% casa”,

“Ndo pode porque ndo conhecemos o 7° nimero”. Provavelmente querendo se

referir ao 7° algarismo apds a virgula.

Parece que a conclusdo de que ha infinitos nimeros irracionais entre dois
irracionais nao se da instantaneamente. Houve muita discussao e um grupo recusou-se
a responder as questbes por ndo terem chegado a um acordo: “Quantos numeros
irracionais diferentes existem entre 1,232425... e 1,332425... ? Comente sua resposta” e
“Se vocé iniciasse escolhendo dois numeros irracionais quaisquer, seria possivel

encontrar numeros irracionais entre eles? Quantos? Por qué?”
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Eis um diadlogo entre eles:

“Existem varios.”

“Eu sei que ndo é infinito.”

“Um s6 ndo existe. Entre dois racionais existem irracionais”.

“Mas quantos? Pergunta chata”.

“Existem muitos mas néo sei quantos. Esta considerando entre os dois”.

“Infinitos ndo podem ser. Nao considero infinitos”.

Somente no momento da discussao geral o sujeito que nao aceitava a infinitude,
parece ter concordado com 0s argumentos dos colegas.

Os outros trés grupos concluiram:

“Infinitos, aumenta a casa decimal’.

“Sim, infinitos”.

“Existem infinitos nameros irracionais”.

“Infinitos, pois entre dois irracionais existem infinitos irracionais”.
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As vezes, as respostas apresentadas nos protocolos ndo estdo muito precisas,
como esta ultima, mas pela observacao das discussdes parciais, pareceu-nos que estes
grupos perceberam a existéncia de infinitos nimeros irracionais entre dois irracionais
quaisquer, uma vez que oralmente a sua expressao é muito mais proxima desta no¢ao.

Durante a plenaria, houve uma discussédo a respeito da quantidade de numeros
irracionais entre dois irracionais dados. Um sujeito insistiu no fato de que na atividade
poderiam ser trocados seis algarismos de cada representacdo e assim a possibilidade
de alteracdo das casas decimais nos dois numeros irracionais (representadas apenas

as seis primeiras casas) seria finita, deste modo haveria finitos nameros irracionais
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entre eles. Houve argumentagcbes afirmando veementemente que havia infinitos
nameros irracionais neste intervalo mas o participante em questdo ndo concordava. Por
fim dissemos a ele que precisava abstrair além da nossa atividade pois no papel e num
tempo finito ndo poderiamos esgotar todas as possibilidades. Ainda que, provavelmente
ele estava se esquecendo dos algarismos ‘ocultos’, aqueles que estavam
representados por reticéncias, eram infinitos algarismos em cada um deles, assim
poderiamos trocar infinitos digitos em cada representacdo, um de cada vez, gerando
infinitos nimeros.

Julgamos que esta discusséao foi interessante pois 0s participantes ndo sairam
enguanto nao tivesse cessada a sessdo, 0 que aconteceu meia hora apdés o término
previsto para o encerramento desta oficina. O valor de uma discussdo mediada pode
ser traduzido pela fala:

“O bacana disso é a discussédo depois”.

As questdes da atividade Il envolviam a obtencdo de numeros racionais pelo
procedimento da média aritmética, que é um processo familiar. Este procedimento nao
€ possivel de ser repetido para a obtencdo de um ndmero irracional, em sua
representacdo decimal, entre dois irracionais. Neste caso, apelamos para a
representacdo decimal dos numeros reais, propondo na atividade IV um novo
procedimento ndo usual, a saber, a troca de algarismos na representacdo decimal de
nameros irracionais. Apesar disso, 0s participantes ndo apresentaram dificuldades e
conseguiram responder a todas as questdes. Parece que chegaram a conclusao de que
existem infinitos nimeros irracionais entre dois irracionais. Este mesmo procedimento

sera utilizado nas questdes das atividades seguintes.

ANALISE DOS DADOS — ATIVIDADE V

Esta atividade é composta por 11 questbes sendo que as duas primeiras
abordam novamente os critérios de classificacdo dos numeros racionais e irracionais
porém somente no registro de representacdo decimal, preparando 0s sujeitos para as
guestdes que se seguem pois julgamos que possa haver alguma dificuldade por se

tratarem de representacdes decimais infinitas que s&o pouco usuais.
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Os numeros trabalhados na terceira questdo foram os mesmos utilizados na
atividade anterior mas com o objetivo de procurar numeros racionais entre dois
irracionais. O que justifica a escolha da ordem dos casos abordados, na quarta
atividade buscaram-se numeros irracionais entre dois irracionais dados e em seguida,
utilizando os mesmos nameros irracionais, pediam-se nimeros racionais entre eles.

Em relacdo ao enunciado da primeira questdo: “Identifique o0s seguintes
nameros?”, apesar de ndo ter havido dificuldade na compreenséao, teria sido mais
adequado escrever “classifigue” ao invés de “identifiqgue”, além da supressao da
interrogacédo no final desta frase. Também o enunciado da segunda questdo: “Quais 0s
critérios para a representacdo decimal utilizados na questdo anterior?” seria mais
conveniente se expresso: “Quais 0s critérios para a sua analise na questao anterior?”.

Na primeira questdo, um grupo tomou iniciativa de ja explicar o critério adotado
destacando:

“2,3145 é racional porque é finito”.

“3,5724... e 0,9802... sado irracionais se ndo houver periodo”. Conjecturando a
respeito dos algarismos ‘ocultos’, representados por reticéncias. Talvez as questbes

anteriores tenham contribuido para a reflexdo em relacéo a segunda questao:
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Porém dois grupos apresentaram respostas generalizadas e incompletas a esta
mesma questao:

“Decimal finito é racional”.

5 A= s i oih u—umw\:a
_[

Parece que para estes dois grupos nao estao claros os critérios de racionalidade
e irracionalidade para a classificacdo dos numeros; a questdo da infinitude ser
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associada a irracionalidade parece evidente. Certos comentarios indicam algumas
destas concepcoes:

“Se é racional tem que ser finito”.

“N&o da, pois € tudo infinito. E irracional”.

Alguns deles indicam que h& questionamentos e conjecturas sendo feitas, ndo
apenas escrever uma classificacdo qualquer e partir para a questao seguinte:

“Se 0 numero vier decimal, nada garante que € dizima se nao disser, pois pode a

partir da 201% casa ndo ter periodo ou comecar o periodo. S6 garante se o niimero
. . . .1
decimal vier da fracao tipo 3

“Se depois do terceiro seis no 2,666... vier um 7 por exemplo,... pode ser os dois,
tanto racional quanto irracional”.

“Acho que ela quis induzir que ndo ha periodo, é melhor escrever que é irracional
se nao houver periodo”.

“Paramos a analise nas casas decimais apés as casas escritas”. Provavelmente
guerendo dizer que s6 se podem analisar as casas decimais representadas.

Estes comentarios indicam preocupacdo dos sujeitos com a representacdo e
apontam que elas ndo sao suficientemente claras e precisas para classificar um
namero.

Na questdo em que se pedia a obtencdo de um namero racional entre 1,232425...
e 1,332425..., quatro grupos sugeriram numeros na representacdo finita, e puseram
corretamente representacao finita quando se perguntou que tipo de representacao era
esta. Destacamos 0s seguintes comentarios:

“Podemos colocar o mesmo sem os pontinhos”.

“Se tirarmos as reticéncias ja € um numero racional, ja € racional”’. Referindo-se
aos numeros inicialmente dados.

A partir dos dois numeros dados, 0s sujeitos obtiveram numeros racionais entre
eles suprimindo as reticéncias, ou as reticéncias e alguns algarismos, como confirmam

estes comentarios.
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Dois grupos representaram 0s numeros com seis casas decimais e outros dois
com duas casas, € provavel que a representacéo finita seja mais facilmente associada
como sendo a de um numero racional. Porém um grupo, escolheu a representacéo
infinita 1,233425... que ndo garante ser a de um numero racional, responderam que a
representacdo escolhida no item anterior era infinita, sem indicar que deveria haver

periodicidade. Seguem dois protocolos, um no registro decimal infinito e outro no finito:
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Na questdo em se pedia a conversao para o registro fracionario, este mesmo
grupo indicou que 1,233425... ndo poderia ser escrito na representacao fracionaria pois
era irracional. Na questdo em se pedia outra representacdo de numero racional,
escreveram corretamente 1,233425. Ou os critérios ndo estao claros ou o grupo néao leu
corretamente o enunciado que pedia a representacdo de um numero racional.

Outros grupos responderam corretamente a esta questdo, e um deles
imediatamente falou:

“Podemos colocar uma dizima 1,232323..., se for dizima sera racional, mas tem
gue escrever se nao disser que é dizima nao é certeza”.

Um grupo registrou duas representacdes finitas, sendo que eram pedidas uma
finita e outra infinita, e outro discutiu a questao das representacoes:

“Tem que representar de forma decimal, ndo indicado em forma de fragdo e tem

que vir sem os pontinhos”.
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Na questdo em que se pedia as representacfes fracionarias dos dois numeros
racionais encontrados pelos sujeitos, nenhum grupo soube converter a representacao
decimal infinita de um numero racional. Os acertos ocorreram apenas no caso de
conversao das representacdes finitas como registramos hum comentario:

“E s6 colocar o nimero de zeros que tem depois da virgula”. Mesmo assim

houve um erro: de 1,242425 para % mantendo a virgula no numerador:
1000000
A edadEs = L L & 2o
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Eis alguns exemplos de conversdes incorretas: um grupo converteu 1,253... para

@, gue equivale aproximadamente a 1,2531328..., ndo havendo a preocupacéo de se

399

verificar se ha periodo na representacdo 1,253... para ser racional. Apesar de o grupo so
ter representado trés casas decimais e nao ter indicado a periodicidade, ja que se pedia
a representacdo de um numero racional, ndo teve condi¢cdes para conhecer as casas
decimais além da 72 por causa da limitagdo da calculadora. Procuraram a resposta por

tentativa e erro partindo de uma fragdo que se aproximasse do numero pedido iniciando

5 . : R ~ 500 ~
por 299" levaram cinco minutos para chegar a representacédo 299" como fracdo de

dois inteiros.

Este procedimento parece indicar que o grupo, para provar que 1,253.. é
racional, preocupou-se apenas em descobrir uma fragdo com numerador e
denominador inteiros, e ndo considerou que aquele € apenas uma aproximacgao deste

valor. Mas se esta registrado na calculadora “é lei”:

Outro grupo converteu 1,28282828 para %; parece haver uma confusdo entre

uma representacao finita e outra infinita: 1,28282828 e 1,28.
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Um grupo sugeriu a representacéo 1,282425... mas nem tentou converté-la para o

registro fracionario.

Em relacdo as questdes que pediam a obtencdo de nameros racionais entre um
dos irracionais dados no enunciado e o racional obtido pelos sujeitos, quatro grupos
escreveram 0s numeros pedidos no registro decimal finito e apenas um deles no

registro fracionéario como por exemplo:
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Dentre aqueles que escolheram o registro decimal, dois puseram seis casas
decimais, um deles representou duas casas e o ultimo usou ora duas, ora trés casas.

Na questdo em que era pedido para se ordenar os numeros obtidos, alguns
deles poderiam ser repetidos. Dois grupos escreveram oito nimeros, um grupo sugeriu
sete numeros pois um deles coincidiu. Outro grupo colocou seis nameros pois dois
deles coincidiram, e por udltimo, um grupo, que apesar de ter achado os numeros
pedidos corretamente, no momento de ordena-los escreveram apenas trés deles,
pareceu falta de atencdo e nédo falta de entendimento do enunciado pois o numero
representado por 1,232425... foi escrito por eles como 1,2324 e o préprio niumero
sugerido pelo grupo representado por 1,28282828 foi escrito 1,2828. Aqui também 0 uso
de aproximacOes levou a interpretacdo de um numero irracional 1,232425... para um
racional 1,2324. Num segundo momento este mesmo grupo aproximou o0 numero obtido
por eles representado por 1,28282828 para 1,2828.

Quanto a disposicdo dos numeros na ordenacdo: um grupo colocou duas
colunas com quatro numeros cada uma, outros dois grupos numa unica coluna
verticalmente e uma outra disposigcdo dos numeros, entre virgulas. Sendo que nenhum

deles usou sinal de < ou de >.
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Quanto a ultima questdo em que era perguntado quantos numeros racionais
diferentes existem entre 0s numeros 1,232425.. e 1,332425.., seguem algumas
respostas:
“Infinitos. Um subconjunto dos nameros racionais € um conjunto infinito”.
“Existem infinitos nUmeros, aumentam as casas decimais”.
Este grupo parece ter percebido a questao da densidade. A seguinte frase indica
que parece ter atingido a generalizacéo expressando que:

“Existem infinitos nUmeros racionais entre dois numeros irracionais”.
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Durante a discussao entre os participantes, no interior do grupo, registramos o
seguinte dialogo:

“Coloquei infinitos”.

“Cologuei 100.000, ou eu fiz besteira?, subtrai os dois numeros e deu 100.000".

“E infinito pois aumentam as casas decimais. Quantos numeros ha nos 3

pontinhos?”.
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“Infinitos”.

“Entdo responde tudo”. Chegando a um acordo de que ha infinitos nimeros
racionais neste intervalo.

Investigando o raciocinio para que o0 sujeito chegasse a 100.000 numeros,
descobrimos que ele aproximou 1,232425... e 1,332425... para racionais e além disso
retirou a virgula e subtraiu: 1232425 - 1332425 = 100.000 . Esta situacdo corrobora com
nossa escolha de que a resolucdo da atividade em duplas, ou pequenos grupos, é
enriquecida pelas discussbes e muitas vezes cria oportunidade para a percepcéo de
outros pontos de vista sobre um mesmo objeto matematico.

Durante a plenaria foi comentado:

“Héa tantos numeros quanto quisermos entre dois reais”.

“Entre dois reais ha infinitos, se abrangermos os reais”.

Parece que ja na metade da seqUéncia surgiu a generalizacdo a que
objetivamos.

Alguns comentarios também corroboram para a pertinéncia da escolha das
questdes e alguns sujeitos mencionaram atividades anteriores:

“A tatica é semelhante a anterior, peguei numeros dificeis antes, hoje peguei
nameros mais faceis”.

“A atividade anterior foi de grande ajuda como preliminar a esta”.

“Tinha uma idéia meio fechada, bloqueada na ultima aula”.

“Vou olhar as anotacdes anteriores, pois tem mais alguma coisa”.

“Eu estudei, eu fui estudar, mudou muita coisa que eu pensava que era e nao é€”.

“Néao é igual a da semana passada?”.

Parece estar presente na memoria, de uma semana a outra, 0S numeros
utilizados; esta era a intencdo, que a familiaridade com eles facilitasse a resolucao das

questdes da atividade seguinte.

ANALISE DOS DADOS — ATIVIDADE VI
Esta atividade €& composta por 11 questbes sendo que as duas primeiras

abordam novamente os critérios de classificacdo dos numeros racionais e irracionais
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porém somente no registro de representacdo decimal, preparando o0s sujeitos para as
questdes que se seguem pois julgamos que possa haver alguma dificuldade por se
tratarem de representacdes decimais infinitas que sdo pouco usuais.

As guestdes desta atividade abordam a existéncia de infinitos numeros
irracionais entre dois racionais. As duas primeiras visam retomar o processo da média
aritmética entre dois numeros racionais, trabalhada na atividade anterior, para
investigar se este procedimento pode ou ndo ser aplicado para a obtencédo de numeros
irracionais.

Um dos objetivos € indagar se a representacdo decimal infinita é critério de
classificacdo de numero racional ou irracional. Pretendemos fornecer uma sugestéo de
procedimento e avaliar a reacéo dos sujeitos.

Nas questbes sdo fornecidos dois numeros racionais em registros diferentes, um

deles escrito na representacdo decimal infinita e o outro na representacao fracionaria.

Foram escolhidos os numeros 0,333... e g gue diferem de uma unidade.

Logo no inicio um grupo comentou:

“E mais facil esta atividade que a anterior”.

“E sO ir na casa anterior e ajustar’. Parece corroborar com a adequacio de
nossa escolha e ordenacéo das tarefas propostas.

No entanto, percebemos que a representacdo das reticéncias suscita duvidas
como se pode perceber no dialogo:

“Posso por mais um ‘3 no 0,333... ficando 0,3333.... Qual a diferenca?”.

“Nenhuma”.

Uma preocupacao com as reticéncias também ficou evidente no dialogo de outro
grupo:

“0,222... ndo poderia ter outro niamero depois do dois?. O que garante que
sempre é dois?”.

“Também n&o sei, sera que eu preciso escrever trés vezes 0 ‘2° ou apenas uma
vez?. Tem alguma regra?”.

“Quando coloca os pontinhos é tudo igual”.
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“Sim”.

“Nao é isso ndo, sendo sempre teriamos nameros racionais. Entdo 0,2... é o
que?”.

“0,2.... € 0,222... sao iguais?”.

“Acho que nao, sendo 0,456... seria 0,456456....".

Esta discussdo parece indicar que este grupo percebeu que as reticéncias
indicam infinitude e que pode tanto representar repeticdo de algarismos quanto a nao
repeticdo, dizimas periddicas ou ndo. Aqui parece ndo haver acordos tacitos nem falsas
generalizacdes.

Dentre os protocolos, trés identificaram o critério de classificacdo de numero
racional na primeira questdo escrevendo que 0s nUmeros eram racionais pois eram
dizimas periodicas. Apesar de um dos numeros ter sido representado no registro
fracionario, estes grupos néo explicitaram nenhum procedimento de conversdo deste

para o registro decimal. Um grupo argumentou serem nUmeros racionais pois eram

. . . . : a
dizimas periddicas e também pela possibilidade de serem escritos na forma b com

b #0.

O ultimo grupo respondeu a questdo: “Dados dois numeros racionais 0,333... e

4 , " ~ . e " ~ : -
3 Ambos os numeros tém representacdo decimal infinita. Por qué eles séo racionais?”:
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Em relacdo a existéncia de numeros racionais entre dois dados, todos
responderam que ha infinitos nimeros racionais entre os dois racionais dados, apesar
de nenhum deles ter comentado a resposta como pediamos. Tinhamos previsto que,
baseados nas atividades anteriores, poderiam ter argumentado que sempre seria
possivel tirar a média aritmética entre dois numeros racionais gerando ainda um

ndmero racional.
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Na questdo em que se pedia a 7322 casa decimal de 0,222... perguntando se
este numero é racional ou irracional, dois grupos entenderam que a representacao
0,222... é uma dizima periodica respondendo que a 732% casa decimal seria ‘2.

Um outro grupo também respondeu que é ‘2', porém justificou expressando ser

este o ultimo algarismo:

g2 Ajia&'eua{, £ o F32° & % ﬁo-@vé Sobrpess D JLA 70 AT =D

Isto pode ter comprometido a compreensdo de sua resposta afirmando que se
trata de nimero racional, ndo explicitando se é pelo fato de ser periddico ou por ser
uma representagdo finita. Ainda hd a possibilidade de uma dificuldade anterior a da
classificacdo dos nameros racional e irracional, ou seja, a confusédo entre representacéo
decimal finita e infinita como se pode perceber no seguinte comentario:

“Se é uma dizima periédica é finito, pois vocé sempre conhece o ultimo numero”.
Ndo é pelo fato de se conhecerem todos os algarismos que O numero tem
representacdo decimal finita.

Um grupo ndo respondeu a esta mesma questdo e outro fez conjecturas

-:uak}p)\,r\wg,?, 52_%0"%,1)2)1&&9
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Este mesmo grupo falou durante a resolucao:

“Nao posso responder esta questdo, pode ser um ou outro. Podemos considerar
que vai repetir o periodo ou temos que analisar 0 2”.

“Se nédo falar se é racional ou ndo, ndo podemos concluir’. Mostrando sua
preocupacdo quanto a necessidade de se evidenciar se o numero representado €
periodico ou ndo. Também neste caso, parece que ndo esta presente uma falsa

generalizagao.
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Um grupo escreveu que a representacao 0,123456789101112... era de um numero
irracional por ndo possuir periodo e outro justificou que ndo era dizima periédica. Ainda
um outro grupo o classificou também como irracional por ndo poder ser representado

como fragdo. Um quarto grupo escreveu irracional e ndo justificou e o Ultimo expressou:
= b DD GRELveT © ULFrrro AUrTETES.
e X 7060 C/Dn/O’(// PTG

Novamente este grupo usou “Ultimo numero” possivelmente querendo se referir
aos algarismos ocultos nas reticéncias, pois se 0 numero tivesse representacao decimal
finita seria racional e ndao irracional.

Um deles verbalizou a importancia da representacéo na lingua natural:

“A resposta estd no texto”. Referindo-se ao fato de que numero com
representacdo decimal infinita ndo periddica € irracional.

Apesar de nao ter surgido nenhum questionamento a respeito da questdo, nao
ficou evidente se os sujeitos perceberam que a resposta ja constava do enunciado.
Seria oportuno nao figurar do enunciado a expressao 'nao periddico’, para o sujeito
poder ter a chance de considerar as duas possibilidades e classificar o0 nimero em
racional ou irracional, conforme a sua escolha.

Quanto a ordenacdo dos dois numeros: 0,222... e 0,123456789101112... , todos
puseram na ordem crescente, um grupo colocou-os um embaixo do outro, um deles
utiizou o sinal de menor, apesar de terem sido pedidas outras ordenacfes
anteriormente, esta é a primeira vez em que foi utilizado o sinal de menor. Os demais
grupos usaram a virgula entre eles.

Em relacdo as questdes em que se pediam numeros irracionais, dois grupos
escreveram numeros racionais 0,666... e (0,333...+ 0,1) = 0,433... . O numero 0,333...
figurava no enunciado de diversas questbes, o que pode ter contribuido para a
obtencdo destas respostas. Os demais, acertadamente, obtiveram nameros irracionais.
Dentre estes, dois deles escreveram 0,3338.. e 0,33342... sem fazer referéncia a

impossibilidade de haver repeticdo de algarismos e portanto ndo-periédicos. Um grupo,
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em todas as questdes, representou o numero irracional utilizando o registro simbdlico

de radicais para chegar a representacao decimal infinita, como por exemplo:
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Mas este grupo omitiu as reticéncias das representacdes dos dois numeros
racionais.

Um grupo parece inseguro na obtencdo de numeros entre dois numeros
“préximos” como percebe no comentario:

“entre 0,333... e 0,8888... vamos usar 0,555..., pois se usarmos 0,777... teremos
problemas para escolher entre 0,777... e 0,888...".

N&o previmos esta dificuldade, ja que em atividades anteriores ja contemplamos
o procedimento de modificar um algarismo para se obter um outro numero
compreendido entre dois dados. Novamente é possivel que a representacdo do nimero
racional que figura nos enunciados: 0,333..., que apresenta sempre 0 mesmo algarismo,
tenha inspirado este comentario.

Na questdo da ordenacao dos numeros, um dos grupos escreveu:
“0,333... < 1,18321... < 1,2247..". Abaixo dos numeros colocou: 14 e 15.

Parece que para este grupo as raizes sao um forte representante de nimero irracional
pois necessitaram desta representacdo para depois converté-las para o registro
decimal.

Seguem dois protocolos da ordenagdo dos numeros, um entre sinal de menor e

outro entre ponto e virgula:
l,0°3’5”?...4 l)lqbi e L1822, &L 2297, L <
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Todos os grupos parecem ter concluido que ha infinitos nimeros irracionais entre

dois racionais dados, porém somente um grupo comentou sua resposta argumentando:
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Parece que nossa tentativa de analisar sistematicamente cada caso, em relacao
a questao da densidade, pode ter deixado um grupo cansado como revela uma fala:

"Pergunta-se trés vezes a mesma coisa, ha infinitos nimeros. Tanto faz se sédo
racionais ou irracionais”.

Isto pode indicar que, para este grupo, menos questdes seriam suficientes para
discutir a propriedade da densidade do conjunto dos numeros reais. Com excecao
deste grupo, 0s outros se mantiveram aparentemente entretidos e envolvidos com as
questdes ndo demonstrando cansaco em respondé-las. As discussdes no interior de

cada grupo se mostraram muito ricas, evidenciando o empenho de seus componentes.

ANALISE DOS DADOS — ATIVIDADE VII
Esta atividade envolveu questdes semelhantes as da anterior porém sendo o0s

dois numeros fornecidos mais “proximos”. Deste modo 0Ss numeros racionais e

irracionais a serem obtidos deveriam estar compreendidos entre 1,333 e 3 0 primeiro

na sua representacdo decimal finita e o outro, infinita. Em relacdo a escolha e a
proximidade dos numeros, destacamos 0s comentarios:

"Ela limitou aqui”, referindo-se a dizima 1,333....

“Ele esta reduzindo os espacos”.

“Pode colocar qualquer casa maior que 3, por exemplo 1,3334".

“Nao posso colocar 4 pois o limite é 3".
Os dois primeiros comentarios apontam que o numero 1,333 esta associado a —,

que é igual a 1,333... . O ultimo indica que a palavra ‘limite’ foi usada no sentido da

limitagdo do nimero de casas decimais.
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Para um grupo, apesar da semelhangca com as questdes da atividade anterior,
observamos que a infinitude da representacdo € associada a irracionalidade do numero,
que é traduzida no comentario:

“Um numero racional € sem reticéncias”.

“Por qué?”.

“Igual na aula passada”.

Porém para outro grupo, esta associacao ndo ocorreu como se observa na frase:

“Dizima é racional”.

As primeiras conjecturas dos participantes a respeito da comparagéo dos dois
. 4
nameros dados, expressos por 1,333 e 3 sao:

3 um namero infinito e para 1,333 chegar até ele tem que colocar infinitos

ndmeros”.

g esta indo para o infinito portanto € bem maior que 1,333".

- . . R , 4 e
Talvez ndo estivessem se referindo a grandeza do numero 5 e sim as infinitas

casas decimais que sua representacao possui. Estes grupos parecem nao confundir
infinitude de casas decimais com irracionalidade.

Nas questdes em que se pediam numeros racionais entre dois racionais dados,
dois grupos puseram numeros racionais com representacdo decimal finita, inserindo ou

trocando um algarismo em um dos dois extremos do intervalo, e colocaram as
A . 4
reticéncias ao efetuarem a conversao de 3 para 1,333....

Nenhum grupo efetuou a conversado de 1,333 para o registro fracionario que, em
muitas situacdes, € menos estimulada na Educacdo Béasica. Um deles colocou apenas
a representacdo do numero pedido e um outro colocou o nimero obtido entre os dois
nameros dados e entre virgulas. Porém em uma das questfes, um destes grupos
escreveu 1,3330 entre 1,333 e 1,3331, registrando:

-

21239 ) ’_\.!3%30/ L,332
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Provavelmente este grupo confundiu nimero com sua representagdo: como a
representacédo 1,3330 possui mais algarismos que 1,333, aquele foi considerado maior
que este ultimo. Duval defende que esta associagéo prejudica a apreenséo do objeto.

Outro grupo ao responder a primeira questdo, representou corretamente os trés

. . . o 4 ~ . :
nameros utilizando sinal de <, e ndo converteu 3 para a representacdo decimal. Ainda

um outro grupo discutiu:

“Posso somar e dividir por 2 para achar um numero entre eles?”.

- - 4 - . .
“Pode”. Decidiu, entdo, converter 3 para a representacdo decimal, e depois

aproximou para representacdo decimal finita 1,3333333 para tirar a média entre este
namero e 1,333 e assim obter um numero racional entre eles. Mas ao invés de

representarem a média que é 1,33316665, utilizaram 1,3331667... :

4333 #4.5333333 4 3334667 -
— e = — /

Possivelmente os sujeitos realizaram uma aproximacdo na 72 casa decimal e
_ o . 4 oA
como originalmente a representacdo decimal de 3 apresentava reticéncias,

‘devolveram’ este simbolo a representacdo obtida. Para tirar a média envolvendo
nameros racionais com representacdo decimal infinita, nas questdes seguintes, este
grupo repetiu este mesmo processo. O procedimento de tirar a média para se obter um
namero racional entre dois outros, fora sugerido nas questdes das atividades
anteriores, no caso dos numeros terem representacdes finitas. Este grupo manteve a
sugestdo da média tentando adaptar para o caso da representacao infinita.

Registramos uma primeira conclusdo de um grupo logo no inicio da atividade:

“Mesmo diminuindo o intervalo continuam tendo infinitos numeros”.

Para outro grupo néo foi tdo imediata a concluséo, demonstrando inseguranca
quanto as representagcées serem ou ndo de um mesmo numero como se observa no

dialogo:
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“1,333 € menor que 1,3330?".

“Qual a 4% casa de 1,333?".

“Zero?”.

Outro didlogo onde se observa a preocupacdo com o0s algarismos néao
representados, no registro decimal, para poder comparar oS numeros:

“1,3331... € menor que 1,333117?".

“Vocé sabe qual é a 5% casa de 1,3331...7".

“E melhor colocar 2 no 1,3332 pois sen&o, ndo dara para achar nimeros entre 0s
dois”.

Nesta altura, voltaram a questdo 1 e mudaram o resultado anteriormente
sugerido que era 1,3331 para 1,3332. Este fato s6 foi possivel de ser detectado atraves
da gravacao. Analisando apenas o protocolo, isto ndo poderia ser percebido.

Continuando, o dialogo prosseguiu com:

“Como entre 1,3332 e 1,333... continua o g’)

“Posso por zero, 1,33320 entre 1,3332 e 1,333...7".

“Nao, fica igual”.

“Num momento pensei que ndo havia mais numeros pois estavam muito
proximos”.

Parece que neste momento mudou de idéia refletindo a respeito da existéncia de
nameros num intervalo “pequeno”. Novamente surgiu a questdo da confusdo entre o
namero e sua representacdo: aquela que tem maior quantidade de algarismos indica o
maior numero, mesmo que alguns destes algarismos sejam zero.

Na questdo em que era pedida a representacdo na reta, todos localizaram os

sete numeros que tinham aparecido até entdo, no registro decimal, com exce¢do de um

~ - .
grupo que colocou na reta a representacdo fracionaria 3 Dois grupos puseram

orientacdo na reta a direita (- ) e um grupo ainda escreveu - .

+00

PN ——e . >

Y2330 13330 A 3302 4,333 L4333 333
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Somente um grupo néo utilizou toda a largura da folha para a representacéo na
reta, fixou uma unidade com aproximadamente um centimetro e a representacao dos

nameros ficou confusa num espaco pequeno e indicado com flechas.
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Agueles gque se preocuparam com a escala a ser utilizada falaram durante a
resolucao desta questao:

“Meu intervalo esta pequeno, esta acabando”.

“Representar na reta... € bem pequeno, um bem proximo do outro, vou colocar
um espaco maior”.

“Vou tomar cuidado, um é préximo do outro, precisa de um maior espaco”.

E provavel que saibam da existéncia de nimeros no intervalo da reta por menor
que seja, e talvez, a no¢cdo da densidade dos numeros reais também.

Trés grupos responderam haver infinitos nUmeros racionais entre dois racionais,
mas nao comentaram suas respostas, como era pedido. Porém numa resposta houve

confusdo no critério de irracionalidade quando puseram que havia infinitos nimeros

racionais entre um racional e outro irracional referindo-se ao 5, possivelmente

evidenciando a concepcdo de que representacdo decimal infinita € referente a um
namero irracional.

Um grupo escreveu:

Ao /’prf‘c: a0 ¢t 7; R b o ,.,‘r'./ 1e?  Qwan el 7/ & 4 Cogat ol ,.3.1?'\07,:'_43’44

/ i

rd <
._/N\er" o

Talvez querendo dizer ser este processo sempre possivel e a cada divisdo mais

uma casa decimal pode, as vezes, ser representada.
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A partir da obtencdo de numeros irracionais, todos 0s grupos colocaram as
reticéncias, dois deles representaram apenas 0s numeros obtidos, os outros dois
escreveram além do numero obtido por eles, os dois niumeros do enunciado. Um grupo
representou os trés nameros entre virgulas e outro utilizou sinal de <. O grupo que
utilizou sinal de menor escreveu em todas as questdes que o niumero obtido era nao

periodico:

e
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Durante a resolucéo desta questéo, houve, neste mesmo grupo, o comentario:

“Precisa explicar que os numeros sao nao-perioédicos”.

O seguinte didlogo parece mostrar que este grupo ndo aceita acordos tacitos e
evita falsas generalizactes:

“S0 colocar reticéncias resolve?”.

“Néo, vocé tem que mudar a ultima casa. Mude as duas casas e tem que
escrever que ele ndo € periodico, sO por as reticéncias ndo garante. Ndo esqueca de
escrever que é nao-periddico”.

Um grupo fez uma aproximacéao racional de um numero irracional obtido e tirou a
meédia aritmética entre ele e 1,333 e depois acrescentou as reticéncias explicando ser
nao-periddico como se verifica no dialogo:

“Pego a média entre os dois”.

“Ai vocé tera um numero racional”.

“E s colocar reticéncias e escrever que ndo é periédico”.

Durante a resolu¢dao um sujeito explicou para seu companheiro:

“Ndo podemos mudar nem colocar niumeros nas casas decimais que nao sao
dadas”. Referindo-se a impossibilidade de troca de algarismos que ndo estdo

representados no registro decimal, quando n&o forem conhecidos.
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Em relagcdo & comparacgéo entre dois numeros:

“1,33321... € menor que 1,333215... € menor que g

Seu companheiro percebeu o erro na comparacao dos dois niameros:
“Tem que deixar claro que o final que garante, sendo, poderia ser 0 mesmo

ndmero”.

O primeiro sujeito ndo conjecturou a respeito das possibilidades para sexta casa

decimal de 1,33321... e ndo poderia afirmar que ele é necessariamente menor que
1,333215... , porém nao modificaram sua resposta:
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Na ordenacdo dos sete numeros obtidos, um grupo colocou-os entre virgulas,
outro entre sinal de <, outro os colocou um abaixo do outro e ainda uma outra
representacdo, os localizou na reta explicitando a orientagdo desta por meio de uma
flecha. Os dois ultimos grupos fizeram coincidir uma das representa¢cdes, achando ao
todo apenas seis numeros.

Um dos grupos, além dos seis nameros irracionais obtidos nesta fase, também
ordenou 0s sete numeros racionais obtidos no inicio desta atividade, totalizando treze
(ou doze) numeros. Nao tinhamos previsto esta situacédo, pretendiamos ordenar num
primeiro momento apenas 0S numeros racionais dos extremos e 0s irracionais entre
eles, e ndo todos os niumeros manipulados nesta atividade. Segue um protocolo onde
constam doze representacdes decimais destes numeros:

4,333 4 333423 -- -
3 53304’3 ’ 3S2%47
13330833 - L i
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14, 33380 4,33316€67% - -
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Quanto a ultima questdo que perguntava quantos numeros irracionais existem

entre 1,333 e 3 dois grupos responderam simplesmente que havia infinitos nameros

irracionais entre dois racionais. Um tentou justificar escrevendo:
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Sua explicacdo contém apenas o critério de irracionalidade mas nédo citando as
infinitas possibilidades de se trocar e inserir algarismos.

Outro grupo colocou:
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Provavelmente querendo dizer que, pelo fato de existirem infinitas casas
decimais, ao representar uma a mais do que o numero de algarismos escritos numa
representacdo, ou modificar a uUltima, possibilita compara-los, por exemplo: partindo da
representacdo 1,333 obtém-se 1,3324..., que € menor que o primeiro. Ou ainda a partir
de 1,333241... chega-se a 1,333242... , que € maior que o primeiro.

Registramos o seguinte comentario que evidencia a nocdo da propriedade de
densidade:

“Tanto faz ser racional ou irracional que ha racionais e irracionais”.

Referindo-se a irrelevancia da categoria dos numeros dos extremos do intervalo
dado em relacdo aos numeros compreendidos entre eles.

Outro comentario evidencia o infinito:

“Esta sempre repetindo o infinito”. Referindo-se as ultimas questfes da maioria
das atividades.
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Na analise global alguém falou:

“Depois que acha o primeiro fica facil achar os outros, vocé vai aumentando”.

Este comentario provavelmente corrobora com a seqiiéncia das questdes.

Durante a discusséo, um sujeito comentou uma possivel abordagem deste tema
junto aos seus alunos:

“Acho que o aluno do Ensino Médio acompanha o raciocinio se for bem devagar,
primeiro racional entre dois racionais e assim vai indo”.

Esta questédo fez aflorar em outro participante uma antiga inseguranca:

“Sempre tenho esta duvida: como explico aos meus alunos que tenho infinitos
nameros num intervalo, se parto do 1 e chego no 2?".

E possivel que algumas questdes, aqui discutidas, tragam elementos para a

reflexdo dos professores que possam se refletir nas suas praticas docentes.

ANALISE DOS DADOS — ATIVIDADE VIII

O objetivo € instigar os participantes a obter nUmeros racionais e irracionais entre
nameros “muito préximos”, um numero racional: 3,14 e outro irracional: TI, dados.
Pretende-se também investigar se 0s sujeitos associam estas duas representacdes a
de um mesmo namero.

Logo no inicio da atividade esta “proximidade” dos numeros foi comentada por
um participante:

“Esta diminuindo o intervalo”.

Percebemos que um grupo teve a preocupacgao de olhar o que estava sendo
solicitado nas proximas questbes para poder escolher os primeiros numeros, e outro
modificou posteriormente:

“Ajustei a questdo 1 para responder a questdo 4, fica mais facil colocar na
ordem”. Com ajustar a questdo, o grupo estava se referindo a resposta dada a questéo
1. Esta preocupacao mostra que a escolha de dois numeros “proximos” pode exigir uma

tomada de posicéo na escolha dos numeros entre eles.
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Entre as questdes em que se pediam numeros racionais entre 3,14 e TT, todos 0s
protocolos contém numeros racionais na sua representacao decimal finita. Dois deles
puseram apenas a representacdo do numero pedido e os outros dois escreveram as
representacfes dos trés nimeros, um deles entre ponto e virgula, ndo se esquecendo

das reticéncias conforme o protocolo a seguir:

O primeiro numero foi dado no enunciado, o Ultimo nada mais € que uma
conversao do registro simbdlico do nimero TT dado, para o registro decimal 3,1415... . O
segundo numero foi, provavelmente, obtido fazendo um tratamento neste registro, isto
€, substituindo o algarismo ‘5’ explicitamente representado, pelo ‘4.

Outro grupo que escreveu 0s trés numeros, manteve o registro simbdlico TU e
usou o sinal de menor escrevendo: “3,14 < 3,141 < TU. E provavel que, apesar de
manter o registro simbdlico TT, o numero intermediario 3,141 foi obtido a partir do valor
aproximado de T, 3,1416, utilizado com freqiéncia no Ensino.

Na questdo em que se pedia um numero racional entre 3,14 e aquele obtido

pelos participantes na questao anterior, o grupo colocou:

S o 3l T
) ) 5) }14{!5_, ,

Durante a atividade pudemos observar que os participantes, de um modo geral,
escrevem os dois numeros dados para dai inserir o nUmero pedido, este procedimento
nao foi diferente neste grupo e no entanto mesmo visualizando as duas representacfes
errou ao sugerir 3,1413 entre 3,1414 e 3,1415... .
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Porém na questdo que era para ordenar os dois numeros dados além dos
nameros obtidos, este mesmo grupo acertou, ndo se dando conta da contradicdo
existente entre as respostas por ele obtidas em duas questdes diferentes porém

“préximas” (questdes 4 e 6).
* & . = : i \ -
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N&do houve evidéncias de que algum sujeito tenha considerado as duas
representacbées como a de um mesmo numero. Os proprios enunciados das questbes
“encaminham” para esta ndo associacao quando na primeira questdo se perguntava se
existia algum numero racional entre eles, no caso afirmativo escrever um deles, e na
segunda pedia-se diretamente um ndamero racional entre 3,14 e 0 namero obtido na
questao anterior.

Nesta atividade houve apenas um grupo que tirou a média aritmética entre 3,14 e
alguma possivel aproximacao racional de T, como ocorreu na atividade anterior que foi
realizada no mesmo dia.

Outro grupo aproximou T para 3,141 e tirou a média entre 3,14 e 3,141. Durante a
resolucéo registramos o seguinte dialogo:

“Sem a calculadora seria facil?”.

“N&o, seria outra técnica”.

Como optaram por tirar a média aritmética por acharem mais facil, deixam a
indicacao de que ainda n&o se apropriaram do procedimento, de trocar algarismos na
representacdo decimal para gerar outro nUmero maior ou menor que o primeiro.

No momento em que um sujeito sugeriu 3,1416 como representacdo de um
ndmero menor que TT, seu companheiro argumentou corretamente:

“Se puser 3,1416 extrapola o TU". A sugestdo do primeiro participante indica que
ele escolheu corretamente uma aproximacao racional do numero TI, apesar desta

escolha néo ser adequada como apontou o seu companheiro do grupo. Este diadlogo
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evidencia que o trabalho em grupo pode trazer a tona certas concep¢bes que num
trabalho individual poderia ndo ter sido notado.

Para ordenar os numeros dados e os racionais obtidos, um grupo utilizou ponto e
virgula, outro usou sinal de menor, o terceiro os colocou um abaixo do outro, e o ultimo
localizou-os na reta orientada para a direita, mas dentre 0os sete numeros que
apareceram, so representaram seis. Um grupo utilizou corretamente 0 mesmo numero
em duas questdes diferentes ordenando somente seis nimeros. Para TU dois grupos o
representaram neste mesmo registro simbolico, um deles escreveu 3,1415... e 0 outro
3,1415927... .

Em relacédo a questdo que perguntava quantos numeros racionais existem entre
3,14 e TI, dois grupos responderam simplesmente que havia infinitos. Um deles
escreveu:

“Existem infinitos. E necesséario acrescentar as casas’. Parece que tentou
explicar o procedimento de obtencdo destes numeros, isto €, que percebeu que a
quantidade de possibilidades ilimitada de insercdo ou representacdo de uma casa
decimal a mais a cada numero buscado. Partiu do 3,14 e se baseou na representacéo
decimal infinita de TT, 3,14159..., percebendo que ha infinitas possibilidades para sugerir
e trocar algarismos nesta representacdo. Sugeriu entdo 3,1405 entre os dois numeros
dados.

Outro grupo respondeu:

“Infinitos, pois sua forma decimal ndo possui periodo”. Este grupo nao justificou,
apenas comentou o critério utilizado para classificar o namero TU que ndo possui
periodo em sua representacdo decimal, e somente isso ndo justifica a existéncia de
infinitos nUmeros naquele intervalo.

A propriedade da densidade da reta, no sentido que estd sendo usado neste
trabalho, ndo estéa clara para todos como ficou evidenciado no dialogo:

“S0 tem racional entre dois racionais”.

“Nao, tanto faz ser racional e racional ou irracional, trabalhamos com eles juntos,

misturados. E a idéia de infinito”.
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Com a discussao no grupo, percebemos que quando o sujeito disse tanto faz ser
racional e racional ou irracional, estava se referindo a existéncia de niumeros reais entre
dois racionais ou entre um numero racional e outro irracional.

Talvez a idéia de infinito, expressa pelo segundo sujeito, signifique a existéncia
de infinitos nimeros no intervalo determinado pelos numeros dados.

A palavra periodo ndo tem o mesmo significado para todos. Um participante
parece designa-la como sindnimo de infinitas as casas decimais, como 0 que acontece
com a representacdo decimal de TT, como se observa no comentario:

“O periodo prova que tem infinitos nUmeros porque retorna sempre uma casa em
direcdo ao 3,14". Este procedimento parece ser semelhante ao descrito anteriormente, o
sujeito parte da representacdo decimal infinita de TT, em que trocara algarismos, e
observa o 3,14 para que 0 numero inserido nao seja menor que ele.

O arredondamento sem critérios de um namero irracional para a representacéo
decimal finita parece ser permitido para alguns, um sujeito propds arredondar o TT para
3,1416 surpreendendo seu parceiro, que discorda:

“Se vocé colocar 3,1416 t4 maior que o TT, ndo pode”.

“Ta arredondado”.

“Néao pode”.

Esta aproximacgdo é justificavel pois ela é feita no Ensino, mas neste caso a
aproximacao por excesso origina um numero que ndo esta entre os dois numeros
dados, como proprio sujeito afirmou que a aproximacao é maior que o proprio numero.
Mais uma vez, foi evidenciado que em muitas ocasifes, o didlogo num trabalho em
grupo enriquece muito, possibilitando o levantamento de conjecturas que talvez o
sujeito sozinho ndo considerasse.

Na segunda parte das questdes desta atividade o foco é a obtencdo de numeros
irracionais entre 3,14 e TU dados inicialmente. Todos 0s grupos prestaram atencdo e
puseram as reticéncias na representacédo decimal do namero irracional obtido. Um dos
grupos escreveu que as representacfes eram ndo peridédicas, 0 que mostra a
preocupacao com a caracterizacao correta do numero irracional, sem que haja duvidas

e também sem confiar em acordos tacitos.
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Em relacdo as primeiras questdes que pediam a obtencdo de numeros
irracionais entre os dois numeros dados, 0s grupos procederam da mesma maneira que
na primeira parte onde eram pedidos numeros racionais. Dois deles puseram apenas a
representacdo do numero pedido. Um destes errou ao escrever que 3,1415... era menor
gue 3,141555..., provavelmente ndo percebeu que pelo fato de ndo se conhecer a quinta
casa decimal de 3,1415... ndo poderia afirmar que um namero era menor do que o outro.
Este erro se repetiu nas duas questdes seguintes deste mesmo grupo.

Uma das duplas representou os trés numeros entre ponto e virgula e desta vez
também houve um erro0, similar ao anteriormente apontado, pois nao fez conjecturas a
respeito da quinta casa decimal de 3,1412... , que poderia ser maior que 1, assim
3,1412... poderia ser maior que 3,14121... e ndo menor como sup0ds, poderia ter colocado
3,1413... .
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Talvez o fato de néo ter sido representada a quinta casa decimal de 3,1412..., 0
grupo atribuisse zero a ela e substituisse o zero atribuido por 1 para obter o niumero
3,14121... Alguns grupos ja verbalizaram, nas atividades anteriores, que a troca de
algarismos deveria sempre ocorrer nas casas decimais conhecidas, mas este grupo
parece que ndo percebeu. Este mesmo grupo, na questdo da ordenacgdo, escreveu
todas as sete representagcfes, mantendo coerentemente a suposicdo feita
anteriormente que 3,1412... € menor que 3,14121.. .

O dltimo grupo também representou os trés numeros porém entre sinal de

menor, utilizando o registro simbdlico Tt:
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Mas este mesmo grupo cometeu duas vezes 0 mesmo erro gue o grupo anterior:
ZMIE.,.< 1B Tl

Também aqui é possivel que néo fizeram conjecturas sobre as possibilidades de
algarismos para a quinta casa decimal que nao foi representada em 3,1415..., nédo
havendo garantia de que fosse menor que 3,14157... . No momento da ordenacédo, 0s
sujeitos foram coerentes, o que caracteriza que provavelmente ndo tenha sido apenas
uma distracéo, pois para ordena-los, haveria a necessidade de comparar uma a uma as
casas decimais, até que fosse estabelecida a ordem. Neste caso, mesmo analisando
todas as casas decimais representadas, nao seria possivel estabelecer tal ordem. O
que chama atencédo € que isto ocorreu apesar deste ser um dos grupos que mais
demonstrou cuidado nas respostas, principalmente ao explicar que suas
representacfes sdo nado periodicas.

Novamente um dos grupos percebeu a necessidade de modificar um nimero
anteriormente obtido, para facilitar a obtencédo de um segundo nimero:

“Na questdo 8 vou abaixar um numero”. Este grupo percebeu, apos ter
respondido a questdo 8, que para responder a questdo 9 deveria substitui-lo pois o
namero escolhido inicialmente trouxe dificuldades para a escolha do seguinte.

Uma das duplas, na questdo da ordenacédo, procedeu da seguinte forma: listou
todos os doze numeros que apareceram nesta atividade, da mesma maneira que listara

0S nUmeros da atividade anterior, escrevendo-os um abaixo do outro em duas colunas:

3 IL,L 5}1403 T
{

31402, 3,406 - -

3, 1403 S i

3{ nlod 3‘ ({F10. - -

3 405 s e
1
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Outro grupo localizou-0s na reta orientada para a direita, mas se esqueceu de

um dos numeros.

— —

sth 844105, 3 thiz. . 34415, 249455, 3 1AISASEY..

Os demais grupos ordenaram os numeros obtidos utilizando sinal de menor ou

ponto e virgula entre eles como se observa nos protocolos:

B 1< 31103755 B HpY5.. < Y15 . <
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A guestdo final, a respeito da quantidade de numeros irracionais existentes entre
3,14 e TI, dois grupos escreveram que o intervalo determinado por esses numeros
continha infinitos nimeros porém sem comentarios adicionais. Um grupo repetiu o que
havia escrito na primeira parte da atividade:

“Infinitos, pois sua forma decimal ndo possui periodo”.

Um deles modificou sua resposta anterior escrevendo:

“Existem infinitos nimeros. E necessario acrescentar um namero apds a Ultima
casa e suas reticéncias”. Parece que tentou explicar a necessidade de representar uma
casa decimal a mais em relacdo a um numero obtido numa fase anterior, como por
exemplo a partir de 3,1412... se obtém um numero menor 3,14105.... Talvez ndo tenha

percebido que a casa alterada foi a quarta e que ndo haveria necessidade de



133

representar a quinta, neste caso. Também nem sempre vale tal justificativa, como este
mesmo grupo cometeu um deslize ao escrever que 3,1415... € menor que 3,141555... ,
possivelmente considerando apenas o fato de ter representado maior numero de
algarismos, sem considerar as possibilidades do primeiro ndo representado poder ser
maior que ‘5.

A representacdo decimal infinita parece suscitar davidas, talvez pelo fato de ndo
ser enfatizada no Ensino. Nao é surpreendente haver esta dificuldade pois sabe-se que
historicamente a no¢éo de infinito causou polémica e dificuldade entre os Matematicos.

A possibilidade da identificacdo entre o objeto e sua representacédo, ou seja, a
representacdo que contém maior niumero de casas decimais € identificada como sendo
0 numero maior do que aquele cuja representagdo tenha menor nimero de casas.
Justamente esta identificacdo entre 0 objeto e sua representacdo que Duval destaca

que deve ser evitada.

ANALISE DOS DADOS — ATIVIDADE IX

As questdes desta atividade tém como objetivo obter nimeros tanto racionais
qguanto irracionais entre dois numeros irracionais dados: 0,10100100001... e
0,10100100010... Nas onze primeiras casas decimais de cada representacdo, 0 que 0S
diferencia sdo a 10 e 11 casas decimais. Esta praticamente engloba as situacdes das
atividades anteriores.

Logo no inicio da resolucdo das questdes registramos o0 seguinte comentario:

“Cada dia ela esta diminuindo mais, mas nunca vai conseguir, pois € infinito”.

Parece que este sujeito percebe que apesar da diminuicdo da distancia entre os
nameros, sempre havera infinitos numeros entre eles.

Na primeira questdo era necessario achar um nuamero racional entre os dois
nameros irracionais dados. Todos propuseram um numero na sua representagao
decimal finita. No entanto um grupo errou ao sugerir: 0,101001, sem perceber que era

menor que o primeiro numero dado e justificou:
el i 120/
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Na pratica estes sujeitos utilizaram uma calculadora que trabalha com oito
digitos, ao aproximarem consideraram o0s dois numeros iguais a 0,1010010 e,
conseqlentemente, obtiveram como média ele mesmo. Este grupo nao utilizou a
sugestdo de procedimento, de trocar um ou mais algarismos em uma representagcao
decimal, para gerar um novo numero entre os numeros dados. Talvez a aproximacao
evidencie a dificuldade em entender e trabalhar com a representacdo decimal infinita,
além dela ser reforgada pelo uso de calculadoras como mostra o comentario:

“Né&o cabe na calculadora”.

Ainda na questdo que pedia um numero racional entre os dois irracionais dados,

um outro grupo antecipou uma das questdes finais desta atividade escrevendo:

S - 0,40 4001000014

1
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Parece que para este grupo um dos objetivos da investigacdo ja foi atingido
Na segunda questdo em que era pedido um numero irracional entre eles, dois

grupos acertaram nao se esquecendo das reticéncias. Um destes colocou:

Stur, 0,400.00{. 000.0b - =+

Desla oLl UAav /?»Fr’f 0(1!/ (7]

Esta resposta denota a preocupacdo de precisdo quanto a representacao
decimal infinita explicitando que, provavelmente, ndo esti confundindo a representacao
com o objeto representado, como preconiza Duval. Outro grupo generalizou:

“Existem infinitos nameros irracionais entre dois irracionais”.

Porém, o0 mesmo grupo que errou a primeira questao, também errou esta pois
sugeriu 0,101001... Novamente este grupo ndo percebeu que o nimero sugerido poderia
ser menor que 0,10100100001... e que deveria ter representado no minimo as onze

primeiras casas decimais para poder compara-los e ordena-los com seguranca.
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Um sujeito de outro grupo, propds tirar a média aritmética entre os dois niUmeros
irracionais para obter outro numero irracional, registramos um dialogo:

“E os trés pontinhos?”.

“Considerei finito...aproximei para racional”.

“A média aproximada é racional, para transformar em irracional € sé por trés
pontinhos”.

Este grupo fez a aproximacao para permitir efetuar o calculo da média aritmética,
depois colocou reticéncias na representacdo decimal finita obtida pela média tornando-
a infinita e com este procedimento obteve um namero irracional.

Outro grupo percebeu que o0 numero dado ndo era uma dizima periodica:

“0,101001000... ndo € periodo”.

Porém a representacdo decimal infinita suscita davidas para alguns, como
revelam os comentarios de varios grupos:

“Se € representacao decimal é irracional”.

“Se tem reticéncias é irracional”.

“O racional é finito e o irracional € infinito”.

“A notacao ‘..." ja diz que é irracional”.

Apesar de termos discutido a questdo da representacdo decimal infinita, parece
que ndo € um assunto facil de ser apreendido pois alguns sujeitos a associam ao
namero irracional, fato que ja tinha sido evidenciado em algumas das pesquisas
citadas.

Na terceira questdo era perguntado se poderia haver repeticdes de algarismos
apoés a 12% casa e se isto significaria haver periodo. Os grupos perceberam que pelo
fato de os nimeros serem irracionais ndo poderiam ter periodo a partir da 122 casa
decimal. Mas um deles apesar de indicar que o fato dos numeros apresentarem
algarismos diferentes na representacdo decimal, ja ser garantia que sSdo numeros
diferentes, parece ndo saber converter o registro da lingua natural: um décimo, para o
registro decimal: 0,1 quando disse:

“Nao serdo iguais pois um namero € maior que o outro, tem um décimo entre

eles”.
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Outro sujeito enfatizou:

“Tem reticéncias e ndo tem periodo, € irracional, ndo vou imaginar que na 200?
casa tem periodo...”.

Isto mostra que o critério de classificacdo dos numeros com representacao
infinita, provavelmente, estéa claro para este sujeito.

O enunciado desta questdo precisa de uma correcdo: no lugar da expressao
‘haver repeticdes’ deveria figurar ‘haver periodo’.

Em relacdo a quarta questdo, que indagava a respeito da possibilidade de os
nameros serem iguais caso as casas decimais ndo representadas fossem iguais, dois
grupos responderam que a parte oculta dos dois numeros poderia ser igual, mas os
nameros ainda continuariam diferentes pois ja eram diferentes considerando-se suas

representacées até a 10% casa decimal, como se observam nas justificativas:
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Outro grupo escreveu:
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Este comentario se refere aos numeros irracionais inicialmente dados que ja
eram diferentes antes mesmo de se supor que as casas decimais ‘ocultas’ de ambos
fossem iguais, portanto resumidamente este grupo respondeu que 0S numeros
irracionais eram diferentes pois originalmente eram diferentes.

Todos os grupos responderam corretamente a quinta questdo que pedia para

classificar em racionais ou irracionais os dois numeros da questao anterior.
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Na questdo que perguntava qual dos dois numeros 0,10100100001... e
0,10100100010... era maior, todos 0s grupos puseram o segundo numero.

Nas duas ultimas questdes que indagavam a respeito da quantidade de nimeros
racionais e irracionais entre os dois inicialmente dados, todos concluiram que ha
infinitos nameros racionais e infinitos irracionais entre os dois numeros irracionais.
Somente um grupo fez algum comentario tentando justificar:

“Infinitos nimeros, aumentam as casas decimais”.

Provavelmente ndo percebeu que nao se pode aumentar as casas decimais pois
a partir da 122 casa os algarismos ndo sdo conhecidos, somente seria possivel
modificar as duas Ultimas casas representadas, a 10% e 11°.

Analisando os protocolos das outras atividades e os didlogos deste mesmo grupo
pareceu-nos que, aumentar as casas decimais significa por exemplo que para obter
nameros entre 0,1 e 0,2 é necessario partir de 0,1 e escrever uma representacdo com
casas decimais a mais, como por exemplo 0,15 ou 0,199, mas no caso desta atividade
este raciocinio ndo se aplica por causa da natureza das representacdes inicialmente
dadas. Para encontrar numeros entre 0,1 e 0,2 basta escrever um numero que tenha
necessariamente a parte inteira igual a zero e a primeira casa decimal igual a um, a
partir da segunda casa decimal pode-se escolher qualquer algarismo. Portanto este
namero tera no minimo duas casas decimais, diferentes de zero, conhecidas.

No entanto para se achar um numero entre 0,10100100001... e 0,10100100010... ,
como suas representacées diferem na 10* e 11% casa decimal e a partir da 122 casa
ndo sdo conhecidos seus algarismos, somente é possivel modificar a 11% casa da
primeira representacdo, ndo se alterando o nimero de casas decimais conhecidas
como no exemplo anterior. Por este motivo que o argumento de aumentar as casas
decimais ndo é uma justificativa neste caso.

E possivel que este grupo tenha criado uma resposta-padrdo que serviu para a
maioria das atividades até aqui. Com excecdo da natureza das representaces
utilizadas nas respostas as questdes desta atividade, a justificativa usada por eles se
mostrou coerente e correta. As representagfes decimais finitas dos numeros fornecidos

anteriormente, possibilitavam o aumento do nimero de casas decimais representadas,
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como no caso de se encontrar numeros entre 1,333 e 1,333... Nesta situacdo basta
modificar os algarismos da quarta casa decimal em diante para sugerir por exemplo o
namero 1,3331 ou 1,33332 entre os dois inicialmente dados. Os dois numeros sugeridos,
1,3331 e 1,33332, tém na sua representacao, quatro e cinco casas decimais conhecidas,
respectivamente, portanto mais casas decimais representadas do que em 1,333.

Outro grupo respondeu a mesma guestao conforme o seguinte protocolo:

\‘ﬁﬁg»‘vv‘d@p VAL e ZA A i oty N me

Em atividades anteriores, houve varias vezes comentarios de sujeitos a respeito
da impossibilidade de serem modificadas as casas decimais que ndo estavam

representadas, esta concepgao existe apenas para um grupo.

ANALISE DOS DADOS — ATIVIDADE X

A Ultima atividade da sequéncia € composta por catorze afirmacdes para serem
julgadas em verdadeiras ou falsas. As questfes envolvem os critérios de classificacao
dos numeros reais e a propriedade da densidade, mais especificamente obijetiva
comparar as concepcoes identificadas na atividade Il, como por exemplo a identificacao
de numero irracional com a representacdo decimal infinita, identificacdo da
representacdo fraciondria como namero racional e a possivel identificacdo de nimero
irracional com sua aproximacao racional. Pretende-se também analisar a evolugdo dos
argumentos e conjecturas em relacéo ao inicio da sequéncia.

Em relacdo a classificacdo das afirmacdes em verdadeiras ou falsas, a maioria
acertou. Apenas um dos grupos errou a questéo 1 e outro a questao 9.

O desempenho nesta atividade, dois erros em catorze questdes melhorou
consideravelmente se comparado com o da atividade Il que foi doze erros em catorze
questdes. Houve mais acertos em relacdo a classificacdo em verdadeiro ou falso e
também maior numero de justificativas apresentadas, além de argumentos mais

elucidativos.
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A seguir sdo transcritas as questdes e feita sua andlise.

1. ( ) E possivel calcular a média aritmética de dois nimeros racionais quaisquer.

Um grupo classificou a afirmacdo como sendo falsa, apresentando o comentario:

“Néao, porque uma dizima néo periddica € um namero irracional e portanto ndo se
faz a média entre eles”.

Esta resposta estaria coerente se no enunciado constasse nameros reais no
lugar de racionais, ja que o grupo identificou corretamente uma dizima ndo periddica
como sendo um numero irracional. Ou entdo pode ter equivocadamente lido irracional
onde esta escrito racional. Estas confusdes podem indicar dificuldade de entendimento
do registro da lingua natural.

Outro grupo, apesar de ter classificado a questdo como verdadeira, confundiu-se

na justificativa:

1.y)
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1

Evidenciando que a concepc¢éo de numero racional € aquele que tem somente a
representacao decimal finita, ainda persiste.
Os demais classificaram corretamente em verdadeiras ou falsas todas as

guestdes.

2.( ) Todo numero que tem representacdo decimal infinita € um numero irracional.

Nesta questdo, os comentarios parecem estar mais elaborados que no inicio da
sequéncia como se observa a seguir:

“Porque a representacdo decimal infinita pode ser periddica ou néo periddica”.
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Este ultimo grupo realizou uma conversao do registro fracionario para o registro
decimal infinito e identificou as duas representacbes com um mesmo numero,
evidenciando a possibilidade de uma representacédo decimal infinita ser referente a um
namero racional. Durante a resolucdo registramos a fala de um sujeito a respeito das
reticéncias da representagéo decimal infinita:

“Nem todo numero com reticéncias € irracional, pode ser racional”.

3.( ) géracional

Nesta questdo, todos 0s grupos classificaram corretamente como falsa.

Destacamos as justificativas apresentadas pelos sujeitos:

3.(F)
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Provavelmente o grupo percebeu que esta representacdo ndo é a de um numero
racional pois ndo obedece ao critério da natureza dos numeros que compdem a
representacéao fracionaria.

A seguinte resposta talvez indique que este grupo avalie que o0 quociente entre
um numero irracional por um racional continua sendo irracional.

“Porque o valor de Tt € irracional”.

A justificativa a seguir parece indicar que para estes sujeitos, a maneira de
eliminar o problema da irracionalidade € a aproximac&o para racional no registro de
representacdo decimal finito, como propds Euddxio no século 1V a.c.

“Vocé o torna racional, por aproximacgao”.

4. ( ) Entre um namero racional e um numero irracional existem

ndmeros racionais e nimeros irracionais.

Todos os grupos classificaram corretamente a afirmacao como sendo verdadeira.
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Nesta questéo, o ultimo grupo referido na questao anterior, utilizou novamente o

procedimento da aproximacdo como mostra a justificativa:

4. ()
oy - ] /0 - 0 533123408,
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Este grupo utilizou uma aproximacdo do numero irracionalx/ipara racional,

L s . 1 . A
efetuou a média aritmética entre este numero e 5, e dep0|s acrescentou as reticencias,

obtendo no seu modo de ver, um numero irracional. Parece que para este grupo houve
confusdo quanto as sugestbes de procedimentos: tirar a média aritmética de dois
nameros racionais no registro de representacdo decimal finita ou no registro fracionario.
Havendo numero irracional, foi sugerido outro procedimento.

Os outros grupos praticamente copiaram o enunciado da questdo em suas
justificativas, principalmente em relacdo as questdes 5 e 6, todos 0s grupos repetiram

0S enunciados:

5. () Nao existe numero racional entre dois niUmeros irracionais e

6. () Entre dois numeros racionais ndo existe nenhum numero irracional.

Apesar de todos os sujeitos terem colocado falso nestas duas questbes, nao
justificaram sua resposta por meio de exemplos. No entanto, na atividade Il em que
estas mesmas questdes foram propostas, houve muitas justificativas ilustradas com

exemplos.

7.( ) 0,333...3 éirracional

Esta questéo foi classificada corretamente como falsa por todos os participantes.
Logo no inicio da resolugéo, um sujeito afirmou:
“Todo racional € finito”.

Mas seus companheiros o convenceram do contrario.
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Outros dois grupos erraram em suas justificativas colocando:

“E um decimal periédico”.

7.(¢)
L7 Aan~c& a{if?)/t L \'% Aro/d/LCo.

Mas antes da conclusédo deste ultimo grupo, um sujeito comentou:

“Pela calculadora ndo da para saber se é racional ou irracional”.

Talvez os fatos de se repetirem algumas vezes o algarismo 3 e da representacéo
decimal ter reticéncias, bastam para concluir ser dizima periddica e assim constatar que
é referente a um numero racional. Este grupo, provavelmente, ndo percebeu que se
tratava de uma representacdo decimal de numero racional por ser finita e ndo por
conter reticéncias e periodicidade. Um dos sujeitos, durante a resolucéo, falou:

“Néao tem condi¢cOes de avaliar. As reticéncias ndo estao no final, estdo no meio,
é finito, ndo é infinito”.

Outro sujeito argumentou:

“Quem garante que nos trés pontinhos continue 37?”.

Este sujeito indagou corretamente a possibilidade dos algarismos representados
pelas reticéncias serem diferentes de ‘3, ndo ha garantia da repeticdo deles, mas o
relevante nesta representacao € o fato dela ser finita.

Ainda em relacéo a esta mesma questao, registramos o seguinte dialogo:

“E racional, é =", referindo-se ao 0,333...3,

wlF

“0,333...3 é racional pois termina, pois é finito, ndo € =, que é infinito”,

Wik

“Como colocar em fracéo 0,333...3? Nao sabemos quantos 3 existem”.

Para alguns sujeitos houve uma confusdo quanto a localizagdo das reticéncias

identificando as duas representacoes: % e 0,333..3. Porem ha concepc¢des corretas no

grupo, defendendo que ambas representacdes nao séao referentes ao mesmo namero.
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Um sujeito converteu 3 para a representacdo decimal verificando ser infinita, o

gue evidencia o importante papel que representa a conversao de registros para a

aquisicao do conhecimento.

8. () N&o é possivel encontrar um namero racional entre um racional e um irracional.

Em relacdo a esta questdo, todos os grupos responderam que € falsa. Apenas

um deles apresentou a seguinte justificativa:

8.(F
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Parece fazer referéncia a sugestdo de procedimento: a partir da representacao

do namero irracional obter uma aproximacao racional, retirando as reticéncias.

9. ( ) E sempre possivel tirar a média de dois nimeros irracionais.

Esta questao foi classificada como falsa por todos os sujeitos. Duas justificativas
dos participantes mencionam a impossibilidade de se operar com infinitas casas

decimais:

9.(F)
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Este comentario possivelmente indica que houve a identificacdo entre o objeto
representado e sua representacdo. Apesar de Duval prever esta identificacao,
considera-a como impedimento a apreensao do objeto.

Durante a discussao registramos 0 seguinte comentario:

“Média entre irracionais ndo da”.
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10. () \/E e 1,41 representam 0 mesmo ndmero

Todos os sujeitos responderam falso a esta questdo. Nenhum grupo identificou

as representacoes J2 e 1,41 como sendo a de um mesmo ndmero. Um deles ainda

explicou:

10. (F) 7 _
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Provavelmente para estabelecer esta comparacéo, este grupo tenha realizado

uma conversao do registro simbalico J2 para o decimal infinito.
Um sujeito citou novamente a aproximagao:

“Quando se aproxima, deixa de ser irracional e torna-se racional”.
Talvez pelo fato da J2 ser um dos representantes-padrdo de numero irracional,

nao houve associacéo entre as representacoes J2 e1,41,

11. () A média de dois numeros racionais € um numero racional.

Nesta questao, todos os grupos atribuiram verdadeira. Um grupo justificou:
“Média so se faz de numero racional”.
Um outro apresentou este protocolo:

1. (V) .
Qr3-< — S+Vg -4 4423542 (hecimd)

N&o se identifica nesta resposta uma média aritmética e além disso, a presenca

de um numero irracional, que nao figura no enunciado da questdo. Para efetuar 5 + J2,
0 grupo parece ter repetido procedimentos adotados anteriormente em outro tipo de

guestoes.
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Este grupo realizou uma conversado do registro simbdlico J2 para o decimal
infinito, em seguida, suprimindo as reticéncias, obteve uma aproximacao racional deste
namero. Depois efetuou a adicdo de dois numeros racionais obtendo um numero

racional. Mesmo assim, ainda faltou a divisdo por 2 para obter a média.

12. () E sempre possivel encontrar um namero irracional entre dois nimeros irracionais.

Todos os sujeitos consideraram verdadeira esta questao.
Um grupo foi além, evidenciando a percepcao da nocdo de continuidade da reta

em seu comentario:

12. () , -
/uof ’I[x/\'«'&l ,.ILa]‘I/to\

13.( ) 1,333... éirracional.

Todos os sujeitos afirmaram ser falsa esta questao.

Nenhum grupo parece identificar as reticéncias como sendo caracteristica da
representacdo de um numero irracional. Dois grupos declararam que se tratava de uma
dizima periddica, o0 que evidencia que interpretaram a representacdo como periédica e,

assim sendo, referindo-se a um namero racional, eis o protocolo de um dos grupos:

13.(¥)
£ da/aﬂm \{)»Wéd},lax,

Outro grupo realizou a conversao do registro decimal infinito para o fracionario e

comentou:

113 4 T 4 ”
Se passar para fracdo, seria 3
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Este grupo parece que utilizou a definigdo de niumero racional, isto €, aquele que

. a
pode ser representado por uma fragao E allZebOZcomb#DO.

Nenhum grupo questionou a respeito da possibilidade do algarismo ‘3 néo se

repetir indefinidamente, o que caracterizaria um namero irracional.

14. () Existem infinitos niUmeros racionais e infinitos irracionais entre dois niUmeros reais.

Todos os participantes responderam que esta Ultima questdo é verdadeira.

Um grupo mencionou a continuidade da reta:
14.(\J)

S et aﬁvﬁﬁa/"woﬁﬂ&;’ah
Sunc oo, |

Outro escreveu:
14. (V)
”Deyfw w> A wc},&aﬁj rezt .

Esta resposta talvez queira se referir a densidade dos nimeros reais.
Para justificar a existéncia de nameros irracionais e de nimeros racionais entre
dois reais distintos, em mais de uma ocasido, 0S sujeitos apelaram para a
“continuidade” da reta, 0 que ndo seria necessario, bastando que se reportassem a
propriedade da densidade dos numeros reais.
Esse pensamento dos sujeitos também foi motivo de conjecturas por parte de
cientistas renomados como pode se depreender da citacdo de Boyer (1974, p.410):
“Galileu e Leibniz tinham julgado que a ‘continuidade’ de pontos sobre uma reta
era conseqliéncia de sua densidade — isto é, do fato que entre dois numeros

guaisquer existe sempre um terceiro. Porém os ndmeros racionais tém essa
propriedade, no entanto ndo formam um continum”.

Durante a plenéria, dois comentarios chamaram nossa atencao:
“A maior inquietacéo € 0 0,999... = 1"
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Este comentério se deu pelo fato de o sujeito ndo concordar e ao mesmo tempo,
estar muito incomodado com esta igualdade.

O seguinte comentario parece indicar que, para este sujeito, a seqiéncia
provavelmente teve uma ordenac¢do adequada quanto as dificuldades apresentadas:

“Se esta folha fosse no primeiro dia, ndo estaria tao claro”.

Comparando algumas respostas apresentadas na atividade Il com aquelas
apresentadas nesta atividade, para questdes assemelhadas, parece que 0s argumentos
estdo mais bem elaborados.

Podemos destacar alguns exemplos: enquanto que na atividade Il para justificar
que a afirmacéo: “Entre dois niumeros irracionais ndo existe numero irracional”, é falsa,
0S sujeitos escreveram:

“contra-exemplo”. Mas ndo o explicitaram, talvez tenham percebido que né&o
existe numero estivesse errado e que fosse necessario colocar um contra-exemplo para
provar que existe pelo menos um numero irracional entre dois irracionais. Ou ainda
aprenderam a repetir, sem apreenderem o sentido disso, que no caso de uma
afirmacdo ser falsa basta dar um contra-exemplo.

Em relagédo a outra questdo da atividade II: “Entre dois nUmeros racionais existe
um Unico numero racional”, um grupo escreveu:

“O 1 e 0 2 por exemplo, sdo dois numeros racionais e entre eles existem muitos
outros numeros”. Os sujeitos perceberam que ndo existe somente um, mas muitos,
porém ndo deram exemplos.

Ja nesta Gltima atividade, na questdo: “E sempre possivel encontrar um nimero
irracional entre dois nimeros irracionais”, um grupo escreveu:

“Sim porque se assim nao fosse, a reta real teria falhas”.

Outro exemplo de justificativa apresentada nesta atividade foi na seguinte
guestao: “Existem infinitos nimeros racionais e infinitos irracionais entre dois numeros
reais”, um grupo justificou:

“Sim, pois a reta real ndo tem buracos”.

Na questédo: “1,333... é irracional”, um grupo respondeu:
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113 4 T 4 ”
Se passar para fracdo, seria 3

Com estes exemplos, podemos observar maior consisténcia das argumentacdes
dos sujeitos, inclusive lancando mao, nesta ultima justificativa, da conversao de

registros para ilustrar sua resposta.

AVALIACAO DO EXPERIMENTO

No final da ultima sesséo, os participantes responderam individualmente a um
questionario sobre sua opinido a respeito da seqiéncia: do que tratou, os trés topicos
relevantes, o que aprendeu, as duvidas que ficaram, se recomendaria essa atividade
para um amigo e que sugestdes de mudancgas apresentaria.

Os professores destacaram alguns temas abordados pela sequéncia. Nosso foco
era buscar investigar o comportamento dos sujeitos frente a propriedade da densidade
dos numeros reais. A classificacdo dos numeros reais foi trabalhada inicialmente por
ser necessaria para o desenvolvimento das outras atividades. No entanto, muitos
professores salientaram a classificacdo dos numeros racionais e irracionais nas suas
diferentes representacbes como assunto principal.

Os temas elencados estdo a seguir bem como alguns comentarios destes
professores.

Quanto a primeira questao:

c 1.Como vocé contaria a um amigo, que néo participou desta oficina, a

a respeito do que foi trabalhado?

tegorizamos em:

a) Densidade do conjunto dos numeros reais.
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b) Representagcdo dos numeros por pontos na reta (conversdo do registro de

representacdo numéerico para o grafico):

P=t-S VA o> o fm/cu;mqm -0 LAy
NOL,  AD A AAACe WMJ@W Q/VV\PLQ,Q_JCQ.(AG

Wﬁa&n%mmem

c) Numeros racionais e irracionais:

R N f * - . [~ {
?ﬁ/bgq,(/p/&f{ Ae 729 ]}/(j/f/o s, CM/Z/)’D Zfé(ﬁt 77 //‘ 2
Leviolo /&m ole /M//n%&d IO CLoTIGAs

7»/»{ Lo W&/‘ttﬁ fJaJLC AL
<

A Mvea e
d) Diferentes registros de representacao:

W,Loctmwbs- ar  odiido dis- O&MM;C’L“‘ Qf\yw T
’Tyw&p\/\i/‘w\/ rresadsan, oieon Lt ol wm@y!mw

A d%n@» f\b‘ww:\im'fovw A AdtAcrs. &A%was‘@u.‘

Este ultimo sujeito parece ter achado interessante trabalhar com as diferentes
representacoes.

Os sujeitos destacaram entre o0s tdpicos abordados, aqueles que mais
proporcionaram trocas, discussfes e reflexdo. A separacéo absoluta por categoria foi
muito dificil, e por isso, ha protocolos que poderiam ter sido colocados em duas delas.
Selecionamos alguns protocolos para ilustrar as opinides dos professores em relagédo a

segunda pergunta:

2. Destaque 3 topicos que na sua opinido foram relevantes.
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a) Classificacdo de numeros racionais e irracionais.

) o Al
_ A v LATD e esBTweeeeA)

LA
— &\/\\/\\'“’:’&O—} N

Os /1,/.:/::7&@3 e or/ 97’3 y S o oS gL Ut KEzrrz dy g

Apesar deste protocolo ser categorizado em classificacdo de nimeros racionais
e irracionais, o Ultimo topico, numeros decimais, cabe na categoria das representacoes.

b) Diferentes representacoes.

- @ oUL{,qu (o ol non LWoneaun A W.’emc@\ ( N-’GW\&«-&—W")

..@a_ U .:ﬁtu,, 'Vy o~ Wac;@@ WW%
M o L L‘ng,;m"ho (M P V-YIN PN B

Este sujeito também evidenciou as diferentes representacdes numeéricas.
— s . J .
— CPA JWAQAWJJO@Q@ | OU%&/\/\/CLD _Q o Ara

O primeiro tépico deste ultimo protocolo é de representacdo mas o ultimo, média,
cabe na categoria seguinte.

c) Média entre dois niUmeros.

NAp st TiRe A Mcdi ewdw dow ve thiaeimain

AM/\-\@VQMW R NMelo Cobe new d-oopfo/g Ao
CJ@D@M&.
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Este sujeito refere-se a impossibilidade de se calcular a média aritmética de dois
nameros irracionais no registro de representacdo decimal infinita, por nao se
conhecerem todos o0s seus algarismos.

Porém outro participante apresentou um jeito de se tirar a média aritmética de

dois numeros irracionais, se eles estiverem no registro de representacdo simbdlico:

4+
5

Mas nem todo numero irracional possui uma representacdo simbolica,

enguanto que uma representacao decimal todos tém.

d) Trabalho em grupos.

o 64%6\9@"‘1{4 Gt ~CD uiom/ta/m ouﬁ[a anden m/’(m(aa . .
J Sl ?*L( rlanCom dMJL)(c,\ Ay 27%/'{?«»?{% <« 4 41)%;(1”1:51'-4//“"%

A edamn Acnﬁaa L SAGN S on AL~ IS
J Dinturinde v ZPMPO

*bd\fv\&):c)é_o S
-&Mwwa i |

Com dupla interpretagdo, provavelmente o sujeito quis dizer que pelo fato do
trabalho ter sido realizado em duplas, de inicio poderia haver duas opinides diferentes,
mas com a discussdo chegavam a um acordo quanto a resposta. Isto confiram que,
para alguns sujeitos, o trabalho em grupos proporciona discussdes ricas e muitas
trocas.

Em relagdo a questéo:

3. O que mais aprendi.

Selecionamos alguns protocolos que tentamos categorizar. Novamente ha
protocolos que contém mais de um tema e poderiam ser colocados em uma categoria

diferente da qual esta.
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a) Conceito de nimeros racionais e irracionais.

4‘&%/4@.&4’0 [?/Q [Z);/@/"/é ,//’&’ Y. 24 /j{/ﬁﬁ/f ngy//p/_/ L AR
£ fuaS  roprerelasmSL s AR g gE e wgfts Vo

A palavra ‘conceito’ deste ultimo protocolo, provavelmente esteja se referindo a
concepcgao.

b) As diferentes representacdes dos numeros.

Esta categoria foi novamente a mais lembrada.
c) Entre dois niUmeros racionais ou irracionais existem infinitos nimeros racionais e

irracionais.

im cdorc A M&(A - oU..P\»Mc],@LX oo,uu, 2t oo
N e leh oo O W—‘JQ—% lmm L‘-n,?,( e ko~
IRV VU MW/\ £ M .

r/ ) N roe
(é(/@ - Ea Z,L.[@f c@rs m(//;)/y)gﬂﬁs 65:S-TC’ ;ﬂ\/m Tes
(T ICnelcs

Apesar de ndo ser o tema mais citado, a no¢ao de densidade esteve presente
em alguns protocolos.

Dentre os tdpicos citados, houve maior incidéncia na questdo da classificacao
em nameros racionais e irracionais, do que propriamente da propriedade da densidade

dos numeros reais.
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E possivel que isto tenha se dado pelo fato de que na maioria das questées,
apesar de visarem a propriedade da densidade dos numeros reais, sempre era
destacada a questdo da classificacdo de numero racional e de numero irracional,
utilizando suas diferentes representacoes.

Ou ainda, ha a possibilidade de que os participantes tenham percebido, durante
este trabalho, que havia concepcdes diferentes quanto aos critérios de classificacédo
dos nameros e que as discussdes tenham se concentrado sobre este tema destacando-
0 como principal.

Uma outra resposta & mesma questao:
@)-AQ, o0 QA u\m.u_& F»Q»‘-»CJD ’

Em relagdo a questéo:

4. Duvidas que ficaram.

Um sujeito respondeu:

Eon sdoses o domndesds
U\/\&N\}u.xm.

A maioria dos sujeitos escreveu que nao ficou com duvidas, alguns deixaram
esta questdo em branco e outros demonstraram incbmodo com 0s nUmeros irracionais.

Um dos sujeitos registrou a seguinte resposta:

O Ot & . Nlmeno Wa/&’omaj 7Com,o \pFLoJOL"(‘O

Em relacédo a questéo:

5. Vocé recomendaria a algum amigo que fizesse este mesmo trabalho?

Se sim, que sugestfes de mudancas vocé apresentaria?
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Todos responderam que sim. A maioria ndo deu sugestdes, porém um deles
acrescentaria a utilizacdo de recursos audiovisuais, outro aumentaria 0 tempo
estabelecido para a resolucdo das questdes e outro sugeriu adequa-la para ser

aplicada no Ensino Fundamental como se observa no comentario:

_ v o Bdlveloiole,
RIS g .
}UJW\)

O seguinte comentério pode significar que avaliou que o trabalho é inédito:

ST, e SrsS qff‘(}e&\//é bt L Veat do o # coA .

Destacamos alguns protocolos que parecem evidenciar que houve satisfacdo em

desenvolver este trabalho e que ele foi produtivo.

/_J‘\f‘eéa/fan e 6‘44:& (/,g{ N 7/)0"7;%03 /ZE&%S,,

Q“”‘;CGO Vets  yuadd taa O’\#ﬂmaoﬁﬂ e /Z"MJZD yaeLo
Nen no MVM&(@(}Q& A Vg o Fprn Viviees ym Cuso.

Vevia c»w&nm} %MQ ety Cunno Y/erv

De um modo geral, parece gque o trabalho foi considerado valido, pelas reflexdes
e discussbes ricas que ele proporcionou e gue 0S Sujeitos gostariam que ele

continuasse.
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ANALISE DA REAPLICACAO DAS QUESTOES DA ATIVIDADE Il

Apos dois meses do término da aplicacdo da sequéncia, propusemos novamente
a resolucéo das questbes da Atividade I, que é constituida por catorze afirmacdes para
serem classificadas em verdadeiras ou falsas, com justificativa. Escolhemos esta
atividade porque envolve questdes gerais enfocando especificamente o tema principal
da pesquisa, qual seja, a questdo da densidade dos numeros reais.

Esta atividade foi desenvolvida individualmente para analisarmos se 0s sujeitos
continuavam ou nao apresentando as noc¢des verbalizadas nas discussodes, tanto nas
duplas quanto nas plenarias, além daquelas apresentadas nos protocolos.

Ao receber as questdes um sujeito percebeu que ja havia feito algo semelhante e
comentou:

“Algumas palavras foram mudadas. N&o é igual ao que ja fizemos? E parecida.”

Os patrticipantes procederam da seguinte maneira: primeiro leram e classificaram
todas as questdes em verdadeiras ou falsas e voltaram a primeira questao iniciando
suas justificativas. Apos alguns minutos, um sujeito quis entregar seu protocolo, mas
pedimos para ele comentar todas as afirmacdes e ele respondeu:

“A minha dificuldade € escrever”.

Apesar de assumir esta dificuldade tentou justificar as suas respostas, porém, na
maioria delas este sujeito praticamente copiou seus enunciados, fornecendo exemplos
numericos apenas em algumas das questoes.

Outro sujeito logo no inicio da resolucéo da atividade comentou:

“Esse neg6cio de numero é complicado”.

Todos os sujeitos classificaram corretamente as questbes em verdadeiras ou
falsas, com excecdo de um deles que errou a seguinte questdo: “Entre dois nameros

irracionais existe um numero racional”. Classificou-a como falsa e justificou escrevendo:

4.( ()
L L5t L\/j/«‘rﬂﬁ& WS DREomIS .
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Seu comentario indica que ele considera a existéncia de infinitos numeros
racionais entre dois irracionais. E possivel que o enunciado no registro da lingua natural
nao esteja claro para este sujeito, que talvez tenha ‘lido’ existe um Unico numero
racional, ao invés de existe um numero racional .

Os participantes justificaram todas as questbes. Quando responderam pela
primeira vez esta mesma atividade, o niumero de respostas justificadas foi bem menor.

A seguir apresentamos a analise de cada questao.

1. ( ) Entre dois nimeros racionais existe um Unico numero racional.

Nesta questdo, apesar de um participante té-la classificado corretamente como

falsa, apresentou o seguinte argumento incompleto:

1.(F)
)wammk’l@'@ adie Yy j/(l N o0 oo A /&e

w//—/' O«OL’L’\C‘ V\/\AMQAQ/UC) /‘(Q(&Cm(&

Esta justificativa ndo exemplifica mais de um ndmero racional entre dois

L - . 2 1 3
racionais, ja que O Sujelto escreveu apenas 0 numero Z entre Z e Z Para contestar a

unicidade que figura no enunciado, deveria apresentar pelo menos dois exemplos.
Utilizou o registro de representacdo fracionaria com mesmo denominador
possivelmente para facilitar a insercdo de um numero entre os dois. Para este sujeito
parece estar claro que este registro de representacao fracionaria refere-se a um numero
racional.

Outro sujeito, que também classificou esta mesma questdo como falsa, justificou
por meio de exemplos, utilizando os registros numérico e gréfico, localizando os

nameros num segmento de reta

1.( \E Entre dois nimeros racionais existe um Unico nimero racional.

!t\._m-
el v ’:% _ﬁL XA STEN u/x-vu(g\»f\/f

v\‘t Z ]
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Este protocolo também pode traduzir a reflexdo deste sujeito a respeito do
enunciado evidenciado pelo ato de sublinhar a expressao “um unico”, que € relevante

para acertar a questao.

2. () Entre dois niUmeros racionais nao existe numero irracional.

Todos os sujeitos escreveram falso nesta questao0. Seguem dois protocolos em

gue aparecem um dos representantes-padrao de numero irracional, J2:

2.([)
e M7 o~ 2! |

2.(¥)
Fo<O  — W S
p %z BB oo

3
2

O primeiro sujeito ndo percebeu que a J2 nio esta compreendida entre 2 e 3.
Poderia ter escolhido a ~/5entre 2 e 3, ou ter mantido a v2 mas alterado o 2 para 1.
Enquanto que o segundo participante sugeriu corretamente a J2 ea 3. E provavel
qgue depois da sugestao, ele tenha realizado uma conversdo dos registros simbdélicos

J2 e 3 para o registro de representagcédo decimal infinita, para certificar-se que estes

dois nimeros estéo entre 1 e 2 e também que o primeiro deles esta entre os racionais

le g e que o segundo esta entre os racionais g e 2.

3. ( ) Entre dois nUmeros irracionais existe exatamente um ndmero irracional.

Todos os sujeitos acertaram a classificacdo justificando haver infinitos nimeros
irracionais entre dois irracionais sem apresentar exemplos. Possivelmente esta
afirmacao tenha favorecido a associagéo entre o que propunha e o que fora discutido e

explicitado durante o trabalho da sequéncia.
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Segue um protocolo como ilustracao:

3.(F) , ) J
NWOLAJLEXUO ’AA/\AIA/\A/(TA% OA T Ang O

4. ( ) Entre dois numeros irracionais existe um numero racional.

Ao ler a afirmacao um sujeito comentou:

“Os irracionais sao os infinitos”.

Este comentério parece evidenciar a concepcao de que a representacdo decimal
infinita refere-se somente a um ndmero irracional.

Dentre o0s participantes que consideraram verdadeira esta afirmacéao,
destacamos as justificativas:

4.\, /
ﬁ//g‘(/ LLTC/Q/V\ADJ/O ‘Q/U\’E) E'_L o VUMD
M o ridl o !l odrvpe 2,5,

Este participante exemplificou um numero racional na sua representacao decimal
finita, entre dois representantes-padrédo de namero irracional, J2 e TI. Provavelmente
realizou uma conversao dos registros simbdlicos JV2em para o decimal infinito, para
entdo poder inserir um nimero entre eles. E interessante destacar que ao contrario do

gue comumente se observa nas respostas, entre estes dois nimeros ha dois nimeros
inteiros, foi escolhido o0 2,5 como resposta.
Outro sujeito justificou de uma maneira semelhante utilizada por ele na questéao

2. Para justificar que a afirmacéo é falsa utilizou o seguinte argumento:

4.(\J)

N A

1 Y3 2,
L=
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. - ~ 1
Nesta resposta este sujeito trocou o g utilizado por ele na questéo 2, pelo ry

x 1 . .
Né&o observou que > n&o esta entre /2 e /3.

5. ( ) Entre dois nUmeros irracionais nao existe numero irracional.

Todos atribuiram ‘falso’ a esta afirmacao. Um sujeito para justificar sua resposta,
indicou o procedimento da média aritmética no registro simbdlico e utilizou o registro
grafico para localizar essa média entre os dois numeros irracionais por ele escolhidos,

COMo se Vé a sequir:

5(F
Y bt Z+d3"
\2 24z ES >
2

Outro sujeito comentou:
“O dificil e justificar”.

Em seu protocolo este sujeito escreveu apenas:

5(F)

Para responder a esta questdo, nenhum sujeito utilizou a representagéo decimal
infinita do numero irracional, que foi utilizada em outras situacbes em que as
representacdes dos dois numeros iniciais eram fornecidas. Este fato pode indicar que
questdes envolvendo o infinito representam grande dificuldade para o ensino-

aprendizagem.

6. () Entre dois numeros irracionais ndo existe numero racional.

Os sujeitos classificaram esta questdo como falsa. Um deles repetiu o mesmo
exemplo ja usado, para justificar que entre dois nimeros irracionais existe um numero

racional:
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6.(F o _
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Este participante percebeu que um exemplo anteriormente escolhido era
adequado também neste caso.

Observamos que antes dele ter escolhido esta resposta, havia dado outra:

“Exemplo: entre os numeros 0,333... e 0,666... existe 0 numero 0,5”.

Este participante havia sugerido inicialmente n e g como sendo numeros

irracionais. Para ele ndo esta claro que o registro de representacdo fracionario com
numerador e denominador ndo nulo, inteiros refere-se a um numero racional. Depois
realizou uma converséo desse para o registro decimal, mas errou a divisdo e escreveu

1 : ~ .- :
= =0,666.... Pensando um pouco, sem nossa intervencao, este sujeito concluiu ser esta

a representacdo de uma dizima periddica, e assim, ser referente a um ndmero racional.
Neste momento comentou:
“Irracional é infinito e ndo periddico, ambos acima séo periddicos. Fiz besteira”.
Esta fala talvez possa indicar que certas regras no registro da lingua natural sdo
memorizadas e muitas vezes o objeto nelas contido ndo é identificado quando dado em
outro registro. Isto € o que Duval classifica como uma conversdo de registros nao-

congruente.

. . , 1 3 . .
O sujeito referia-se aos numeros E e 5' classificados anteriormente como

irracionais. A conversao de g para 0,5 e de % para 0,333... foi realizada corretamente.

Parece que isto auxiliou na classificacédo correta dos numeros.

Depois desta primeira sugestao, este sujeito apagou tudo, com excecgao das
conversdes reproduzidas a seguir, e escolheu mais apropriadamente 0s numeros J2 e
Tt como representantes de nimeros irracionais e o numero racional 2,5. Esta sugestéo

ja estava pronta pois tinha sido utilizada pelo sujeito numa questéao anterior.
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Segue o protocolo das conversodes e dos tratamentos:

+
/. L Lewe 0 10 0 14 285 H-
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Outro sujeito representou graficamente trés nameros por ele escolhidos, sem
perceber que o0 numero racional sugerido ndo estd compreendido entre os dois

nameros irracionais previamente escolhidos:

6.(9)

V2 J>’
P

Este sujeito cometeu 0 mesmo erro duas vezes. E possivel que ele ndo tenha
realizado uma conversado, pois se o tivesse feito poderia compara-los no registro de

representacéo decimal diminuindo suas chances de errar.

7.( ) Entre um ndmero racional e um irracional existe nimero racional.

Os sujeitos classificaram esta questdo como verdadeira. O Ultimo sujeito citado
na questao anterior, colocou nesta, corretamente sua justificativa no registro de

representacédo gréfico:

7.(\)

Um outro sujeito ‘recitou’ uma regra expressa no registro da lingua natural:

7.0, .
L oD Ugia conod_ e e YEUU ol oiciomal
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Enquanto que o primeiro sujeito forneceu um exemplo, o segundo citou ‘infinitos’,

porém sem dar exemplos.

8. () Entre um numero irracional e um ndmero racional ndo existe nimero racional.

Todos os participantes atribuiram ‘falso’ a esta afirmagdo. Destacamos as
justificativas:

8.(F) —
EXISFoM {2 2 2

Pelo fato deste sujeito ter escrito a tinta e rasurado sua resposta, pudemos

perceber que ele tinha representado inicialmente um ndmero irracional por J3, mas

, . : 3 . .
provavelmente percebeu que o numero racional escolhido, 5 ndo esta entre /3 e 2,

entso trocou /3 por V2, tornando adequados todos os numeros escolhidos.

Enquanto que este sujeito utilizou os registros de representacdo simbdlico e
fracionario, outro participante usou o registro de representacdo decimal sugerindo para
namero irracional, 3,1416... . Talvez tenha se baseado no T, usando uma aproximagao

racional dele, 3,1416 e acrescentando as reticéncias:

8.(F) _
oo 30406 o 3,5 aposlinos oo ro -

_LAON IS Lo O vamvgﬂo 3, L5

Como era esperado, todos os participantes conservaram a ordem dos numeros
expressa nos enunciados. Por terem acertado a questdo anterior também acertaram
esta. Na anterior eram dados um numero racional e um irracional e nesta, a ordem foi

trocada para um irracional e outro racional.
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9. () Entre um numero irracional e um racional existe um Unico namero irracional.

Apesar de os sujeitos atribuirem falso a esta questdo, ndo houve justificativa
correta. Os sujeitos ou copiaram a afirmacao:
“Existem infinitos niUmeros irracionais”.

Ou apresentaram protocolos inadequados, como por exemplo 0s seguintes:

9. ( ¥) Entre um ndmero irracional e um namero racional existe um_unico ndmero
irracional. 2
= B

I

- 1

Neste exemplo, entre o irracional V2 e o racional 2, 0 sujeito registrou somente

um unico numero irracional, ou seja, a J3. Isto é incoerente com sua classificagao
correta da afirmacao como sendo falsa.
Este sujeito sublinhou a expressdo um unico evidenciando estar ai a causa da

falsidade da questdo, porém se ndo existe somente um unico numero, entdo que

apresentasse pelo menos dois deles, mas sugeriu apenas um, o J3, o gue ndo € um

, ~ 3 . ~
contra-exemplo para esta afirmacdo. Neste caso o 5 nao tem funcdo alguma.

. 3 . ,
Possivelmente a escolha errada de 5 se deva ao fato dele ter escolhido este nUmero

na questdo anterior cujo protocolo se encontra na pagina 162, repetindo os trés
nameros la representados e inserindo a J3.
Outro participante escreveu:
9. (F)
_ l i C / ) / N
Y 316 . 0 b e e, TGS
ALDINAALICOL, Y H N Cl CANALANN

Este sujeito ndo deu exemplos de numeros irracionais entre o 3,1416... e 4

sugeridos por ele.
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10. () Entre um namero racional e um namero irracional ndo existe nimero irracional.

Os sujeitos classificaram esta questdo como sendo falsa.

Enguanto que um deles ndo sugeriu niumeros irracionais além do J3, entre V2 e

2 na questdo anterior, nesta, sugeriu acertadamente dois numeros irracionais entre um

racional e outro irracional:

1o l R
E————
>

Além dos dois nameros irracionais, 0 sujeito registrou também o racional 2, que
figura em muitas de suas respostas anteriores.
Outro sujeito, novamente escreveu numeros irracionais entre dois numeros
sugeridos por ele quando justificou:
10. ()

g /\f}m 0 0 \[ = L ?!f“x N\lﬂ/m/\ \9@){;\;9’5 \JUULCLOLﬁ _
AN O

11. () Entre dois himeros reais nao existe numero irracional.

A esta questdo todos atribuiram ‘falso’. Um sujeito escolheu dois numeros
racionais inteiros e inseriu um racional, no registro de representacdo decimal infinita:
11.(F)

QB\CJAMD»Q/O J/xm Q’B’vuM/v\ﬂ,)uéM }UOL,LA SN
ot o 3, /416.

12. () Entre dois nimeros racionais existem infinitos nimeros racionais.

Todos o0s sujeitos classificaram esta afirmacdo como verdadeira. Um deles

escreveu media e representou trés numeros no registro grafico:
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12.(V)

. ya
VIR B Mesh
L 3 {— .
7

Este protocolo indica que o sujeito néo justificou a existéncia de infinitos nimeros
racionais. A palavra média ndo é suficiente para descrever que o processo de tirar a
média aritmética de nimeros racionais € infinito.

Dois sujeitos erraram ao sugerir nimeros que nao estdo entre os dois
previamente escolhidos por eles. Um utilizou o registro de representacédo decimal e o
outro usou os registros de representacdo decimal e fracionario. Este Ultimo
provavelmente realizou uma conversdo do registro fracionario para o decimal para

poder compara-los:

2.()
B Sy i 033...7034 0350 % . L
_ e A 77 4 7 v / P

Apesar de este sujeito utilizar varios registros de representagdo: o fracionario e o

decimal finito e infinito, ndo esclareceu porque o numero representado por 0,33... é
. 1 ... . . e L.
maior que 3 Além disso, néo fica claro nesta reposta, o que acontecera apos 0,39.

O outro sujeito utilizou somente o registro decimal infinito:

12.(\) . o ,
onconloiondu. 0.338...0 0,66p... cotslip. © vuiinind

0,3(3181...,0,323232. ..

Ele sugeriu nameros racionais, indicando uma possivel periodicidade mas nao
percebeu que tanto o 0,313131... como o 0,323232... ndo sdo maiores que 0,333... . A
escolha destas representagcdes pode indicar que para este sujeito, uma representacéo

periodica, apesar de infinita, refere-se a um nimero racional.
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13. () Entre dois nimeros reais quaisquer existem infinitos nimeros reais
Ao ler a questao, um sujeito comentou para si mesmo

“Os reais englobam todos os nameros”.
Todas as respostas para esta questao foram classificadas como verdadeiras. Um

dos sujeitos sugeriu para numeros reais apenas numeros racionais na sua

representacdo decimal finita:

13.(\/)
d- 1102103 ___ <
Y 7

£ Sje . - 41

Outro sugeriu para nameros reais, tanto numeros racionais no registro de

guanto irracionais no registro simbdlico, V2, V3:

orm

representacdo fracionaria, —,

13.(\VJ)
¥ 1

e _{E T—?Q l‘j\“;

¥ 7 Z

Este sujeito utilizou praticamente os mesmos numeros na maioria de suas

L
i

justificativas, talvez tenha utilizado a propriedade da densidade dos numeros reais pois
usou com freqiéncia os numeros sugeridos numa questao anterior e inseriu nameros

entre eles.
Outro sujeito, apesar de ter considerado a afirmacdo como verdadeira néo

justificou, apenas escreveu:
13.(\V)
MUMA«BQO; C&,VUMAANUUL@é_ﬂLQAA J«mCﬂQgCLit&ﬂﬂ

Provavelmente ao escrever todos 0s conjuntos numéricos, este sujeito esteja se

referindo aos subconjuntos do conjunto dos niumeros reais
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\ 14. () Entre dois nimeros reais existem infinitos nUmeros racionais.

Todos os sujeitos atribuiram verdadeiro para esta questdo. Trés participantes
sugeriram 0s numeros reais 1 e 2 para depois achar numeros racionais entre eles.
Dentre estes trés, dois deles representaram 0s numeros racionais no registro de

representacédo fraciondria e o outro no registro decimal finito. Um deles inseriu entre 1 e

2, exatamente a meédia aritmética entre eles e dep0|s a meédia aritmética entre 1 e —:

14. (J)
L T <
A 5o >
4
[+ 2=5 .2
< 724
2
=
- zio-—ff—‘ig
2 2 2 e

Outro sujeito escreveu trés numeros racionais no registro de representacéo
decimal finito:

14.(V) p
C/CQ/ W\, \‘/\/\A_{M. %W;Q,QO‘ 4]‘85; 419}. // f? .

Provavelmente este sujeito usou o procedimento da média aritmética entre 1 e 2,
depoisentre 1el5eentre 1,5e 2.

Outro participante sugeriu dois nUmeros racionais no registro de representacéo
fracionario:

1¢(J)

L Sy . J-

T

G\~
N\~
~ ¢
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O indice de acertos, quanto a classificacdo das afirmacdes, aumentou em
relacdo a primeira vez que responderam a esta atividade. O desempenho em relagcéo a
tltima atividade da sequéncia resolvida ha dois meses, que envolvia questbes
semelhantes a esta, foi mantido.

Apesar de ter havido algumas confusdes nas escolhas de certos niameros que
nao estavam entre dois previamente escolhidos, houve uma maior preocupacédo de
justificar todas as questdes, seja por meio de exemplos, seja uma justificativa no
registro da lingua natural.

Um sujeito assumiu a dificuldade em comentar suas escolhas:

“Colocar V ou F é facil. O dificil € achar um nimero para justificar”.

Alguns sujeitos tém a concepcdo de que um numero na representacao decimal
infinita é irracional, independentemente de ser uma dizima periddica ou néo.

Em todas as questdes cujo enunciado esta escrito entre dois niumeros, apesar de
nao estar explicito que os dois numeros irracionais inicialmente mencionados sao
distintos. Todos 0s sujeitos interpretaram como tal, uma vez que nenhum deles fez

comentarios a respeito do enunciado.
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CAPITULO 6: CONCLUSOES

O principal objetivo da pesquisa € investigar a concepcdo e a reacdo dos
professores frente as representacdes dos numeros, quando analisada a propriedade da
densidade do conjunto dos numeros reais.

Apesar de termos eleito uma das dificuldades apontadas pelas pesquisas, a
densidade dos numeros reais, a exploracdo desta propriedade envolve outros
conhecimentos, como por exemplo, a classificacdo dos numeros em racionais e
irracionais. Alias, topologicamente a prépria questao da densidade esta aqui envolvida:
tanto o conjunto dos numeros racionais como o conjunto dos ndameros irracionais Sao
densos no conjunto dos numeros reais. Como Caraca (1989, p. 56), estamos
empregando a expressao densidade dos numeros reais para significar que entre dois
nameros reais existem infinitos racionais e infinitos irracionais.

Para abordar a existéncia de um numero racional entre dois racionais utilizamos
o procedimento da média aritmética (algebricamente) e a representacdo na reta real
(graficamente). Porém com os irracionais tal procedimento ndo se aplica. Neste caso,
nos inspiramos no processo da diagonal de Cantor, utilizando a representacao decimal
infinita dos nimeros reais.

A maioria das questdes do experimento contemplou diferentes representacdes
dos nameros racionais e dos irracionais.

Segundo Duval, o fenbmeno da identificagdo do objeto com sua representacéo
pode impedir a apreensdo de tal objeto. O registro de representacdo decimal este
possibilita grande numero de tratamentos no seu interior, principalmente no
procedimento que sugerimos, no caso dos nameros irracionais, ou seja, a troca de um
ou mais algarismos dessa representacao.

A primeira atividade foi norteadora para as atividades seguintes. A segunda, que
€ composta por catorze afirmacdes para serem classificadas em verdadeiras ou falsas,
além de diagnostica também foi provocativa. Alguns participantes sentiram-se
estimulados a pesquisar e estudar mais sobre este assunto. Esta foi aplicada duas

vezes: A primeira vez com carater diagndstico e para propiciar o inicio da discussao
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para o foco da pesquisa. Dois meses apés, foi reaplicada para averiguarmos se houve
ou ndo alguma mudanca de atitude, por parte dos sujeitos, apds 0s procedimentos
trabalhados anteriormente. As questdes propostas nesta atividade eram amplas e mais
tedricas do que as das demais atividades; talvez por este motivo, ndo foi utilizado
prioritariamente o registro decimal. Para exemplificar um numero racional, a maioria
utilizou o registro fracionario e para um numero irracional foi exclusivamente usado o
registro simbdlico. Estes registros utilizados podem evidenciar que os padrdes de
namero irracional sdo principalmente aqueles associados as raizes quadradas nao
exatas e a TL.

Como a segunda atividade priorizou o registro da lingua natural, houve
dificuldade com expressdes como “um Unico numero”, “ndo existe”, “exatamente um”,
“ndo existe” e “um unico”, dentre outras. Mesmo aqueles participantes que perceberam
que este registro fornecia informagbes essenciais nestas expressfes, as vezes
sublinhando-as, demonstraram inseguranga, ainda que o seu desempenho tenha sido
muito melhor na reaplicacdo desta. A dificuldade no entendimento do enunciado foi
minimizada com a discusséo no interior de cada grupo. A maior delas foi justificar, por
escrito, as decisfes tomadas para classificar as afirmagdes em verdadeiras ou falsas. A
maioria concordou com a fala de um sujeito:

“Colocar verdadeiro ou falso é facil, o dificil é justificar depois”.

A terceira iniciou a discussdao propriamente da questdo da densidade. Nela
sugeriu-se o procedimento usual da média aritmética. Este procedimento foi utilizado
pelos professores, sem dificuldades, para encontrar nimeros racionais entre dois
racionais, inclusive localizando-os na reta real. No caso em que 0S numeros eram
representados em registros diferentes (fracionario e decimal), os sujeitos fizeram a
conversao para um mesmo registro, na maioria das vezes, para o decimal.

J4, a partir da quarta atividade, este procedimento quase nunca era praticavel,
uma vez que nelas estavam envolvidos numeros irracionais. O novo procedimento
entdo sugerido ndo suscitou muitas duvidas, os trabalhos transcorreram tranquilamente
porque os participantes perceberam, sem grandes dificuldades, o processo de trocar

um ou mais algarismos de uma representacéo decimal, finita ou infinita, para se obter a
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representacdo de um outro numero. A maioria dos participantes grafou as reticéncias
no registro de representacdo decimal infinita do namero irracional.

Durante todo o experimento, em muitas situacfes, pudemos constatar que 0s
sujeitos associam a irracionalidade do numero com a infinitude de sua representacao.
Aproveitamos todas essas ocasides para discutir a questdo da representacdo decimal
infinita dos numeros reais. Para alguns dos participantes esta associacdo manifestou-se
até o final do experimento, relacionando a representacdo decimal infinita, ou o sinal de
reticéncias, com numero irracional. Esta associacao € evidenciada num comentario feito
durante a discussao das questdes da atividade IX:

“O racional é finito e o irracional € infinito”.

Por outro lado, hd a contestacdo dos acordos tacitos. Por exemplo, a
preocupacao com as reticéncias também ficou evidente no dialogo:

“0,222... ndo poderia ter outro numero depois do dois?. O que garante que
sempre é dois?”

“Também n&o sei, sera que eu preciso escrever trés vezes 0 ‘2° ou apenas uma
vez?. Tem alguma regra?”

“Quando coloca os pontinhos é tudo igual.”

(O
o

“Nao € isso ndo, sendo sempre teriamos nuameros racionais. Entdo 0,2...
que?”

“0,2.... € 0,222... séo iguais?”

“Acho que nao, senao 0,456... seria 0,456456....".

Esta discussdo parece indicar que este grupo percebeu que as reticéncias
indicam infinitude e que pode tanto representar repeticdo de algarismos quanto a nao
repeticdo, dizimas periodicas ou néo.

Destacamos também que um dos grupos questionou a biunivocidade entre os
pontos da reta e 0S numeros reais, argumentando que se um numero tem
representacdo decimal infinita, o ponto a ele correspondente “pode variar” de acordo
com o numero de casas decimais representadas. Aqui esta evidenciada a identificacéo

do nimero com sua representacdo, pois dependendo do nimero de casas decimais



172

escritas, cada representacdo de um mesmo numero parece referir-se a numeros
diferentes.

Em algumas respostas, a linguagem utilizada pelos sujeitos, muitas vezes, é
desprovida de precisdo matematica como por exemplo:

3 4 W31 32, .
Entre — e — um grupo escreveu que ha: “— e ——", sem o cuidado de
11 11 11 11

representar o niumero racional como quociente de dois nimeros inteiros.

1,242425

Um grupo representou 1,242425 como ,
1000000

mantendo a virgula no

numerador.

No comentario: “E irracional porque ndo sabemos o Ultimo nimero de
0,123456789101112....”, este grupo usou “Udltimo numero” possivelmente querendo se
referir a algarismo, pois se o numero tivesse representacdo decimal finita seria racional
e nao irracional.

Quando solicitada a ordenacdo de trés numeros, um grupo apresentou o
seguinte:

“1,333, 1,3330, 1,3331". N&o evidenciou que as duas primeiras representacoes
sdao de um mesmo numero, associando duas representacdes diferentes a dois niumeros
distintos.

Esta ocorréncia esta em desacordo com o que preceitua Duval, ao explicitar que
uma representacdo nao deve ser tomada no lugar do objeto. Segundo a Teoria deste
autor, tal associacao pode dificultar a apreensao do conhecimento.

A alegacdo para um grupo de que 3,1415.. era menor que 3,141555....,
provavelmente indica que nao percebeu que pelo fato de ndo se conhecer a quinta casa
decimal de 3,1415... , ndo poderia afirmar que um nimero era menor do que o outro.

Sobre a questdo especifica da densidade dos numeros reais, parece que 0S
sujeitos se apropriaram desta propriedade, como podem sugerir 0S comentarios:

“Sim, entre dois nimeros racionais existem infinitos racionais”.

“A média vai se aproximar cada vez mais de um numero, 0 espaco entre eles

sempre vai existir, mas vai diminuir”.

“Existem infinitos nUmeros irracionais”.
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“Infinitos, pois entre dois irracionais existem infinitos irracionais”.

O registro de representacdo decimal infinito leva alguns professores a uma
contradicdo. Alguns relacionaram este registro, quando periodico, como sendo de um
namero racional e associaram o registro infinito a um ndmero irracional.

Observa-se que a maioria dos sujeitos ao responder questdes, recorria as suas
respostas anteriores, podendo indicar com isto que, possivelmente houve uma tentativa
de reproducédo do procedimento sugerido em atividades anteriores.

No reencontro com o0s sujeitos apés dois meses, dois deles relataram terem
utilizado parcialmente algumas questfes da sequéncia de ensino para trabalha-las com
seus alunos do Ensino Médio.

O primeiro explicitou que aplicou para seus alunos especificamente as questdes
da atividade lll, que tratava da obtencdo de nimeros racionais entre dois racionais por
meio da média aritmética. Relatou que seus alunos questionaram o significado de
namero racional. Uma vez esclarecida a questdo, relata o sujeito, que seus alunos
resolveram as questdes de tal atividade.

O segundo revelou que, em seu planejamento escolar para a primeira série do
Ensino Médio, ndo incluiu o tema de numero irracional, seguindo a orientagcdo de um
colega que estava ha mais tempo na escola. Apesar disso, num momento que julgou
oportuno, tratando de numeros reais, inseriu as noc¢des de numeros racional e
irracional, e prop0s algumas questdes retiradas das atividades das quais participou.

Um outro participante que se manifestou a este respeito, disse néo ser favoravel
a aplicacdo deste trabalho com alunos do Ensino Médio, pois teria dificuldade em
contextualizar este assunto com problemas do cotidiano que envolvessem o aluno.

Num panorama geral, percebemos boa receptividade dos sujeitos. O
desenvolvimento das atividades se deu com entusiasmo e seriedade, e houve um
grande empenho na resolugéo e discussdo das questdes como podem traduzir nos
seguintes comentarios:

“VYou estudar isso e depois a gente conversa’, referindo-se a igualdade:
0,999...=1.
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“Percebi como tenho defasagem, a gente s6 estuda o que da aula”, mostrando
gue provocamos, como se pretendia, inquietacdes e motivacdes para o estudo.

“O bacana disso é a discusséao depois”.

O trabalho em grupos foi encarado como fator positivo para a realizacdo do
experimento. Houve comentarios em seu favor ao explicitarem que modificaram sua
opinido a partir da discussdo com o0s colegas, tanto no interior do grupo quanto na
plenaria.

Alguns sujeitos corroboraram com a escolha das questbes, bem como a
ordenacéo delas, dizendo que uma atividade favoreceu a resolucédo da seguinte. Eis
dois comentarios:

“Tinha uma idéia meio fechada, bloqueada na ultima aula”.

“Se esta folha fosse no primeiro dia, ndo estaria tdo claro”.

Uma possivel continuacdo deste trabalho seria a elaboracdo de atividades,
juntamente com os professores do Ensino Médio, viabilizando a sua aplicacdo aos seus
alunos. Numa seguinte etapa, poder-se-ia investigar a possibilidade do estudo da
continuidade do conjunto dos nimeros reais com professores e com alunos do Ensino
Médio.
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ANEXO 1

A SEQUENCIA



ATIVIDADE |

Nome: Data: /

Utilize todos os espacos em branco para os rascunhos que forem necessarios.

1) Indiqgue com um X se o numero abaixo é racional (Q) ou irracional (R-Q):

NUamero Racional | Irracional

Wik N~

0,333...3
4,21222324...
4,212121...




2) Explique o critério que vocé usou para tomar a decisdo no exercicio 1.

3) Existe um numero real compreendido entre 0os numeros abaixo?

No caso afirmativo escreva algum(ns).

Ndmeros

Nao Sim

Qual(is)

Entre 2,13 e &

Entre% e 0,333..

Entre 0,999... e 1




4) Considere o conjunto J={x0Q/0<x< x/i}
(Ou seja, o conjunto J formado pelos niameros racionais compreendidos entre zero e

raiz de dois, inclusive)

a) Jtem um ultimo elemento?

(Isto €, o elemento que vem exatamente antes de V2 ?)

Sim Nao

b) Se sim, qual é esse elemento? Se nao, por qué?



ATIVIDADE li

Nome: Data: /

Assinale Verdadeiro (V) ou Falso (F) e comente o critério utilizado.

[EEN

. () Entre dois numeros racionais existe um unico numero racional.

2. () Entre dois nUmeros racionais ndo existe numero irracional.

3. ( ) Entre dois niUmeros irracionais existe exatamente um ndmero irracional.

4. () Entre dois numeros irracionais existe um numero racional.

5. ( ) Entre dois nUmeros irracionais ndo existe numero irracional.

6. () Entre dois niUmeros irracionais ndo existe numero racional.

7. ( ) Entre um nimero racional e um irracional existe numero racional.




8. () Entre um numero irracional e um namero racional ndo existe numero racional.

9. () Entre um numero irracional e um nuamero racional existe um Unico numero
irracional.

10. () Entre um namero racional e um numero irracional ndo existe numero irracional.

11. () Entre dois niumeros reais ndo existe numero irracional.

12. () Entre dois numeros racionais existem infinitos nimeros racionais.

13. () Entre dois niumeros reais quaisquer existem infinitos nUmeros reais.

14. ( ) Entre dois nimeros reais existem infinitos nimeros racionais.




ATIVIDADE Il

Nome: Data:

) , . .3
Dados dois nimeros racionais: E e

Hlw

1. Ache a média aritmética entre eles.

2. Este nimero é racional ou irracional?

3. Represente os trés nameros na reta.

. . 3 , . -
4. Tire a média entre £ e 0 nimero obtido na questdon®1 ?

5. Este nimero (obtido na questdo n° 4) é racional ou irracional?

Y



6. Represente na reta estes quatro nimeros.

. . 3 , . -
7. Tire a média entre £ e 0 nimero obtido na questdo n® 4 ?

8. Este nimero (obtido na questdo n° 7) é racional ou irracional?

9. Represente na reta estes cinco nimeros.

- ] - . . ~ 3
10.E possivel achar a média entre este nimero (obtido na questdo n® 7) e E?

11.0 processo de tirar a média repetidamente tem fim? Por qué?



12.Ache a média entre o nimero obtido na questdo n®° 1 e g

13. Represente estes trés nUmeros na reta.

14.Vocé pode repetir este processo utilizado da questdo n° 1 até a questdo n° 7,
partindo do numero obtido da questdo n° 12 e o %’? Caso seja possivel,

represente alguns niumeros na reta.

15.Escolha agora dois numeros racionais diferentes destes todos, e responda se
entre eles existe algum outro nimero racional? Quantos?

16.Se vocé tivesse escolhido outros dois numeros diferentes daqueles da questéao
anterior, a conclusédo seria a mesma? Por qué?



ATIVIDADE IV

Nome: Data: /

Seja um numero cuja representacao decimal ndo periodica € 1,232425... Compare-o com
0 numero cuja representacdo € 1,332425... que difere do primeiro apenas em um
algarismo.

1. O segundo numero é uma dizima periodica? Por qué?

2. O 2° nmero é racional ou irracional? E o0 1° ? Comente sua resposta.

3. O segundo numero é maior ou menor que o primeiro? Ordene-0s.

4. Dé a representacdo decimal de um ndmero irracional entre estes dois numeros.

5. Ordene estes trés nimeros.

6. Dé a representacdo decimal de um nudmero irracional entre 1,232425... e o
nimero obtido na quest&o n° 4.



7. Ordene estes quatro numeros.

8. Dé a representagdo decimal de um numero irracional entre 0 numero obtido na
questdo n° 4 e 1,332425... .

9. Ordene todos estes cinco niUmeros.

10. Ache um numero irracional entre os nliimeros obtidos nas questdes n° 6 e n° 8.

11.Quantos numeros irracionais diferentes existem entre 1,232425... e 1,332425...7
Comente sua resposta.

12.Se vocé iniciasse escolhendo dois numeros irracionais quaisquer, seria possivel
encontrar numeros irracionais entre eles? Quantos? Por qué?



ATIVIDADE V

Nome: Data: /

1. Identifique os seguintes nUmeros?

3 17—
D) 3,5724..  eeomeeeeeeemeeeeee
Q) 2,666...  -mrmeemmememeemmemeoeeeememenenenee
d) 0,9802..  —eememermeememeeee e

2. Quais os critérios para a representagcdo decimal utilizados na questao anterior?

3. Seja um numero cuja representacao decimal ndo periddica é 1,232425... Compare-0
com 0 numero cuja representacdo é 1,332425... que difere do primeiro apenas em um
algarismo.
a) Escreva um nuamero racional entre 1,232425... e 1,332425...? Ordene estes trés
nameros.

b) Este numero tem representacdo decimal finita ou infinita?

4. Vocé é capaz de achar outro numero entre os dois nimeros fornecidos na questao
n° 3, escritos numa representacdo decimal diferente daquela sugerida acima? (Ou seja,
se vocé achou um numero racional com representacao finita, ache agora um namero
racional com representacdo decimal infinita, ou vice-versa).

5. Dé as representacdes fracionarias dos niimeros obtidos nas questdes n° 3a) e n° 4.



6. Ache um numero racional compreendido entre 1,232425... e 0 numero obtido na
questdo n° 3a).

7. Ache um namero racional compreendido entre o nimero obtido na questdo n° 3a) e
1,332425... .

8. Ache um numero racional compreendido entre 1,232425... e 0 numero obtido na
questdo n° 4.

9. Ache um ndmero racional compreendido entre o nimero obtido na questdo n° 4 e
1,332425... .

10. Ordene todos 0s oito niUmeros que apareceram até agora.

11. Entre os numeros 1,232425... e 1,332425..., quantos numeros racionais diferentes
existem? Comente sua resposta.



Nome:

Dados
1.

ATIVIDADE VI

Data: /

L, . . 4
dois nidmeros racionais 0,333...e — :

Ambos os numeros tém representacdo decimal infinita. Por qué eles sao
racionais?

Quantos numeros racionais existem entre eles? Comente sua resposta.

Dado o nimero 0,222..., qual é a 7322 casa decimal? Este nimero é racional ou
irracional? Por qué?

Considere 0 numero ndo periddico 0,123456789101112.... Este numero é
racional ou irracional? Por qué?

Ordene estes dois nimeros (questdes n® 3 e 4).

N ~ : o , : . 4
Dé a representacdo decimal infinita de um namero irracional entre 0,333... e 3 ?



7. Ache um namero irracional entre 0,333... € 0 nimero obtido na quest&o n° 6.

8. Ache um nimero irracional entre 0,333... e 0 nimero obtido na questdo n° 7.

9. Ache um nimero irracional entre 0,333... e 0 nimero obtido na questdo n° 8.

. : : , : ~ 4
10. Ache um nimero irracional entre o niimero obtido na questdo n° 6 e 3

, : : , : ~ 4
11.Ache um nimero irracional entre o nimero obtido na questdo n® 10 e 3

12.0Ordene todos 0s numeros irracionais que apareceram a partir da questao 6.

. L , 4
13. Quantos numeros irracionais existem entre 0,333... e 3 ? Comente sua resposta.



ATIVIDADE VI

Nome: Data: /

Dados dois nimeros racionais 1,333 e g :

1. Existe um numero racional entre eles? Se sim, exemplifique.

2. Ache um namero racional entre 1,333 e o nimero obtido na quest&o n° 1.
3. Ache um nGmero racional entre 1,333 e o niimero obtido na quest&o n° 2.
4. Ache um namero racional entre o nimero obtido na questdon® 1 e g

. . . . ~ 4
5. Ache um nGmero racional entre o nimero obtido na questdo n° 4 e 3

6. Represente na reta todos os niumeros que apareceram até aqui.

. L . 4
7. Quantos numeros racionais existem entre 1,333 e 3 ? Comente sua resposta.



8. Existe um numero irracional entre 1,333 e 5? Se sim, exemplifique.

9. Ache um ndmero irracional entre 1,333 e o nimero obtido na questdo n° 8.

10.Ache um nimero irracional entre 1,333 e o niimero obtido na questdo n° 9.

, . , . ~ 4
11.Ache um nimero irracional entre o niimero obtido na questdo n® 8 e 3

, : : , : ~ 4
12.Ache um nimero irracional entre o niimero obtido na questdo n® 11 e 3

13. Ordene todos 0s nimeros que apareceram até agora.

. L , 4
14.Quanto numeros irracionais existem entre 1,333 e 3 ? Comente sua resposta.



ATIVIDADE VIII

Nome: Data: /

Dados um numero racional 3,14 e um numero irracional T, responda:

1. Existe um numero racional entre eles? Se sim, exemplifique.

2. Ache um ndmero racional entre 3,14 e o nimero obtido na questdo n° 1.

3. Ache um namero racional entre 3,14 e o nimero obtido na questdo n® 2.

4. Ache um namero racional entre o nimero obtido na questdon®le TIL

5. Ache um namero racional entre o nimero obtido na questdo n® 4 e TI.

6. Ordene todos 0s nimeros que apareceram até aqui.

7. Quantos nameros racionais existem entre 3,14 e TU ? Comente sua resposta.



8. Existe um numero irracional entre 3,14 e TTU ? Se sim, exemplifique.

9. Ache um ndmero irracional entre 3,14 e o nimero obtido na quest&o n° 8.

10.Ache um nimero irracional entre 3,14 e o nimero obtido na quest&o n° 9.

11.Ache um nimero irracional entre o niimero obtido na quest&o n° 8 e TT.

12.Ache um nimero irracional entre o nimero obtido na questdo n® 11 e TL.

13. Ordene todos 0s nimeros que apareceram até agora.

14.Quantos numeros irracionais existem entre 3,14 e TI ? Comente sua resposta.



ATIVIDADE IX

Nome: Data: /

Dados dois numeros irracionais 0,10100100001... e 0,10100100010...

1. Existe um numero racional entre eles? Se sim, exemplifique.

2. Existe um numero irracional entre eles? Se sim, exemplifique.

3. Se estes numeros sao irracionais, pode haver repeticdes de algarismos ap0s a
12% casa? E isto significa que a representacio possui periodo?

4. A parte da representacdo decimal que esta “oculta” (substituido por reticéncias)
pode ser a mesma nos dois numeros? Se isto acontecer, 0s numeros serao
iguais?

5. Estes nUmeros serao racionais ou irracionais?

6. Qual niumero sera maior?

7. Quantos numeros racionais existem entre eles? Comente sua resposta.

8. Quantos nameros irracionais existem entre eles? Comente sua resposta.



ATIVIDADE X

Nome: Data: /

Assinale Verdadeiro (V) ou Falso (F) e comente sua resposta.

1. ( ) E possivel calcular a média aritmética de dois nimeros racionais quaisquer.

2. () Todo numero que tem representacdo decimal infinita € um nimero irracional.

racional.

w
p——
NS
([N

4. ( ) Entre um ndmero racional e um numero irracional existem nimeros racionais
e numeros irracionais.

5. ( ) N&o existe numero racional entre dois numeros irracionais.

6. () Entre dois numeros racionais nao existe nenhum nimero irracional.

7.( ) 0,333...3 éirracional.




8. ( ) Nao é possivel encontrar um namero racional entre um namero racional e um
irracional.

9. ( ) E sempre possivel tirar a média de dois nimeros irracionais.

10.( ) J2 e 1,41 representam o mesmo numero.

11. () A média de dois nimeros racionais € um numero racional.

12. ( ) E sempre possivel encontrar um ndmero irracional entre dois nimeros
irracionais.

13.( ) 1,333... éirracional.

14. ( ) Existem infinitos numeros racionais e infinitos nimeros irracionais entre dois
nameros reais.




ANEXO 2
QUESTIONARIO: PERFIL ACADEMICO E PROFISSIONAL

AUTORIZACAO DE RESULTADOS



PERFIL DO ENTREVISTADO

Este cadastro tem uUnica finalidade de conhecer o perfil do professorado que
participou da pesquisa para constar do relatério na descri¢cdo do publico-alvo.

Se vocé quiser pode usar um pseuddnimo ou apelido que ndo sera divulgado.

Nome: Sexo: M F

ASPECTOS PROFISSIONAIS

Trabalho na: Rede Publica Rede Privada

Disciplina(s) que leciono:

Ja lecionei e ndo leciono mais:
Marque no(s) nivel(is) de ensino quantos anos lecionou?

Fundamental | Fundamental Il Médio Superior

Leciono atualmente:
Marque no(s) nivel(is) de ensino ha quantos anos leciona?

Fundamental | Fundamental Il Médio Superior




PERFIL DO ENTREVISTADO

ASPECTOS ACADEMICOS

Graduacéo:
Area Instituic&o Ano de
conclusao
Especializacédo concluida (no minimo 360 horas):
Area Instituic&o Ano de
concluséao
Mestrado:
Area Instituic&o Ano de
conclusédo
Doutorado:
Area Instituic&o Ano de

conclusao




Garantindo o anonimato dos participantes, autorizamos a divulgacdo dos
protocolos e resultados das discussdes ocorridas na oficina de ndmeros
reais para fins didatico-cientificos.

Nome Assinatura




ANEXO 3

PROTOCOLOS



PROTOCOLOS
ATIVIDADE |

2) Explique o critério que vocé usou para tomar a decis3o no exercicio 1.

—~

A &b’SuA , / C 75' c_j/;; @/&’ Nurep) Serle

s ZP e Scrx7AND TR forh L B
| (]

(4
ey

Comn  G#£O, ~

- / \.7

2) Explique o critério que vocé usou para tomar a decisdo no exercicio 1.
i ac el 2 Srclp  des e

Defuaras e
a) f’{[JJﬁ a OMC{'[ é,;{:O
b
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3) Existe um numero real compreendido entre os nlimeros abaixo?

No caso afirmativo escreva algum(ns).

Nameros Nao Sim Qual(is)
3 4
Entreﬁ e T >( 0,23 0, 19 , Qﬁj@
- Entre 2,13 e 214 />< 2433 £ 2,139
207 100 ‘ -7 203879 ,
o> Entre % e 0,333.. >< |
213 204
AN
. E ,999...
513 ntre 0,999... € 1 X
B{)\j‘/ ho (L
SO O/ 21/2:]’ __—?_)_i O,BG
30
3) Existe um numero real compreendido entre os numeros abaixo?
No caso afirmativo escreva algum(ns).
Nimeros Nao Sim Qual(is)
Entre > e —- -
no 1 X =
214 /
Entre 2,13 € — —
100 X 200

Entre—l?: e 0,333..

Entre 0,999... e 1
L




3) Existe um namero real compreendido entre os nimeros abaixo?
No caso afirmativo escreva algum(ns).

Numeros Nao Sim Qual(is)
3 4 o
Entre — e — 5L 33
TERS @ X |77/ 37
214
Entre 2,13 e — J (e
100 )( “J-fj3‘,e2,133

Entre-;— e 0,333..

Entre 0,999... e 1 X

4) Considere o conjunto J ={x € Q10<xs V2}

(Ou seja, o conjunto J formado pelos numeros racionais compreendidos entre zero e
raiz de dois, inclusive)

a) Jtem um ultimo elemento?

(Isto &, 0 elemento que vem exatamente antes de /2 ?)

Sim Nao
X
b) Se sim, qual é esse elemento? Se nao, por qué? Y
s f P
’/} AMap fevn /Pf’f&f f!,/;ﬂ/ /u//e'{’-" £ P
( " 4 ’a-!f
putye dotd g ied 1R pra) £ 17T
e Serr Ve rrpecic L.
| y) A o P 7é'"f4/"
76“/ Al 0 Sy =S pet L7 4 * /

_ g‘f/‘é/?ar
72 /’//"ﬁ/f‘/ S sales O



ATIVIDADE I

Assinale Verdadeiro (V) ou Falso (F) e comente o critério utilizado.

1. ( ¥ ) Entre dois nimeros racionais existe um Unico nimero racional.

2. ( =) Entre dois nimeros racionais nao existe nimero irracional.
——

2. ( £ ) Entre dois nimeros racionais n&o existe numero irracional.
Podke _gretter (4 VZ_,3) :

2. (¢ ) Entre dois nimeros racionais nao existe nimero irracional.

N7 < e
(@ ACR—- i”f = e L‘ L, h . e ] Wi ) “ﬂ(‘!‘ &2 'TrJ  mand & A
M) v L

| IR LAl

AR WAL e (e W -

3.(P) Entre dois nimeros irracionais existe exatamente um namero irracional.
T ATD

3. (¥ ) Entre dois nimeros irracionais existe exatamente um numero irracional.
,ﬁA’/m/ 220 ﬁ] l@/ Vs r?—: /?‘:1‘

A

4. (\/ ) Entre dois nimeros irracionais existe um nimero racional.

5. () Entre dois nimeros irracionais n&o existe numero irracional.

11. (¥ ) Entre dois niimeros reais n&o existe nimero irracional.

Zdne oo ; N A f
e AY] A [ RS Y o oY sy ) Sro ol Jf‘/))(bié (AN T ) A ) 2

Stabi@nanly o NN oD e 1




ATIVIDADE Il

06 O_,?"'z
Dados dois nimeros racionais: 95— & %

1. Ache a média aritmética entre eles.
ey

1. Ache a média aritmética entre eles.

12445 _ 2z 23]
o T 7o ) %JD '
iz
1. Ache a média aritmética entre eles. .
3 L3 . Jﬁiizii:z:é_i-o/e:}g‘
5 XY 0 s S S a0

3. Represente os trés numeros na reta.

o,b?g
1 [ \t\l Wttt
4o] "j_vz 1
=
4. Tire a média entre % e o nlimero obtido na questdo n® 1 ?
3 =046
[ -
-) v .
O 6+ 06357 T 0/651“95
7. Tire a média entre —2— eo'nﬁnﬁero obtido na questaon® 4 ? 9” qﬂ %}f’
| 5
<y _’;2 +S1 9‘9 89 140
f = ED %o go /6

g

064835

7. Tire a media entre % e 0 niimero obtido na questao n® 4 ?

0,6+ 0,63356= 1, 2375

~—



9. Represente na reta estes cinco numeros.

V—
3 ®ers
5 .

n
1

9. Represente na reta estes cinco numeros. @‘@7 ;-,’Aé

R,00,
/i -
— j u%&.._';
v 1 1338 -
ob)

. 5 p
a0 067579172 = 07125
j.-_—O»";:; ‘ ' z

15.Escolha agora dois nimeros racionais diferentes destes todos, e responda se
entre eles existe algum outro numero racional? Quantos‘? '

]

N |
T [
—

16.Se voceé tivesse escolhido outros dois nimeros diferentes daqueles da questdo
anterior, a conclusao seria a mesma? Por qué?

(’.M W Qe o1 7‘ WLJ-/LB’?

P CA.49’VLC>(/(/3 ,&wu/v“(j/v WW

N

16.Se vocé tivesse escolhido outros dois numeros diferentes daqueles da questao
anterior, a concluséo seria a mesma? Por qué?

/ N o
WL Cp i P =

[V

r
et - o el =
oM /éacfug Vedrn i Ll LSRN



ATIVIDADE IV

v : : =

Seja um numero cuja rgpresentagéo decimal n&o periddica € 1,232425... Compare-o com
o nimero cuja representacdc € 1,332425.. que difere do primeiro apenas em um
aigarismo. : . ’

9 e /-'?— e /((LMW QW 6 oot

/t/l-/v-\,—‘ . Q.\_,Q ((CL/M- - \:/-y—y\_) -

2. 0 2° nimero é racional ou irracional? E o 1° ? Comente sua resposta. \
" ‘ ) - - : (- ¢ ” @_rfLﬁ)ﬂ-{,-A
(@5? ey YUl faS S pua v Py
. Vs Z A ‘ . ’ ﬂw(/i- I

A 4 B g 4%
e \BE L
e /'\J
5. Ordene estes trés numeros.
s |2 SN T
|23 '1"3-.- b3, i
‘5. Ordene estes trés numeros.
o3I -
ﬂ;f D/
3,332 - -
9. Ordene todos estes cinco nimeros.
figew, .., {285 .
! f
—— Oy
N
{,032945... f2 8. {32468



‘9. Ordene todos estes cinco nimeros.

L\@g o @,“E.-,BMQ%D\J}&S. )
—-‘\Q—-\”\ ?)“’\ A o v v d) -l g%?"'sf‘ﬁw"‘*"\' - S 3 w *

| 2 &HJ\N-)

9. Ordene todos estes cinco nimeros.

4,254 35, .-

\.\L —

N ; GG .-
4237025 .., fpeadess

11.Quantos numeros irracionais diferentes existem entre 1,232425... e 1,332425..7
Comente sua resposta.

EYsTE INFINTO NUIN\@DB IRRACSRY)

11.Quantos numeros irracionais diferentes existem entre 1,232425... e 1,332425..7
Comente sua resposta.

Jf\f\f“}h'%&ﬁ. a«uwc‘:’v’/o O At ves S —
/

11.Quantos ndmeros irracionais diferentes existem entre 1,232425... e 1,332425...7

Comente sua resposta . ¢
_dqq _![3 - ,(/mj/fuu i SV

jl \., A
A "Uut"” L W G}x AN PENIUN §
L

WQWW\ '

12. Se vocé iniciasse escolhendo dois nimeros irracionais quaisquer, seria possivel
encontrar nimeros irracionais entre eles? uantos? Por qué?

72
6/(/)/1/\.# / f| W* _—
' M'Mt Lpintta, Lo

. .ﬂ“’”
N 1 > 5 é{b}} v-l',\‘" ",., ;-*'} N ML’@) f



ATIVIDADE V

ATIVIDADE V
1. Identifique os seguintes nimeros? 7
Yigs1as o LM ‘vavé >
a > ‘/K_, : )
Wo3sns . AU %
o) 2666 LG i

d) 09807. —AARL B e X

2. Quais os critérios para a representacao deCImaI utlllzados na questao anterior?
(‘\\_Oj\, ~ T ALNATT) S P o ‘

R e LT Pl e e R

/ : i

1. Identifique os seguintes ndmeros?

a) 273145 s A;OAA&D—PPQ J’IDIE

b) 3,5724... jrac,& 5z_m_ﬂ(mm
c) 2,666.. s N N =

d) 0,9802... TANOL. SO N Nuans A fFQ?'\_L,OCJ‘\’D

2. Quais os critérios para a representacdo tjgagi mal utilizados na questao anterior?
(‘PJU\AM pengY'S ANES VoA J’“w‘i o) ?\;\J\; Q/(\'L A«m
-~ 5 ! :
ISP Yo mx\ AT 0/ n{m’b o JJQQTA/N) IS oPNS Y

ﬁ\&p\)tmm

3. Seja um nimero cuja representaq:ao decimal ndo periddica é 1,232425... Compare-o
com o numero cuja representacdo é 1 ,332425... que difere do primeiro apenas em um

algarismo.
a) Escreva um ndmero racional entre 1,232425... e 1,332425...? Ordene estes trés
nimeros.
233425 . 2+
{7804 250es, A, ZBB425.0. 4, 332425 .-

b) Este nimero tem representacio decimal finita ou infinita?

/u / J///D

3. Seja um numero cuja representacdo decimal ndo periddica é 1,232425... Compare-0
com o numero cuja representacdo é 1 332425 que difere do primeiro apenas em um

algarismo.
a) Escreva um namero racional entre 1,232425... e 1,332425..? Ordene estes trés
ndmeros. OTE ’

Y25
L
),232’425,.4 I RBzYZ54 | 232425

b) Este nimero tem representagzo decimal finita ou infinita?

R T



4. Vocé é capaz de achar outro niimero entre os dois nimeros fornecidos na questdo
n° 3, escritc numa representacdo decimat diferente daquela sugerida acima? (Ou seja,
se vocé achou um nimero racional com representacao finita, ache agora um namero
racional com representac¢io decimal infinita, ou vice-versa).

4223425

4. Vocé é capaz de achar outro niimero entre os dois nimeros fornecidos na questio
n° 3, escrito numa representacdo decimal diferente daquela sugerida acima? (Ou seja,
se vocé achou um ndmero racional com representacéo finita, ache agora um namero
racional com representagao decimal infinita, ou vice-versa).

}, 282 H25.--
5. Dé as representagdes fracionarias dos niimeros obtidos nas questdes n° 3a) e n° 4.
& T g i 1og e Pl s
e e ) fege o OO
Ry O 4 OO0 ;

) 253 -
B . r s - . -~ s}
5. Dé as representagdes fracionarias dos nimeros obtidos nas questdes n° 3a) e n° 4.
fae 3 MAD £ polirik [ v Ge € ) rres EYeZ
i A28 2T S

6. Ache um numero racional compreendido entre 1,232425.. e o numero obtido na

questao n° 3a). ‘
2> 2 \2Y

7. Ache um numero racional compreendido entre o nimero obtido na questio n° 3a) e
1,332425....

1,25
1,6
4, 233425 -

8. Ache um ndmero racional compreendido entre 1,232425.. e o nimero obtido na
questédo n° 4.

) RS THZ5



9. Ache um numero racional compreendido entre 0 nimero obtido na questao n4e

1,332425...

A)&,aa‘«\ a5 | 1 943435, 1,33 2445
@0
/

10. Ordene todos os oito nimeros que apareceram até agora.

AIDZ?)oZ‘-\&b‘oo]k} 32585 \ @,3gq&5/ 4}&\{&,qas/
N, ol %L‘g&b“) 25 2d Q/g/ [ 3oasias .-

10. Ordene todos os oito nimeros que apareceram até agora.
[ 4,23 3425

4, 222478 ...
{233 25

11,2233;:225 pe
A, /’337;/259:0

A 23ZEYS

10. Ordene todos os oito nimeros que apareceram até agora.

323u25 - .
1, 4
t4y
i, 281
5,253 <00
i
4 | SIUfEE - ¥ _

11. Entre os nimeros 1,232425... e 1,332425..., quantos nimeros racionais diferentes
existem? Comente sua resposta.
{8 x & Fotrr 1(]4"”/91 Nomr el Qumdi Faed s Coxom des WECTITS

| €22
, &

11. Entre os numeros 1,232425... e 1,332425..., quantos ndmeros racionais diferentes

existem? Comente sua resposta. imeros racnai
/) : '/Cy ) ‘C‘C i Ay e A i
P ¢ 77 ) 7 ‘_’ . j*' ) (/f\' A
| e ﬂ{& et o — . P - Iy
7 ) — S = A DD SR A
: /Q.I[B) ) "\I;,LC) e v e S ' 1‘
H L .
{WL’7 L L C(/\» - 1/\43



ATIVIDADE VI

P e 4
Dados dois nameros racionais 0,333... e = :

1. Ambos os nimeros tém representacdo decimal infinita. Por qué eles s&o

5
racionais /PD“:,‘U’- aggou 2l ez
| .
oL e I g«r«m YQ\*PE
> :
Dados dois nimeros racionais 0,333... e ; :

1. Ambos os nlimeros tém representagdo decimal infinita. Por qué eles sao
racionais?

A 4 i i / . e s 27 VY Yo g /«‘/;’/}1
Fy A IR o P AL A/ L L4 2 LB Sy gL /4 < B
Porgue o pavie #c SRR :
¢ . 7 y, . / o /
AR iy B Y7 e V2 P TER A HA Ay 2 e
Iy, oy » vl Je) 7 5 : b
[ v
ot é‘ 75 o

2. Quantos numeros racionais existem entre eles? Comente sua resposta.
‘//7 ; jﬁy’l’@( A ez AL

2. Quantos nGimeros raaonals existem entre eles? Comente sua resposta
3. Dado o namero 0,222..., qual é a 732° casa decimal? Este namero é racional ou

irracional? Por qué?
ﬁzz&}pi\ W 25 5&%0% JIUOLAD —

T X Tl v Vg

3. Dadoo nﬂmero 0,222..., qual é a 732 casa decimal? Este nimero é racional ou
irracional? Por qué?

rd ‘ ‘;//"L"‘r-fﬁ
A, B : 925" 4 € b JLy 7o MY
7 /,_W(-;-L’QJNJ’L E o 327 ¢ _\,2( ,0”"’(7 LE Saabcrre s A 7/

4. Considere o nimero ndo periédico 0,123456789101112.... Este ndmero €
racional ou irracional? Por qué?

Lo K qenacendl  perFle

. : - (=)
= Strrer X © JLAingo A IPTE
,‘/:QD 6&04—:’7

4. Considere -0 numero nao periédico 0123456789101112 . Este nimero é
racional ou irracional? Por qué? = e

o en e i AT “t N e —~ S

i
- § =
Yoo © {5
i
V



5. Ordene estes dois nimeros (questdes n™ 3 e 4).

D) |12 3E,..< 0/222“..

5. Ordene estes dois nimeros (questoes n™ 3 e 4).

-~ : . F 900 e -
D, 1284 563 @] Ao M « O/si.

- - N . L 4
6. Dé a representagao decimal infinita de um ndmero irracional entre 0,333... e 5?

0,633 < ) 22T £ 1,23 3

1%
6. Dé a representagdo decimal infinita de um nGmero irracional entre 0,333... e %?
O 247
Y0 0,429
o )
0,432

7. Ache um niimero irracional entre 0,333... € 0 nimero obtido na questao n° 6.
il
0,531?... O.r’éb’o L
O, 44y

8. Ache um ndmero irracional entre 0,333... e o nimero obtido na questao n°7.

0,3 332 [H01T...< [[€341,. .
\/1 )3
9. Ache um nimero irracional entre 0,333... e 0 ndmero obtido na questio n° 8.

s -2 2 A 4
0)3323 000 093390 O, 339,

T o’)ooof /



. N , . - 4
10. Ache um niimero irracional entre o nimero obtido na questdon® 6 e —

032342 -
013335‘5- - -

174
—

2

~/

11. Ache um ndmero irracional entre o ndmero obtido na questao n® 10 e i.

4,4223¢.

12. Ordene todos os nimeros irracionais que apareceram a partir da questao 6.

O)H%.oo}ojaﬁ.w,uw 0,343 .05,
Crd33 .07 0

/ ) U, 0 DS f'ﬂ [ &

A Y
} ; ‘

12.Ordene todos os nimeros irracionais que apareceram a partir da questao 6.
’ 054, < l)lll ol...< |1 832... L 02247 .. <

Z J'Zqulvp < }}Bozga‘e

12. Ordene todos 0s numeros irracionais que apareceram a partir da questao 6

0535 0’5334-’4_-_
O 333LL001 &

0 -)35-10_'1 '/3

Uo%j%ﬂ

0|O“DL{'</

0,5325%3

. . L ‘ 4
13. Quantos nameros irracionais existem entre 0,333... e — ? Comente sua resposta
A} . Ag)q /6#‘(’7 _z\/\f—,,\/;/&‘g A 7 <Az S , [YRer 4‘5‘/7/\?4'7 axL Jéé -7.{?/:5/*/6}'& -}’/‘-""’"‘_S o7

Ve Gu .

13. Quantos nimeros irracionais existem entre 0,333... e 4 ? Comente sua resposta.

EMMWWWWAW



ATIVIDADE VIl

Dados dois nameros racionais 1,333 e % :

1. Existe um numero racional entre eles? Se sim, exemplifique.
@im :

Dados dois nimeros racionais 1,333 e g- 2

by

1. Existe um numero racional entre eles? Se sim, exemplifique.
4333 £1.3333533 /
TG T T L 1 33386k -

]
< 3

2. Ache um namero racional entre 1,333 e 0 nimero obtido na questao n° 1.

J2ez ) 2 sla s

J/ /

2 Ache um nimero racional entre 1,333 e o nimero obtido na questdon® 1.

e
V4

3. Ache um nimero racional entre 1,333 e 0 nimero obtido na questao n® 2.

L e 433301
/ 133302
3. Ache um niimero racional entre 1,333 e o nimero obtido na questdo n° 2.
__!l LN T 2 w2 :
) e \—}! t\_\' r ":"'i‘ ) ‘) C} i \/5) ,‘:; % t
) / f
4. Ache um nimero racional entre o nimero obtido na questdon® 1 e .

Noxms32 daas . LEadoun
) | o - ) )

4. Ache um namero racional entre o nimero obtido na questdaon® 1 e 3

- e . l,
4 o -

)/ C L // ee s S /g

5. Ache um nimero racional entre o niimero obtido na questdo n® 4 e =
2,930+, 3331667 4 2334233,
i — —.4',
2

(>



6. Represente na reta todos os nimeros que apareceram até aqui.

6. Represente na reta todos os nimeros que apareceram até aqui.

S —

L

. R~ SRS

":’)-130r I 3=zpa K338 0 LI DAN g 3352

————

1,333 13238
4

7. Quantos nimeros racionais existem entre 1,333 e — ? Comente sua resposta.

ﬁ/- Al o /[""'-’O'il'.} (o0 S '7; RIZ & /'.”(r‘/“—v @ v E"‘/” &4 C2835 /,_.',M”?f\)/,

- 45 e
A ST
\J

4

7. Quantos numeros racaonals existem entre 1,333 e = ? Comente sua resposta
A ‘

,/L N ,5/ lre es Te s dor's N Lou>

L -

1

ex’sle m H,‘Of//"?/;,o g vacronas

2,333 .

o 4 : ;
8. Existe um numero irracional entre 1,333 € 5? Se sim, exemplifique.

< AT - _Jr\i)ds)()bq

8 Existe um numero irracional entre 1,333 e %? Se sim, exemplifique.
1535 < }3334.¢ ,Uj

_ Lo & peviodico

9. Ache um namero irracional entre 1,333 e o nimero obtido na questao n° 8.
7y \$m, 4333421 - ..
9. Ache um namero irracional entre 1,333 e o nimero obtido na questao n° 8.

.A)533/ 1/\/:/_/OA"}°P ———-{ 5 ;:,: {;a“m

10.Ache um nﬂmero irracional entre 1,333 e o niimero obtido na questio n° 9.



i s . ; 5 4
11.Ache um néimero irracional entre o niimerc obtido na questdo n® 8 e =

)333«,.,0<J?33?{ < L}'

2_9”{);'5 D> o :

12.Ache um niimero irracional entre o nimero obtido na questao n® 11 e %.

i, 3\)30&40"

13 Ordene toﬁos 0S nimeros que apareceram até agora.

¢

1,333 1,333 2ho... i,333-2.['0 33325 4 jo e s

13. Ordene todos 0s nimeros que apareceram até agora.

%333<>355955_L3232m5:)3532L.;<
493332J5“.4i%g ol QMUMme%

J\:VXUG,QJM)MJA }’\GUD /M:).Jj‘ E\»QJUJD \V{:"'

13, Ordene todos os niumeros que apareceram até agora.

4333 4 333433 -- -
353304’? e
13330833 - dododit
ﬁ153354'f‘ j1333155jﬂ-
ﬁ,s.e-jiim“’ 4,33316¢67F
b, Alli 4, 3333398 .,
53% L — — e SR B

13. Ordene todos 0s numeros que apareceram até agora.

4 33 'j,';/ 4 33 QQOJ/”,;‘J)Ba ;ogr”j A)Baaq,

4 5534&w°/}¢ 22 L2 .. | B2

)
1 4.Quanto nameros irracionais existem entre 1,333 e % ? Comente sua resposta. /
7l /‘. A - ﬁ/

Vf‘ As”\,,-f’/./) “~ {,f(:? T o {%;;/‘Jq A e § s A

5 e : - A N~ ’ fd/b)b/ .
A A S %&«\\»1 o f g
j “ e oA A A /(L o CR 3 TAN AL j/{ v @ O =D

B T A e e \

14.Quanto numeros irracionais existem entre 1,333 e % ? Comente sua resposta.

B =t : &7,
C[{fj; o ,(7’\%/\_'\ ATy TV Y A, e OLJ - Qo C\)_/\rt,{;m?tflxxa
1 X
AR}

-
ela want m"Y‘W\-“E’ﬁ a’P% o, Mﬁi{’?:"sm.,. Cordon (Lr;u?)u Yraanola
3 }



ATIVIDADE VI

SE— €
Dados um nimere racional 3,14 e um numero irracional 7i, responda!

1. Existe um n(zme_{p_,réciénaiaeni > eles? Se sim, exemplifique.

som, (3414
/,H | - 3,

Dados um numero racional 3,14 e um ndmero irracional 7T, res

| < l&'

Existe um nlmero racional entre eles? Se sim, exempiifique.

e Sie Ui

50
W’,q<5|q|<”f

%,!4{ '3 jlt\l'g . 3,140

214

2. Ache um numerc racional entre 3,14 e 0
31923 1Up5< 3! L\

An

3 Ache um numero racional entre 3,14 e o nimero obtido na questao n

5);43)%02'343 qos

4. Ache um nUmerc racional entre ¢ numero obtido na quesiad n®le T.

o 314172 ¢
) )

4 Ache um ndmerc racional entre o numere obtido naquestdon’ 1 ¢

3141< 3,1414 <

1414

5. Ache um numero racional entre o namero obtido na questdon4e T.

3,14151

v

A

N



6. QOrdene todos 0s nimeros gue apareceram até ag
o L 3

;~°-‘@*5;w5»u3,1% oh-
L i )
= A $~3,!ql§w. o

6 Ordene todos os numeros gue apareceram ate agui

5,9.4 3,114011 21405 3,_:4\5 3 0445 4

8. Ordene todos os nimeros gue apareceram até acsm

L{<31902545!L/o5<3 Y J< M)L{%\
2 3 H{l(o§<(‘f

8. Ordene todos os NUMEros que apare

ceram até agui.
LI VAP
2 =/ - ~
e = /Lff\ 942
3 14O 2

3,403

2 U

~

3 1o
3

Quantos numeres racionais existem entre

7T ? Comente sua resposta
A
7} 1\ .Q,»——-—
- D ] [ e WA
.C/’ \,"\v@’)"\ \/T/"Qj /YS,\—/-] . e fv
e o~

o %L %5 W rw&@‘/&D

3,14 ¢

I

7. Quantos nameros racionais existem entre 3,14 e T ? Comente sua resposta
@ml%\%w LT\-}L‘W‘M : € neartonn A s o

Gl CONO

8. Existe um numero irracional entre 3,14 e T ? Se sim, exemplifique.
2 A4 s B AN{D e LS
) I 2



RN
9. Ache um nGmerg irracional entre 3,14 e o nimero obtido na questado n° 8.

304<3) 075<1-5/QL~-D

10. Ache um ntimero irracional entre 3,14 e ¢ numero obtido na guestae n° 8.

R B “"’f A

- il i~ o]
10. Ache um nGmere irracional entre 3,14 e o numero obtido na questac n 9.

344405 - -

11. Ache um nimero irracional entre o nlimero obtido na questaon’ 8 e .

BH).” 3| ﬂ5g<7f
11.Ache um nimero irracional entre o namero obtido na questdo n®8 e 1.
/ —
07/4 Eeleioy o
12. Ache um nGmerc irracional entre o nimero obtide na questdo n® 11 em.

St el T

12. Ache um numerg irracional enire o niimero obtido na questdgon®iiemn.

3&415J5561”4



13. Ordene todos 0s nimeros que apareceram até agora.

o o Q_o_”o

3//4/°SIILHO@0,,)3/(41/],0@) Q/IILH )
. c 40 fg——o © o
L St ol

13. Ordene todos 08 ndmeros que apareceram até agora.

zli< 3275« = | UpTen a2l =
£B U5 7,..< = Lu«svz..o< ”r/

o0
{
’\’\W \J\AI,UD /&M ’
13. Ordene todos 08 humeros que apareceram até agora.
3,14 4 ELOG 1
3,140 3:"?%- -
3, 140 et
,’ /¢D‘Z/: 3,190 . -
3,14(15' 31’4”-"
3, (206 35927 - - -
13. Ordene todos os numeros que apareceram até agora. ' J

314 314105, 3,412 ... 31615- .. 344455, 3,141545¢67. ‘

14.Quantos nimeros irracionais existem entre 3,14 e 7t ? Comente sua resposta.

Gcw'ffw L,,\f m)@& Mnm 6 N/asy@w\,\o A vy ety —
&/\. v ?L(My( ¥e) ﬂ(}LO"\ o /7)#*\ CQury o AR

r‘t{i}\ T lna A (?u*, -

] .
14.Quantos nGmeros irracionais existem entre 3,14 e 7 ? Comente sua resposta.



ATIVIDADE IX

Dados dois niimeros irracionais 0,10100100001... € 0,10100100010...
1. Existe um nimero racional entre eles? Se sim, exemplifique.
S 0,10 400 400004
iw\% ) o el O vy

O Agis, Tomtagy VBt £ X

Dados dois numeros irracionais 0,10100100001... e 0,10100100010...
1. Existe um numero racional entre eles? Se sim, exemplifique. © !91001
PPesat dd 5o R Lo o méda o 0 madcon
aphesima- o 00 dolo M € Contegr el e mecha

2. Existe um namero irracional entre eles? Se sim, exemplifique.
-5(MJ\; OI{QI‘OJ!OO{'}_Dé"“

- L e
vescde o€ wibo f«ﬁr’f@ﬂ»’fﬁ

2. Existe um ndmero irracional entre eles? Se sim, exemplifique.

Dinna . O, Lo t PN

3. Se estes nimeros s&o irracionais, pode haver repeticdes de algarismos apés a

12® casa? E isto significa que a representacgéo possui periodo? /
- e e
NM W Yls Q’\q }Mq[ ﬁwg,o dg Ly 10 \
L st Ce

3. Se estes nimeros s30 irracionais, pode haver repeticbes de algarismos apés a
12° casa? E isto sngmﬁca Gque a representacao possui periodo?

ﬂm W %%WM Yo<a /P@M/uim Wol,@



4. A pafté da representacdo decimal que esta “oculta” (substituido por reticéncias)

pode ser a mesma nos dois nimeros? Se isto acontecer, os nimeros serao
iguais?

‘{)E}d.t/h’)/\,ﬁ/u wm‘m Qﬁ/ﬂm AN aO ,{,,ou(
LW

4. A parte da representagio decimal que esta “oculta” (substituido por reticéncias)

g)g%(:;:;er a mesma nos dois nimeros? Se isto acontecer, 0os nimeros serdo
is7

—

P . P 7 # j 4 - ,».‘u;
Sipq - MED porg e sdp  {ucraltowlat "-"%f’{a"" e

4. A parte da representagdo decimal que esta “oculta” (substituido por reticéncias)
pode ser a mesma nos dois nimeros? Se isto acontecer, os nimeros serao
iguais?

7 Ceer O 4 Aba Mooy NWALS
g \()@—\ J

5. Estes nimeros serdo racionais ou irracionais?

Sclo ux
I AN

6. Qual nimero sera maior?

0,10 100 4000 40 - .

6. Qual nimero sera maior?
£ o ,/‘izycgwdo

7. Quantos nimeros racionais existem entre eles? Comente sua resposta.
- ey
’L n JAW I e S R 5/ owmneJo. oo Canan o&»ﬂ» WA CRASD

8. Quantos nimeros irracionais existem entre eles? Comente sua resposta.
F %“v\,\ﬁ@\« o oo doby W Lonpei O

H dos s = AN A TAADT LA
Lacn Ko, m--v%m«xtw Cheat ot n i



ATIVIDADE X

Assinale Verdadeiro (V) ou Falso (F) e comente sua resposta.

1.(y ) E possivel calcular a medla aritmética de d0|s numeros racionais quaisquer.

T ',:) E possivel calcular a média aritmética de dois nimeros racionais quaisquer
NF?‘D ; mmw Mg &LQJM& Nao YR/\)OOQACC« P VEN

;232 MAarmop s \oo{r tu\nw/*\l.m G Wo&a

2. (F) Todo nimero que tem representagdo decimal infinita € um numero lrracnonal.
W—&o ‘
no.;o 5 -‘bw Q -rvum\ﬂ,/ug %—’ SAsontTing
Wv-mﬁ,

2. (%) Todo numero que tem representagdo decimal infinita € um namero irracional.
’/ > ans . Pl e, Ve Akia MW =
Mwo)\ L N \KIM 4/v£—o e’ M»w\ ~LE2 umowoo
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4. (1) Entre um nimero racional e um numero irracional existem numeros racionais
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4. (v ) Entre um niimero racional e um nimero irracional existem nimeros racionais
e numeros irracionais.
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5. (F ) Nao existe niimero racional entre dois nimeros iracionais.
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8. ( F) Nao é possivel encontrar um niimero racional entre um niimero racional e um
irracional.
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8. (F ) N&o é possivel encontrar um namero racional eritre um nimero racional e um
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9. (V) E sempre possivel tirar a média de dois nlimeros irracionais.
st’/; s b e A prceq /ﬂ;:? peoph 5 LA /Pzi‘aé}a@/)
LY

9.(F)E sempfe possivel tirar a média de dois nameros irracionais.
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9. (V) E sempre possivel tirar a média de dois ndmeros irracionais.
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10. (F) J2 e 1,41 representam 0 mesmo nimero.
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11. (/) A média de dois nimeros racionais € um nimero racional.
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12. Q\1) E sempre possivel encontrar um nimero irracional entre dois ndmeros

irracionais j
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13.(¢) 1,333... & irracional.
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13. (F) 1,333... é irracional.
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14. (V) Existem infinitos ndmeros racionais e infinitos nimeros irracionais entre dois
numeros reais.
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14. (\/ ) Existem infinitos ndmeros racionais e infinitos niimeros irracionais entre dois
numeros reais.
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INSTRUMENTO DE AVALIAGCAO DO EXPERIMENTO
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trabalhado? 9 M QL % M ,

1.Como vocé contaria a um amigo, que ndo participou desta oficina, a respeito do que foi
trabalhado?
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1.Como vocé contaria a um amigo, que ndo participou desta oficina, a respeito do que foi

trabalhado? W y Vo P&dg_,\n/\m o
%;V\ngﬂ/a,o;gmam 0, Lnna <y

Mo, A Ul UATE ynaia Gyl Gl eu cod &

b ol e lballns e w0 scaiiese el

1.Como vocé contaria a um amigo, que ndo participou desta oficina, a respeito do que foi
trabalhado? .
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2. Destaque 3 tépicos que na sua opinido foram relevantes. .
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‘2. Destaque 3 topicos que na sua opinido foram relevantes.
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2. Destaque 3 topicos que na sua opinido foram relevantes.
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2. Destaque 3 topicos que na sua opinido fora
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3. O que mais aprendi.
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3. O que mais aprendi.
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3. O que mais aprendi.
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3. O que mais aprendi.
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3. O que mais aprendi.
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3. O que mais aprend1 WJR.
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5. Vocé recomendaria a algum amigo que fizesse este mesmo trabalho? Se sim, que sugestdes de
mudangas vocé apresentaria?

e
5. \Jocé recomendaria a algum amigo que fizesse este mesmo trabalho? Se sim, que sugestdes de

mudang:as vocé apresentaria?
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6. Outros comentarios.
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ATIVIDADE Il - (REAPLICACAO)

N | F ) Entre dois n z meros racionais emste um Unico nimero racnonal
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2. (£ ) Entre dois niimeros racionais ndo existe nimero irracional.
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4. ( V ) Entre dois nimeros irracionais existe um nimero racional.
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5. () Entre dois nimeros irracionais nao existe numero irracional.
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9. (- ) Entre um ndmero irracional € um namero racional existe um dnico ndmero
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ANEXO 4

INSTRUMENTO DE AVALIACAO DO EXPERIMENTO



Comentarios a respeito do modulo de Niumeros Reais

realizada em julho de 2004.

1.Como vocé contaria a um amigo, que nado participou desta oficina, a respeito do que foi

trabalhado?

2. Destaque 3 topicos que na sua opinido foram relevantes.

3. O que mais aprendi.

4. Duvidas que ficaram.

5. Vocé recomendaria a algum amigo que fizesse este mesmo trabalho? Se sim, que

sugestbes de mudancas vocé apresentaria?

6. Outros comentarios.

7. Avaliagéo da professora, de 0 a 5.

Obrigada, Prof®. Cristina Penteado
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