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SRESUI\/IO

Esta pesquisa tem como objetivo investigar nos livros didaticos de Algebra Linear
quais sdo os registros de representacdo semiotica mais utilizados no estudo das
nocdes e atividades propostas sobre independéncia linear. O livro didatico é um
recurso muito utilizado pelos professores no seu trabalho, o qual apresenta muitos
registros de representacdo que podem ser analisados qualitativamente para a
contribuicdo no processo de ensino-aprendizagem. Para isso, foram selecionados
cinco livros didaticos de Algebra Linear que se diagnosticou os registros de
representacdo utilizados na definicdo, exemplos e exercicios propostos a respeito de
independéncia linear. A teoria utilizada na andlise dos livros didaticos foi a dos
Registros de Representacdo Semidtica de Raymond Duval, que destaca a
importancia da mudanca de registros na aprendizagem dos objetos matematicos.
Em cada obra, os registros foram classificados e analisados, bem como as possiveis
transformacdes de registros realizadas na resolugdo dos exemplos e exercicios
propostos. Como resultado, constatou-se nos capitulos que abordam as nocdes de
independéncia e dependéncia linear uma escassez da utilizacao de alguns registros
de representacdo, como por exemplo, 0 geomeétrico para determinar se um conjunto
de vetores é linearmente independente ou néo, e o registro da lingua natural, na
resolucado de exemplos e exercicios propostos que envolvem demonstracdes. Além
disso, verificou-se a falta de conversdo de registros nas definicbes, exemplos e

exercicios propostos dos livros didaticos analisados.

Palavras-Chave: Algebra Linear, Independéncia Linear, Registros de
Representacdo Semiotica, Livro Didatico, Transformacdes de

Registros.



gBSTRACT

This research aims to investigate which semiotic representation registers are most
used in Linear Algebra textbooks in the presentation and study of the topic linear
independence. The mathematics textbook is a resource much used by the teachers
in its work. They present many representation registers, which can to be analyzed
qualitatively to assess their potential contribution to the teaching-learning process.
To this end, five Linear Algebra textbooks were selected for an analysis which
involved the diagnosis of the representation registers used in the definition of linear
independence, as well as the examples and exercises proposed for its study. The
theory used in the analysis of these textbooks was Raymond Duval’s theory of
Registers of Semiotic Representation, which highlights the importance of changes
between registers in the learning of mathematical objects. In each textbooks, the
registers present were classified and analyzed, along with the possible
transformations of registers as carried out in the resolution of the examples and
considered exercises. As result, scarcity of the use of some registers of
representation it was evidenced in the chapters that approach the slight knowledge of
independence and linear dependence, as for example, the geometric one to
determine if a set of vectors is linearly independent or not, and the register of the
natural language, in the resolution of examples and considered exercises that involve
demonstrations. The analysis also indicated a lack of attention to conversions

between registers in the examples and proposed exercises of analyzed textbooks.

Key-Words: Linear Algebra, Linear Independence, Registers of Semiotic

Representation, Textbook, Transformations between Registers.
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35 NTRODUCAO

A Algebra Linear é ministrada nos cursos de graduac&o do ensino superior na
area das Ciéncias Exatas, nas diversas carreiras tais como: Matematica, Fisica,
Engenharia, Economia, Administracao, Estatistica e Ciéncias da Computacéao.

Além disso, a Algebra Linear esta relacionada com outras areas de estudo da
Matemaética, como a resolucdo de sistemas lineares na Algebra Elementar, vetores
da Geometria, cbnicas na forma quadratica na Geometria Analitica, além de
equacodes diferenciais. Consequentemente, verifica-se uma relacéo existente entre a
Algebra Linear com a Geometria Analitica, com a Algebra Elementar, dentre outras
disciplinas.

Outra caracteristica da Algebra Linear é a possibilidade de unificar o
pensamento matematico, sendo uma disciplina fundamental para a abstracdo e
generalizacdo de conceitos e objetos matematicos.

Dessa forma, muitos problemas geométricos podem ser tratados de maneira
algébrica e vice-versa sendo que essa relacdo entre a Algebra e Geometria foi
responsavel por um importante progresso e desenvolvimento na Matematica e em

outras areas do conhecimento.
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Alguns conceitos estudados num curso de Algebra Linear sdo considerados
elementares, como por exemplo: subespaco vetorial, conjuntos de vetores
geradores, combinacdes lineares, independéncia linear, base e dimensdo de um
espaco vetorial, transformacdes lineares, autovetores e autovalores.

As nocdes de independéncia e dependéncia linear sdo fundamentais para a
compreensao de estruturas algébricas mais complexas, como o estudo da nocéo de
base de um espaco vetorial. Para que um conjunto de vetores geradores seja uma
base de um espaco vetorial, os vetores desse conjunto devem ser linearmente
independentes.

Entretanto, o carater unificador e generalizador da Algebra Linear vém
causando dificuldades para os alunos no ensino-aprendizagem dessa disciplina,
evidenciados pelos resultados do grupo de pesquisadores franceses formado por
Jean Luc Dorier, Jacqueline Robinet, Aline Robert e Marc Rogalski.

Robert e Robinet, ao estudar as atividades matematicas ligadas ao processo de
ensino-aprendizagem de Algebra Linear, afirmam que existe uma ligacdo estreita
entre as representacfes metacognitivas dos professores de Matematica e a dos
autores de livros didaticos de Matemaética.

As autoras ressaltam que os exercicios dos livros didaticos podem exercer
influéncia sobre a aprendizagem da Matematica como, por exemplo, a freqiéncia
com gque certo tipo de exercicio aparece pode fazer com que o aluno acredite que
esses exercicios tratam e indicam aquilo que é mais importante no tema estudado, o
gue pode ocorrer mesmo gue 0s exercicios nao sejam resolvidos em sua totalidade.

Com isso, a analise dos livros didaticos constitui uma atividade importante em
Educacdo Matematica como forma de avaliar como o0s objetos matematicos séo

descritos e representados para a sua aprendizagem.
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Esta pesquisa tem por objetivo diagnosticar e analisar nos livros didaticos de
Algebra Linear selecionados neste trabalho quais s&o os registros de representacao
semidtica utilizados nas definicbes, exemplos e exercicios propostos a respeito das
nocdes de independéncia e dependéncia linear.

O referencial tedrico utilizado na analise dos livros didaticos sera a teoria dos
Registros de Representacdo Semiotica, de Raymond Duval (2000).

Dessa forma, no Capitulo | — Problematica da Pesquisa - dissertarei sobre a
problematica, destacando os objetivos e a relevancia do problema de pesquisa, bem
como a importancia da analise dos livros didaticos.

No Capitulo Il — Revisdo da Literatura — farei uma apresentacdo de um
panorama das pesquisas do ensino-aprendizagem de Algebra Linear realizadas no
Brasil e em outros paises, e 0s resultados relevantes que possam contribuir para a
minha pesquisa.

No Capitulo Ill — Fundamentagdo Teorica — apresentarei a fundamentagéo
tedrica do meu trabalho de pesquisa, baseada na teoria de Raymond Duval sobre os
Registros de Representagdo Semiotica.

O Capitulo IV — Metodologia — tem por objetivo descrever os procedimentos
metodoldgicos utilizados na sele¢éo e andlise dos livros didaticos de Algebra Linear.

No Capitulo V — Contexto Histdrico — apresentarei o contexto historico do
objeto matematico independéncia e dependéncia linear, mostrando a evolugéo e a
formalizacdo dos conceitos de Algebra Linear relacionados ao tema.

A andlise de livros didaticos de Algebra Linear, apresentando as nogées de
independéncia e dependéncia linear entre vetores sob o ponto de vista do quadro

tedrico estudado serd apresentada no Capitulo VI, denominado Andlise Didética , as
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quais serdo analisadas as definicbes, os exemplos e exercicios propostos sobre o
objeto matematico de estudo.

Por fim, no Capitulo VII — Consideracbes Finais — serdo feitas as
consideracdes finais sobre a pesquisa e serdo apresentados os resultados,
conclusdes obtidas e algumas possiveis sugestdes para 0 ensino-aprendizagem de

Algebra Linear.
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QEAPI'TU LO ][

%ROBLEMATlCA DA 3BESQU|SA

1.1 - Consideracdes Iniciais

A Algebra Linear nas ultimas décadas vem sendo utilizada em diversas areas
do Ensino Superior, por estar ligada a algumas disciplinas da area de exatas, como
Geometria Analitica e Vetores, Equacdes Diferenciais, Algebra Elementar e Abstrata,
Fisica, além da sua aplicacdo em outras areas como Economia, Informatica,
Ciéncias da Computacéo, Pesquisa Operacional, dentre outras.

Consequientemente os trabalhos, estudos e pesquisas relacionadas com o
ensino-aprendizagem da Algebra Linear vém merecendo um papel de destaque no
cenario da Educacédo Matematica e despertando o interesse dos pesquisadores.

Nos ultimos anos, ao lecionar Algebra Linear tive a oportunidade de constatar
as dificuldades que os alunos apresentam na aprendizagem dos conceitos

fundamentais dessa disciplina, bem como no desenvolvimento de algumas
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atividades matematicas em sala de aula e na resolucdo dos exercicios propostos
dos livros didaticos de Algebra Linear.

O que me chamou a atencdo inicialmente foi a dificuldade dos alunos
trabalharem com algumas representacées dos objetos matematicos na resolucao
das atividades e exercicios propostos, quando se utilizava a representacéo
geomeétrica ou a utilizacdo da lingua natural na descricdo de um objeto matematico.

Percebi que de um modo geral, tanto as atividades propostas, as avaliacdes
como as proprias aulas ministradas pelos professores de Matematica sdo em geral
baseadas, estruturadas e apoiadas nos livros didaticos.

Em Algebra Linear, creio que esse panorama ndo seja diferente. Ao
lecionarem, os professores acabam se apropriando das representacdes utilizadas
pelos livros didaticos na descricdo dos objetos matematicos.

Algumas nocdes em Algebra Linear sdo consideradas elementares e
fundamentais, tais como: subespaco, geradores, independéncia linear,
transformacoes lineares, dentre outras.

O estudo da noc¢ao de independéncia linear tem uma importancia relevante na
Algebra Linear. Essa nocdo € utilizada em diversos objetos matematicos, seja em
equacdes de um sistema linear, em vetores da geometria, ou até mesmo em
matrizes e fungdes polinomiais.

Outro aspecto importante no estudo do conceito de independéncia linear é a
sua utilizagcdo na determinacdo da base de um espaco vetorial. Para que um
conjunto de vetores geradores forme uma base de um espaco vetorial, os vetores
desse conjunto devem ser linearmente independentes.

Decidi, ciente da influéncia dos livros didaticos como recurso pedagdgico e da

importancia do estudo das nocdes de independéncia e dependéncia linear nos
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cursos ministrados pelos professores de Algebra Linear, realizar uma pesquisa que
tivesse por objetivo investigar e analisar quais sdo 0s registros de representacao
semiética utilizados nos livros didaticos de Algebra Linear nas definicbes, exemplos
e exercicios propostos a respeito das definicbes de independéncia e dependéncia
linear.

Procurarei diagnosticar quais sao registros de representacdo mais privilegiados,
as articulacoes que sao realizadas nos livros didaticos entre esses registros ao
abordar essas nocdes nos exemplos e exercicios propostos e quais sao as possiveis
implicacdes didaticas dessas articulacdes.

Ao realizar inicialmente algumas leituras de artigos e trabalhos em Educacéo
Matematica, encontrei pesquisas sobre o ensino-aprendizagem das nocdes de
independéncia e dependéncia linear em paises como Franca e Estados Unidos e
uma consideravel escassez de pesquisas acerca desse tema realizadas no Brasil.
Notei o fato de existirem poucas pesquisas realizadas sobre a andlise de livros
didaticos de Algebra Linear, o que de certa forma me motivou para a elaboracéo
dessa pesquisa.

O que eu gostaria de destacar a priori € que a nocdo de independéncia linear
entre vetores geralmente é abordada inicialmente nos cursos de Licenciatura em
Matematica na disciplina Geometria Analitica e Vetores, quando o aluno tem o
primeiro contato com esse objeto matematico, que de um modo geral sdo exploradas
as propriedades geométricas dos vetores nos espacos R? e R3,

Em Geometria Analitica ou Algebra Vetorial normalmente define-se
independéncia e dependéncia linear de vetores nos espacos R? e R® da seguinte

maneira:
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i) Um par ordenado (G, \7) de vetores € linearmente dependente (L.D.) se

— — >

Uev sao paralelos. Caso contréario, (u, v) € linearmente independente
(L.1.).

i) Uma tripla ordenada (J \7 Vv) € linearmente dependente se U, Ve Ww sao

—_— = —

paralelos a um mesmo plano. Caso contrério, (u,v, W) € linearmente

independente.
iii) No caso de quatro ou mais vetores, a n-upla é linearmente dependente.
(BOULOS, 2005, p. 37).

Para os casos de dois e trés vetores, citados anteriormente, a representacéo

geométrica pode ser desenvolvida da seguinte maneira, conforme a figura 1:

(u, Y

7
4 ;; . ;

) L.D.

-

(z?, Q}) LI (; v, @) LD (:,T v, ?v') Ll

Figura 1 - Representacdo geométrica de vetores em R? e R®

Em Algebra Linear, geralmente os livros didaticos definem independéncia e

dependéncia linear da seguinte maneira:

Dizemos que um conjunto ndo-vazio S = {vi, V,,..., Vs} de vetores em R" é
linearmente independente se os Unicos escalares c4,C,...,Cs que satisfazem
a equacao

CiV1 + CoVy ... +CsVs =0
sdo ¢, =0, ¢, =0, ..,cg =0. Se existem escalares n&o todos nulos que

satisfazem essa equacdo, dizemos que o0 conjunto € linearmente
dependente. (ANTON e BUSBY, 2006, p. 144).
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Verificamos inicialmente que nos livros didaticos de Geometria Analitica as
nocdes de independéncia e dependéncia linear sédo exploradas destacando-se as
propriedades geométricas dos vetores, como coplanaridade e paralelismo.

Ja nos livros de Algebra Linear encontramos outras representacfes para a
descricdo e conceituacdo do objeto matematico em estudo, como a representacéo
algébrica e o uso da lingua natural.

Sera que a exploracdo das propriedades geométricas € retomada novamente
nos livros didaticos de Algebra Linear? Quais s&o as representacdes que 0s autores
utilizam para conceituar essas nogées nos livros didaticos de Algebra Linear? Qual a
importancia das representacdes utilizadas nos livros didaticos na conceituacéo e
aprendizagem dos objetos matematicos?

Segundo pesquisa realizada por DI PINTO (2000), em sua dissertacao "Ensino
e aprendizagem da Geometria Analitica: as pesquisas brasileiras na década de 90" o
autor relata que as pesquisas em diversas universidades no Brasil mostraram altos
indices de reprovagdo no primeiro ano de um curso na area de exatas na disciplina
de Geometria Analitica Vetorial assim como na disciplina de Algebra Linear.

A dissertagédo de Di Pinto forneceu um panorama das pesquisas de autores
brasileiros a respeito do processo de ensino-aprendizagem da Geometria Analitica,
realizadas na década de 90.

O autor apresenta como um motivo da reprovacédo dos alunos na disciplina de
Algebra Linear uma ndo compreensdo dos objetos matemaéticos estudados nas
disciplinas de Geometria Analitica Vetorial e Algebra Linear, em que o aluno nio
consegue relacionar conceitos matematicos adquiridos em outras disciplinas

(Geometria Analitica, por exemplo) com novos assuntos abordados.
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Acredito que no caso das noc¢Oes de independéncia e dependéncia linear esse
panorama nao seja diferente, ou seja, ao estudar essas no¢des em um curso de
Algebra Linear, o aluno ndo consegue relacionar as nocdes de independéncia e
dependéncia linear com o que foi abordado em Geometria Analitica.

Como recomendacdes dos resultados da sua pesquisa, Di Pinto destaca para o
ensino-aprendizagem de Geometria Analitica e Algebra Linear a diversificacdo dos
tipos de registros de representacéo utilizados no estudo dos objetos matematicos.

Segundo Hillel, podemos definir uma representagcdo como sendo: “A acao de
exprimir um objeto particular por outro, que pode ser feita em um mesmo nivel de
descricdo, ou em diferentes niveis de descricdo”. (HILLEL, 1994, apud DI PINTO,
2000).

Uma reta, por exemplo, pode ser descrita sob varios tipos de representacoes,
dentre elas a representacdo algébrica ou a representacdo geomeétrica, conforme

vemos a seguir na figura 2:

X=X, +Am
r- 3y=y,+An (1OR)

z=7z,+Ap \

Representacao Algébrica e

Representacdo Geométrica

Figura 2 — Representacdes de uma reta no R®
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Algumas consideracdes sobre a importancia da utilizacdo dos registros de
representacdo no estudo de objetos matematicos serdo apresentadas na
fundamentacéo tedrica desta pesquisa.

Devido & escassez constatada sobre a analise de livros didaticos de Algebra
Linear, direcionarei nesta pesquisa o foco na andlise dos livros didaticos de Algebra
Linear, diagnosticando quais sdo os registros de representacdo utilizados para
caracterizar e descrever os objetos matematicos.

No intuito de justificar a razdo da escolha da analise dos livros didaticos, a
seguir discutirei a importancia dos livros didaticos no processo de ensino-

aprendizagem nas pesquisas em Educacdo Matematica.

1.2 - Por que analisar os livros didaticos?

O livro didatico constitui um recurso pedagogico muito utilizado pelos
professores, mesmo com o aumento da utilizacdo de recursos tecnolégicos como
softwares gréaficos e jogos educativos, por exemplo.

Posso supor que exista uma influéncia dos livros didaticos de Matematica nas
aulas e nos cursos ministrados pelos professores nos diferentes niveis de ensino. As
definicbes, exemplos e exercicios apresentados pelo livro se tornam uma referéncia
em muitos cursos e o0 aluno acaba se apropriando dessa influéncia quer seja na sala
de aula, quer seja nas suas pesquisas ou trabalhos académicos. O professor confia
naquilo que o livro didatico apresenta, 0 modo como o0 autor descreve um objeto
matematico, cabendo muitas vezes ao professor realizar uma transposicdo dos

conteudos apresentados pelo livro didatico para o aluno.

Essa afirmacéo pode ser reforcada segundo comentarios de VALENTE:
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“A dependéncia de um curso de Matematica aos livros didaticos, portanto,
€ algo que ocorreu desde as primeiras aulas que deram origem a
Matematica hoje ensinada na escola basica [...]. Talvez seja possivel dizer
que a Matematica constituiu-se na disciplina que mais tenha sua trajetéria

histérica atrelada aos livros didaticos” (Valente, 2001, p.2).

Eu tenho a conviccdo de que essa afirmacédo de Valente se estenda para os
cursos de Algebra Linear. Entretanto, no processo de ensino-aprendizagem de
Algebra Linear, o livro didatico ndo é necessariamente o Unico recurso pedagogico.

Algumas pesquisas realizadas pelo grupo norte-americano denominado LACSG
(Linear Algebra Curriculum Study Group) ressaltam a importancia da utilizacado de
softwares como recursos pedagoégicos auxiliares, como o Maple ou MATLAB.
Entretanto, o livro didatico continua sendo uma referéncia nos cursos ministrados
pelos professores.

Apesar das recomendacdes dos pesquisadores da utilizagdo dos recursos
tecnoldgicos, o livro didatico continua sendo talvez o mais utilizado, de acordo com a

informacéo extraida dos PCN (Parametros Curriculares Nacionais):

Dentre os diferentes recursos, o livro didatico € um dos materiais de mais
forte influéncia na prética de ensino brasileiro. E preciso que os professores
estejam atentos a qualidade, a coeréncia e a eventuais restricdes que
apresentem em relacéo aos objetivos educacionais propostos. (PCN, 1997,
p.96).

Além disso, de acordo com o proprio PCN, (1997, p.21), “... os professores

apoiam-se quase exclusivamente nos livros didaticos”.
Essa idéia eu acredito que possa ser aplicada também no ensino superior.

Muitas apostilas e livros-texto elaborados pelos professores utilizados em seus

Cursos no ensino superior também sao baseados nos livros didaticos.
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De acordo com Caraca (2000), hd uma diferenca entre um conhecimento em
producdo e o conhecimento ja transposto para um livro didatico. Segundo ele,
costuma-se trabalhar somente o conteddo conforme esta no livro didatico,
esquecendo-se da forma ou dos problemas e etapas envolvidas na construcdo do
conhecimento. De acordo com comentério, Caraca afirma que: “Os conhecimentos
estdo encadeados nos livros de forma harmoniosa e quase sempre nao sao
questionados” (iv).

No ambito nacional, o Ministério da Educacdo criou o PNLD — Programa
Nacional do Livro Didatico, destinado ao processo de avaliacdo de livros didaticos
nos ensinos Fundamental e Médio, oferecendo aos professores e profissionais da
educacdo subsidios para a escolha e avaliacdo dos livros didaticos que serdo
utilizados como recurso pedagdgico nas escolas.

Gostaria que esse programa fosse estendido para o nivel superior, pois creio
que traria uma contribuicdo significativa para o ensino e para a comunidade
académica de um modo geral.

O trabalho de Araugjo (2002) destaca as pesquisas de Aline Robert e Jacqueline

Robinet (1989) a respeito da relagédo entre o professor, livro didatico e o aluno:

Robert e Robinet afirmam que, freqlientemente, existe uma ligacao estreita
entre as representacdes metacognitivas dos professores de Matemética e
as dos autores de livros didaticos de Matematica, embora, na pratica,
muitos professores facam ajustes nos exercicios apresentados nesses
livros. As autoras ressaltam que os exercicios dos livros didaticos podem
exercer influéncia sobre a aprendizagem da Matematica, pois, por exemplo,
a frequiéncia com que certo tipo de exercicio aparece pode fazer com que o
aluno acredite que o0 que esses exercicios tratam indica 0 que € mais
importante no tema estudado, o que pode ocorrer mesmo que 0s exercicios

n&o sejam resolvidos em sua totalidade. (ARAUJO, p.11)
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Diante dos resultados expostos anteriormente, formularei a seguinte hipotese:
se os professores sdo influenciados pelos livros didaticos, utilizando defini¢des,
exemplos e exercicios tal como sdo colocados nos livros, efetuando em alguns
casos pequenos ajustes, entdo as representacdes dos objetos matematicos que os
professores utilizam também sdo baseadas naquelas utilizadas pelos livros
didaticos.

Com isso, de acordo hipétese formulada, a questdo que pode ser colocada € a
seguinte: como os livros didaticos utilizam os registros de representacdo para
caracterizar os objetos matematicos, em especial na Algebra Linear? Quais 0s
registros mais utilizados pelos livros didaticos e quais as possiveis implicacbes
dessa utilizacédo?

Envolto nesse panorama e perspectiva e constatando a escassez de trabalhos
sobre a analise dos livros didaticos de Algebra Linear, a minha pesquisa apresenta
uma proposta de diagnosticar quais sao 0s registros de representacdo mais
explorados nas noc¢des de independéncia e dependéncia linear, bem como analisar
as transformacgdes de registros mais utilizadas nas obras selecionadas.

Como as nocgdes de independéncia e dependéncia linear sdo expressas nos
livros didaticos de Algebra Linear? Sera que a diversificagéo de registros é feita nos
livros didaticos, um instrumento pedagdgico muito utilizado pelos professores? Qual
a importancia dos registros de representacdo no processo de ensino-aprendizagem
dessas nogoes?

Antes de procurar responder as perguntas, gostaria de fazer um breve
retrospecto da minha trajetéria profissional e académica com o intuito de evidenciar

e situar as origens de minha pesquisa.
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1.3 - O Despertar

A Algebra Linear é uma disciplina que, além de unificar o pensamento
matematico e apresentar diversas aplicacbes em outras areas do conhecimento, &
acima de tudo em minha opinidao, investigativa e fascinante.

O meu interesse pelo estudo do ensino-aprendizagem da Algebra Linear no é
recente. Iniciei a minha formacédo profissional e académica na area técnica e
tecnoldgica, porém desde os meus estudos nos ensinos Fundamental e Médio o
meu interesse pelo ensino da Matematica tem sido cada vez maior.

Ao iniciar o curso de Licenciatura em Matematica, tive contato com a disciplina
de Geometria Analitica e Vetores e posteriormente Algebra Linear. A minha
afinidade e interesse pelo estudo da disciplina Algebra Linear aumentaram
consideravelmente apés eu aprofundar meus estudos e conhecimentos ao cursar
uma especializacdo desta disciplina numa universidade publica.

Posteriormente, procurei um curso em nivel de mestrado académico que
possuisse um grupo tendo como linha de pesquisa o estudo do ensino-
aprendizagem de Algebra Linear. Foi com essa expectativa que iniciei 0 meu curso
de Mestrado Académico em Educacdo Matematica na Pontificia Universidade
Catdlica de Séao Paulo.

Inicialmente busquei me inserir no grupo Gs, denominado “Educacado
Algébrica”, e tenho como orientadora a Prof2 Dra. Barbara Lutaif Bianchini. O grupo
possui um subgrupo de pesquisa que tem por objetivo estudar o ensino-
aprendizagem de Algebra Linear e desenvolve um projeto em andamento “Sobre o
desenvolvimento da nogéo de base de um espacgo vetorial”, relacionado ao ensino

do conceito de base de um espaco vetorial.
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Atualmente sou professor de Matematica de uma faculdade publica no Estado
de S&o Paulo, onde leciono Algebra Linear e Pesquisa Operacional para o curso de
Informatica. Além disso, sou professor de escolas particulares de Ensino Médio e de
cursos pré-vestibulares.

Durante varias reunifes e discussdes no subgrupo de pesquisa Gs sobre o
ensino-aprendizagem de Algebra Linear, tive a oportunidade de entrar em contato,
interagir, discutir e formular hipéteses acerca dos resultados obtidos em pesquisas
realizadas no Brasil e em outros paises.

Uma das primeiras etapas do desenvolvimento da minha pesquisa foi consultar
alguns trabalhos relacionados ao ensino-aprendizagem de Algebra Linear nos
altimos anos e o0s resultados obtidos que pudessem contribuir para o
desenvolvimento do meu trabalho.

Com o objetivo de fazer uma revisdo da literatura, descreverei no proximo
capitulo alguns resultados dessas pesquisas sobre o ensino-aprendizagem de

Algebra Linear.
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QEAPITULO ]U[

BREVISAO DA ;LITERATU RA

2.1 - Pesquisas realizadas no Brasil

Gostaria de destacar inicialmente os resultados de algumas pesquisas sobre o
ensino-aprendizagem de Algebra Linear realizadas no Brasil para que a minha
problematica de pesquisa seja localizada neste contexto e para que a mesma possa
ser fundamentada e justificada.

Pesquisas realizadas no Brasil diagnosticaram algumas dificuldades
apresentadas pelos alunos na aprendizagem de Algebra Linear em varias
universidades brasileiras. Os resultados das mesmas proporcionaram algumas
sugestdes e forneceram subsidios para que outras pudessem ser realizadas.

CELESTINO (2000) apresentou um panorama a respeito de pesquisas do
ensino-aprendizagem de Algebra Linear na década de 90, realizando um
levantamento bibliografico dos artigos, dissertacdes e teses publicados no Brasil e
em outros paises sobre o tema, e verificou que no Brasil, nas universidades publicas

como a UNICAMP e a UNESP, a disciplina de Algebra Linear apresenta um indice
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de reprovacdo em seus cursos em torno de 25% a 50%, o que demonstra a
dificuldade no ensino-aprendizagem dessa disciplina.

Esta pesquisa apresenta um resultado importante, que € a constatacdo de
muitos pontos em comum e também alguns contrapontos entre as pesquisas de
autores brasileiros e autores estrangeiros. I1sso nos leva a concluir que as pesquisas
brasileiras inserem-se no quadro das pesquisas mundiais sobre o ensino-
aprendizagem de Algebra Linear. Esse fato credita em grande medida os resultados
obtidos nas pesquisas realizadas até entdo para o desenvolvimento do meu
trabalho.

SILVA (1997) fez um estudo epistemoldgico da nocdo de base de um espaco
vetorial sob o ponto de vista do Modelo Teorico dos Campos Semanticos, proposto
por Rémulo Lins, e ainda analisa em alguns livros didaticos de Algebra Linear como
€ desenvolvida a nocédo de base de um espaco vetorial sob o ponto de vista deste
referencial tedrico.

De acordo com Silva: “O Modelo Teorico dos Campos Semanticos € um modelo
epistemoldgico que nos permite compreender alguns aspectos do processo de
producao de significados em Matematica” (p. 10).

O autor inicialmente realizou um estudo histérico e epistemoldgico,
descrevendo como os matematicos dos séculos XVIII e XIX operavam com a nogao
de base e quais 0s campos semanticos construidos por eles.

A seguir o autor analisou frases construidas por ele mesmo com o intuito de
classificar alguns dos campos semanticos nos quais os livros didaticos de Algebra

Linear abordariam a noc¢ao de base.
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Num terceiro momento, o autor realizou um estudo de caso sobre a nocéo de
base construida por dois estudantes que finalizavam um primeiro curso de Algebra
Linear.

Como exemplo de uma questdo proposta no estudo de caso, o autor apresenta
no seu trabalho uma atividade em que os alunos procuram produzir significado para
o texto a sequir:

“Seja 0 espaco vetorial e A={u=(1,0,0),v=(0,1,-1),w=(0,0,2)}Aé
uma base do R*?” (p.72).

Segundo o autor, uma justificativa para o texto foi dada pelo aluno chamado

Adilson da seguinte maneira:

O conjunto A é linearmente independente, pois nenhum dos vetores
de A podem ser escritos como combinacao linear dos outros vetores
do conjunto. Além disso, o conjunto A é gerador do espaco vetorial
R®. Portanto A é uma base ordenada de R®. (SILVA, 1997, p. 72)

Para o autor, o aluno ao produzir significado para o texto fala de espaco
vetorial, de vetor (como elemento de um espaco vetorial), de conjunto linearmente
independente, de combinacao linear, de geradores de um espaco vetorial, de base
ordenada. Esses objetos construidos pelos alunos compdem um ndcleo, e essa
atividade de produzir significado em relagdo a esse nudcleo constituido pelo aluno o
autor denominou Campo Semantico Usual.

Uma das conclusfes obtidas por Silva em sua pesquisa é a constatacdo da
utiizacdo dos alunos de um campo semantico diferente daquele utilizado
preferencialmente pelo professor. Como questionamento, 0 autor sugere a
abordagem da Algebra Linear em diferentes contextos, como por exemplo, na

Geometria Analitica, na Programacdo Linear, na tentativa de fugir da abordagem
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axiomatico-dedutiva que, segundo pesquisas em Educacdo Matematica (Dorier,
1998a) proporcionam dificuldades na aprendizagem dos alunos.

Nesse ponto, concordo com a conclusdo do autor, pois 0 mesmo conceito
matematico deve ser aprendido em varios contextos para o aluno se apropriar desse
conceito.

Entretanto, tracando um paralelo com os resultados apresentados por Silva e
também por Di Pinto, apresentado anteriormente, creio que assim como a Algebra
Linear deve ser abordada em diversos contextos para fugir da sua forma axiomatica,
a Algebra Linear também deve ser abordada utilizando-se varios registros de
representacgao.

O que eu gostaria de explicar é que tenho conviccdo da necessidade de
estudar-se a Algebra Linear em diversos contextos, mas quero supor também a
importancia da diversidade dos registros de representacdo na abordagem dos
objetos matematicos em Algebra Linear.

O que me despertou interesse, apds ter conhecimento desses resultados
obtidos, era analisar se os livros didaticos apresentavam essas caracteristicas
guanto a abordagem e principalmente quanto a diversidade dos registros de
representacéao utilizados.

A pesquisa de PADREDI (2003) apresentou resultados que auxiliaram a
explicitar o meu problema de pesquisa. Em sua dissertacdo, As “Alavancas Meta’ no
discurso do professor de Algebra Linear, foram realizadas entrevistas com
professores de Algebra Linear procurando diagnosticar e identificar possiveis
“alavancas meta” sugeridas por esses professores com a finalidade de facilitar a
compreensao dos alunos da nocao de base de um espaco vetorial.

Para compreender o significado do termo alavanca meta, Padredi explica que:
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Assim, o discurso do professor, ou a apresentacdo de um tema no livro
didatico, funcionard como alavanca meta, caso neles existam informacdes
capazes de levar o aluno a uma reflexdo sobre seus préprios
conhecimentos, seus erros, seus procedimentos, ajudando-o na apreenséo
de uma nova nocdo matemaética. E importante acrescentar que n&o s o
discurso do professor, mas qualquer atividade proposta e/ou elaborada por
ele, que facilite a compreenséo de alguns alunos sobre uma noc¢éo, ou um

tépico, sdo consideradas alavancas meta. (PADREDI 2002, p. 13)

Como resultados da pesquisa, de acordo com Padredi, alguns recursos
utilizados pelos professores verificados nas entrevistas sao passiveis de se tornarem
alavancas meta, como a utilizacdo de uma forma coloquial para a introducdo de
nocéo de base de um espaco vetorial, tais como: “vetores bem comportados”, “graus
de liberdade”, “colchinha de croché”, “ambiente”, “lucro”, “economia”, “tijolos”,
“parede”, termos estes que se referem aos conjuntos de vetores e a construcédo da
base de um espaco vetorial.

Percebi, nesse resultado, a preocupacdo dos professores na utilizagdo da
lingua natural para facilitar a compreensao dos objetos matematicos. Nesse aspecto,
concordo com o emprego da lingua natural para facilitar tal compreensao.

Outro resultado a ser destacado, de acordo com Padredi, é que a nocédo de
base pode ser introduzida articulando-se dois conceitos: vetores linearmente
independentes e sistema de geradores. A articulacdo entre esses dois conceitos
pode ser colocada apresentando-se a idéia de um conjunto de geradores minimal,
produzindo reflexdes dos alunos sobre a vantagem de se obter um nimero minimo

de vetores para gerar o0 espaco vetorial, 0 que os leva a compreender a necessidade

dos vetores do conjunto ser linearmente independente.
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Além disso, a Geometria Analitica deve ser utilizada como “concreta” para gerar
reflexdes dos alunos a respeito das necessidades das noc¢des de independéncia
linear, de sistemas geradores e de base de um espaco vetorial.

A Geometria Analitica ser utilizada como “concreta” por Padredi se refere a um
principio necessario para o ensino-aprendizagem da Algebra Linear descrito nos
trabalhos do pesquisador Guershon Harel (1997), que destaca a condicdo de um
aluno construir sua compreensdo de um conceito sobre um contexto que lhe seja
concreto.

Segundo Harel, a geometria a duas e trés dimensdes sera o contexto concreto
para se introduzir o conceito de gerador, de dependéncia linear, de base, entre
outros, para que depois 0 estudante possa abstrair esses conceitos de Algebra
Linear.

Creio que essa recomendacdo €é muito importante, pois explorando a
representacdo geométrica o professor pode mobilizar conceitos da Geometria
Analitica que provavelmente o aluno tenha adquirido. Minha expectativa é
diagnosticar se os livros didaticos de Algebra Linear exploraram a representacio
geomeétrica.

Um ponto importante da pesquisa de Padredi para a minha problematica de
pesquisa sdo as afirmacdes obtidas em algumas entrevistas dos professores em
relacdo ao ensino da nocédo de independéncia linear entre vetores. Em alguns

trechos os professores entrevistados relatam que:

O problema da independéncia linear? Ah, sem davida. Tinha que ser feito

de uma maneira...primeiro, maneira intuitiva.

Essa dependéncia linear quando vocé faz o nicleo implica, implica um

namero diferente de zero...isso, isso € um pouco abstrato para eles.
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Esse negocio de provar que tem um elemento diferente de zero, todos sao

zero, nao é palpavel pra eles.

E com a independéncia linear, a dificuldade esta na independéncia.
A parte que eles tem mais dificuldade é essa parte do li. e I.d. N&o sei
porque. (PADREDI, 2003, p.193-97)

Pelas entrevistas realizadas por Padredi verificamos as dificuldades que esses
professores de Algebra Linear apresentam ao ensinar a nocdo de independéncia
linear entre vetores. Para alguns alunos, essa definicdo ndo € intuitiva, palpavel,
tornando-se muito abstrata para eles. Em outros casos, os alunos sentem dificuldade
de provar que os escalares na combinacao linear entre os vetores devem ser todos
iguais a zero, no caso da independéncia linear.

Gostaria de estabelecer uma pequena pausa para algumas consideracdes e
reflexbes. Os professores entrevistados por Padredi evidenciaram possiveis
dificuldades na compreensao por parte dos alunos da nocao de independéncia linear
entre vetores, que esta subjacente a nocado de base de um espaco vetorial. Esse
fato elucida a importancia do desenvolvimento da minha pesquisa e as contribuicoes
que ela possa apresentar ndo somente para 0 ensino-aprendizagem de
independéncia e dependéncia linear, mas também para a nocdo de base de um
espaco vetorial.

A dissertacdo de OLIVEIRA (2005), “Como funcionam os Recursos-Meta em
aula de Algebra Linear?” tem como objetivo investigar os recursos-meta utilizados
por um professor de Algebra Linear, em sala de aula, que ajudaram alguns de seus
alunos na compreenséo da nocédo de base de um espaco vetorial. Foram realizadas
algumas entrevistas semi-estruturadas com os alunos que participaram das aulas,
para verificar se algum recurso utilizado pelo professor tornou-se uma alavanca

meta.
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Oliveira define o termo “recurso-meta” como sendo as informacdes ou
conhecimentos sobre a Matematica a ser aprendida que pode envolver as
operacfes matematicas, seu uso e a propria aprendizagem da Matematica.

Na sua pesquisa 0 autor concluiu que poucos recursos-meta utilizados pelo
professor dentro da sala de aula contribuiram para a compreensdo dos objetos
matematicos abordados, tornando-se uma alavanca-meta.

Um dos recursos utilizados pelo professor que se tornou uma alavanca-meta
para seis dos sete alunos entrevistados foi justamente o recurso ligado ao ensino da
nocéo de independéncia linear, quando o professor, se referindo aos seus alunos a
um conjunto linearmente dependente diz: “eu tenho alguém que esta dependendo
dos outros, la dentro do meu conjunto” (OLIVEIRA, p. 94).

Esse recurso utilizado pelo professor reforca ainda mais o auxilio da
representacdo de um objeto na lingua natural como forma de facilitar a compreensao
do objeto matematico, o que me faz concordar plenamente com o recurso utilizado.

Durante as entrevistas realizadas pelo autor com os alunos, o que me chamou
a atencdo foi uma questdo colocada para que os alunos verificassem quais dos

subconjuntos abaixo sdo linearmente dependentes:

A={(1,2);(2,4); (3, 6)} B={1,1,1);@ -1 2}

C={(7,0,0,1);(0, 1,1, 0)} D={0,0,0,0,0)}

Muitos alunos tiveram dificuldades, n&o conseguiram responderam ou
responderam incorretamente a questdo proposta. Dentre as respostas obtidas,
muitos se lembraram de um recurso utilizado pelo professor em sala de aula que

afirmava que num conjunto L.D. (linearmente dependente) um vetor “dependia” do



37

outro, ou seja, um vetor era escrito como combinacéao linear dos outros. No conjunto
A, por exemplo, verifica-se facilmente que (3, 6) = (2, 4) + (1,2).

ARAUJO (2002) diagnosticou as possiveis alavancas meta que estio presentes
nos livros didaticos de Algebra Linear na definicdo de base de um espaco vetorial na
sua dissertagéo “A Metamatematica no livro didatico de Algebra Linear”.

Ao analisar trés livros didaticos de Algebra Linear, Araujo classificou e
comparou quais recursos os autores dos livros didaticos procuram utilizar para

facilitar a compreensao da nocao de base de um espaco vetorial.

Como conclusbes, a autora encontrou poucos exemplos de possiveis
alavancas-meta. Apesar disso, Araujo afirma que se pode pesquisar formas que
provoguem nos alunos a organizacdo de conhecimentos anteriores, refletindo sobre

os alunos de maneira a adapta-los na aquisicdo de novos conceitos.

A respeito dessa afirmacao, caberia até um questionamento: sera que os livros
didaticos apresentam, de acordo com o registro de representacdo utilizado, nas
nocdes de independéncia e dependéncia linear, situacbes que possam motivar 0s
alunos a utilizarem conhecimentos ja adquiridos e reorganiza-los na aquisicdo de
novos? Em caso afirmativo, quais os registros de representacdo que poderiam ser

utilizados?

s

Outro trabalho que apresenta resultados significativos € o artigo “Analise do
tratamento dado as transformacdes lineares em dois livros didaticos”, de KARRER
(2003), que analisa os registros de representacdo semibtica no estudo das
transformacoes lineares em livros didaticos de Algebra Linear e evidencia alguns
resultados relevantes sobre registros de representacdo mais utilizados pelos autores

dos livros didaticos.
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Em seu trabalho, Karrer analisa quais os registros mais explorados pelos
autores dos livros didaticos e quais os tratamentos e conversdes estao presentes no
conceito de transformacfes lineares. Alguns registros de representacdo, como 0
geomeétrico, por exemplo, deixam de ser utilizados em muitos exercicios analisados.

Além das pesquisas citadas anteriormente, merecem destaque as pesquisas
realizadas em outros paises acerca do ensino-aprendizagem de Algebra Linear, que

serdo abordadas a seguir.

2.2 - Pesquisas realizadas em outros paises

ApoOs apresentar alguns resultados de pesquisa de autores brasileiros, meu
proximo passo foi buscar resultados de pesquisas realizadas sobre o ensino-
aprendizagem de Algebra Linear em outros paises, dentre eles Franca e Estados
Unidos.

Alguns grupos de estudos em outros paises tém se preocupado em pesquisar o
ensino-aprendizagem da Algebra Linear nos cursos em nivel superior.

Na Franca, o grupo formado por Jean-Luc Dorier (1997) em colaboragédo com
Aline Robert (1997), Jacqueline Robert (1997) e Marc Rogalski (1997) desenvolveu
um programa de pesquisa em ensino-aprendizagem de Algebra Linear no primeiro
ano de universidades francesas de ciéncias (DEUG).

Estas pesquisas nas universidades francesas ganharam um impulso muito
grande apos a publicacdo da tese de doutorado de Jean-Luc Dorier, no inicio da
década de 90, intitulada “Contribution & I'Etude de I'Enseignement & I'Université des

Premiers Concepts d'Algebre Linéaire. Approches Historique et Didactique”.
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Dentre varios trabalhos realizados pelo grupo encontramos dentre outros
assuntos, a pesquisa que enfoca o ensino dos conceitos de independéncia e
dependéncia linear, publicada no artigo “The role of formalism in the teaching of the
theory of vector spaces” (DORIER, 1998b).

DORIER (1998b) destaca em suas pesquisas que o ensino da Algebra Linear é
apresentado de modo excessivamente formal aos estudantes. Para ele, em muitos
casos, € fundamental iniciarmos o conceito pela sua definicdo formal. No caso da
independéncia linear, segundo Dorier, o uso da definicho formal oferece
freqientemente problemas de formulacdo do conceito a alunos iniciantes ao estudo
da Algebra Linear, principalmente no que se refere a utilizagdo da lingua natural.

Por esse motivo, caberia aos professores procurar encontrar outros termos
utilizando o registro da lingua natural que pudessem auxiliar o aluno a compreender
e caracterizar os objetos matematicos de estudo, tornando-se alavancas-meta de
acordo com as pesquisas de Padredi e Oliveira analisadas nesse capitulo.

ANDREOLI (2002, 2003, 2005) realizou uma pesquisa com alunos do primeiro
ano de uma universidade da Argentina na area das ciéncias exatas e com
professores do ensino fundamental como o objetivo de diagnosticar quais sdo as
concepgOes que o0s alunos e os professores apresentam sobre as nocdes de
independéncia e dependéncia linear, utilizando como referencial teérico o Modelo
Tedrico dos Campos Conceituais, de Gerard Vergnaud (1990).

A autora inicialmente realizou alguns testes com o0s alunos e analisou as
respostas e justificativas que eles davam sobre as questdes.

O teste aplicado aos alunos consistia em duas perguntas:

Pergunta a
O vetor (-3, 2) é uma combinacéo linear dos vetores (0, 1) e (3,2)? Justifique

sua resposta.
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Pergunta b
Os vetores (3, -2) e (-3/2, 1) séao linearmente independentes? Justifique sua

resposta.

Andreolli chegou aos seguintes resultados:

- 67% dos alunos responderem incorretamente a pergunta a, por nao
dominarem um método ou procedimento que permite determinar se um vetor do R? é
ou ndo combinacao linear dos outros;

- 61% dos alunos ndo conheciam um método ou procedimento para responder
a pergunta b que permite determinar se um conjunto de vetores no R? é linearmente
independente.

Na segunda fase da pesqusa, a autora analisou as respostas que o0s
professores davam com um problema que envolvia o conceito de dependéncia
linear.

No que se refere ao problema proposto, o sistema linear obtido correspondente
seria:

b+c=60

2b+6¢c =250 com b,cOON*
c=2b

O teste solicitava calcular os valores de b e c, e o professor constataria que o
sistema € incompativel.

A sequir, foi solicitado aos professores alterar os valores do sistema de modo a
tornd-lo possivel e determinado e posteriormente pediu-se novas altera¢cdes no

sistema de modo a torna-lo indeterminado.
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Nas entrevistas com os professores perguntou-se como eles trabalhavam a
resolucao de sistemas de equac0es lineares, se os professores utilizavam nas aulas
sistemas indeterminados e em que momento os professores comentam as idéias de
independéncia linear entre as equa¢cdes de um sistema linear.

Como resultado, a pesquisa mostrou que muitos professores nao responderam
a pergunta relacionada ao sistema linear possivel e indeterminado, por né&o
compreenderem a relacdo de dependéncia entre as equacbes e 0 numero de
solucdes de um sistema linear. Consequentemente, poucos professores trabalhavam
a situacao de um sistema linear indeterminado com os seus alunos, muito menos as
relacfes de dependéncia linear entre equacdes na resolucao de sistemas lineares.

Por fim, na terceira fase da sua pesquisa, a autora realizou uma entrevista
semi-estruturada com seis alunos do curso na area de ciéncias exatas, baseada em

duas perguntas formuladas da seguinte maneira:

Primeira Parte

Escreva quatro conjuntos de trés vetores no R® em que exatamente nenhum,
um, dois e trés vetores respectivamente, sendo combinacéo linear dos demais.

Na segunda parte, foram feitas algumas perguntas das quais apresentarei

algumas a seguir:

Segunda Parte
Classifigue em verdadeiro ou falso as seguintes implicagdes:
a) Se em um conjunto de vetores, em que cada vetor ndo € combinacao linear

dos outros, entdo o conjunto é linearmente independente.
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b) Se existe uma combinacao linear nula de todos os vetores de um conjunto,
entdo esse conjunto é linearmente dependente.

c) Se existe uma combinacgdo nula trivial de todos os vetores de um conjunto,
entdo o conjunto é linearmente independente.

A autora diagnosticou que apenas 16,7% responderam corretamente as
perguntas a, b e c, que estdo vinculadas as definicbes de independéncia e
dependéncia linear.

Além disso, a autora concluiu de um modo geral que o carater unificador e
generalizador do conceito de espaco vetorial, constituem o principal obstaculo para a
apropriacado das nocdes de independéncia e dependéncia linear.

Alguns obstaculos diagnosticados pela autora podem ser destacados, como a
resisténcia dos alunos de escrever em uma combinacdo linear, um vetor com
coeficiente zero, ou a dificuldade em se utilizar a representacdo na lingua natural
para caracterizar as definicdes de independéncia e dependéncia linear.

Outros resultados obtidos na pesquisa da autora sdo as conclusdes e
concepgOes errbneas que os alunos se apropriam com relacdo aos conceitos de
independéncia e dependéncia linear, como por exemplo, que a partir de um conjunto
de vetores linearmente dependentes ndo se pode obter um conjunto linearmente
independente, ou que o caso de dependéncia linear se reduz a observar se a
cardinalidade do conjunto de vetores € igual & dimensdo do espaco.

Esses resultados de pesquisa me fazem refletir novamente sobre o uso da
representacdo das definicbes de dependéncia e independéncia linear na lingua
natural. Ser4d que os livros didaticos de Algebra Linear exploram bem a
representacdo em lingua natural para auxiliar a descrever e caracterizar o objeto

matematico?
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O que me surpreendeu nessa pesquisa foi o fato dos préprios professores do
ensino fundamental das escolas que foram entrevistados pela pesquisadora
apresentarem dificuldades na compreensdo das noc¢des de independéncia linear,
como nao reconhecer a relacdo de dependéncia entre as equacdes de um sistema,
ou até mesmo resolver um sistema linear indeterminado.

Quanto aos alunos entrevistados do ensino superior, destaco as concepcoes
errbneas eles se apropriam sobre as nocdes de independéncia e dependéncia
linear, além da dificuldade em resolver exercicios que envolvam implicacbes
matematicas e demonstracoes.

Em sua pesquisa realizada na Franca, DIAS (1993) trabalhando com alunos do
primeiro ano de um curso superior francés (DEUG) nocbes elementares de
dependéncia linear e posto no R", por meio de provas escritas investigando qual a
utilizacdo do método de Gauss em nocdes centrais de Algebra Linear, chegou a

conclusao que:

Quanto ao conceito de dependéncia linear, ndo ficou claro se ele ficou bem
entendido, pois quando eles tinham que usar a nocdo de dependéncia
linear como meio para “controlar” as respostas encontradas, os estudantes
ndo o faziam ou desenvolviam algum outro procedimento. (DIAS, 1993,
apud CELESTINO, 2000, p. 64).

Essa afirmacédo fez com que a autora concluisse que os alunos tinham uma
nocéo de dependéncia linear, porém, encontram dificuldade para aplica-la quando o
problema proposto ndo traz esse conceito explicito no enunciado.

A autora utilizou como referencial tedrico a Engenharia Didatica, de Michele
Artigue (1998).

Percebo nessa conclusdo de Dias que os alunos ndo conseguem aplicar a

nocdo de dependéncia linear em outros contextos, mas somente em alguns casos
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como, por exemplo, verificar uma lista de n-uplas utilizando um algoritmo
memorizavel (método de Gauss, por exemplo).

OUSMAN (1996) aplicou um teste em alunos no final do curso na area de
exatas de uma universidade francesa. Com esse teste, ele quis analisar a
concepcao dos alunos a respeito da nocdo de independéncia linear no contexto de
equacodes lineares e em geometria ap0s o0 ensino da teoria dos espacos vetoriais.
Ele aplicou diversos exercicios sobre sistemas de equacdes lineares e pediu aos
alunos para verificar se as equacdes eram independentes ou ndo. Os resultados
mostraram também que os alunos justificam suas respostas com a resolu¢do do
sistema linear e ndo exploram a representacdo geométrica.

Consequientemente, os alunos raramente deram uma justificativa em termos de
combinacdo linear, ou seja, ndo percebiam as relacdes existentes entre as
equacdes, pois apenas apresentavam a resolucdo do sistema linear, utilizando
algum algoritmo para a resolucgéao.

Com relacéo a esse resultado encontrado pelo autor, ele concluiu que o aluno
realmente ndo faz uma analise de o sistema ser indeterminado com o fato de existir
uma relagao entre as equacoes.

Mas o que se deve refletir é se os livros didaticos exploram essa relagéo ou se
até os livros didaticos e os professores trabalham com as relagbes entre as
equacdes de um sistema e o registro geométrico, quando possivel. Os resultados da
pesquisa de Andreoli apontaram que o0s professores entrevistados por ela nao
costumam realizar esse tipo de atividade, o que acaba ndo sendo efetuadas pelos

alunos.
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Aline ROBERT (1989) e Jacqueline ROBINET (1989) (apud Dorier, 1994)
diagnosticaram as possiveis dificuldades encontradas pelos alunos na compreenséo
da definicdo formal de independéncia linear, e suas aplicacbes em varios contextos.

Segundo as pesquisadoras, alguns alunos tém provado suas habilidades em
verificar se um conjunto de vetores no R" é linearmente independente utilizando o
meétodo da eliminacdo de Gauus. Porém, no contexto de equacdes, polinbmios ou
funcdes, eles ainda ndo séo capazes de usar o conceito de independéncia linear.

Robert e Robinet realizaram testes com os alunos sobre a nocédo e
independéncia linear em contextos mais formais inicialmente com as seguintes
guestdes:

1. Seja U, V e W trés vetores no R>. Se qualquer par desses vetores nao for
colinear, eles sdo independentes?

2. Seja U, V e W trés vetores no R?, e f um operador linear no R3, Se U, Ve W
sao independentes, f(U), f(V) e f(W) sdo independentes?

3. Seja U, Ve W trés vetores no R*, e f um operador linear no R3, Se f(U), f(V) e

f(W) séo independentes, U, V e W sdo independentes?

Como resultado dessa pesquisa, verificou-se que muitos alunos utilizaram a
definicdo formal de independéncia linear e experimentam diferentes combinacdes
utilizando hipéteses e conclusdes, porém apresentam dificuldades na prova e
demonstracao das afirmacoes.

Na primeira afirmacao, por exemplo, muitos alunos responderam “sim” dando
mostras das dificuldades que eles apresentam no tratamento da nogédo de
independéncia linear de um modo global e na interpretacdo geométrico dessa

Nogao.
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Alguns alunos, segundo as pesquisadoras, tratam questbes de independéncia
linear por sucessivas aproximacdes comecando com dois vetores, testando um a um
os demais até que o conjunto se torne linearmente dependente. Além disso, as
pesquisas revelaram que os alunos apresentam o uso incorreto de implicacbes
matematicas, caracterizada pela confusao entre hipétese e tese.

Isso nos remete a refletir sobre as dificuldades apresentadas pelos alunos no
tratamento global do conceito de independéncia linear, assim como na interpretacao
geomeétrica dessa nocdo. Como os livros didaticos poderiam explorar mais situacoes
gue possam minimizar essas dificuldades e quais registros de representacdo podem
ser explorados nessa situacao?

Nos Estados Unidos, no inicio da década de 90, foi organizado um grupo de
pesquisas denominado LACSG (The Linear Algebra Curriculum Study Group) que
elaborou um documento que visava refletir a respeito da reforma do ensino de
Algebra Linear nas universidades dos Estados Unidos, por meio de recomendacées
e da proposta de uma matriz curricular.

Dentre alguns professores e pesquisadores participantes do grupo, podemos
destacar: David Carlson (San Diego State University), Charles R. Johson (College of
William and Mary), Guershon Harel (Purdue University) e David C. Lay (University of
Maryland).

De acordo com o grupo, pesquisas realizadas nos Estados Unidos mostram
nos ultimos anos o aumento da demanda de alunos que cursam a disciplina de
Algebra Linear em carreiras como Engenharia, Ciéncias da Computac&o, Economia,
Fisica, dentre outras. A preocupacdo do LACSG estava ligada ao fato de que o
curriculo de Algebra Linear, em muitas universidades, ndo era adequado as

necessidades dos estudantes dessas diversas carreiras.
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Um comentario relevante que deve ser feito € o fato de que em muitas carreiras
e cursos como Informatica e Ciéncias da Computacao, a aplicacéo da Algebra Linear
na resolucdo de problemas é muito grande. Porém, alguns aspectos da Algebra
Linear nesses cursos sdo privilegiados em detrimento de outros como, por exemplo,
a representacdo das coordenadas de um vetor na forma de uma matriz-coluna, o
gue facilita o processamento de dados em muitos softwares como o MATLAB (Matrix
Laboratory).

ApOs reunides, encontros, palestras, comunicacoes, oficinas e outras atividades
realizadas com estudantes, professores e profissionais ligados a disciplina de
Algebra Linear, o grupo apresentou algumas recomendacées e sugestdes no ensino
da Algebra Linear que serdo comentadas e analisadas a seguir.

Segundo o LACSG, inicialmente um curso de Algebra Linear deve apresentar
as definicdes de maneira cuidadosa, respeitando o aspecto formal da Algebra Linear
e suas linguagens. Segundo David Lay (1999): “A Algebra Linear é, em sentido
pratico, uma linguagem”.

A afirmacdo de Lay nos remete a importdncia da compreensdo dessa
linguagem e consequentemente ao uso das representacbes como forma de

expressa-la.

Além disso, segundo o grupo de estudos, a demonstracdo dos teoremas
aumenta a compreenséo dos objetos matematicos em Algebra Linear.

Outra recomendacéo baseia-se no fato de que num segundo momento do
curso de Algebra Linear deve-se priorizar algumas generalizagdes que n&o foram
feitas num primeiro instante, devido a sua curta duracéo, tendo outros topicos como

prioridade.
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Nesta recomendacéao verificamos a preocupacao em adicionar topicos em um
segundo momento que possam atender outras clientelas, que priorizem maiores
abstracdes, como o estudo de espacos das funcdes, por exemplo.

Para o LACSG a visdo mais “concreta” de objeto matematico matriz, por
exemplo, pode ser feita com o0 uso de novas tecnologias educativas. O grupo de
estudos sugere a utilizacdo do MATLAB ou outro similar, como recurso didatico a ser
explorado num primeiro curso de Algebra Linear.

Analisando essa recomendacdo € compreensivel a utilizacdo de softwares
como recursos didaticos que auxiliam na compreensao dos objetos matematicos. O
que se pode discutir € a utilizacdo do termo “concreta” no que se refere ao objeto
matematico matriz. O que, nesse caso, 0 autor entende por “concreto” e o que seria
concreto para os alunos? Matriz € um objeto “concreto” para os alunos?

Quanto ao contetdo, o grupo recomenda a exploracédo de propriedades do R"
como um conjunto de n-uplas e ndo como um espaco vetorial, com forte énfase
geomeétrica, sem o uso de demonstracdes formais.

No Brasil, no ensino de Geometria Analitica e Vetores, verifica-se a exploracéo
das propriedades geométricas dos vetores na abordagem dos objetos matematicos.

O conceito de matriz pode ser empregado como uma transformacao linear. O
aluno pode compreender uma multiplicacdo matricial Ax como uma transformacéo
linear que resulta em um outro vetor. Além disso, serdo explorados autovetores e
autovalores, e depois é apresentado o conceito de diagonalizacdo de matrizes.

No que se refere ao conceito de independéncia linear, o pesquisador israelense
Guershon HAREL (1997), membro do LACSG, em suas experiéncias com
estudantes de um primeiro curso de Algebra Linear, diagnosticou as dificuldades dos

alunos com o conceito de independéncia linear na resolucdo de problemas que
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envolvam vetores de uma maneira ndo-especifica, ou seja, quando os vetores dados
nao sao “familiares” aos alunos, como fun¢des polinomiais, por exemplo.

Segundo Harel, muitos livros-textos elementares de Algebra Linear introduzem
o conceito de independéncia linear de uma forma completamente clara e elementar,
e consequentemente os alunos usualmente tém pequenas ou nenhuma dificuldade
para compreender o significado de independéncia linear. Com isso, apds 0s
conceitos serem abordados nos livros didaticos, os alunos podem resolver
problemas simples como, por exemplo, determinar se um conjunto de vetores no R"
linearmente independente.

Harel em suas experiéncias solicitava aos alunos para determinar se uma dada
lista de vetores, digamos, no espaco R® era linearmente independente. Seus alunos
respondiam corretamente e a compreendiam, pois a questdo proposta equivalia a
guestdo se AX = 0, onde A é a matriz em que as colunas sao formadas pelos
vetores dados, tem somente a solucgao trivial ou néo.

Ele verificou que, dada uma lista de vetores de um determinado conjunto no R",
os alunos determinam a dependéncia linear entre os vetores ao resolver o sistema
linear homogéneo formado pelas coordenadas dos vetores. Entretanto, para o
pesquisador essa resolucdo ndo nos leva a concluir se os alunos realmente
compreenderam as noc¢Oes de independéncia e dependéncia linear, assim como
diagnosticou Dias.

O que o aluno precisaria perceber € a conexao existente entre um conjunto de
vetores e a resolucdo de um sistema linear homogéneo, compreender o significado
sistema linear homogéneo formado e perceber a relacdo existente entre as

equacdes do sistema linear homogéneo e a dependéncia linear entre os vetores.
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A seguir, os alunos encontraram dificuldades em responder as seguintes
guestdes:
1. Vetores ndo-nulos mutuamente ortogonais séo linearmente independentes?

2. Se S é o conjunto gerador dos vetores linearmente independentes
a, a,,...a,emV e a éum vetor em V, mas ndo em S, os vetores a,, as, ...,d\

sao linearmente independentes?

3. Realizar operagdes elementares nas colunas das matrizes afeta sua
independéncia (ou dependéncia) linear?

As dificuldades residiam no fato de se exigir alguma demonstracao por parte do
aluno ou até mesmo em utilizar o conceito de independéncia linear ndo somente a
uma dada lista de vetores do R".

Alguns resultados encontrados por Harel em suas pesquisas merecem analise
e alguns comentérios, conforme descreverei a seguir.

Quanto a forma dos livros-texto de Algebra Linear introduzir de maneira
completamente clara o conceito de independéncia linear entre o0s vetores,
precisariamos de uma explicagdo maior do que seria essa forma “clara”. Como
podemos constatar essa afirmagéo?

O gue se verifica nos resultados das pesquisas de Harel é o fato dos alunos
apresentarem dificuldades com o conceito de independéncia linear nos problemas
em que se exige do aluno uma demonstracdo, a aplicagdo do conceito de
independéncia linear na resolucdo de problemas em contextos especificos, como a
utilizacdo de outros espacos vetoriais diferentes do R" (como, por exemplo, o espaco
das matrizes, dos polinbmios de grau n).

Para Harel, os alunos compreendem a idéia de independéncia linear no

contexto do R® como um espaco geométrico de segmentos orientados, o R° como
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um espaco algébrico. Entretanto, um problema de independéncia linear
contextualizado no espaco Ps (R), dos polindbmios de grau menor ou igual a 5, mais o
polindmio nulo, pode causar dificuldades para a compreensao dos alunos.

Como exemplo, Harel cita 0 seguinte conjunto {3x* — 1, 2x, 7} e solicita-se ao
aluno se os vetores do conjunto séo linearmente independentes.

Harel diagnosticou a dificuldade que os alunos apresentaram para resolver
essa questao, pois os alunos ndo conseguiam verificar se o conjunto era linearmente
independente ou néo.

Uma explicacdo dada por Harel das dificuldades apresentadas pelos alunos no
problema acima € o fato deles ndo terem clara a idéia de independéncia linear de
funcdes pelo motivo do conceito de fun¢gdes como um vetor ndo ser “concreto” para
os alunos.

Essa dificuldade foi constatada também na pesquisa de Dias e reflete a
dificuldade intrinseca que os alunos apresentam quanto a utilizacdo da nocéo de
independéncia linear em conceitos mais formais. Dorier também faz comentarios
sobre esse fato, citando que o problema surgiu historicamente por estar ligado a
resolucdo de sistemas de equacdes lineares e que o conceito de independéncia
linear demorou a ser utilizado em outros contextos.

Isso ocorreu no exemplo apresentado anteriormente por Harel, pois os alunos
precisam compreender que para verificar a independéncia linear dos vetores do

conjunto {3x*> — 1, 2x , 7} ndo é suficiente escrever uma igualdade do tipo:

a.(3*-1)+b.2x)+c.7=0 (1)
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e determinar as constantes a, b e ¢, mas sim compreender (1) como uma igualdade
de funcdes.

UHLIG (2002a), professor do Departamento de Matematica da Auburn
University desde 1982, em seu livro Transform Linear Algebra enfatiza que uma das
primeiras tarefas em Algebra Linear elementar é descrever todas as transformacdes
lineares f: R" - R™ como uma multiplicacdo de um vetor por uma matriz. Segundo o
autor, os alunos que cursam pela primeira vez a disciplina de Algebra Linear
apresentam muitas dificuldades com conceitos abstratos bem como provas e
demonstracdes dos teoremas.

Segundo o autor, os conceitos béasicos da Algebra Linear — subespagcos,
dependéncia linear, base e dimensdo — devem ser introduzidos num primeiro curso
de Algebra Linear por meio das transformacées lineares, que segundo ele é o
assunto fundamental do qual podem emergir outros conceitos essenciais da Algebra
Linear.

E interessante notar a preocupacdo de Uhlig em encontrar uma situagéo-
problema, a “pedra filosofal” da Algebra Linear, ou seja, um objeto matematico de
onde todos os outros conceitos de Algebra Linear possam emergir. Segundo Uhlig
as transformacdes lineares seriam esse objeto.

Para o autor, a nocdo de independéncia linear deve ser introduzida utilizando-
se também como recurso o algoritmo da reducdo de Gauss no escalonamento de
matrizes.

No caso da independéncia linear, Uhlig destaca que a definicdo “classica”
encontrada em muitos livros didaticos de Algebra Linear com o uso de implicacées:

7z

“Um conjunto de n vetores {x} /7 R" é linearmente independente se e somente se

Za,'u =0 = todos a, =0 OR para todo i” ndo € intuitiva para os alunos e
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segundo o autor, completamente além da compreensdo dos estudantes de um
primeiro curso de Algebra Linear.

Seguindo a recomendacdo do LACSG (The Linear Algebra Curriculum Study
Group), que enfatizaa multiplicacdo matricial, a definicdo de independéncia linear
pode ser substituida por uma multiplicacdo de matrizes na forma de uma
transformacéao linear:

RK |, R"

X+ U.X
em que se verifica qual é a dimens&o da imagem de R¥ sobre a transformacdo dada
por U e quais vetores geram a imagem Im (U) = Subespaco gerado pelos vetores
{us, ..., u} = Span {uy, ..., U}.

Dessa forma, temos que:

O O
k vetores U UR" . U=|u, - u.| ,amatrizcom colunas U LJR".
O O

nk

A reducéo de U mostra que algum vetor coluna u; com o pivo® correspondente a
reducdo € uma combinacdo linear, isto €, linearmente dependente da coluna
precedente u; para j <.

Para o autor, a primeira definicdo dita “concreta” de independéncia linear pode
ser resumida da seguinte forma:
“Um conjunto de vetores uy, ..., Uux 7R" é:
a) Linearmente dependente - a forma escalonada de U, tem menos que k pivés;
b) Linearmente independentes < a forma escalonada de U, tem k pivos”.

Como exemplo, Uhlig considera o seguinte problema:

! Pivd — denomina-se pivd o elemento ndo-nulo localizado em uma determinada linha ou coluna de
uma matriz na resolucéo do sistema linear pelo método do escalonamento.
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1 3 2
“Osvetores | 2 |,| 6 | €| 4 | s&o linearmente independentes ou nao?” (p.
-1 -3 -2

340).

Segundo o autor, empregando-se a “definicdo concreta” o0s vetores sao

1 3 2
representados como colunas de uma matriz | » g 4 | e reduzindo-se suas
-1 -3 -2
1 3 2
fileiras obtemos como matriz equivalente |0 0 0| com um pivd, 0 que nos leva a
000

concluir que os vetores séo linearmente independentes.

Gostaria de ressaltar, em minha opinido, que assim como ja foi comentado nas
pesquisas de Harel, a utilizacdo da resolucéo de um sistema linear e posteriormente
0 escalonamento da matriz formada pelos vetores em grande medida “esconde” a
relacdo entre os vetores, fazendo com que o significado da independéncia linear
“perca” um pouco o seu sentido.

Em contrapartida, Dorier et al (2003) comenta o trabalho de Uhlig relacionado a
introduc&o dos conceitos de Algebra Linear por meio das transformagdes lineares -
especificamente sobre a nocdo de independéncia linear — que a idéia da
dependéncia entre as equagdes utilizada na resolucdo pelo método de Gauss nao €
imediatamente unida com a idéia de dependéncia linear.

Segundo Dorier, do ponto de vista historico, essa dependéncia entre equacdes
encontra-se nos trabalhos do matematico suico Leonard Euler (1750), denominada
por Dorier como “dependéncia inclusiva”. O ponto de vista de dependéncia entre

equacdes, para Dorier, tinha como objetivo principal resolver equacbes €



55

logicamente equivalente ao conceito de dependéncia linear, mas € muito diferente
do ponto de vista cognitivo.

O meétodo da eliminacdo Gausiana com isso deve ser utilizado de modo a fazer
com que o aluno reflita sobre suas acdes ao resolver um problema. Dorier adverte
para as consequéncias do ensino proposto por Uhlig que essa “ferramenta magica”

esconda idéias essenciais sobre dependéncia linear.

2.3 - Consideracdes parciais e analise

De acordo com as pesquisas analisadas sobre o ensino de Algebra Linear,
mais especificamente a respeito dos resultados obtidos acerca do ensino-
aprendizagem das nocdes elementares, como independéncia e dependéncia linear,
base de um espaco vetorial, podemos encontrar alguns pontos em comum e alguns
contrapontos passiveis de se formular algumas hipoteses.

Para resumir as conclusfes das pesquisas descritas e relevantes ao meu
trabalho, a seguir na tabela 1 encontram-se os principais resultados relacionados
com o ensino das nocdes elementares de Algebra Linear, sobretudo das nogdes de

independéncia e dependéncia linear:

Tabela 1 — Resultados das pesquisas sobre o ensino-aprendizagem de Algebra Linear

AUTOR RESULTADO DAS PESQUISAS / RECOMENDACOES

Resultados:

L -indices altos de reprovacao dos alunos em Geometria Analitica e
Marco Antonio Di

_ Algebra Linear.
Pinto

Recomendacbes :

- utilizag&o de diferentes tipos de representacoes.
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Amarildo M. da Silva

Resultados:

- utlizacdo dos alunos de campos semanticos diferentes
daqueles utilizados pelo professor na resolucdo de exercicios.
Recomendacbes :

- abordagem da Algebra Linear em diferentes contextos.

Zoraide Padredi

Resultados:

- dificuldades dos professores ao ensinar a nocdo de
independéncia linear, pelo fato dos alunos a consideram muito
“abstrata”.

Recomendacdes :

- utilizacdo pelos professores de alguns termos como possiveis
alavancas-meta;

- utilizar a Geometria Analitica como “concreta”.

Luis Carlos de

Oliveira

Resultados:

- utilizagdo de poucos recursos meta nas aulas de um professor
de Algebra Linear;

- dificuldade dos alunos ao determinar se um conjunto de vetores
éL.D.oulL.l

Recomendacbes :

- utilizar recursos meta como forma de facilitar a compreensao

dos objetos matematicos.

Claudia V. Araujo

Resultados:

- utilizagdo de poucas alavancas-meta nos livros didaticos de
Algebra Linear.

Recomendacdes :

- possibilidade de pesquisar situagcbes que provoquem a
utilizacdo de conceitos aprendidos pelos alunos na aquisicéo de

Nnovos conceitos.

Jean-Luc Dorier

Resultados:

- Dificuldades da utilizacdo da lingua natural na definicdo de
dependéncia linear.

Recomendacbes :

- Iniciar o ensino de um objeto matematico evitando utilizar num

primeiro momento a sua definicdo formal.
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Daniela Andreoli

Resultados:

- dificuldade dos alunos ao determinar se um conjunto de vetores
éL.D.oulL.l;

- dificuldade dos professores na resolucdo de sistemas lineares
indeterminados e verificacdo das relacdes de dependéncia entre
as equacoes;

- concepcdes errbneas que os alunos apresentam sobre as
nocdes de independéncia e dependéncia linear;

- dificuldades que os alunos apresentam em resolver exercicios

na lingua natural que envolvam implica¢cdes matematicas.

Marlene Alves Dias

Resultados:

- dificuldade dos alunos em aplicar a no¢do de dependéncia
linear em conceitos mais formais;

- alunos relacionam dependéncia linear com a resolucdo de

sistemas lineares.

Ousman

Resultados:
- dificuldade dos alunos na justificativa da resolucao de sistemas
lineares indeterminados utilizando combinacBes e relacBes de

dependéncia entre as equacoes.

Robert e Robinet

Resultados:

- habilidade dos alunos em mostrar se um conjunto de vetores no
R"éL.l. oulL.D;

- dificuldade dos alunos em aplicar a no¢do de dependéncia
linear em conceitos mais formais e interpreta-la geometricamente.
- dificuldade dos alunos em exercicios que exigem demonstracéo

e o0 uso de implicag@es logicas.

Guershon Harel

Resultados:

- dificuldade dos alunos quando a nocado de independéncia linear
é abordada em outros contextos;

- alunos relacionam dependéncia linear com a resolucdo de um

sistema linear homogéneo.

Um fato em comum encontrado em algumas pesquisas brasileiras e em muitas

pesquisas de autores estrangeiros sobre o ensino-aprendizagem de Algebra Linear
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€ o diagnostico das dificuldades encontradas no ensino das definicbes de
independéncia e dependéncia linear.

Dos resultados obtidos, verifica-se a necessidade da utilizacdo da Geometria
Analitica num primeiro momento do curso de Algebra Linear para introduzir
conceitos novos, explorando os espacos R? e R® considerados pelos pesquisadores
como “concreto”. Isso reforca consequentemente a necessidade do uso da
representacdo geométrica dos vetores como forma de explorar os conceitos
possivelmente ja adquiridos pelos alunos. Essa conclusao esta ligada aos resultados
obtidos por Padredi e Harel.

O registro geométrico possivelmente pode provocar no aluno uma situacao que,
segundo Araujo, auxilie na aquisicdio do conhecimento de novos objetos
matematicos. Mas o registro geomeétrico ndo deveria ser exclusivamente o Unico a
ser explorado. De acordo com Di Pinto, devem-se diversificar os registros de
representacdo utilizados, e até mesmo utiliza-lo em diversos contextos, como
afirmou Silva.

Outra dificuldade apresentada pelos alunos é a utilizagdo do conceito de
independéncia linear em contextos mais formais, como apontaram Harel e Dias. O
fato € que a nocédo de independéncia linear ndo deve ficar restrita a resolucao de
sistemas lineares homogéneos, e sim explora-la em outros espacos vetoriais, como
0 espago dos polinbmios de grau n, das matrizes, das fungbes continuas num
intervalo.

Verifica-se que assim como 0 uso do registro geomeétrico, a utilizagcdo de um
algoritmo (Método da Eliminacdo de Gauss) na determinacdo da independéncia

linear entre os vetores ndo é suficiente. Deve-se explorar a nocdo em outros



59

contextos e situacdes, na busca de generalizar e formalizar o conceito do objeto
matematico em estudo.

O uso do registro de representacdo da lingua natural e até mesmo questdes
que envolvam prova e demonstracdo tem sido um problema para os alunos,
conforme Dorier, Robert , Robinet e Andreoli.

E com relagéo aos livros didaticos de Algebra Linear, sera que eles abordam
esses resultados e conclusdes obtidas pelas pesquisas? Como sédo explorados
esses itens discutidos em termos de registros de representacdes?

Uma pesquisa nos livros didaticos de Algebra Linear sobre os registros de
representacdo utilizados pelos autores nas definicbes de independéncia e
dependéncia linear ainda nao foi explorada.

Constatando-se a escassez de trabalhos de investigacao a respeito das nocdes
de independéncia e dependéncia linear nos livros didaticos e 0s registros de
representacdo semiotica utilizados, o meu problema de pesquisa consiste em
diagnosticar e analisar quais sdo 0s registros de representacdo semidtica mais
utilizados dos cinco livros didaticos de Algebra Linear selecionados para este
trabalho, quais s&o os tratamentos e conversdes mais explorados na defini¢ao,
exemplos e exercicios propostos. Como referencial tedrico sera utilizada a teoria dos
Registros de Representacdo Semidtica, proposta por Raymond Duval (2000).

Algumas questbes importantes podem ser formuladas para auxiliar no estudo
do problema de pesquisa, sendo que essas perguntas serdo respondidas a medida
qgue ele evoluir nos capitulos posteriores. Dentre as perguntas que norteiam a

pesquisa, podemos destacar:
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(@ Em quais capitulos dos livros didaticos analisados se encontram as
definicbes de independéncia e dependéncia linear, como esse conceito é
introduzido e quais os exemplos resolvidos e exercicios propostos?

(b) Quais os tipos de registros de representacdo semiodtica sdo mais
explorados nas definicbes de independéncia e dependéncia linear e quais sao
0S menos explorados?

(c) Como sao tratados os exemplos e quais as caracteristicas dos exercicios
propostos com relagdo aos registros?

(d) Como os registros sao articulados e quais os tratamentos e conversdes de
registros efetuados?

(e) Nas conversfes dos registros de representacdo utilizadas pelos autores,
ocorre 0 caso da representacdo final do objeto ndo transparecer ou se tornar
clara a representacdo inicial, causando o que denominamos de néo-

congruéncia?

O proximo capitulo tem por finalidade apresentar um Quadro Teo6rico, em que
sera descrita a fundamentacgdo tedrica e serdo analisadas as idéias a respeito da

teoria dos Registros de Representagcdo Semidtica, de Raymond Duval (2000).
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Carituro 111

:]f UNDAMENTAGCAO @EORlCA

3.1 - A Representacdo dos Objetos Matematicos

Este capitulo tem por finalidade apresentar ao leitor a fundamentacao tedrica
do meu trabalho de pesquisa e foi elaborado a partir de leituras dos artigos sobre a
teoria dos Registros de Representacdo Semiodtica, de Raymond Duval (1999, 2000)
e do livro Aprendizagem em Matematica — Registros de Representacdo Semidtica
(2003), que tem como organizadora a professora Silvia Dias Alcantara Machado.

Para introduzir e familiarizar o leitor com a fundamentacdo que sera
apresentada a seguir gostaria inicialmente de ressaltar alguns pontos pertinentes a
respeito da aprendizagem em Matematica.

Em Educacdo Matematica, uma possivel maneira de procurar compreender as
dificuldades apresentadas pelos alunos na aprendizagem dos conceitos

matematicos seria realizar uma analise ndo somente do ponto de vista matematico e
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epistemoldgico, mas também do ponto de vista cognitivo das atividades matematicas
propostas aos alunos.

Evidentemente que este trabalho ndo tem por objetivo descrever a
complexidade do funcionamento cognitivo dos alunos nas atividades matematicas,
mas sim analisar e destacar uma caracteristica especifica do pensamento
matematico com relacdo aos outros dominios do conhecimento — a questdo do
registro de representacao do objeto de estudo.

A Matematica se diferencia das outras ciéncias e areas do conhecimento pelo
fato de termos acesso aos seus objetos somente por meio de sua representacao. A
biologia, por exemplo, tem a possibilidade de visualizacdo dos seus objetos de
estudo (estruturas celulares, plantas, animais, etc.) por intermédio dos instrumentos
de visualizac&o (microscopios), assim como a astronomia, a quimica e a fisica.

No caso dos objetos matematicos surge a necessidade de utilizarmos um
sistema de registros, simbolos e sinais para a sua representacdo. Esses registros
ndo sado simples codigos, pois possuem a funcdo de comunicagéo e caracterizagdo
do objeto representado. A importancia da utilizagcdo dos registros de representagéo
se refere a uma possivel maneira de facilitar o processo de aprendizagem, além de
ser um meio para o professor tornar mais acessivel a compreensao da Matemaética.

A nocdo de registro de representacdo se refere ao dominio de sinais que
servem para designar qualquer objeto. Quando utilizamos registros e simbolos
matematicos para representarmos um objeto, devemos tomar o cuidado de que o
conteldo de uma representacdo ndo é o objeto representado em si, mas a sua
representacdo tem a caracteristica de permitir explicitar ou revelar as propriedades

do objeto representado.
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3.2 - Os Registros de Representacdo Semidtica

O filésofo e psicélogo francés Raymond Duval® (1999) introduz a nocéo de
registro de representacdo para analisar a influéncia das representacdes dos objetos
matematicos sobre o ensino-aprendizagem da Matematica. Em sua obra Sémiosis et
pensée humaine, o autor descreve que numa determinada atividade matematica
pode-se representar um objeto matematico utilizando os registros de representacao

semibtica. Duval define as representacdes semidticas da seguinte maneira:

Sao produgles constituidas pelo emprego de signos pertencentes a um
sistema de representacdo o0s quais tém suas dificuldades préprias de
significado e funcionamento. (DUVAL, 1993, p.39).

Em sintese, Duval explica que o registro de representagdo € uma maneira
tipica de representar um objeto matematico, um problema ou uma técnica. O sistema
no qual podemos representar um objeto matematico Duval denomina sistema ou
registro semidgtico. Os sistemas semioticos sdo importantes ndo somente como um
sistema de comunicacdo, mas também para organizar informagfes a respeito do
objeto representado.

Podemos citar alguns exemplos de registros de representagcdo, como a escrita,
a notacao, as figuras, diagramas e esquemas, 0s signos e simbolos utilizados para
representarmos um objeto matematico.

As representacdes semioticas sdo consideradas geralmente como uma simples

maneira de exteriorizacéo das representacdes mentais para fins de comunicagao, ou

2 Raymond Duval — filésofo e psicélogo desenvolveu estudos em Psicologia Cognitiva no Instituto de
Pesquisa em Educacdo Matematica (IREM) de Estrasburgo, na Franca (1970-1999). Atualmente é
professor emérito na Université du Litoral Cote d"Opale, Franca.
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seja, para torna-las acessiveis ao individuo, sendo essencial a atividade cognitiva do
pensamento.
Duval destaca a importancia dos registros de representacdo na evolucao do

pensamento matematico com a seguinte afirmacao:

A importancia primordial das representacdes semioti cas® - E suficiente
observar a histéria do desenvolvimento da mateméatica para ver que o
desenvolvimento das representacées semibticas foi uma condicdo
essencial para a evolugao do pensamento matematico. (DUVAL, 2003,
apud MACHADO, 2003, p.13).

Podemos citar, por exemplo, na Matematica o sistema ou registro figural, no
qual podemos representar uma funcéo polinomial do 1° grau graficamente.

Outro exemplo de um registro semiotico agora em Algebra Linear é o registro
simbdlico. Nesse sistema semiotico podemos representar algebricamente, por

exemplo, um subespaco vetorial, conforme o exemplo a seguir:

S={(x,y,z) JR*/ax+by+cz=0;coma,b, c JR}.
OBJETO MATEMATICO: Subespaco Vetorial
SISTEMA SEMIOTICO: Simbélico

REPRESENTACAO: Algébrica

Podemos utilizar outros registros semidticos para representarmos um
subespaco vetorial. No exemplo dado anteriormente, podemos utilizar o registro

figural, utilizando a representacdo geométrica, conforme vemos na figura 3 a seguir:

% Negrito do autor
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S

ax+by+cz=0
OBJETO MATEMATICO: Subespaco Vetorial
SISTEMA SEMIOTICO: Figural

REPRESENTACAO: Geométrica

Figura 3 — Representacdo de um subespaco vetorial

Verificamos que no exemplo anterior os simbolos utilizados para representar
geometricamente um subespaco vetorial ttm a funcdo de caracterizar o objeto
representado. Ao observarmos a figura 3, percebemos que o0 subespaco é
constituido por triplas ordenadas (X, y, z), que o vetor nulo (0, 0, 0) pertence ao
subespaco, pois 0 plano passa por esse ponto. A representagdo, portanto, néo
significa o objeto matematico em si, mas nos fornece informa¢des importantes a
respeito do objeto matematico.

O registro semiético do exemplo anterior permitiu organizar as informacgfes a
respeito do objeto matematico em estudo. Verificamos que outras caracteristicas do
subespaco representadas anteriormente ndo sao possiveis de se organizar com a
representacdo geométrica, como por exemplo, a relagdo existente entre o valor das

coordenadas dos vetores pertencentes ao subespaco. O objeto matematico
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necessitaria de uma outra representacdo, como a algébrica, para tal informacao.
Essa possibilidade de mudancas de registro € que constitui, segundo Duval, uma
condicdo importante para a aprendizagem em Matematica.

Nas atividades matematicas, tais como a resolucdo de problemas, podemos
representar um objeto matematico utilizando varios registros. Em Algebra Linear,
existe uma grande variedade de representacdes semidticas para um mesmo objeto
matematico.

Por exemplo, para representarmos um vetor no R? podemos utilizar alguns tipos

de registros de representacao, dentre eles:

- Simbdlico Algébrico: V=21 +3]j

AT 8 =2 . +3 2
- Numeérico tabular: - = 5 1

- Figural Geométrico:

Y a

-

- Lingua Natural: “O vetor V pode ser escrito como uma combinacédo linear

>

dos vetores | e J”.
Segundo Duval, para que um sistema semidtico seja um registro de
representacéao, ele deve preencher trés atividades cognitivas fundamentais que sao:

a formacéo de uma representacao identificavel, o tratamento e a conversao.
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Por representacao identificavel temos, por exemplo, o enunciado de uma frase,
a elaboracédo de um texto, o desenho de uma figura, a elaboracdo de um esquema,
a escrita de uma formula.

Duval destaca a importancia da terceira atividade, como uma passagem
necessaria para permitir a coordenacdo dos registros vinculados a um mesmo
conceito. Se as duas primeiras atividades se apresentam explicitas e sdo colocadas
de maneira natural no ensino, a terceira é ignorada. Ele considera como ativa sua
natureza no momento que as regras de funcionamento no interior de cada registro
sao adquiridas pela aprendizagem.

A coordenacéo, articulacéo e transformacfes dos registros de representacao,
segundo Duval, desempenham um papel fundamental nas atividades matematicas.
De um modo geral, ndo podemos falar sobre representacdo sem destacar as
relacbes entre os sistemas semidticos que produzem as representacfes. Para
estudar essas relacdes devemos analisar as transformacdes de registros. Segundo o
autor:

A originalidade da atividade matematica esta na mobilizacdo simultanea de
ao menos dois registros de representacdo ao mesmo tempo, ou na

possibilidade de trocar a todo o0 momento de registro de representacéo.
Certamente, segundo os dominios ou as fases de pesquisa, em uma
resolucdo de problemas um registro pode aparece explicitamente
privilegiado, mas deve existir sempre a possibilidade de passar de um
registro ao outro. (DUVAL, 2003, apud MACHADO, 2003, p.13-14).
As transformacdes dos registros de representacdo semidtica podem ser
classificadas em dois tipos: os tratamentos e as conversdes de registro. Procurarei a

seguir estabelecer as diferencas entre esses dois tipos de transformacéo utilizando

exemplos.
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Os tratamentos de registro sdo transformacdes de representagcdes dentro de
um mesmo registro. Muitos sistemas semidticos permitem transformacfes de
representacbes dentro do proprio registro. Os tratamentos constituem
transformacdes estritamente internas ao registro, sendo muitos destes especificos
de cada registro.

A estratégia da utilizacdo dos tratamentos de registro, do ponto de vista
pedagogico, consiste na tentativa em muitas situacbes do professor procurar o
melhor registro de representacdo para que o0s alunos possam compreender um
objeto matematico que esta sendo ensinado.

Na aritmética encontramos varias situacdes de tratamentos de registro. Um
namero racional na forma decimal pode ser representado, por exemplo, na forma

fracionaria por meio de um tratamento dentro do registro numérico. Exemplo:

07 = 1_0 Esse tratamento pode facilitar a resolugdo de um exercicio ou problema

em que o numero esta inserido. Em algumas situacdes com expressdes aritméticas
€ conveniente efetuarmos as operacdes com 0s numeros na representacédo decimal,
e em outros casos, na forma fracionaria.

Em Geometria Analitica, por exemplo, podemos escrever a equacdo da reta

que passa pelo ponto P = (2, 1, 7) e possui vetor diretor :/= (=3, 2,8) de diversas

maneiras, dentre as quais duas serdo aqui utilizadas: a forma paramétrica e a forma

simétrica. Essas duas representacdes encontram-se no registro simbolico-algébrico.
Para transformarmos de uma representacdo a outra realizamos um tratamento

dentro do registro simbélico-algébrico, conforme observamos a seguir:
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Exemplo:
SendoP=(2,1,7),com AOR e V=(-3 2,8), temos que:

r: X=P+Av
x=2-3/
ro (%y,2=@QL7N+A(-328) =r: jy=1+24
z=7+81

Registro simbdlico-algébrico

TRATAMENTO DE
REGISTRO

—

Isolando-se A nas trés equacdes, teremos:

[ X_ony_yo_z_zo
' a b C

. {x—zzy—1:2—7 = ()

-3 2 8

Registro simbdlico-algébrico

Exemplo de um tratamento de registros

A primeira representacdo da reta, denominada forma paramétrica, estabelece

uma relacdo entre as coordenadas dos pontos que pertencem a reta em funcdo do

parametro A. Ela pode ser utilizada, por exemplo, para se determinar rapidamente

as coordenadas de um ponto pertencente a essa reta atribuindo-se simplesmente

um valor para o parametro A.Jaa segunda representacdo, denominada forma

simétrica, estabelece uma relacédo entre as coordenadas dos pontos pertencentes a
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reta, podendo ser utilizada em outros contextos. A transformacao de registro ocorreu
por meio de um tratamento de registro.

Os tratamentos de registro podem ser utilizados também na resolucédo de
problemas. Em Algebra Linear, por exemplo, na resolucdo de um sistema linear pelo
meétodo do escalonamento, 0 objeto matematico — sistema linear — encontra-se no
registro simbdlico-algébrico, e sua resolucdo ocorre no préprio registro, conforme

observamos a sequir:

Exemplo:

Resolva, pelo método do escalonamento, o sistema linear:
4x-3y+2z2=16
2Xx—-y+z=9
X—y—-z2=2

Registro simbdlico-algébrico

TRATAMENTO DE
REGISTRO

) —

Resolucao:
A partir do sistema linear proposto, efetuaremos algumas operacdes entre as

linhas do sistema, obtendo-se 0s seguintes sistemas equivalentes:

4x—-3y+2z2=16
2X-y+z=9
X—y—-2=2
4Ax—-3y+2z2=16 4x—-3y+22=16
L,-2L, ~<2x-y+z=9 L, -2L, ~10x-y+0z=-2
Ox+y+3z=5 Ox+y+3z=5




71

4x -3y +2z2=16
L,+L, ~{O0x-y+0z=-2 = z=1 y=2, Xx=5 S={(521)}
Ox+0y+3z=3

Registro simbdlico-algébrico

Em muitas representagcbes de um objeto matematico produzidas em um
sistema semiotico podemos obter outra representacdo deste mesmo objeto em um
outro sistema. Esse tipo de transformacéo é denominado conversao de registro.

As conversbes de registro sdo transformacbes de representacbes que
consistem na mudanca de um determinado registro em outro registro distinto. Na
conversao de registro, altera-se a forma de apresentar o contetdo, conservando-se
a referéncia ao mesmo objeto.

Uma funcgéo polinomial do 2° grau pode ser representada na forma algébrica do
tipo f(X)=ax*+bx+c,coma,becOR ea#0. Podemos, por exemplo, realizar

uma conversao de registros, representando a fung¢éo no registro figural geométrico.
Muitos problemas de Algebra Linear possibilitam as conversées de registro. No

exemplo que veremos a seguir, 0S vetores sdo representados no registro

geomeétrico, utilizando-se na resolugcéo o registro simbalico-algébrico de vetores no

R3.
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Exemplo:

Observe a figura a seguir, sendo um cubo de aresta unitaria:

XA/’

— >

Verifique se o conjunto formado pelos vetores U,VeWw da figura anterior sdo

linearmente independentes ou linearmente dependentes, justificando sua resposta.

Registro Figural Geométrico

CONVERSAO DE
REGISTRO

— —

Resolucao:

Utilizando a base canénica do R®, as coordenadas dos vetores representados
na figura anterior seréo dadas por:
u= (011~ (L10) =(-101)
v = (011) - (000) = (010)
w= (010) - (L00) = (- 111)

Para que os vetores sejam linearmente independentes temos que:

au+b.v+cw=0 = a=b=c=0

a.(-10,)+b.(0,4,0)+c.(-1,1,1) = (0,0,0)
(-a,0,a)+ (0,b,0)+(-c,c,c) = (0,0,0)

Resolvendo o sistema linear, teremos:
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-a—-c=0
b+c=0 = a=b=c=0
a+c=0

-

Portanto, {u, v, W} séo linearmente independentes.

Registro Simbadlico-Algébrico

O que o leitor poderia supor € gue do ponto de vista matematico, a conversao
intervém somente para escolher, privilegiar um registro nos quais os tratamentos de
registro a serem feitos se tornariam mais simples, ou a situagcdo em que a conversao
de registros possibilita obter um segundo registro de suporte para a realizacdo dos
tratamentos de registro.

E evidente que um aluno, se conhecer algum registro, pode transitar de um
para o outro e até mesmo quando um enunciado apresentar um tipo de registro o
aluno podera realizar uma conversao de registro para o que for mais conveniente ou
até mesmo mais facil esse aluno resolver o exercicio.

O que eu gostaria de colocar é que as conversfes nao interferem nos
processos de resolucdo de um exercicio, pelo fato dos exercicios serem resolvidos
num determinado registro escolhido. A conversdo auxilia a compreensao das
atividades matematicas na resolucdo de um exercicio ou o estudo de um objeto
matematico.

Entretanto para Duval, do ponto de vista cognitivo, é a atividade de converséo
que ao contrario aparece como a atividade de transformacdo representacional
fundamental, aquela que conduz aos mecanismos subjacentes a compreensao. O

que Duval ressalta também € que essa diferenca do ponto de vista cognitivo e
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matematico na resolucdo de problemas ndo é muitas vezes levada em conta nas
pesquisas em didatica e no ensino de Matematica.

Ao se analisar as atividades de conversao de registros € necessario comparar a
representacao no registro de partida e a representacéo final no registro de chegada.

Segundo Duval, em muitos casos a conversdo € Obvia e imediata e a
representacdo final transparece ou se torna clara na representacdo de partida.
Nesse caso, a conversdo pode ser vista como uma simples codificacdo, sendo
denominada de converséo congruente.

Como exemplo de uma conversao congruente, podemaos citar:

O conjunto de pontos cuja ordenada €
y>X
superior a abscissa

Exemplo de uma converséao de registros congruente

(MACHADO, 2003, p.19)

Entretanto, quando a conversao de registros ndo transparece absolutamente ou
ela ndo se torna clara, dizemos que ocorreu a nao-congruéncia na conversao de
registros. Isso pode ser compreendido pelo fato dos alunos ndo reconhecerem o
mesmo objeto matematico por meio de duas representacdes diferentes.

Como exemplo de uma converséo ndo-congruente, temos:

O conjunto de pontos cuja abscissa e
x.y >0
cuja ordenada tém o mesmo sinal

Exemplo de uma conversao de registros nao-congruente

(MACHADO, 2003, p.19)

Os fenbmenos de nao-congruéncia, segundo Duval, sdo mais comuns que 0s

de congruéncia. Além disso, esses fendbmenos sao cruciais em algumas tarefas de
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conversdo, dos quais podem surgir dificuldades na compreensdo do objeto
matematico estudado.

Duval destaca, entretanto o fato do fenbmeno de nao-congruéncia poder ser
unilateral, ou seja, uma conversdo podendo ser congruente em um caminho e néo-
congruente no caminho oposto. Isso ressalta a importancia dos sentidos de
conversdo. Em Algebra Linear, algumas pesquisas como a apresentada por Dorier
(1994) mostram que o fenbmeno de nao-congruéncia pode ser analisado pelo
sentido das conversodes realizadas. Verificou-se que nem sempre a conversao se
efetua quando se invertem os registros de partida pelos de chegada e vice-versa.

O pesquisador francés Jean-Luc Dorier diagnosticou o fenbmeno de nao-
congruéncia na nocao de independéncia linear. Na definicdo encontrada em muitos
livros didaticos foram utilizados predominantemente o registro simbolico algébrico,

além do registro da lingua natural, temos:

O conjunto de vetores {Xl, Xy yeeny Xn} é linearmente independente -

Oi0ON, i=1 2,..,n: > a,%=0=x=0

i=1

Uma possivel conversao para o registro da lingua natural seria:

CONVERSAO DE
REGISTRO

—

O conjunto de vetores {X1, X5, ...,Xn} é linearmente independente se e somente

se a Unica combinacéo linear desses vetores que dé como resultado o vetor nulo é a

combinagao nula.
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Segundo Dorier, encontramos a mesma dificuldade na definicdo de
dependéncia linear na conversao do registro simbdlico para a lingua natural com a
utilizacao das expressdes “nao todos nulos”, “existe uma combinacao linear nula ndo
trivial” e “existe ao menos um vetor escrito combinacao linear dos demais”.

Em sua pesquisa de doutorado, PAVLOPOULOU (1993) observou entre
estudantes do primeiro ano de uma universidade francesa as diferencas existentes
ao se representar um vetor ao se inverter o sentido das conversdes. Verificou-se
também a confusdo que o aluno faz do objeto matematico vetor com uma flecha
desenhada no plano ou no espaco.

A autora distingue trés registros de representacdo semidtica que ilustramos

a seguir, a proposito de uma mesma situagao:

- Registro grafico:

\IK
u3

uz um

- Registro de escrita simbdlica:
U,0R,U,0RU,0R\U,OR®

Ul:lul+w3
U, =kU,+0U,
U,=0J,+1U,
U,=mU, +nU,
- Registro por tabela:
1 k 0 m
0 0 1 n
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Pavlopoulou diagnosticou que no ensino-aprendizagem de Algebra Linear as
conversdes de registros ndo sdo explicitadas nos manuais e livros didaticos. Os
autores privilegiam um determinado registro, freqiientemente o registro simbalico,
sendo que os registros graficos e de tabelas sdo menos explorados por questbes de
economia.

Em um dos seus testes, solicitou-se que de acordo com uma tabela que
descrevia uma situacdo de vetores no plano ou no espaco, os alunos deveriam
desenhar uma figura que ilustrasse a situacdo descrita na tabela dada; e dada uma
figura que representasse vetores no plano e no espaco, os alunos deveriam obter
uma tabela que descrevesse a situacao.

Como resultado de sua pesquisa, diagnosticou-se que a maior parte dos
estudantes deixa de reconhecer a situacédo apresentada na representacdo que eles
mesmos tinham escolhido como “traducéo” (linha T*G da tabela a seguir) de outra

representacao que trata de encontrar (linha G*T da tabela a seguir).

Tabela 2 — Resultados da pesquisa de Pavlopoulou

Registro de partida Registro de chegada 144 estudantes
us
8 i I L / M 83
0 | m{o U2
1 I o |a c
G'T u Us 34
o | b |d

(PAVLOPOULOU, 1993, apud MACHADO, 2003, p. 84)

O que Duval evidenciou e concluiu apés numerosas observacdes e pesquisas

realizadas é que os fracassos ou bloqueios dos alunos, nos diferentes niveis de
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ensino, aumentam consideravelmente cada vez que a mudanca de registro é
necessaria ou que a mobilizacdo simultanea de dois registros é requerida. Isso se
torna mais evidente nas conversdes nao-congruentes. Conclusdes semelhantes
também foram obtidas na pesquisa de Pavlopoulou.

Esse blogueio faz com que o aluno ndo consiga reconhecer o mesmo objeto
matematico em duas representacOes diferentes, ou que o aluno fique limitado
consideravelmente na sua capacidade de utilizar conhecimentos ja adquiridos na
aprendizagem de outros novos. A articulacado dos registros constitui uma condicéo
de acesso a compreensdo em Matematica.

O estudo prioritario sdo as conversdes de registro, sobretudo as conversdes
nao-congruentes, ja que as conversdes nao sao levadas em conta no ensino.

No caso do meu problema de pesquisa, a teoria dos Registros de
Representacdo Semidtica, de Raymond Duval, fundamentara a analise dos livros
didaticos de Algebra Linear no estudo nas nogées de independéncia e dependéncia
linear.

Acredito assim como Duval que, nos diferentes niveis de ensino o fato das
conversdes de registros ndo serem exploradas nas atividades matematicas, faz com
gue o aluno ndo tenha uma compreensao mais abrangente do objeto matematico em
estudo, ficando com uma visdo fragmentada desse objeto.

Minha tarefa serd diagnosticar quais as transformacfes dos registros de
representacéo sio efetuadas nos livros didaticos de Algebra Linear.

Os exemplos, exercicios resolvidos e propostos apresentados nos livros
didaticos servem como parametro, acredito eu, para inuUmeras propostas de

atividades matematicas elaboradas pelos professores.
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Para a analise das nocOes de independéncia linear nos livros didaticos de
Algebra Linear sob o ponto de vista dos registros de representacdo semiotica,
utilizarei a metodologia cientifica que sera apresentada e comentada no proximo

capitulo.
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@APITULO ][V

ﬁIETODOLOGIA

4.1 - Consideracoes Iniciais

Nesta pesquisa empregamos uma metodologia cientifica embasada nos
procedimentos de uma pesquisa documental e temos como objetivo investigar quais
sdo o0s registros de representacdo semidtica utilizados nos livros didaticos de
Algebra Linear nas definicbes de independéncia e dependéncia linear e quais sdo as
articulagdes e transformacoes realizadas entre esses registros de representagdo nos
exemplos e exercicios propostos.

A pesquisa e analise documental em educacdo tém uma contribuicdo
significativa na abordagem de dados qualitativos e quantitativos. Segundo Ludke e
André (1988):

Embora pouco explorada ndo sé na area de educacdo com em outras
areas de acao social, a andlise documental pode se constituir numa técnica
valiosa na abordagem de dados qualitativos, seja complementando as
informacdes obtidas por outras técnicas, seja desvelando aspectos novos
de um tema ou problema.  (LUDKE e ANDRE, 1988, p.38).
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Para CAULLEY (1981, apud Ludke e André, 1988, p.38), “a analise documental
busca identificar informagdes factuais nos documentos a partir de questdes ou
hipbteses de interesse”.

Além de uma analise qualitativa, farei uma analise quantitativa dos exercicios
propostos, com a finalidade de tracar um paralelo entre as cinco obras analisadas,
verificando os registros de representacdo em comum, 0s registros mais explorados e
as transformacdes de registros mais privilegiadas, dentre outros itens.

Para a escolha dos livros didaticos de Algebra Linear, fiz um levantamento
bibliografico das ementas dos cursos de graduacdo de ensino superior na area de
Licenciatura em Matematica, especificamente na disciplina de Algebra Linear de dez
universidades de diversas regides do pais.

Escolhi um total de dez ementas das universidades brasileiras que possuiam
regularmente o curso de Licenciatura em Matematica. Para a obtencédo das ementas,
consultei pessoalmente o Departamento de Matematica de algumas universidades,
sendo que outras universidades foram consultadas por meio da internet. Mantive
contatos via e-mail e pesquisei no préprio site das universidades, pelo fato de
algumas delas se encontrarem em outros estados brasileiros. Nos dois casos, tive o
cuidado de verificar se as ementas pesquisadas estavam atualizadas pelos
departamentos responsaveis.

Nas ementas da disciplina de Algebra Linear procurei identificar quais s&o os
livros didaticos adotados ou referendados nos cursos de Licenciatura em
Matematica. Além da referéncia bibliografica nas ementas verifiquei se a disciplina
Algebra Linear nas universidades consultadas possuia alguma disciplina como pré-
requisito como, por exemplo, Geometria Analitica, bem como verifiquei na grade

curricular em qual semestre a disciplina de Algebra Linear é ministrada.
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Analisando a bibliografia das ementas do curso de Algebra Linear, percebi uma
grande variedade de obras utilizadas, devido ao numero relativamente grande de
livros didaticos existentes de Algebra Linear. S6 para que eu pudesse ter uma ordem
de grandeza da quantidade de livros existentes, consultei algumas bibliotecas dos
cursos na area de ciéncias exatas e verifiquei, por exemplo, a existéncia de 171
livros de Algebra Linear na universidade PUC-SP, e de 394 livros de Algebra Linear
na Universidade de Sdo Paulo (USP-SP).

Foram selecionadas cinco obras, sendo que quatro dessas obras apresentaram
0 maior numero de incidéncia nas referéncias bibliograficas das ementas
consultadas.

As ementas do curso de Algebra Linear das universidades, bem como a
referéncia bibliografica dos livros utilizados de Algebra Linear encontram-se no
ANEXO A. Os livros selecionados serédo designados em minha analise por Lj, Ly, L3,
LseLs

A analise do livro Ls, lancado em agosto de 2004, tem por finalidade a
verificacio de uma possivel abordagem diferente dos conceitos de Algebra Linear, e
que na pesquisa bibliogréafica ja consta na ementa do curso de Algebra Linear em
uma das universidades consultadas.

Os livros selecionados que serdo analisados sédo descritos conforme a tabela 3

a sequir:
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Tabela 3 — Livros de Algebra Linear consultados

DESIGNACAO TITULO / AUTOR

Algebra Linear e Aplicagdes
LIVRO L, Hygino H. Domingues, Carlos A. Callioli e Roberto C.F. Costa.

3° Edigéo, 1982 — Editora Atual.

Algebra Linear

José Luiz Boldrini, Sueli I. Rodrigues Costa, Vera Lucia
LIVRO L,
Figueiredo e Henry G. Wetzler.
3° Edicéo, 1984— Editora Harbra — Harper & Row do Brasil.
Algebra Linear
Alfredo Steinbruch e Paulo Winterle
LIVRO L3

1° Edig&o, 1971 — Makron Books.

2° Edicéo, 1987 — Editora Harbra — Harper & Row do Brasil.

Algebra Linear e Suas Aplicacdes
LIVRO L4 David C. Lay

2° Edicao, 1999 — Livros Técnicos e Cientificos.

Algebra Linear
LIVRO Ls David Poole

1° Edicao, 2004 — Editora Thomson.

Com relacdo a procedéncia das obras selecionadas, os livros Li, L, e L3
apresentam autores de nacionalidade brasileira enquanto que os livros Ly e Ls
possuem autores de origem norte-americana.

A analise dos capitulos que tratam dos conceitos de independéncia e

dependéncia linear nos livros didaticos selecionados serd feita a partir do referencial
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tedrico da teoria dos Registros de Representacdo Semidtica, de Raymond Duval
(2000).

Nos cinco livros selecionados foram analisados 0s seguintes itens:

(a) Em quais capitulos se encontram as definicdes de independéncia e dependéncia
linear, como esse conceito é introduzido e quais os exemplos resolvidos e exercicios
propostos?

(b) Qual a relagdo do assunto em questido com outros contetidos de Algebra Linear,
outras areas cientificas, bem como a aplicacdo do conceito apresentado?

(c) Quais os tipos de registros de representacdo semidtica que sao utilizados na
definicdo de independéncia linear?

(d) Como sao tratados os exemplos e quais as caracteristicas dos exercicios
propostos com relagdo aos registros?

Com relacao aos registros de representacdo semioética utilizados nas definicoes
de independéncia e dependéncia linear, bem como nos exemplos e exercicios
propostos, foram investigados 0s seguintes quesitos:

d;) Quais os registros mais explorados e quais os menos utilizados em cada
livro?

d,) Como os registros sao articulados e quais os tratamentos e conversdes de
registros efetuados?

Uma preocupacédo que tive a priori da analise dos livros didaticos foi classificar
os diferentes tipos de registro de representacado. Inicialmente fiz uma leitura prévia
dos livros no intuito de constatar registros comuns utilizados pelos autores. A
classificacdo que utilizarei € semelhante ao que foi utilizada e elaborada pela
pesquisadora KARRER (2003, 2004) em seus trabalhos. Sendo assim, 0s registros

foram classificados da seguinte maneira, de acordo com a tabela 4:
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Tabela 4 — Classificacao dos registros de representacéo

Registro

Simbdlico

Representacdo Algébrica

Exemplo : Em P, (R) o conjunto:
{1+x+x%1—-x+3%x% 1+ 3x—x}é linearmente dependente, uma vez que:

20+ X +xX)—(1=x+3x)=1+3x— X

Representacéo Matricial

Exemplo : [a} {C} e[Za—c} sao linearmente dependentes, ja que pelo menos
b||d 2b-d

(de fato, dois) dos trés escalares 1, 1 e -1 é nao-nulo.

ol 2a Hoval Lo

Registro

Numérico

Representacdo por n-uplas

1) No espaco vetorial V = R°, os vetores v; = (2, -1, 3), v, = (-1, 0, -2) e
vz = (2, -3, 1) formam um conjunto linearmente dependente, pois
3v; +4v, —v3 =0, ou seja:

3(2,-1,3)+4(-1,0,-2) - (2,-3,1) = (0, 0, 0)

Representacéo Tabular

Exemplo : {2} {1} 6[4} séo linearmente dependentes, j4 que pelo menos (de
63| |1

fato, dois) dos trés escalares 1, -2 e 0 € ndo-nulo.

ol -21a)9l2)|o

Registro

Geomeétrico

Representacéo por figuras

Exemplo: V = R. Sejam vy, Vv, Va3 [7V. O conjunto {vi, V,, V3 } € L.D. se estes
trés vetores estiverem no mesmo plano, que passa pela origem.
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Registro da Representacdo da Lingua Escrita

Lingua Natural | Exemplo: Se o niumero de vetores é menor que o nhiumero de componentes de
cada vetor, entdo o conjunto é linearmente independente.

A primeira leitura que fiz das obras selecionadas esta relacionada com o
prefacio. Esta leitura teve por objetivo diagnosticar possiveis caracteristicas da obra,
o estilo do autor na maneira de abordar os temas, qual o publico-alvo, quais as
possiveis aplicagdes da obra, dentre outras caracteristicas.

Na andlise de cada livro, destacarei primeiramente as definicbes de
independéncia e dependéncia linear, em qual capitulo se encontram essas
definigbes, e a seguir séo feitas consideragdes a respeito dos registros utilizados.

Os exemplos e exercicios resolvidos de cada livro foram selecionados de
acordo com os tipos de registro utilizados no enunciado e as possiveis formas de
transformacao de registros na resolucéo.

De maneira andloga a anterior, utilizou-se 0 mesmo critério para a andlise dos
exercicios propostos, além de se verificar se 0 exercicio exigia algum tipo de
demonstragao.

Por convencdo, adotarei a abreviagdo L.l. para designar um conjunto de
vetores linearmente independentes e L.D. para designar um conjunto de vetores
linearmente dependentes.

Entretanto antes da analise qualitativa que constitui o objetivo do meu trabalho,
outra pesquisa documental sera realizada, pois acredito que trara resultados
também significativos na minha andlise didatica. Refiro-me a um estudo histérico da

evolucéo e do desenvolvimento da nogao de independéncia e dependéncia linear.
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4.2 — A analise historica

Cabe ressaltar inicialmente a importancia de uma analise histérica dos
conceitos ligados ao problema de pesquisa, para posteriormente realizar-se uma
analise didatica. A andlise historica, antecedendo uma pesquisa didatica pode ser

resumida segundo o comentério de Dorier (1990):

A resolucdo de equaces lineares numéricas em uma ou mesmo duas ou
trés variaveis € um problema que ocupa os matematicos desde a
antiguidade. Entre esses dois po6los extremos, que separam cerca de dez
séculos, os mateméticos de todos os tempos colocaram alguns obstaculos,
mais ou menos decisivos, importantes e também mais ou menos
espacados no tempo. Cada um destes obstaculos, o0 modo o qual ele é
localizado através das relagbes com outros em funcdo do contexto
matematico em que se encontravam, tendo muita informacdo que nos
permite melhor aprender a sensacdo, a natureza epistemoldgica dos
primeiros conceitos de Algebra Linear. E nessa sensacdo que uma
pesquisa histérica da génese desses conceitos parece para nds ser um
trabalho preliminar necessario antes de uma pesquisa didatica.

(DORIER, 1990, p.28)

Uma pesquisa documental do panorama historico auxilia a organizar as idéias
desenvolvidas pelos matematicos no contexto em que estavam inseridos e
possibilita corrigir possiveis erros e superar alguns obstaculos encontrados na
época.

Na apresentacdo e discussdo da génese do assunto, ndo é o objetivo desta
dissertacdo fazer uma analise profunda e extensa dos fatos historicos, e sim relatar
quais foram os matematicos, os trabalhos, problemas, obstaculos e fatos relevantes
que contribuiram com a formalizacdo das nocdes de independéncia e dependéncia

linear.
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O préximo capitulo tem por objetivo apresentar um panorama historico
relacionado a evolugcdo e desenvolvimento das nocdes de independéncia e

dependéncia linear.
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@:API'TU LO V

@ONTEXTO %ISTC’)RICO

Este capitulo baseia-se na leitura dos artigos e na tese de doutorado de Jean-
Luc Dorier (1990): Contribution & I'Etude de I'Enseignement & I'Université des
Premiers Concepts d'Algebre Linéaire. Approches Historique et Didactique, bem
como a dissertacado de mestrado de Amarildo Melchiades Silva (1997): “Uma Analise

da Produc&o de Significados para a Nogéo de Base em Algebra Linear”.

5.1 - Consideracdes Iniciais

A analise do contexto historico tem por finalidade investigar as nocdes de
independéncia e dependéncia linear no ambito da histéria da Matematica,
destacando a evolucdo deste conceito nos diferentes tipos de abordagens realizadas
ao longo da histéria até a definicAo que encontramos muito préxima na atualidade

nos livros didaticos de Algebra Linear.
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Na descricdo do contexto histérico procurarei diagnosticar e evidenciar os
possiveis registros de representacdo semiotica mais utilizados pelos matematicos,
analisar e formular algumas hipoteses acerca dos dados e informacdes obtidas.

Veremos inicialmente que a nossa discussdo sobre as nocdes de
independéncia e dependéncia linear esta presente na resolucdo de sistemas de
equacles lineares, as quais destacaremos os trabalhos do matematico suico
Leonard Euler* (1707-83), que desempenhou um importante papel na resolucdo de
sistemas lineares e na elaboracéo da teoria das equacgdes diferenciais.

A seguir sera comentado um problema matematico que, segundo Dorier, se
constituiu em um dos primeiros casos em que encontramos a nhocdo de
independéncia linear — o paradoxo de Cramer (1750) — elaborado e publicado pelo
matematico suico Gabriel Cramer® (1704-52).

Hermann G. Grassmann® (1809 — 1877) em sua obra de 1844, denominada
Ausdehnungslehre (podemos traduzir como “Teoria da Extensdo”), desenvolveu a
teoria da independéncia linear apresentando noc¢des muito similares com aquelas
encontradas nos livros-texto de Algebra Linear atualmente.

Por fim, apresentaremos os trabalhos do matematico aleméo Ferdinand Georg
Frobenius’ (1849-1917) que contribuiu de maneira significativa no processo de
resolucao de equacgoes lineares, na definicdo de independéncia linear e na nogao de

posto.

“Leonard Euler — matematico suico nasceu no dia 15 de abril de 1707 em Basiléia, Suica. Foi
professor de Matematica em Genova apos trabalhar em andlise e determinantes . Faleceu no dia 18
de setembro de 1783, em St. Petersburg, Russia.

°Gabriel Cramer — matematico suico nasceu em Genebra no dia 31 de julho de 1704 e faleceu em
Bangnols — sur — Céze, uma cidade da Franca, no dia 04 de janeiro de 1752.

®Hermann Gunther Grassmann — nasceu em 15 de abril de 1809 na cidade de Stettin (agora
Szczecin, na Polbnia) e faleceu em 26 de setembro de 1877 na mesma cidade.

"Ferdinand Georg Frobenius — nasceu no dia 26 de outubro de 1849 em Chalottenburg, Berlim,
Prussia (hoje Alemanha) e faleceu no dia 03 de agosto de 1919 também em Berlim.
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Figura 6 - Herman Grassmann (1809-77) F igura 7 — Georg Frobenius (1849-1917)

Observaremos que o desenvolvimento do objeto matematico desta pesquisa no
contexto histérico teve como um “pano de fundo” a resolugdo de sistemas de

equacdes lineares.
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Compreender o dominio das relagbes existentes entre as equacdes de um
sistema linear criou um campo fértil para o desenvolvimento de alguns conceitos em
Algebra Linear, como 0s espagos vetoriais, subespacos vetoriais, matrizes,
determinantes, posto e também a nocao de independéncia linear, o que torna o seu

estudo imprescindivel para esta pesquisa.

5.2 - Euler e a dependéncia inclusiva

Do ponto de vista historico, segundo Dorier, a no¢cdo de dependéncia linear
pode ser encontrada na resolucdo de sistemas lineares, considerando a
dependéncia entre as equacdes de um sistema (utilizando-se estes mesmos termos)
inicialmente nos textos do matematico suico Leonard Euler (séc. XVIII), com data de
1750. A dependéncia linear ainda prevaleceu na maioria dos textos sobre equacdes
lineares até o fim do século XIX (Dorier, 1990, 1998a, 2000), sendo que o trabalho
de Euler é o primeiro no qual a problematica sobre dependéncia linear foi discutida
de maneira implicita.

Na discussdo da resolucdo de um sistema linear, Euler comeca por um

exemplo com duas equacdes:

3x-2y=5 (I)
4y =6x-10 (II)

Ao resolver o sistema acima pelo método da adicdo, por exemplo, o leitor
percebera que quando se elimina o X, consequientemente o y também é eliminado,

conforme se verifica a seguir:
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3x-2y=5 (1) . 6x—4y =10 N 6x -4y =10
4y =6x—-10 (-6X) 4y-6x=-10 [.(-1)] 6x—-4y =10

Com isso, obtemos duas equacdes idénticas, 0 que torna o sistema linear
possivel e indeterminado, com infinitas solu¢des. A razdo para este “acidente” é
bastante 6bvia, pois a segunda equacédo, quando transformada em 6x — 4y = 10
corresponde ao dobro da primeira equacéo. Entretanto, Euler ndo pretendia enganar
0 seu leitor nos seus textos sobre equagdes, embora ele escondesse a semelhanga
das duas equacgdes implicitamente. Euler deixa claro que néo € o fato das equacdes
serem semelhantes que determina a dependéncia das equacdes, mas o fato que
algo incomum — um *“acidente” — que acontece no passo final da resolucdo do
sistema de equacOes. Esse acidente € que revela a dependéncia das equacdes,
porque, embora haja duas incognitas, essas equacdes ndo determinam o valor
dessas incognitas.

Euler, de maneira implicita, foi um dos primeiros matematicos a evidenciar a
importancia da dependéncia linear, embora o seu objetivo fosse encontrar solugbes
de sistemas lineares por meio de processos de substituicdo e eliminacdo. Todavia
Euler ndo definiu dependéncia linear entre as equacgdes do sistema nem elaborou
uma teoria para isso.

Com relacdo a resolugcdo de um sistema linear com trés equacdes, Euler
apresentou dois exemplos, um com duas equacdes que sao idénticas, e outro
exemplo em que uma equacao é o dobro da soma das outras. Nos dois casos, ndo

existia a tentativa de resolugéo e ele conclui que:



94

A primeira equacédo nao é diferente da terceira e ndo contribui em nada na
determinacéo de trés incégnitas.

Mas também h& o caso quando uma das trés equacfes esta contida nas
outras duas. Assim, quando se diz que para se determinar trés incognitas,
€ suficiente ter trés equacdes, é necessario somar a restricdo que estas
trés equacdes sdo tdo diferentes que nenhuma delas ja esta incluida nas
outras. (EULER, 1750, apud DORIER, 1990, p. 28).

E importante ressaltar a adverténcia que Euler faz para o caso com trés
equacodes, pois ele separa o caso quando duas equacdes sao iguais do caso de uma
das trés equacdes estiver contida nas outras duas, ou incluida nas outras, o que
caracterizaria a dependéncia linear entre as equacfes. Isto em grande medida
mostra historicamente a dificuldade intrinseca do conceito de dependéncia no qual
se tem de levar em conta todas as equacdes de um sistema linear, e ndo s6 a
relacdo entre pares de equacdes.

Para que o conceito de dependéncia linear néo fique ligado apenas ao contexto
particular de equacdes de um sistema, Dorier (1994) adverte sobre o risco dessa
idéia, fazendo uma distincdo entre essas duas concepcdes diferentes. Dorier
denomina a concepc¢édo de Euler acerca de dependéncia linear de dependéncia
inclusiva, para destacar a diferenca com as definicdes de dependéncia linear que
encontramos mais proximas atualmente nos livros didaticos de Algebra Linear,
salientando que ndo sera apenas na resolucdo de problemas que envolvem
sistemas de equacdes lineares que o aluno pode obter um forte significado do
conceito, atributo que se supde indispensavel para a sua apropriacao.

Segundo Dorier, a concepcédo de Euler a respeito da dependéncia linear é
natural no contexto no qual ele e todos os matematicos de sua época estavam
trabalhando, ou seja, o contexto da resolucédo de equacdes lineares. Na época nao

se fez um estudo sobre a relacéo entre as equacdes de um sistema linear.
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Para o caso de quatro equacdes com quatro incégnitas, Euler acrescentou que

duas incégnitas podem ficar indeterminadas utilizando o seguinte exemplo:

5x+7y—-4z+3v-24=0 (1
2x—-3y+5z-6v-20=0 (2
Xx+13y-14z+15v+6=0 (3)
3x+10y-9z+9v-4=0 (4

Utilizando o método da substituicdo, podemos isolar, por exemplo, na terceira
equacdo o valor X=-13y+14z-15/-6 e substituindo-o na segunda equacéo,
onde teremos:

2.(-13y+14z-15v-6)-3y+5z-6v-20=0
-26y+28z-30v-12-3y+5z-6v-20=0
-29y+33z-36v-32=0

33z-3v-52 -232+33+212
y=""2 7 T e x= :
29 29

Estes dois valores de x e y podem ser substituidos na primeira e na quarta
equacao nos levara a duas equacdes idénticas, em que as incognitas z e v séo
indeterminadas.

Verificamos nesse caso que Euler utiliza a resolugdo por eliminacdo e
substituicdo, ndo mencionando as relagbes lineares entre as equacgdes. Basta o
leitor notar que ao subtrairmos a primeira da segunda equacgdo obteremos a quarta
equacao, ou até mesmo a primeira equacdo menos duas vezes a segunda equacao,
teremos a terceira equacéao.

O uso dos termos equacfes estarem contidas e incluidas em outras, elaborada
por Euler se refere a concepcao de dependéncia inclusiva designada por Dorier.
Nesse aspecto, ndo significa que Euler ndo estava atento sobre a equivaléncia
l6gica com a dependéncia linear, mas dentro da pratica dele com equacdes lineares,

a concepcao de dependéncia inclusiva é mais consistente e eficiente.



96

Conforme Dorier ha uma dificuldade para um desenvolvimento adicional na
concepcao de dependéncia, pois a concepcao € limitada ao contexto de equacdes e
nao pode ser aplicada, por exemplo, a outros objetos com n-uplas, como os vetores
da Geometria Analitica.

Com isso, notamos inicialmente que a dependéncia inclusiva estava fortemente
ligada ao contexto da resolucédo de equacdes lineares, embora a dependéncia linear
seja um conceito geral que se aplica a qualquer objeto matematico de uma estrutura
linear. Ainda em seu contexto, Euler pbdde extrair assuntos que podem ser
considerados em muitos aspectos como as primeiras idéias consistentes do conceito
de dependéncia linear e posto®. Ele discute embora de uma maneira muito intuitiva e
vaga, a relacdo entre o nimero de solucdes e o numero de relacées de dependéncia
entre equacdes. A nocao de dependéncia linear levou mais de um século para que o
seu conceito se formalizasse da maneira como encontramos mais proxima nos livros
didaticos de Algebra Linear. Um passo importante para a no¢do de dependéncia

linear ainda seria dado com um problema denominado Paradoxo de Cramer.

5.3 - O Paradoxo de Cramer

Além dos textos de Euler sobre a resolucdo de sistemas lineares, no ano de
1750 o matematico suico Gabriel Cramer publicou o tratado que introduziu o uso de
determinantes, que dominaria o estudo de sistemas lineares até o primeiro quarto do
século XX. A solucdo de sistemas de equacdes lineares em duas, trés e quatro
variaveis era desenvolvida pela regra de Cramer, publicada em 1750, na obra

Introduction a L’analyse Courbes Algébriques, e utlizada também

®posto é a dimensao do espaco-linha (ou coluna) de uma matriz A. Corresponde ao nimero de linhas
nao-nulas de uma matriz A em qualquer forma escalonada por linhas de A.



97

independentemente por Coulin Maclaurin  (1698-1746) em 1729, publicada
postumamente em 1748 na obra Treatise of Algebra. Nesse contexto, a dependéncia
linear foi caracterizada pela auséncia dos determinantes.

Segundo Dorier, o paradoxo de Cramer foi um dos primeiros problemas que
apareceu, mesmo que de forma implicita, a nocdo de dependéncia linear. O
paradoxo surgiu na determinacdo de curvas de grau n por n pontos.

Cabe salientar que as curvas algébricas eram objetos de estudo de muitos
matematicos. As curvas algébricas sdo definidas por equacdes do tipo f(x, y) = 0, em
que f é um polinbmio de grau n. Particularmente no século XVIlI os matematicos
dessa época deram grande importancia ao estudo de interseccbes de curvas
algébricas, e o calculo do numero de intersecfes entre duas curvas, num estudo
feito posteriormente. A teoria das curvas planas superiores, como foi denominada,
tinha por objetivo o estudo de curvas de grau superior a dois, no século XVIII.
Destacam-se as obras de Isaac Newton (1642 — 1727), intitulada Enumeration
Linearum Tertii Ordinis (1704) e a obra de James Stirling (1692 — 1770) denominada
Linea Tertii Ordinis Neutonianae (1707). Em 1720, Caulin Maclaurin publica dois
tratados a respeito de curvas: Geometria Organica e de Linearum Geometricarum
Proprietatibus.

Duas proposic¢des referentes as curvas algébricas eram conhecidas na época e
foram provadas parcialmente somente no comec¢o do século XVIII:

i) “Duas curvas algébricas distintas de ordens m e n respectivamente tém m.n
pontos em comum”. Esta proposicéo é conhecida como teorema de Bezout.

i) “Para determinar uma curva de ordem n sdo necessarios e suficientes

nin+3 pontos”.
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O paradoxo de Cramer, tratado por Maclaurin, estava relacionada com a
segunda proposicéo, conhecida como proposicéo de Stirling.
Quando apresentamos um exemplo para a segunda proposi¢do, no caso n = 2,

2.(2+3)

a curva é determinada por =5 pontos distintos.

+
O paradoxo surge quando n é maior que 2, verificando-se que @ <n, o

que significa que duas curvas algébricas podem ter mais pontos em comum do que
é suficiente para determinar cada uma delas.

A importancia histérica do paradoxo de Cramer para o desenvolvimento da
nocao de dependéncia linear reside no fato de que a interseccéo e determinacéo de
curvas algébricas nos levam a resolucdo de sistemas lineares e a verificacdo da
dependéncia linear das equacoes.

Cramer, em 1750, publicou em seu livro Introduction A L'analyse des Courbes
Algébriques o estudo das curvas algébricas de grau 2. O paradoxo surgiu nos casos
em que n = 3, sendo estudado no mesmo ano por Euler no artigo denominado Sur
une contradiction apparente dans la doctrine dés lignes courbes, em que sao
analisados os casos para n = 3, 4, 5 por meio de duas proposicdes que
correspondem, respectivamente, ao Teorema de Bézout e ao Paradoxo de Cramer,
verificando-se a contradicdo entre as duas proposicdes para ordens superiores.

Euler utiliza varios exemplos para mostrar a contradicdo entre as duas
proposicoes, incluindo as posicdes relativas entre retas. No caso de uma equacao
ser multipla da outra (retas coincidentes), teremos infinitos pontos de interseccéao.
Nessa situacdo, temos o caso da dependéncia inclusiva citada por Dorier, em que

uma equacao esta contida na outra.
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Expandindo ainda mais a idéia da dependéncia inclusiva, ja abordada neste

capitulo, Euler cita um exemplo de equacdes com trés variaveis:

2Xx—-3y—52=8
3Xx-5y-7z=9
X-y-z=7

Verifica-se que a soma da segunda com a terceira equacao é igual ao dobro da
primeira equacao. Portanto, segundo a terminologia utilizada por Euler, temos duas
equacgOes contidas em outra, portanto o sistema linear possui infinitas solucoes, e
nao apenas uma.

Os resultados obtidos por Euler na andlise de sistemas de trés e quatros
equacoes levou Euler, de acordo com Dorier (1990), a langar pela primeira vez, de

forma ainda imperfeita, o conceito de dependéncia linear. Segundo Euler:

Quando consideramos que para determinar n quantidades desconhecidas,
basta terem n equacdes que exprimam suas relagdes mutuas acrescendo
nisso a restricdo de que todas as equacfes sejam diferentes entre si, ou
ndo tenha nenhuma que seja contida nas outras ou proporcionais as
outras. (EULER, 1750, apud DORIER, 1990, p.67)

Dorier ainda observa que, mesmo de forma imperfeita a proposicédo de Euler
para a época foi um progresso decisivo por uma problematica — o conceito de
equacOes dependentes — mostrando que as condigbes que elas determinavam a
respeito das incognitas eram menos numerosas do que parecia.

Apesar das idéias de Euler constituirem as bases para abordar as noc¢des de
dependéncia linear e posto, os trabalhos de Cramer utilizando determinantes

“obscureceram” os resultados de Euler.
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A partir da utilizacdo da Regra de Cramer para a resolucdo de sistemas
lineares, o conceito de dependéncia linear entre equacfes comecou a ser

relacionado com a anulacao do determinante.

5.4 - As teorias de Grassmann

ApOs a utilizacdo da dependéncia inclusiva por Euler na resolucdo de sistemas
lineares e do paradoxo de Cramer, a nocdo de dependéncia linear de equacbes
seria utilizada por outros matematicos em seus trabalhos.

Em 1844 o matematico alemdo Herman Grassmann publicou a obra
denominada Ausdehnungslehre, traduzida como *“Teoria da Extensao’,
apresentando importantes contribuicbes para a Matematica, sobretudo para a
Algebra e Geometria.

Em seu trabalho, Grassmann no inicio distingue a Algebra Linear como uma
teoria formal independentemente de algumas interpretacdes utilizando-a na
Geometria. Ele criou um sistema matematico utilizando termos e notaces
especificas.

O que na verdade Grassmann pretendia mostrar era a possibilidade de realizar
operacbes com segmentos de reta, que sdo elementos geométricos, como
realizamos com o0s numeros, como a adicdo e a multiplicacdo. Isso se tornou
possivel com a utilizacdo dos elementos denominados vetores.

O autor desenvolveu a nogéao de subespaco, independéncia linear, geradores,
dimenséo, soma direta e interseccéo de subespacgos, projecao de um vetor sobre um
subespaco, dentre outras.

Grassmann define o conceito de dependéncia linear da seguinte maneira:
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“Dizemos que uma grandeza elementar de primeiro grau é dependente de
outras grandezas elementares, quando ela pode ser representada por uma
combinacdo linear dessas Ultimas”. (Grassmann, § 107, p. 175, apud
Granger, 1974, p. 118).

O autor utiliza também os termos “espécie dependente de uma outra” para
exprimir quando um vetor pode ser escrito como combinacéo linear dos outros.
Outra definicdo utilizada por Grassmann para expressar a dependéncia de uma

grandeza foi:

Uma grandeza a é dita derivavel (ableitbar) a partir de grandezas b, c,... por

meio dos nimeros g, y,... Se:
a=fb+yc+..
Dir-se-4 ainda que a, b, c,.. estdio “numa relacdo numérica”

(Zahlbeziehung), quando cada uma dessas grandezas for derivavel das

outras”. (Grassmann, apud Granger, 1974, p. 118).

Apesar de ser quase que totalmente ignorada pela forma de apresentacéo e
pela linguagem ser considerada complicada para a época, com a utilizacdo de
notagdes novas, a obra de Grassmann antecipou muitos resultados publicados pelo
matematico italiano Guiseppe Peano (1888) referentes a teoria dos espagos
vetoriais. A obra de Grassmann acabou ndo sendo aceita pela comunidade
matematica da época, pois a linguagem utilizada por Grassmann nado foi
compreendida e interpretada pelos matematicos que a estudavam.

Alguns trabalhos sobre a resolucdo de sistemas lineares podem ser citados,
como o matematico inglés H.J.S. Smith (1861), o italiano N. Trudi (1862) e o
matematico inglés C.L. Dodgson, cujo pseuddnimo € Lewis Carrow, autor do livro
classico da literatura mundial Alice no pais da maravilhas, que realizou estudos na

resolucdo de um sistema linear n x m na obra An Elementary Treatise on

Determinantes (1864).
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Dogson, nessa obra, inclui alguns teoremas a respeito de sistemas

homogéneos; dos quais apresentamos um deles a seguir:

Em um sistema homogéneo de n equacgdes a n - r incégnitas, cuja matriz
ndo aumentada € evanescente; tem uma (n - r)-upla solu¢cdo onde dois
componentes ou menos ndo sédo nulos e r + 1 equacdes sdo dependentes
das restantes. Reciprocamente se 0 sistema tem uma solucdo nao nula, a
matriz ndo aumentada é evanescente. (Prop. X, apud. DORIER, 1990, p.
24).

Sobre essa proposicao Dorier chama a atencéo, entre outras coisas, para o fato
de estar ai em germe, "a expressdo de uma condicdo de dependéncia linear de (n-r)
vetores em um espaco de dimensdo n." O segundo teorema tem o seguinte
enunciado: "Um sistema homogéneo de n equacdes a n + r incognitas tem sempre
(n + r)-upla solucdes onde pelo menos dois componentes nao sao nulos.” (Prop. Xll).

Dorier comenta que na linguagem atual de espagos vetoriais esse teorema
pode ser enunciado da seguinte maneira: “n + r vetores de um espaco vetorial de
dimensao n sdo sempre dependentes”. Ele conclui, entdo, que sob essa forma esse
resultado é a chave para o Teorema da Invariancia o qual afirma que todas as bases

de um espaco vetorial de dimensao finita possuem o mesmo nimero de vetores.

5.5 - Frobenius e a nocao de posto

A nocdo de independéncia linear, agora basica em Algebra Linear, n&o
apareceu em sua forma moderna até o ano de 1875. O matematico aleméo
Ferdinand Georg Frobenius (séc. XIX) introduziu o conceito de dependéncia linear,

mostrando a semelhanca com a mesma noc¢ao para n-uplas. Ele pdde entdo
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considerar equacdes lineares e n-uplas como objetos idénticos com respeito a
linearidade.
Frobenius, em seu artigo denominado Ueber das Pfaffsche Problem (1875)

define a noc&o de dependéncia linear da seguinte maneira:

Algumas solucdes particulares Ai(x),Az(X),...,A](X)(X: 12,... k) sdo
. . . @ @) (k)
ditas independentes ou distintas se C,A," +C,A,” +...+C A

ndo podem ser anuladas para todo a = 1, 2,..., n, sem que Cy, C,..., Cx

sejam todos nulos, em outras palavras, se as k formas lineares
APu +APu, +..+A® =12 K sio i .
L +HA U, AU, (X=1, 2,...K) s&o independentes”.

(FROBENIUS, 1875, apud DORIER, 2000, p. 61).

Verifica-se a utilizacdo dos termos independentes ou distintos para caracterizar
a independéncia linear de equacdes. Para Dorier essa definicdo é uma inovacao,
pois ela relaciona a idéia de dependéncia linear utilizada h4 muito tempo para
equacdes lineares a utilizacdo de *“vetores de dimensdo n” indicadas pelas
coordenadas, introduzidas pelo matemético Artur Cauley (séc. XIX).

Nao s6 esta definicho € bastante semelhante a definicho moderna de
independéncia linear (é a primeira vez em que tal definicdo é formulada), mas isto
mostra a semelhanca explicitamente entre n-uplas de solug¢des e equagdes no seu
carater linear. A idéia apresentada, a priori tdo simples, sera essencial no trabalho
de Frobenius; ele colocard desse modo em evidéncia, em algumas paginas, pela
primeira vez por completo, a caracteristica essencial de posto de um sistema
(embora este conceito seja implicito e definido como a ordem do minimal ndo-nulo),
sendo que o conceito de posto € introduzindo pela primeira vez por Frobenius em

1879, no artigo intitulado Ueber Homogene Totale Differentialg Leichungen.
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A idéia essencial de Frobenius consiste em introduzir o conceito de sistema
associado (adjungirt de oder de zugeordnet) e um conjunto de n-uplas, para o qual
corresponde em termos modernos a representacdo cartesiana ortogonal de um
subespaco gerado por n-uplas. Em seu argumento resumido:

Consideremos o seguinte sistema:

X +...+a,Xx, =0
(1)
auX t...+ta,X, =0
Se A(X), A(X),...AX) (x=12,..,n-r),réomaximal dos termos
ndo-nulos, é uma base das solug@es de (l), se o sistema associado é:

ADX, +...+ A DX, =0
(1%)
A-r)x +..+A(n-r)x, =0
Se agora B(v), B,(v)...,B,(v) (v=12,...,q) € uma base das solugbes
de (I*), se o sistema associado é:
B @®x +...+B,®x, =0

(1*%)
B.(@)x +...+B,(g)x, =0

(FROBENIUS, 1875, apud DORIER, 2000, p. 62)

Frobenius demonstra que, toda escolha da base feita, o sistema (I**) é
equivalente ao sistema (l) e que q =r.

Assim, 0 marco na historia que a concepcdo de dependéncia inclusiva parece
exercer um papel de obstaculo para o aparecimento do conceito de posto. Mais
precisamente, o0 obstaculo reside na adocdo de uma definicdo formal da
independéncia linear que unifica a dependéncia de n-uplas e de equacdes.
Realmente, no trabalho de Frobenius é evidente que a formulacdo de uma definicao

permite em algumas paginas clarificar todas as caracteristicas do posto.
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Este fato simples pode ndo parecer muito pertinente, mas aconteceu para se
tornar um dos passos principais para uma compreensdo completa do conceito de
posto. Realmente, no mesmo texto, Frobenius ndo s6 pbde definir o que nods
chamariamos de base de uma solu¢do, como ele também associou um sistema de
equacdes para tal uma base (cada n-upla é transformada em uma equacéo). Entéo
ele mostrou que qualquer base de solu¢cbes do sistema associado tem um sistema
associado com 0 mesmo numero de solucdes como o sistema inicial.

O primeiro resultado de dualidade nos espacos vetoriais de dimenséao finita
mostrou o duplo nivel de invarianca conectado para ordenar ambos para o sistema e
para o conjunto de solucdes. Além disso, a aproximacdo de Frobenius permitiu
considerar um sistema como um elemento de uma classe de sistemas equivalentes
que tém o mesmo conjunto de solugcdes: um passo fundamental para a

representacdo de sub-espacos por meio de equacoes.

5.6 - Maxime Bdcher — introduzindo termos

Segundo ANTON E BUSBY (2006), os termos linearmente independente e
linearmente dependente foram introduzidos por Maxime Bocher (1867 — 1918) em
seu livro Introduction to Higher Algebra, publicado em 1917. Para Bécher, a
dependéncia linear pode ser considerada como uma generalizacdo do conceito de
proporcionalidade entre constantes. A definicdo de dependéncia linear é dada da

seguinte maneira:
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DEFINICAO 2° Os m conjuntos de n constantes cada um,

i1l X (i=1,2 ..,m)

sdo chamadas linearmente dependentes se m constantes C;, C,, ...,C,,

ndo todas nulas, existem tais que
1 2 [m _ .
C X[, CX +...+C X" =0 (i=1,2,..n).

Caso contrario, o conjunto de quantidades é chamado de linearmente
independentes. (Bécher, 1917, p. 35)

O autor ainda generaliza esse conceito para polinbmios. Ademais, o0 autor
ilustra uma interpretacdo geomeétrica para as definicbes de independéncia e
dependéncia linear, no caso colinearidade e coplanaridade dos pontos

representados pelas constantes.

5.7 - ConsideracOes Parciais

Analisando este panorama histérico de aproximadamente um século sobre as
concepcoes de independéncia e dependéncia linear, apds elaborar-se uma definicdo
formal a respeito desses conceitos, percebemos que esse fato contribuiu e se tornou
um passo fundamental na constru¢cdo de outros conceitos matematicos, como posto
de uma matriz e dimenséao de um espaco vetorial, sendo um componente intrinseco

e essencial para outros conceitos.

° DEFINITION 2 The m sets of n constants each,
i) X (=12 ..m)

Are said to be linearly dependent if m constants C, C,, ...,C,,, not all zero, exist such that

C1X}’ szjz +"'+mej[m] =0 (j=1,2,.,n).

If this is not the case, the sets of quantities are said to be linearly independent. (Bocher, 1917, p. 35)
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Gostaria de destacar que a nocao de dependéncia inclusiva, designada por
Dorier e utilizada por Euler se tornou o primeiro passo para a formalizacdo do
conceito de dependéncia linear, mais tarde generalizada por Frobenius.

Alids, cabe ressaltar que a analise historica confirma o fato que ha uma
dificuldade no tratamento do conceito de independéncia linear como uma
propriedade global, tornando-se dificil a sua aplicacdo em outros contextos como
forma de generalizacdo desse conceito. Com isso, um cuidado especial deve ser
tomado no ensino a respeito desse ponto, para que o carater generalizador e
unificador da Algebra Linear ndo sejam esquecidos.

Os trabalhos de Grassmann, apesar de apresentarem uma dificil compreenséao
da linguagem utilizada, até entdo nova, produziram resultados importantes na
definicdo de objetos matematicos como independéncia linear para o seu estudo
posterior.

Quanto aos registros de representagdo semibtica utilizados, verifica-se que a
dependéncia inclusiva de Euler fica restrita ao registro de representacao simbdlico-
algébrico, ja que a nocdo de dependéncia linear utilizada por Euler estava inserida
no contexto da resolugéo de sistemas lineares.

Entretanto, a utilizagdo de termos como “uma equagéo incluida na outra” ou
“uma equacéo estar contida na outra” revela a preocupacao da utilizacao do registro
da lingua natural como forma de descricdo e caracterizagdo do objeto matemético
em questao.

O paradoxo de Cramer além de se tornar um dos primeiros problemas o qual
surge a nocao de dependéncia linear, apresenta como diferencial do ponto de vista
dos registros de representacdo semiotica o uso do registro figural geométrico nos

tratados que se referem as curvas. A converséo de registros, do geométrico para o
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algébrico possibilitou uma melhor compreensdo da relacdo existente entre as
equacdes e 0s pontos que determinam as curvas.

Os trabalhos de Frobenius possibilitaram dar um tratamento mais “global” a
nocao de independéncia linear, sem o conceito ficar ligado somente ao contexto das
equacdes de um sistema linear, mas também no contexto de n-uplas e solucdes de
um sistema linear, descrevendo algebricamente um subespaco gerado por n-uplas e
desenvolvendo a nocao de posto.

Cabe ressaltar também os registros de representacdo utilizados por Maxime
Bdcher, que introduziu as no¢des de independéncia e dependéncia linear nos livros
didaticos utilizando os registros simbolico-algébrico, geométrico, além do registro da
lingua natural.

O préximo capitulo apresentara a analise didatica dos cinco livros selecionados

de Algebra Linear.
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@:APITULO VJ[
gNALISE %IDATICA

ANALISE DOS LIVROS DIDATICOS

6.1-LIVRO L,
Algebra Linear e Aplicacdes
Autores: Hygino H. Domingues, Carlos A. Callioli e Roberto C.F. Costa

3° Edicéo, 1982 — Editora Atual.

O livro apresenta a seguinte divisdo de capitulos em seu sumario:
1° Parte: ALGEBRA LINEAR

1. Sistemas Lineares - Matrizes

2. Espacos Vetoriais

3. Base e Dimenséao

4. Transformacdes Lineares

5. Matriz de uma Transformac&o Linear

6. Espaco com Produto Interno

7. Determinante

8. Formas Bilineares e Quadraticas Reais

2° Parte: APLICACOES
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Prefacio — Introducao

No prefacio do livro, o autor de um modo geral ressalta a importancia da
disciplina de Algebra Linear nos cursos ndo somente de Matematica Pura, mas
também nos cursos de Engenharia, Economia e Biologia, por exemplo. Além disso,
ha uma justificativa da utilizacdo dos vetores da geometria de duas e trés dimensdes
como forma de introduzir os conceitos de Algebra Linear, pois segundo o autor um
livro introdutorio de Algebra Linear deve emergir da geometria em duas a trés

dimensoes.

Dependéncia Linear

O conceito de dependéncia linear € introduzido no capitulo 3 — Base e
Dimensao . Por convencdo, o autor denomina V um espago vetorial sobre R. As
definicbes dadas sobre um conjunto ser linearmente independente ou dependente
sao as seguintes:

Definicdo 1 — Dizemos que um conjunto L = {u;, Uy,...,u} 7V é
linearmente independente (L.l.) se, e somente se, uma igualdade do

tipo

au, + ...+ au, =0

com os a;em R, s6 se for possivel paraa; =...=a, =0 (p. 69)

Definicdo 2 — Dizemos que um conjunto L = {u;, Uy,...,u} 7V é
linearmente dependente (L.D.) se, e somente se, L ndo é L.l., ou

seja, € possivel uma igualdade do tipo

au + ...+ au, =

sem que os escalares a; sejam todos iguais ao nimero zero. (p. 70)
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A definicdo de dependéncia linear € construida a partir da negacao da definicao

de independéncia linear.

O livro apresenta exemplos de vetores no R* sendo representados no registro
numerico por n-uplas conforme descricdo a seguir e a sua resolucao no livro é

desenvolvida no registro simbdlico-algébrico:

1) O conjunto L = {(1, 1, 0, 0); (0, 2, 1, 0); (0, O, 0, 3)} 7 R* é L.1., pois:

X =0
x+2y =0

x(1,1,0,0 +y(@©,2,1,00+2z(,0,0, 3 =(,0,0, 0= y =0 =
3z=0

x=y=z=0

Exemplo 1 —-p. 70

Verifiquei nesse primeiro exemplo que o autor efetua uma conversdo de
registros para a resolucdo do mesmo, tendo o registro numérico por n-uplas como
registro de partida e o registro simbolico-algébrico como o de chegada. Minha
expectativa € diagnosticar se o0 autor realiza mais conversdes utilizando outros

registros de representacdo nos exemplos e exercicios propostos.

Os exercicios resolvidos e propostos a respeito de independéncia linear séao
apresentados nas p. 70 - 76 sendo abordados de duas maneiras: 0s exercicios em
que se solicita a verificacdo de um subconjunto ser L.D. ou L.l., e 0s exercicios em

gue se exige uma demonstracdo por parte do aluno.
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Nos exercicios resolvidos em que se solicita a verificacdo da independéncia
linear dos vetores no R® representados pelo registro numérico por n-uplas, a
resolucdo pode ser elaborada de maneira analoga ao exemplo mostrado

anteriormente.

Dentre os exercicios resolvidos em que se exige do aluno uma demonstracao,
selecionei o exercicio abaixo que apresenta dois tipos de registro: no enunciado
predominantemente o registro da lingua natural, e na sua resolucdo o registro

simbdlico-algébrico.

6. Mostrar que se o conjunto {u, v, w} de vetores de um espaco vetorial V for

L.I., 0 mesmo acontecera com o conjunto {u +v, u +w, v+ w}.
Solugéo:
Com efeito, facamos:
X(u +v) +y(u +w) +z(v+w)=0. Dai, segue:
xX+y)yu+x+z)v+(y+z)w=0

Mas o conjunto {u, v, w} é L.I. Entéo:

X+y =0
X +z=0
y+z=0
Escalonando o sistema, vem:
X+y = x+y =0
-y+z=0 -~ y-z=0
y+z=0 2z=0

e o0 sistema s6 admite a solucéo trivial x =y =z =0.

Logo, o conjunto {u +v, u +w, v+ w} é L.I, como queriamos mostrar.

Exercicio Resolvido 6 — p. 73
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Nesse exemplo foi realizada uma conversdo de registros, passando-se do
registro da lingua natural (predominante no enunciado) para o registro simbalico-
algébrico. Nesse caso 0 aluno teria poucas op¢des para manter o registro de partida
(ao citar um teorema na lingua natural, por exemplo), 0 que ndo ocorre No exercicio

em questao.

Nos exercicios propostos, sdo utilizados os mesmos registros dos exemplos e
exercicios resolvidos. Nos enunciados o0s vetores sdo representados
predominantemente no registro numerico por n-uplas, e na conversao de registros

pode-se utilizar o registro simbdlico-algébrico na sua resolucéao.

No exercicio proposto selecionado a seguir, assim como nos exemplos e
exercicios resolvidos, verifiquei a utilizacdo do registro simbdlico-algébrico em sua

resolucao:

7. Determinar m e n para que os conjuntos de vetores do R* dados abaixo

sejam L.1I..
a) {(3,5m, 1); (2,0, 4); (1, m, 3)}
Solucéo:

Facamos: x (3,5m, 1) +y (2,0, 4) + z (1, m, 3) = (0, 0, 0). Portanto:

3x+2y+z=0
5mx+0y+mz=0
Xx+4y+3z=0

O sistema linear homogéneo acima a solugéo trivial (x =0,y = 0 e z = 0), para

m # 0.

Exercicio Proposto 7 — p. 75
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Nesse exercicio, utilizou-se uma conversao de registros, cujo registro partiu-se
do numeérico por n-uplas (utilizado preferencialmente) e chegou-se no simbdlico-

algébrico.

O aluno poderia utilizar outro método para a resolucdo do exercicio, como, por
exemplo, resolver o determinante formado pelos coeficientes numéricos do sistema
linear e impor que o determinante deve ser diferente de zero, para que 0s vetores

sejam L.I..

Quanto as transformacdes de registro, selecionei para analise um exercicio

proposto.

Exercicios propostos

1) Quais dos subconjuntos abaixo do R s&o linearmente independentes:

b) {(1! 1’ 1)’ (11 O’ 1)1 (11 01 _2)}

Exercicio Proposto 1 — p. 75

O enunciado do exercicio acima apresenta trés vetores no R® representados no

registro numérico por n-uplas. O aluno poderia resolver o exercicio realizando uma

conversao de registros, para o simbdlico-algébrico, por exemplo:

Resolucéo:

Escrevendo a equacéo vetorial para o problema proposto acima, teremos:
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a(11,2)+b.(1,0,2)+c.(1,0 -2 = (0,0, 0); a,b,cOR =
(a,a,a)+(b,0,b)+(c,0, -2c)= (0,0,0) =

a+b+c=0

a=0 =a=b=c=0

a+b-2c=0

Portanto, o subconjunto de vetores é linearmente independente.

A conversao para o registro simbdlico-algébrico permite resolver um sistema
linear e de acordo com o numero de solugdes do sistema linear, pode-se determinar

se 0s vetores sdo L.D. ou L.I..

Uma pergunta que pode ser feita pelo leitor no momento da resolucédo € a
seguinte: Esse exercicio apresenta somente essa forma de resolucdo? Teriamos

outras formas de realizar a conversao de registros?

A resposta € sim. Aléem da maneira de utilizar o calculo de determinantes, que
foi comentado no exercicio anterior, nos exemplos e exercicios analisados até agora
o registro de chegada tem sido preferencialmente o simbolico-algébrico. Mas

consideraremos 0 exercicio proposto em questao e o resolveremos de outra forma.

Esse exercicio poderia ser resolvido representando 0s vetores no registro
geomeétrico, e verificando se o0s vetores sdo coplanares, conforme resolucdo a

seqguir:




116

Resolucéo:
2z Y
1
.-'""lf‘ —+
_:'. W
)
- >
o y
X

.-""ﬂd
-
1!

Sendou= (0,1, v=(10-2e w= (L11), convertendo-se os vetores para
0 registro geométrico verificamos que os vetores ndo sao coplanares, pois o vetor w
nao esta contido no plano x0z, formado pelos vetores u e v. Portanto, os vetores u,

v e wsdo linearmente independentes. Com este tipo de resolucao, € provavel que o

aluno ja tenha contato em um curso de Geometria Analitica

ApoOs a andlise qualitativa, a seguir a tabela 5 indica quantitativamente as

possiveis transformacdes de registros na resolucao dos exercicios propostos.
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Transformacdes de Registros utilizadas no livro

Registro Registro Quanti Exemplo Transformacao
de de dade realizada
Partida Chegada
Numeérico Simbodlico . . . 3 a1 . ]
_ 03 1. Quais dos subconjuntos abaixo do R” séo linearmente independentes: Conversio
por n-uplas Algébrico b) {1, 1, 1): (L, 0, 1); (1, 0, -2)}.
Lingua Simbdlico . .
03 6. Mostrar que se o conjunto {u, v, w} de vetores de um espaco vetorial V for L.l., 0 mesmo Conversio
Natural Algébrico . .
acontecerd com o conjunto {u + v, u + w, v + w}.
Simbodlico Simbodlico 2. Quais dos subconjuntos abaixo de P4 (R) sado linearmente independentes:
o o 08 Tratamento
Algébrico | Algébrico a){(1,x—1, X +2x+1,x°}.
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Andlise Qualitativa e Consideracdes Parciais

Analisando o conteudo do capitulo 3 - Base e Dimensdo em que as nogdes de
independéncia e dependéncia linear estdo presentes, verifica-se que esses
conceitos, segundo o livro, estdo unidos somente a uma “ferramenta necessaria”
para a determinacéo dos vetores que constituem uma base de um espaco vetorial.

Na definicdo apresentada pelo livro de dependéncia linear encontramos 0 uso
do registro na lingua natural na utilizacdo do termo “sem que 0s escalares a; sejam
todos iguais ao numero zero” que, segundo pesquisa de Dorier (1994) constitui um
caso de nao-congruéncia semantica, pois ela mostra que existe uma dificuldade
tanto no registro da lingua natural no uso dos termos “ndo todos nulos”, “existe uma
combinacdo linear ndo-nula”, “existe a0 menos um vetor que € escrito como
combinacgao linear dos outros”, assim como o que foi utilizado pelo autor da obra

analisada.

Quanto aos registros utilizados, notei que a resolugao do sistema linear, tanto
nos exemplos resolvidos como nos exercicios propostos podera servir como
instrumento para a verificacdo da dependéncia linear entre os vetores, o que nos

permite constatar uma predominancia muito grande do registro simbdlico-algébrico.

As conversdes de registro sdo exploradas apenas nos casos em que 0s vetores

partem do registro numérico por n-upla para o registro simbolico-algébrico.

O registro simbolico-algébrico € muito utilizado também como registro de
partida em muitos exemplos e exercicios, conforme resultados obtidos na tabela
anterior, quando se utilizam espacos de funcbes continuas num intervalo, espaco

dos polindbmios, além dos enunciados no registro algébrico em que sao exigidas
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demonstracdes. Neste caso, esses exercicios podem ser resolvidos no proprio

registro simbalico-algébrico, efetuando-se um tratamento de registros.

Os exercicios que exigem algum tipo de demonstracédo, em que o enunciado se
apresenta predominantemente no registro da lingua natural, podem-se realizar uma

conversao de registros para o simbdlico-algébrico.

N&o encontrei em nenhum capitulo alguma citacdo a respeito da relacdo de
dependéncia entre as equacbes de um sistema linear, como foi diagnosticado na
pesquisa do contexto histérico, como um dos primeiros problemas de independéncia

linear, em 1750, descritos pelo matematico suico Leonard Euler.

Outros registros de representacdo ndo sdo utilizados, como o registro

geomeétrico, pois em nenhum exemplo ou exercicio encontrei esse tipo de registro.

A auséncia da exploracdo desse registro causou de certa forma uma
incoeréncia com o que foi apresentado no prefacio do livro, pois o autor afirma que
um primeiro curso de Algebra Linear deve emergir da geometria em duas e trés
dimensdes. No caso das nog¢les de independéncia e dependéncia linear, por que

nao foram exploradas as propriedades geométricas dos vetores?

Convém destacar que um outro registro que nao foi explorado foi o tabular

(matrizes).

De um modo, concluo que o autor procura utilizar o registro numérico por n-
uplas e o registro simbolico-algébrico para descrever e conceituar as nocbes de

independéncia e dependéncia linear.
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6.2 - LIVRO L

8.

9.

Algebra Linear
Autores: José Luiz Boldrini, Sueli I. Rodrigues Costa, Vera Lucia Figueiredo e

Henry G. Wetzler. 3° Edicdo, 1984 — Editora Harbra — Harper & Row do Brasil.

O livro apresenta a seguinte divisdo de capitulos em seu sumario:

. Matrizes

. Sistemas de Equacg0des Lineares
. Determinante e Matriz Inversa

. Espaco Vetorial

. Transformacdes Lineares

. Autovalores e Autovetores

. Diagonalizacao de Operadores

Produto Interno

Tipos Especiais de Operadores Lineares

10. Formas Lineares, Bilineares e Quadraticas

11. Classificacdo de Conicas e Quadricas

12. Resolucéo de Sistemas de Equacdes Diferenciais Lineares

13. Processos lterativos e Algebra Linear

14. Conjuntos Convexos e Programacéao Linear
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Prefacio — Introducao

Verificando-se o prefacio do livro, os autores alertam aos os alunos que
cursarem pela primeira vez a disciplina de Algebra Linear podem julga-la como muito
“abstrata”, sem aplicacdo dos conceitos basicos. Nesse aspecto, 0 autor procura nos
capitulos apresentados dar énfase ao uso dos conceitos em exercicios denominados
por ele como concretos, ou seja, aplicados em outras areas ou em situacoes-

problema.

De um modo geral, percebe-se que em alguns assuntos realmente sao
explorados os conceitos de Algebra Linear em problemas ligados a outras areas,
como na Fisica, Quimica e na propria Matematica, como nos capitulos: 1 — Matrizes
— Processos Aleatorios: Cadeias de Markov; 11 — Classificagcdo das Conicas e
Quéadricas; 12 — Resolucédo de Sistemas de Equacdes Diferenciais; 13 — Processos

Iterativos e no capitulo 14 — Conjuntos Convexos e Programacao Linear.

Dependéncia e Independéncia Linear

As nocodes de independéncia e dependéncia linear entre vetores estdo no livro
no capitulo 4 — Espacos Vetoriais , especificamente na p. 114 e, segundo o autor,

estdo ligadas a determinacao dos vetores geradores de um subespaco vetorial.

Por meio de um exemplo com vetores da Geometria Analitica no R®, verifica-se

que o espaco gerado pelos vetores vi, Vo € v3 € 0 mesmo gerado por vi € Vp,

concluindo-se que o vetor vz € um vetor, de acordo com a expressao utilizada pelo
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autor, “supérfluo” para descrever o subespaco, sendo este vetor vz uma combinacéo

linear de v, e v,, conforme mostram as figuras a seguir:

/"1(
\ > V3 o>
vy

Figura 4.4.2, (p.113) Figura 4.4.3, (p.113)

Figura 8 — Vetores coplanares

Entretanto, essa ndo é a primeira referéncia apresentada pelo autor no livro
sobre independéncia linear. No capitulo 2 — Sistemas de Equacdes Lineares , ele
utiliza os termos equacdes “independentes” e “dependentes” no calculo do posto e
da nulidade® de uma matriz. Para esclarecer o uso desses termos, apresentamos o

exemplo dado a segquir:

Exemplo 2: Desejamos encontrar o posto e a nulidade de B, onde:

2 -1 3

1 4 2
B=

1 -51

4 16 8

Exercicio Resolvido 2 — p. 39

O autor interpreta a matriz acima como um sistema linear, pois cada linha da

matriz pode ser escrita como uma equacao do sistema, como apresenta a seguir:

1 Nulidade de uma matriz A é o nimero de linhas milas dessa matriz na forma reduzida ou escalonada.
Corresponde a dimens&o do espacgo-nulo de A. O @spag de A corresponde ao subespacoRdoque
consiste nas solucdes do sistema linear homogéneo Ax=0.
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2Xx-y=3
X+4y =2
x—-5y=1
4x+16y =8

Segundo o autor, a terceira e a quarta equacgdes do sistema acima podem ser
desprezadas, sendo denominadas linhas “dependentes”, pois elas sdo obtidas como
soma de produtos de outras linhas do sistema por constantes (no caso a terceira
linha é igual a primeira linha subtraida da segunda e a quarta linha é igual a quatro

vezes a segunda linha).

O sistema apresentado anteriormente € equivalente ao que esta a seguir:

2X-y=3
X+4y=2

Sendo assim, o posto da matriz € o numero de linhas “independentes” da
matriz; neste caso, temos que posto B = 2. S&o utilizados os registros de
representacdo simbolico-algébrico, no caso do sistema linear, além da lingua natural

para expressar os termos linhas “independentes” e “dependentes”.

O autor ainda ressalta que as denominacgdes “independentes” e “dependentes”

se tornardo familiares ao leitor no capitulo 4, que estuda os espacos vetoriais.

Isso me permite fazer até, nesse momento da analise, uma suposicdo de que
possivelmente a relacdo de dependéncia linear entre as equacdes de um sistema

possa ser utilizada posteriormente.

As definicdes de independéncia e dependéncia linear séo feitas pelo autor da

seguinte maneira:
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45.1 - Definicdo: Sejam V um espaco vetorial e vy,...,v, 7 V.
Dizemos que o conjunto {vy, ...,V } € linearmente independente (L.1.),
Ou que os vetores v,...,v, s@o L.I., se a equacgéo:

aVvi+ ..+ av,=0
implica que a;= a>= a, = 0. No caso em que exista algum a; # 0
dizemos que {vi,...,v, } € linearmente dependente (L.D.), ou que 0s

vetores vj,...,V, sdo L.D. (p. 114)

Como exemplos, sdo apresentados vetores da Geometria Analitica no R? e R?,

em que se utilizam propriedades de colinearidade e coplanaridade entre os vetores

para a verificacdo da independéncia linear:

Exemplo 1: V = R3. Sejam vy, v, O V.

{v1, vo} € L.D. se e somente se v, e v, estiverem na mesma reta que passa pela

origem. (v1 = A V). Veja a figura 4.5.1

vi

v
Figura 45.1

Exemplo Resolvido 1 — p.115

Exemplo 2: V = R3. Sejam vy, v, e vz O V.

{v1, v2, vz} € L.D. se estes trés vetores estiverem no mesmo plano que passa
pela origem. Veja a figura 4.5.2
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Figura 4.5.2

Exemplo Resolvido 2 — p.115

Outros exemplos utilizam os vetores representados no registro numérico de n-
upas, como o0s vetores da base canénica do R*> e R?® que s&o linearmente
independentes. Um outro exemplo apresenta vetores do espaco R? no registro
numérico por n-uplas e realizando-se um tratamento de registros, no proprio registro

numeérico, verifica-se que os vetores sdo linearmente dependentes:

Exemplo 1: V = R?

{(1, -1), (1, 0), (1, 1)} & L.D., pois % L-1) - 1(1,0) +% 1) = (0,0)

Exemplo Resolvido 1- p.116

Quanto aos exercicios propostos, verificou-se na obra uma escassez de
exercicios sobre independéncia e dependéncia linear, sendo que este assunto é
utilizado implicitamente nos exercicios a respeito da base de um espaco vetorial. Um
dos poucos exercicios especificamente sobre independéncia linear solicita-se que

faca uma demonstracéo, conforme veremos a seguir:

04) Considere dois vetores (a, b) e (c, d) no plano. Se ad - bc = 0, mostre que

eles séo L.D. Se ad — bc # 0 mostre que eles séao L.1.

Exercicio Proposto 4 — p.129
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Neste exercicio encontrei no enunciado o registro da lingua natural. Para
realizar a demonstracdo, podemos utilizar, por exemplo, o registro simbdlico-

algébrico:

Resolucéo:

Para que os vetores (a, b) e (c, d) sejam L.I. um vetor ndo pode ser multiplo

escalar do outro, ou seja:

a_b ]
< Z d = ad # bc = ad —bc # 0, como queriamos mostrar.

Por outro lado, para que os vetores sejam L.D. um vetor deve ser mdultiplo

escalar do outro, ou seja:

a_b
—= 4 =k = ad =bc—= ad-bc =0, como queriamos mostrar.
Cc

Com relacdo as possiveis transformacfes de registros na resolucdo dos

exercicios, a tabela 6 a seguir mostra os resultados quantitativos.
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Tabela 6 — Resultados da Analise — LIVRO L,

Transformacgdes de Registros utilizadas no livro

Registro Registro Quanti Exemplo Transformacao
de de dade realizada
Partida Chegada
Simbdlico Simbdlico 04) Considere dois vetores (a, b) e (c, d) no plano. Se ad - bc = 0, mostre que eles séo L.D.
) ) 01 Converséao
Algébrico Algébrico Se ad — bc # 0 mostre que eles sdo L.I.
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Andlise Qualitativa e Consideracdes Parciais

No que se diz respeito as no¢cbes de independéncia e dependéncia linear
analisadas nesta obra, percebi a utilizacdo pelo autor do registro geomeétrico em
muitos exemplos, explorando-se as propriedades geométricas dos vetores no R? e
R®quanto a colinearidade e a coplanaridade para a determinacédo da independéncia
linear dos vetores. Isso pode nos levar a concluir que o autor, nesse caso, permite
aos alunos utilizar possiveis conhecimentos por parte dos alunos com relacdo aos

conceitos estudados em Geometria Analitica e Vetores.

O registro numérico por n-uplas utilizado em outros exemplos apresenta na sua
resolucdo o proprio registro numerico, o que caracteriza um tratamento de registros.
Nesse tratamento, o autor mostra uma proporcionalidade entre as coordenadas dos
vetores dados para determinar a dependéncia linear. No caso dos vetores utilizados

da base candnica no R? e R® nos exemplos, o autor também mostra utilizando o

registro numeérico que os vetores sdo linearmente independentes.

Um recurso interessante utilizado pelo autor na definicdo de independéncia
linear € o emprego do termo vetor “supérfluo” para a obtencdo de um numero
minimo de vetores que constituem a base de um espaco vetorial. O emprego de
termos utilizando o registro da lingua natural pode constituir um recurso-meta, para
facilitar a compreensao de um objeto matematico, conforme aponta a pesquisa de

Araujo (2002).

No Unico exercicio proposto explicitamente sobre independéncia linear, o aluno
poderia utilizar nenhum registro apresentado nos exemplos, e sim 0 registro

algébrico para demonstrar o que foi proposto no enunciado sob o registro da lingua
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natural. Conclui-se, portanto que o aluno deveria realizar uma conversao de registros

para resolver o problema proposto.

De certa forma, ao diagnosticar no capitulo sobre sistemas de equacdes
lineares, em que foi verificada em um exemplo a utilizacdo da relacdo de
dependéncia entre as equacbes de um sistema linear, fiz uma suposicdo que
provavelmente no capitulo 4 o assunto voltaria a ser discutido, o que acabou nao
acontecendo. A exploracdo da dependéncia entre as equacdes de um sistema e a
nocéo de posto, feita pelo autor no capitulo que trata de sistemas lineares, néo foi
aproveitada em nenhum momento no capitulo que tratava sobre as nocdes de

independéncia e dependéncia linear, no estudo dos espacos vetoriais.

Segundo Duval, para facilitar o aprendizado de um objeto matematico temos
que transitar e realizar conversdes em pelo menos dois registros de representacao,

0 que diversifica o0 acesso aos objetos na Matematica.

Nesta obra analisada verifiquei apenas uma conversao de registro utilizada,
sendo explorados poucos registros de representagdo (predominantemente o

geométrico e o numérico por n-uplas).

Gostaria de deixar em minha analise uma sugestdo aos livros didaticos de
Algebra Linear que forem publicados para que pudesse apresentar mais exercicios
sobre independéncia linear de vetores, para que pudessem ser explorados outros
registros de representacdo, pois essa no¢ao no capitulo seguinte ao analisado é
usada de maneira implicita nos exercicios referentes ao conceito de base de um

espaco vetorial.
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Como o registro geométrico foi relativamente explorado nos exemplos
poderiamos, por exemplo, encontrar exercicios em que o aluno pudesse partir desse
registro e verificar a independéncia linear por meio do registro algébrico, ao escrever
uma equacao vetorial como foi dada na definicdo desse livro e resolver um sistema
linear homogéneo. Nesses exercicios poderiam ser exploradas novamente as
relacbes de dependéncia entre as equacdes, e 0 aluno supostamente poderia fazer
conexdes com as propriedades geomeétricas dos vetores e 0 numero de solucdes do

sistema linear obtido.

Do ponto de vista historico, como foi abordada nesta dissertacdo, a relacdo de
dependéncia entre as equacgdes, bem como o nimero de solu¢cdes de um sistema
linear foi um fator importante para a conceitualizacdo de outros assuntos em Algebra
Linear, como a noc¢éo de posto, por exemplo.

Outros espacos vetoriais, como por exemplo, 0 espaco das matrizes, das
funcBes continuas em um intervalo, foi pouco explorado. Dessa foram, alguns
registros de representacdo néo foram utilizados, como o numérico-tabular (matrizes)
e o simbdlico-algébrico.

Notei na obra a auséncia de algumas propriedades e teoremas que auxiliam a
determinacdo da independéncia linear entre os vetores de um conjunto como, por
exemplo, um vetor ser multiplo do outro. Como algumas propriedades geométricas
dos vetores foram explicitadas, como ja foi colocado, poderiam ser explorados
exercicios que se pede para encontrar a dimensdo do espago vetorial e a
quantidade de vetores do conjunto (por exemplo, trés vetores no R? sdo linearmente
independentes). Essa exploracéo poderia ser feita ndo somente utilizando o registro
geomeétrico (quando possivel), mas principalmente utilizando o registro algébrico

mostrando o numero de soluc¢des do sistema linear obtido.
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6.3 - LIVRO L3

Algebra Linear
Autores: Alfredo Steinbruch e Paulo Winterle

2° Edicao, 1987 — Makron Books.

O livro apresenta a seguinte divisdo de capitulos em seu sumario:
1. Vetores
2. Espacos Vetoriais
3. Espagos Vetoriais Euclidianos
4. Transformagoes Lineares
5. Operadores Lineares
6. Vetores Préprios e Valores Préprios
7. Formas Quadraticas

Apéndice A — Matrizes / Determinantes / Sistemas de Equacgdes Lineares

Prefacio — Introducgéo

No prefacio do livro, 0 autor apenas ressalta as transformagdes as quais o livro
sofreu, passando da publicacdo “Algebra Linear e Geometria Analitica” (1971) para
dois livros, sendo um deles “Geometria Analitica” (1987) e o outro, “Algebra Linear”
(1987), que sera objeto de estudo desta analise.

O autor destaca que o livro se tornou mais pratico e mais simples para atender
ao objetivo maior que é ser Util no processo de ensino-aprendizagem de Algebra

Linear.
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No prefacio nao é citada nenhuma caracteristica mais especifica do livro, nem o

emprego dos temas abordados na obra em outras areas do conhecimento.

Independéncia Linear

Os topicos Independéncia e Dependéncia Linear sdo apresentados no capitulo

2 — Espacos Vetoriais como ferramenta para a determinacdo do menor conjunto

gerador de um espaco vetorial. O autor comenta que o espaco vetorial R® pode ser

gerado por dois, trés, quatro ou mais vetores, mas que seria importante determinar

um conjunto gerador que tenha o menor niumero possivel de vetores, razdo pela

qual sera abordado o conceito de dependéncia linear.

A definicdo de dependéncia linear apresentada no livro € descrita da seguinte

maneira:

2.7.1 - Definicdo
Sejam V um espacgo vetorial e A = {v4, ...,vo} 7V

Consideremos a equacéo

avi+..+av,=0 (2.7)

Sabemos que essa equacao admite pelo menos uma solucao:

a,=0,a,=0,..,a,=0
chamada solucdo trivial.
O conjunto A diz-se linearmente independente (L.l.), ou os vetores
Vi, ...V, Sao L.l., caso a equacdo (2.7) admita apenas a solucao
trivial.
Se existirem solucdes a; # 0, diz-se que o0 conjunto A é linearmente

dependente (L.D.), ou que os vetores vy, ...,v, sdo L.D.

(p- 54)
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O autor apresenta alguns exemplos com o0s espacos vetoriais R3, R* e as

matrizes M3y € Mayo, cOnforme mostramos a seguir:

1) No espaco vetorial V = R3, os vetores:

vi = (2, -1, 3), v2 = (-1, 0, -2) e v3 = (2, -3, 1) formam um conjunto linearmente

dependente, pois 3v; + 4v, —v3 =0, ou seja:

3.2, -1, 3) + 4.(-1, 0, -2) = 1.(2, -3, 1) = (0, O, 0)

Exemplo Resolvido 1 — p.56

Nesse exemplo, o autor realizou um tratamento de registros, conservando o

registro numérico por n-uplas para determinar a dependéncia linear.

No exemplo a seguir, 0 autor utiliza uma conversédo de registros, do registro

numerico-tabular para o registro simbolico-algébrico.

6) No espaco vetorial M (2, 2), o conjunto

o EHE N

Resolucao:

Examinaremos a equacéo

av, + &V, +aV; =0 1)

I H O P

e dai o sistema:

-a,+2a,+3a,= 0
2a,—3a,—4a, =0
-3a,+3a,+33,=0
8 +a,=0
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Cuja solucao € a;= -a3 e a; = -2as.

Como existem solucdes a; # 0 para a equacéao (1), o conjunto A é LD.

Exemplo Resolvido 6 — p.56

O autor ainda cita os casos de dependéncia linear em um conjunto de vetores

quando um vetor € combinacgdo linear dos outros, e no caso em que um vetor €

multiplo do outro.

A interpretacdo geométrica da independéncia linear de dois e trés vetores no

R® é desenvolvida com énfase na propriedade geométrica que os vetores

representados na mesma reta que passa pela origem ou no mesmo plano que passa

pela origem séo L.D. Nesse caso, 0 autor explora o registro geométrico (p. 60):

X

(vs e v, estdo representados na mesma reta
que passa pela origem)

Vs

{vi,v2} ¢ LD {vi,v;} é LI

{vi,vs,v3} ¢ LD
X

(vy, V2 € v; estdo representados no mesmo
plano que passa pela origem)

{vi,va,v3} € LI

Figura 9 — Vetores LD e LI
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Os exercicios apresentados no livro (p. 93) abordam a atividade de verificar se
um subconjunto de vetores é L.D. ou L.l., em que sao utilizados subconjuntos dos
espacos R? R3 R* além do conjunto P, (R) dos polinémios de grau menor ou igual
a 2. Nesses exercicios, o aluno pode resolve-lo de varias maneira, explorando
alguns tipos de registros, dentre eles: o registro numérico por n-uplas (resolucao por
“inspecdo”), simbdlico-algébrico (escrevendo uma equacao vetorial e posteriormente
um sistema linear), geométrico (representando os vetores, quando possivel, por

segmentos orientados e verificando propriedades geométricas).

A seguir descreverei alguns exercicios e suas possiveis resolucoes:

46) Classificar os seguintes subconjuntos do R? em L.I. ou L.D.:
a) {(1, 3)}

b) {(1.3); (2,6)}

c) {2, -1), 3, 5)}

Resolucéo:

Empregando as propriedades abordadas na teoria, temos que:

(@ Um conjunto, formado apenas por um vetor ndo-nulo € linearmente

independente.

(b) Por inspecéo, verifica-se que (2, 6) = 2.(1, 3), ou seja, um vetor € multiplo do

outro. Sendo assim, os vetores sao linearmente dependentes.

(c) Os vetores (2, -1) e (3, 5) ndo sdo mdultiplos entre si e séo, portanto,

linearmente independentes.

Exercicio Proposto 46 - p. 94-95
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Verifica-se na resolucdo anterior que uma "inspec¢ao” faz com que o aluno
realize um tratamento de registro, dentro do registro numérico, sem realizar uma

conversao de registros (para o simbolico-algébrico, por exemplo).

O aluno também pode enunciar uma propriedade utilizando o registro da lingua

natural para determinar se os vetores sao linearmente independentes.

O exercicio seguinte permite a exploracdo das propriedades geométricas, em

que o aluno realizard uma conversao de registro, para o geometrico:

47) Classificar os seguintes subconjuntos do R* em L.I. ou L.D.:
C) {(2! '1, O)! ('1) 3| 0)) (3| 5; O)}

Resolucéo:

Sendo us= (2,-1,0), v= (-130)e w= (8 5,0) Representando-se

geometricamente os trés vetores, temos:

Z
- Vv
e .
— — —
s = / Y
U w e

Os vetores u, v e w sao linearmente dependentes, pois os trés vetores

pertencem ao plano xOy sendo, portanto, coplanares.

Exercicio Proposto 47- p. 95
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O proximo exercicio fica restrito ao tratamento dentro do registro simbolico-

algébrico:

48) Classificar os seguintes subconjuntos de P»(R) em L.I. ou L.D.:

a) 1 —x+2x% x— x4, X

Resolucéo:

Vamos escrever a equacao

a;(L-x+2x)+a,(x=x) +az (x)=0 (1)

Em (1), temos uma identidade de polinémios, onde:

2a,-a,+a; =0
“ata =0 o a=a,=a=0
a =0

Como o sistema apresenta solucdo Unica, os vetores sao linearmente

independentes.

Exercicio Proposto 48 - p. 95

A seguir, descreverei um dos raros exercicios em que se utiliza
predominantemente o registro da lingua natural como registro de representacao de
chegada do mesmo. Nesse caso, efetuou-se um tratamento de registros, dentro do

registro da lingua natural:

53) Mostrar que séo LD os vetores vy, vV, € V3, cOm V3 € V, vetores arbitrarios de

um espaco vetorial V e vz = 2v; — v,.
Resolucéo:

Como o vetor vz € combinacdo linear dos vetores v; e vy, 0 conjunto V é

linearmente dependente, pois:
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V3=2vi—Vy, - 2v;—V,— V3 =0, ou seja, encontramos escalares nao-nulos

para vi, V2 € V3 que satisfazem a igualdade.

Exercicio Proposto 53 - p. 95

Elaborei a tabela 7, a seguir, que sintetiza as possiveis transformacdes de

registros dos exercicios propostos.




Tabela 7 — Resultados da Analise — LIVRO Lj
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Transformagdes de Registros utilizadas no livro

Registro Registro Quanti Exemplo Transformacéo
de de dade realizada
Partida Chegada
Numérico Simbdlico 47) Classificar os seguintes subconjuntos do R® em LI ou LD:
o 03 Conversao
por n-uplas Algébrico {1, -1,-2), (2, 1,1), (-1, 0, 3)}
50) Sendo V o espaco vetorial das matrizes 2 x 3, verifique se {A, B, C} é LI ou LD, sendo
Numeérico Simbolico
o 01 -1 2 1 0 -1 2 -1 0 5 Conversao
Tabular Algébrico A= , B= eC=
3 -2 4 -2 1 0 -1 0 3
Lingua Simbdlico i
o 02 54) Mostrar que se u, ve wséo LI, entdou + v, u + w e v + w sdo também LlI. Converséao
Natural Algébrico
Simbélico Simbélico _ 1 0|1 1|2 - _
o _ 01 52) Determinar k para que , , seja LD. Tratamento
Matricial Algébrico 1 0/(0 O||k O
Simbolico Simbolico 48) Quais dos seguintes subconjuntos de vetores pertencentes ao P, séo LD?
o o 02 ) ) 5 Tratamento
Algébrico Algébrico a)2+X—X",-4—-Xx+4x", X+ 2X
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Andlise Qualitativa e Consideracdes Parciais

Os exemplos e exercicios resolvidos apresentam como possivel registro de
representacdo de chegada o simbolico-algébrico, conforme apontam os resultados

apresentados na tabela anterior.

Outros registros de representacdo nao sao explorados nem como registro de

partida ou até mesmo de chegada, como o0 geométrico, por exemplo.

O autor procura nas definicbes de independéncia e dependéncia linear nao
utilizar termos como “sem que 0s escalares a; sejam todos iguais ao niumero zero”
ou “sendo os escalares todos nao-nulos”, o que segundo Dorier causa um problema
de nao-congruéncia semantica. No caso das definigcbes, o autor procura empregar o
registro simbolico-algébrico e condicionar a independéncia e dependéncia linear ao
namero de solugBes do sistema linear homogéneo formado pela equacgéo vetorial

apresentada na definigao.

O autor cita que as nocbes de independéncia e dependéncia linear estao
ligadas a obtencdo de um conjunto gerador minimal. Esta nog¢do serd usada

posteriormente na obtencédo da base de um espaco vetorial.

Nos exemplos e exercicios propostos, as conversdes de registros mais
exploradas s&o: do registro numérico por n-uplas para o simbolico-algébrico (03
exercicios, conforme a tabela 7), além de alguns exercicios apresentarem o registro
de partida numérico tabular que também podem ser convertidos para o simbdlico-

algébrico.
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Alguns tratamentos também podem ser realizados nos exercicios propostos,
dentro do registro simbalico-algébrico, especificamente nos exercicios que tratam

dos polinémios P,(R) de grau menor ou igual a n, mais o polindémio nulo.

Apesar da citacdo de algumas propriedades geométricas dos vetores no R?,
senti a falta delas serem exploradas em exemplos e exercicios, pois ja que foram
citadas no capitulo analisado, poderiam ser bem aproveitadas no sentido de se

efetuarem conversdes para o registro geomeétrico.

Além das propriedades geométricas dos vetores ndo serem exploradas,
verifiquei que alguns teoremas e propriedades de independéncia e dependéncia
linear, como por exemplo, um vetor ser multiplo do outro, ou até mesmo a
combinacdo linear dentro de um conjunto L.D., apesar de serem citadas sao tratadas
no capitulo analisado de uma maneira muito “timida”. A apresentacao e exploracao
dessas propriedades poderiam facilitar a resolucdo de muitos exercicios, em que o
aluno realizaria apenas um tratamento de registros, dentro do proprio registro
numérico, verificando se um vetor no R? ou R*® é mdltiplo do outro, mesmo que o
autor pressuponha que o aluno ja tenha aprendido num curso de Geometria

Analitica.

Também nao foram abordados exercicios que se exige do aluno a utilizacdo do
registro da lingua natural. Tais exercicios, como justificar se uma afirmativa é
verdadeira ou falsa pode reforcar teoremas e propriedades abordadas com o uso do
registro da lingua natural, pois acredito que esse registro também pode ser utilizado

por parte do aluno na resolucéao de problemas.



6.4 - LIVRO L4

6.

7.

Algebra Linear e Suas Aplicacdes
Autor: David C. Lay

2° Edicao, 1999 — Livros Técnicos e Cientificos.

O livro apresenta a seguinte divisdo de capitulos em seu sumario:
. Equagdes Lineares na Algebra Linear

. Algebra Matricial

. Determinantes

. Espacos Vetoriais

. Autovalores e Autovetores

Ortogonalidade e Minimos Quadraticos

Matrizes Simétricas e Formas Quadraticas

APENDICES

Prefacio — Introducgéo

142

O autor em seu prefacio deixa explicito que os topicos abordados em seu livro

seguem as recomendacdes do grupo norte-americano denominado LACSG (Linear

Algebra Curriculum Study Group.

Segundo Lay (1999), uma das caracteristicas da sua obra é a apresentagéo

de muitas idéias fundamentais de Algebra Linear serem introduzidas nas sete

primeiras aulas no contexto do R", e examinadas depois, gradualmente, sob

diferentes pontos de vista.
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Outra caracteristica de sua obra € a énfase da multiplicacdo matricial, tendo
como enfoque central estudar o produto de uma matriz A por um vetor X como uma
combinacdo linear das colunas de A. Os vetores, nesse caso, sdo representados por
uma matriz coluna, ao invés de n-uplas. Sobre essa notacao, Lay (1999) afirma que:
“essa abordagem moderna simplifica muitos argumentos e une idéias de espacos

vetoriais no estudo de sistemas lineares”. (p.xi).
Independéncia Linear

No livro o conceito de independéncia linear estd no capitulo 1 - Equacoes
Lineares na Algebra Linear , e no item 1.6 — Independéncia Linear (p. 54) temos a
apresentacdo um sistema linear homogéneo escrito como uma equacgao vetorial.
Para Lay (1999, p.54), o sistema linear sera estudado sob um outro ponto de vista,
em que se privilegia o estudo dos vetores que estdo na equacao vetorial ao invés
das solucdes do sistema linear.

Como exemplo, o sistema linear homogéneo abaixo:
X, +4x, +2x, =0

2%, +5X, +1x, =0
3%, +6x, +0x, =0

Pode ser escrito por meio de uma equacéao vetorial do tipo:

1 4 2 0
X|2|+X,|5[+X%|1|=]|0

3 6 0 0
Essa equacado tem a solucéo trivial com x; = X, = X3 = 0. O objetivo € verificar

se o sistema linear homogéneo apresenta apenas a solucao trivial.

A definicdo de independéncia linear é apresentada da seguinte forma:
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Um conjunto indexado de vetores {vi,..., Vo} no R" é chamado de
linearmente independente se a equacéo vetorial

X1V1 + XV + ...+ XpVp = 0
tem apenas a solugéo trivial. O conjunto {v;, ..., v, } € chamado
linearmente dependente se existem constantes c;, ..., C, ndo todas
iguais a zero, tais que

Ci1V1 + CoVp + ...+ Cpvp = 0. 2) (p. 55)

A equacao (2), segundo o autor € chamada de uma relacédo de dependéncia
linear entre va, ..., vp quando as constantes ndo sao todas iguais a zero. Um conjunto
indexado é linearmente dependente se e somente se, ele nédo for linearmente
independente. Ainda o autor ressalta que, por comodidade, a representacdo dos
vetores v, ..., Vp quer dizer {vi, ..., Vp} € que essa representagdo € utilizada tanto
para 0s vetores linearmente dependentes como para vetores linearmente
independentes.

O primeiro contato com a nocao de dependéncia linear apresentada por Lay
(1999) encontra-se ligado a resolugdo de sistemas lineares homogéneos. Nesse
caso, 0 autor utilizou uma conversdo de registros, partido do registro simbdlico-
algébrico (sistemas lineares) para o registro numérico-tabular (matrizes).

Um exemplo em que o autor utiliza a conversédo de registros é apresentado a

sequir:
Exemplo 1
1 4 2
Sejamv, =|2|,v,=|5|ev,=|1].
3 3 0

a) Determine se o conjunto {vi, v, v3} € linearmente independente.

b) Se possivel, encontre uma relacdo de dependéncia linear entre vy, v, € Vvs.

Exemplo Resolvido 1 - p. 55
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Resolucao
(a) A matriz completa associada ao sistema corresponde a:
1420 1 4 2 0
251 0/~0 -3 -30
36 00 0O 0 0 O
Temos que X3 € a variavel independente e x; e x, as variaveis dependentes. O
conjunto {vi, Vo, v3} € linearmente dependente.
(b) Completando-se o escalonamento da matriz completa e reescrevendo-se 0

sistema, temos:

10 -220 X  —2%=0
01 1 0| = X, +% =0 = 10v, -5v, +5v, =0
00 O O 0=0

Exemplo Resolvido 1 - p. 55

Na determinacédo da independéncia linear, o autor efetuou um tratamento de
registros, permanecendo no registro numerico-tabular, e que na verificacdo da
relacdo de dependéncia linear ele utiliza a conversao de registros.

No livro ainda ha o destaque, no item Independéncia Linear de Colunas de
Matriz (p. 55), na equagao matricial Ax = 0, cada relacdo de dependéncia linear
entre as colunas de A corresponde a uma solucdo néao trivial de Ax =0, o que leva a
concluir que as colunas de uma matriz A sao linearmente independentes se e
somente se a equagado Ax = 0 tem somente a solugao trivial.

Além disso, a utilizacdo de mais de um registro de representacdo semiotica se
observa no topico Conjunto com Um ou Dois Vetores (p. 56), em que além dos
registros da lingua natural e do registro algébrico, temos a representacdo geomeétrica
da dependéncia linear entre vetores no RZ.

No topico Conjunto com Um ou Dois Vetores (p. 56) o autor destaca que por

“inspecdo” numérica pode-se determinar se um conjunto de dois vetores é
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linearmente dependente. Segundo Lay (1999) as operacfes elementares sao
desnecessarias. Basta entéo verificar se um vetor € um multiplo do outro. Ressalta-
se ainda que o teste aplica-se apenas aos conjuntos de dois vetores.

Como exemplo, ele verifica por “inspecéo” que os vetores:

3 6| . . :
a) v, = 1 ev,= ) séo linearmente dependentes (pois v, = 2v;);

3 6| . . . . .~ -
b) v, = ) ev,= ) sao linearmente independentes (pois v, e v; ndo sdo multiplos
entre si).

Ainda neste topico o autor utiliza o registro geométrico para determinar a
dependéncia linear entre dois vetores no R% S&o exploradas as propriedades de

colinearidade dos vetores (p. 57), conforme exemplo a seguir:

2
6,2

G

X

Linearmente dependentes

Linearmente independentes

Fig. 1

Figura 10 — Dependéncia linear no R?

No tépico Conjunto de Dois ou mais Vetores (p. 57) o autor define a

caracterizacdo de conjuntos linearmente dependentes da seguinte forma:
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“Um conjunto indexado S = {v;, ..., vp} de dois ou mais vetores é
linearmente dependente se e somente se pelo menos um dos
vetores de S € uma combinagéo linear dos demais. De fato, se S é
linearmente dependente, e v; # 0, entdo algum v; (com j > 1) € uma

combinacéo linear dos vetores anteriores vy, ..., Vj.1.
(p- 57)

Quanto ao registro geométrico de dois ou mais gsfdray (1999) destaca que um conjunto é
linearmente dependente se um dos vetores perteramnainto de todas as combinacdes lineares

dos outros vetores, denomina®mn®, conforme a figura 11 (p. 58) a seguir:

Linearmente dependente, w estd em Linearmente independente, w ndo esta
Span {u, v} em Span {u, v}

Figura 11 — Dependéncia linear no R®

Segundo o autor, pode-se “inspecionar” os vetomes yerificar se 0s mesmos séo L.I. ou L.D.

pela utilizacdo das propriedades geométricaBho

Dados os vetores u, v e w no R3? se eles ndo sdo coplanares, entdo sdo

linearmente independentes e caso sejam coplanares, sdo linearmente dependentes.
Notamos que o autor utiliza o registro geométrico, mas faz referéncias ao

conjunto Span, utilizando também o registro simbolico-algébrico.

22 Span é o conjunto de todas as combinagées lineares de um conjunto de vetores vy, v, ..., v, no R" e
¢ chamado de subespaco gerado por vy, v, ..., v,do R".
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Para o caso do conjunto {vi,..vg} no R" conter o vetor nulo, entdo ele é
linearmente dependente, e no caso de apresentar apenas um vetor v, sera
linearmente independente se v nao for o vetor nulo.

A segquir, o autor recorre de maneira implicita, pelo fato do assunto ainda néo
ser introduzido, a dimensdo do espaco vetorial aos quais 0s vetores pertencem para

caracterizar um conjunto linearmente dependente com o seguinte teorema:

“Se um conjunto contém mais do que o nimero de componentes de

cada vetor, entdo o conjunto é linearmente dependente. Isto €, todo

s

conjunto {vi, ..., vp} do R" é linearmente dependente se p > n.

(p. 58)

O autor utiliza o registro figural, que representa uma versao matricial, como

uma forma diferente de representar o teorema exposto acima, conforme € mostrado

a sequir:

(p- 58)

Na representacdo matricial, n representa o0 nimero de equacdes do sistema
linear e p representa 0 nimero de incognitas. Se p > n, entdo existem mais variaveis
do que equacles e, portanto, € preciso que haja uma variavel livre. Assim Ax = 0
tem solucéo néo trivial e as colunas de A sdo L.D. or fim, os assuntos independéncia
e dependéncia linear sdo tratados novamente no capitulo 4 — Espacos Vetoriais, no

item 4.3 — Conjuntos Linearmente Independentes; Bases  (p. 212).



149

Nesse caso, segundo o autor, a idéia-chave para identificar subconjuntos que
geram um espaco vetorial V é a independéncia linear, da mesma forma como foi
definida no R com a mudanca de representacéo dos escalares para ci,..., Cp, por

questao de conveniéncia.

A maior diferenca encontrada nesse capitulo com relagéo ao capitulo estudado
anteriormente em que os conceitos de Algebra Linear sio introduzidos no R" diz
respeito ao fato de que quando os vetores nao representados por n-uplas, a
equacao vetorial c,vy + CoV2 + ...+ Cpvp = 0 geralmente ndo pode ser vista como um
sistema de n equacdes lineares. Sendo assim, ndo podemos representa-los como as
colunas de uma matriz A de modo a estudar a equacéo A.x = 0. Neste caso, recorre-
se a definicdo de dependéncia linear dada na pagina 57:

“Um conjunto indexado S = {v;, ..., vp} de dois ou mais vetores é
linearmente dependente se e somente se pelo menos um dos
vetores de S € uma combinagéo linear dos demais. De fato, se S é
linearmente dependente, e v; # 0, entdo algum v; (com j > 1) € uma

combinagéo linear dos vetores anteriores vy, ..., Vi1 .

(p. 57)

Como exemplo, o autor cita o caso de dependéncia linear entre polinbmios e

fungBes continuas em um intervalo CJa, b]:

Exemplo 1 Sejam pi(t) = 1, po(t) =t e p3(t) = 4 — t. entdo {p1, p2, ps3} €

linearmente dependente em p porque pz = 4p; — pPo.

Exemplo Resolvido - p. 213
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No capitulo 1, com relacdo aos exercicios propostos eles sdo colocados em
diferentes niveis de dificuldade. Alguns exercicios solicitam apenas a verificacao se
um conjunto de vetores, representados no registro numérico-tabular (matriz) é
linearmente independente ou dependente. Como exemplo do que foi colocado

acima, temos:

Nos Exercicios 1 — 6, determine se o0s vetores sao linearmente dependentes ou

linearmente independentes. Justifique sua resposta.

3 -3 6
1.10|, | 2| |4
0 3 0
Exercicio Proposto 1 - p. 60
Resolucéo:
3 -3 6| (O
Escrevendo a equagdo x |0|+X,| 2 |+X,/4|=|0| e escalonando a matriz

0 3 0 0
com as coordenadas dos vetores, temos:
3 -3 6 3 -3 6

3
0O 2 4/~-|10 1 2|~/0 1 2
0 3 0 0 3 0 0

0. Portanto os vetores sao

Temos que a Unica solugdo € X3 = Xo = Xz

linearmente independentes.

Uma outra forma de resolver o exercicio seria representar 0s vetores
geometricamente, efetuando-se uma conversao de registros, do numérico-tabular

para 0 geometrico:
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3 -3 6
Sendo u=|0 , v=| 2 | e w=|4/|. Verificamos gue o vetor Vv n&o esta contido
0 3 0

no plano formado pelos vetores u e w. Portanto os vetores sdo linearmente

independentes.

Foram encontrados exercicios que podem ser resolvidos de maneira
semelhante a essa apresentada, utilizando varios métodos, como uma inspecéo de
um vetor ser multiplo do outro, os vetores serem coplanares, e consequientemente
varios tipos de registros de representacdo semibtica, possibilitando varias

conversdes de registros.

Para Lay (1999), os exercicios de verificacdo de um conjunto de vetores no R®
L.D. ou L.I. sdo considerados “calculos rotineiros”, pois necessitam apenas, de
algum algoritmo, como escrever uma equacao vetorial, um sistema linear, uma
inspecdo “geométrica” (quando possivel) para verificar se um vetor € multiplo do

outro.

Encontramos também exercicios propostos que, segundo o autor, séo

decorrentes de um numero significativo de perguntas inovadoras que focalizam
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dificuldades conceituais encontradas em trabalhos com alunos ao longo dos anos.

Como exemplo, podemos mencionar:

Nos Exercicios 27 e 28, classifigue cada afirmacdo como Verdadeira ou Falsa.

Justifique cada resposta com base numa leitura cuidadosa do texto.

28. [...] b. Se um conjunto contém menos vetores do que o0 numero de

componentes de cada vetor, entdo o conjunto é linearmente independente.

Exercicio Proposto 28 - p. 61

Resolucéo:

A afirmacéo é falsa. Uma possivel justificativa usada, por exemplo, é o fato de
um dos vetores desse conjunto ser multiplo do outro, ou até mesmo um dos vetores

desse conjunto ser o vetor nulo. Portanto, o conjunto é linearmente dependente.

Nesse exercicio o aluno, partindo do registro da lingua natural, poderia
responder utilizando também o mesmo registro, realizando para isso um tratamento

de registros.

A seguir, selecionei outro exercicio que parte do registro da lingua natural,
utilizando também o registro simbdlico-algébrico e que pode ser resolvido no préprio

registro da lingua natural:

31. Se vy,..., V4 estdo no R* e vs = 2vy + v, entdo {vi, Vo, Vs, Va} é linearmente

dependente.
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Resolucao

A afirmacédo é verdadeira. Pelo teorema 7 apresentado no livro, se num
conjunto um vetor for combinagé&o linear dos outros vetores do conjunto, entdo esse
conjunto de vetores é linearmente dependente. Como v; = 2v; + v, a afirmacéo é

verdadeira.

Exercicio Proposto 1 - p. 61

A tabela 8, a seguir, apresenta uma sintese das transformacdes de registros

que podem ser efetuadas nos exercicios propostos.
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TRANSFORMACOES DE REGISTROS
Registro Registro Quanti Exemplo Transformagéo
de de dade realizada
Partida Chegada
Simboélico Nos exercicios 1- 6, determine se os vetores sdo linearmente dependentes. Justifique cada
Algébrico / resposta.
Numeérico . P Conversao/
Numerico 06 1 -3l 7o
Tabular 6. , , Tratamento
Tabular / 3 -5/"| 5
Geométrico —2] [ 6] L6
Nos exercicios 15-18, determine o(s) valor (es) de h para os quais o0s vetores séo linearmente
Numérico Simbdlico dependentes. B
o 08 17 =21 =1 Converséao
Tabular Algébrico 15. , ,
3 -4 1
-3 1 h
Determine, por inspegdo, se os vetores dos Exercicios 19-24 sdo linearmente independentes.
. . Justifiqgue suas respostas.
Numeérico Numeérico
12 6 3 Tratamento
Tabular Tabular 23
ol
-8| |-2
Nos Exercicios 27 e 28, classifique cada afirmagdo como Verdadeira ou Falsa. Justifique cada
Lingua Lingua 14 resposta com base numa leitura cuidadosa do texto. T ratamento
Natural Natural 28. [...] b. Se um conjunto contém menos vetores do que o nimero de componentes de cada
vetor, entdo o conjunto é linearmente independente.
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Andlise Qualitativa e Consideracdes Parciais

Analisando os conteudos dos capitulos que tratam da nocédo de independéncia
e dependéncia linear deste livro, obtive alguns resultados quanto aos registros de

representacdo semibtica utilizados pelo autor nos exemplos e exercicios propostos.

Inicialmente convém destacar que o autor empregou nos dois capitulos
analisados varios tipos de registros para representar a independéncia e dependéncia
linear entre os vetores, em diferentes situacdes, o que possibilitou a realizacdo de

tratamentos e conversdes de registros nos exemplos e exercicios propostos.

A tabela 8 mostra que o registro de partida preferencialmente utilizado pelo
autor nos exercicios propostos € o numeérico tabular, entretanto na resolucao dos
exercicios o aluno poderia utilizar outros registros de representacao, possibilitando

assim as conversodes de registro.

O autor propde a “inspecao” para verificar se um vetor € um multiplo escalar do
outro, onde foram diagnosticados os tratamentos de registro, conservando-se o
registro numérico, por exemplo. Além disso, se verificarmos que uma coluna de uma
matriz € combinacdo linear das outras, ou seja, as colunas sdo linearmente
dependentes, estamos utilizando também um tratamento de registros, pois s6 é

necessario utilizar o registro numérico. A tabela 8 apresenta uma incidéncia de 12

exercicios com esse perfil.

A utilizacdo do registro na lingua natural para a resolugéo de varios exercicios
deve ser ressaltada nessa analise. O proprio autor destacou que assim como a
linguagem da Algebra Linear, a lingua materna deve ser explorada na resolucéo de

exercicios de Matematica. Quanto a isso 0 autor cumpriu 0 que havia comentado no
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prefacio ao propor exercicios desse tipo. A exploracdo de exercicios do tipo
verdadeiro ou falso, por exemplo, além de colocar em discussdo teoremas e
propriedades do assunto abordado, destacam a utilizacdo do registro da lingua
natural na elaboracdo da resposta.

Com isso, o registro da lingua natural foi bastante explorado, o que acredito
acabou diversificando a utilizacdo e transformacdo de mais um registro de
representacdo. Com a utilizacdo do registro de representacédo da lingua natural, o
autor procura criar um vocabulario que torne a compreensdo do conceito mais
simples.

O proprio autor ressalta a importancia da utilizacao da lingua natural. Segundo

ele:

Uma habilidade de escrever afirmacdes matematicas coerentes na
lingua materna é essencial a todos os estudantes de Algebra Linear,
e ndo apenas aqueles que pretendem fazer pos-graduacdo em

matematica. (Lay, 1999, p. xiii).

Utilizando-se do registro da lingua natural, verificam-se termos como “um
conjunto indexado de vetores”, “constantes ci, ..., Cp ndo todas iguais a zero”,

“relacéo de dependéncia linear”.

Na tabela 8 verificamos um total de 14 exercicios que utilizam a lingua natural

na sua resolucéo, e que o aluno poderia realizar um tratamento de registros.

Quanto as conversdes de registros, fundamentais para a aprendizagem dos
objetos matematicos, segundo Duval, o livro propde algumas situacbes que

possibilitam essas conversoes.
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No primeiro capitulo, sobre sistemas de equacles lineares, quando utiliza o
registro simbdlico-algébrico, o autor chama a atencdo do leitor ao tratar o objeto
matematico sistemas lineares como sendo uma equacao vetorial, com os vetores na
forma de uma matriz-coluna. Percebi nesse ponto que a mudanca de enfoque
proposta pelo autor acarretou uma mudanca de registro no tratamento dos sistemas

lineares, pois o leitor poderia utilizar mais o registro numérico tabular.

Mais do que uma mudanca de registro pode-se trabalhar as propriedades de
relacdo de dependéncia entre as colunas da matriz, a reducdo da matriz na forma
escalonada e o numero de solugcbes do sistema, além da nocédo de posto de uma

matriz.

Paralelamente a essas mudancas de registros, analisei a conversdo de
registros dos vetores para o geomeétrico, em que 0 autor explorou as propriedades
geomeétricas dos vetores. Apenas tenho que destacar o pesar de ndo encontrar
exercicios em que os vetores sao representados no registro geométrico e a partir dai
o aluno poder efetuar uma conversdo, para 0 registro numeérico ou até mesmo
geométrico. Essa conversao no sentido “inverso” segundo Duval se torna muito

importante nas atividades matematicas.

A possibilidade do aluno a todo instante nas atividades matematicas ter a
oportunidade de mudanca de registros, pode ser verificada nos exercicios
analisados, que segundo Duval na resolucdo de problemas traz uma originalidade
nas atividades, mesmo quando se privilegia um registro. Obtive como resultado da
analise de acordo com a tabela 8, um total de 14 exercicios que possibilitam explorar

as conversoes de registro.
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Tanto nos exemplos quanto nos exercicios, o autor propicia varias maneiras de
se verificar a independéncia linear dos vetores, 0 que abre uma oportunidade ao
aluno de efetuar mudancas de registros distintas. Pelo predominio dos vetores
serem representados por uma matriz-coluna, o registro encontrado com maior

incidéncia no capitulo 1 foi o numérico-tabular.

No capitulo 4 que trata do assunto de dependéncia e independéncia linear,
verifica-se a utilizacdo de outros espacos vetoriais, como 0 espaco das funcdes
continuas em um intervalo, dos polinbmios, o que privilegia o0 registro de

representacdo simbdlico-algébrico e que predominam os tratamentos nesse registro.

A proposta do autor apresentada no prefacio do livro de tratar os sete primeiros
capitulos no contexto do R* com énfase nos vetores do R* e R® foi realmente
verificada na minha andalise no que se refere a nocdo de independéncia e
dependéncia linear. O autor inicialmente apresentou a no¢ao de dependéncia linear

no R* e a seguir formalizou-a em outros espacos vetoriais.
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6.5 - LIVRO L5

6.

7.

Algebra Linear
Autor: David Poole

1° Edicao, 2004 — Editora Thomson.

O livro apresenta a seguinte divisdo de capitulos em seu sumario:

. Vetores

. Sistemas de Equac0des Lineares
. Matrizes

. Valores e Vetores Proprios

. Ortogonalidade

Espacos Vetoriais

Distancia e Aproximacao

APENDICE A — A Noc&o Matematica e Métodos de Demonstracéo

APENDICE B — Indugdo Matematica

APENDICE C — NUmeros Complexos

APENDICE D - Polindmios

APENDICE E — Bytes de Tecnologia

Prefacio — Introducgéo

No prefacio, o autor destaca o publico-alvo a quem o livro é destinado,

englobando alunos de graduacéo nos diversos cursos de exatas como Matematica,

Fisica, Engenharia, dentre outros, além de comentar o primeiro contato que esses

alunos terdo com a disciplina de Algebra Linear.
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Segundo o autor, a abordagem desse livro é compativel com a maioria das
recomendacdes feitas pelo Grupo de Estudos Curriculares de Algebra Linear
(LACSG, veja The College Journal, n° 24, 1993, p. 41 - 46) para um curso inicial de
Algebra Linear. Segundo essas recomendacdes, o objetivo é apresentar um primeiro
curso de Algebra Linear com a disciplina mais concreta, afastando-se das
abstracdes, sendo que para isso basear-se-a na abordagem geométrica e na
utilizacado de matrizes.

Para o autor, a Algebra Linear é essencialmente o estudo sobre vetores e,
portanto, os alunos devem aprender os vetores antes (segundo o livro, de
preferéncia em uma situacao concreta) para adquirirem alguma intuicdo geométrica

nos espacos R? e R®,

Dependéncia Linear

O assunto dependéncia linear € introduzido no capitulo 2 — Sistemas de
Equacdes Lineares (p. 91). Segundo o autor, combinacdes lineares e dependéncia
linear de vetores sdo um modo ou uma “via” de estudos de sistemas lineares, pois
resolver um sistema de equacdes significa a possibilidade de expressar um vetor
como combinacéo linear de outros vetores dados.

O exemplo a seguir ilustrara melhor a situagéao descrita anteriormente:

Exemplo 1
1 1 -1
O vetor | 2| € uma combinacéo linear dos vetores |[0| e | 1 |?
3 3 -3

Solucéo: Queremos encontrar escalares x e y tais que:
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1 -1 1
X(0j+y| 1 |=|2
3 -3 3

Desenvolvendo, obtemos o sistema:

x —y=1
y=2 = x=3 y=2
3x-3y=3
1 1 -1
Portanto, o vetor |2| é uma combinacdo linear dos vetores |0 e | 1 |,
3 3 -3
1 1 -1
pois|2|=3/0(+2] 1
3 3 -3

Exemplo Resolvido 1 - p. 86

Um outro caminho de se compreender a resolucdo de um sistema de equacdes
seria por meio da geometria, com as equacdes representando retas e planos no R? e

R3, respectivamente e o método iterativo na resolucéo de sistemas lineares o outro

caminho.
1
No exemplo 1 anterior, 0 autor destaca que o vetor | 2| “depende” dos vetores
3
1 -1
0| e | 1 | por ser uma combinacao linear deles. Por meio desse exemplo, ele
3 -3

define o conceito de dependéncia linear da seguinte maneira:
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Definicdo: Um conjunto de vetores v; ,v,, ...,Vx € linearmente
dependente quando existem escalares ¢y, Cy, ..., Cx, pelo menos um

dos quais néo nulo, tais que :

C1Vy + CoVo +...+ C v = 0.

s

Um conjunto de vetores ndo linearmente dependente € chamado

linearmente independente. (p-91)

Além disso, o autor chama a aten¢cdo com a observacdo do termo “um dos

escalares c;, C, ..., Ck Seja ndo nulo” cria a possibilidade de algum deles ser zero.

Em um exemplo o autor utiliza os vetores no registro de representagéo

numerico-tabular (matrizes):

2|11 |4
logo, {6} {3} e[J sdo linearmente dependentes, ja que pelo menos (de fato,

dois) dos trés escalares 1, -2 e 0 é ndo-nulo.

Exemplo Resolvido - p. 91

Outro recurso utilizado pelo autor para a nogédo de dependéncia linear é o fato
de o vetor nulo ser escrito como combinacdo dos vetores vi, V..., V, apenas de

maneira trivial, ou seja:

O.wv; +0.vy +...+ 0.v, =0.

0 que permite dizer, portanto, que o0s vetores Vi, Vz, ..., Vn S&0 linearmente

independentes, caso contrario, os vetores sdo linearmente dependentes.
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Além disso, o autor destaca que a relagcdo entre a nocdo intuitiva de
dependéncia linear e a definicdo formal, expressa no teorema abaixo, sdo noc¢des

equivalentes. O teorema afirma que:

Teorema : Vetores vi ,Vs,..., Vim em R" sdo linearmente dependentes

se, e somente se, pelo menos um dos vetores puder se escrito como

uma combinacao linear dos demais. (p. 92)

A seguir o livro mostra alguns exemplos, e o autor destaca para o leitor antes
verificar por “inspecéo” a dependéncia linear entre os vetores caso existam vetores

“multiplos” entre si, que sado linearmente dependentes.

Como exemplo, temos:

Exemplo 6

Determine se o0s seguintes conjuntos de vetores sao linearmente independentes:

@l < 5]

Exemplo Resolvido 6 - p. 92

No exemplo anterior, com a utilizacdo novamenteeg@stro numeérico-tabular, como os vetores

ndo sdo multiplos um do outro, pois ndo existe tefedo de dependéncia “Obvia”, os vetores sdo

linearmente independentes. Com isso, segundo p@atano ndo necessita resolver um sistema

linear, “economizando” céalculos.

Além disso, ha a verificacdo da dependéncia linear por meio da resolugédo de
um sistema linear homogéneo sendo que os vetores séo linearmente dependentes
quando o sistema apresentar uma solucdo nao trivial, caso contrario seréo

linearmente independentes, o que pode ser exemplificado a seguir:



164

Determine se os seguintes vetores abaixo séo linearmente independentes:

1/1]0 1
(b) |1],|1|elO

o]|1] |1
Solucéo:

Como ndo h& uma relacdo de dependéncia “ébvia” (um vetor multiplo do outro),
vamos encontrar escalares cy, C; € C3 tais que:

1 0 1| |0
c|l|+c,|1|+c,|0|=]0
0 1 1| |0

O sistema linear correspondente é

¢+ ¢ =0
C, +C, =0
c,+c; =0

A matriz completa dos coeficientes &

1 0 1|0
11 0|0
0110
A forma escalonada reduzida é
1 0 0]O
01 0|0|=c¢=c,=¢,=0
001|O0

O sistema possui solugédo trivial, portanto, os vetores sao linearmente
independentes.

Exemplo Resolvido - p. 92-93

Nesse caso, utilizou-se uma conversao de registros para a resolucdo do
exercicio, partindo do registro numérico-tabular e transformando para o simbdlico-

algébrico.
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Outra maneira colocada no livro para a verificacdo da dependéncia linear é por
meio da dimens&o do espaco vetorial R", sendo qualquer conjunto de m vetores em
R" linearmente dependente se m > n (trés vetores, por exemplo, no espaco R? sdo

linearmente dependentes).

O assunto dependéncia linear € abordado novamente no capitulo 6 — Espacos
Vetoriais (p. 401), com as nocdes ja abordadas sendo estendidas para um espaco
vetorial V qualquer no lugar do R". Podemos citar alguns exemplos desse capitulo,

como o que serad mostrado a seguir:

Exemplo 1

Em P, (R), o conjunto
{1+x+x% 1—x+3x% 1+ 3x—x% é linearmente dependente, uma vez que

2(@A+x+x)-(1-x+3x)=1+3x—x*

Exemplo Resolvido 1 - p. 402

Neste caso, partindo do registro simbdlico-algébrico e fazendo uma inspecéo,

realiza-se um tratamento de registro.

Exemplo 2

Em M,,, considere:

ol el Sefr

Entdo, A + B = C, e, portanto, o conjunto {A, B, C} € linearmente dependente.

Exemplo Resolvido 2- p. 402
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Novamente, por meio de uma inspecdo, no proéprio registro numérico-tabular,
verifica-se que uma matriz € a soma das outras duas, donde se conclui que os

vetores sao linearmente dependentes.

Exemplo 3

Em F, o conjunto {senx, cos®x, cos2x} é linearmente dependente, uma vez que

COS 2X = cos?X — sen’x

Exemplo Resolvido 3 - p. 402

O exemplo 3 utiliza, dentro do registro simbalico-algébrico, uma identidade

trigonométrica para a determinacéo da dependéncia linear.

Verificamos, nesse capitulo, exemplos com espacos vetoriais das funcdes
polinomiais P, (R), das matrizes quadradas M, sendo estendidos até para os

espacos vetoriais de dimensao infinita.

Os exercicios propostos a respeito de dependéncia linear no capitulo 2 —
Sistemas de Equac0es Lineares (p. 95) podem ser classificados de maneira analoga
a analise dos outros livros: os exercicios em que se solicita a verificagdo de um
subconjunto ser L.D. ou L.I., e 0os exercicios em que se solicita uma demonstracao.
Os exercicios propostos do capitulo 6 — Espacos Vetoriais (p. 413) podem ser
classificados também dessa maneira. O diferencial dos exercicios deste capitulo sé&o
0S espacos vetoriais que, diferentemente do capitulo 2, sdo explorados os espacos
das matrizes, dos polinbmios de grau menor ou igual a n e das fun¢cbes continuas

em um intervalo.

Dois exercicios abaixo ilustram os dois casos indicados anteriormente:
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Use o método do Exemplo 6 e o Teorema 3 para determinar se o conjunto de
vetores nos Exercicios de 22 a 31 sdo linearmente independentes. Se, para algum
deles, a resposta puder ser determinada por inspec¢éo (isto €, sem contas), diga por
qué. Para o0s conjuntos linearmente dependentes encontre uma relagdo de

dependéncia entre os vetores.

2] 1

22.-1{, |4
3] |4
1] 1] 1

23. (1), |2|,|-1
1] [3] |2

Exercicios Propostos 22 e 23 — p. 96

No exercicio 22, os vetores séo representados no registro numérico-tabular. O
aluno verificaria, por inspecédo, que os vetores nao sdo multiplos entre si, e concluiria
qgue sao linearmente independentes. Nesse caso, hdo € necessaria a mudanca de
registro.

No exercicio 23, como nado existe uma combinacdo “Obvia”, o aluno poderia
resolver o sistema formado pelas coordenadas dos vetores, utilizando para isso uma

conversao de registros, passando para o registro simbdlico-algébrico.

Nos exercicios de 1 a 4, teste se 0s conjuntos de matrizes sdo linearmente
independentes em M,,. Para os que forem linearmente independentes, expresse

uma das matrizes como combinacéo linear das demais.

to AL G 2
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Resolucao:

Vamos encontrar escalares reais a, b, ¢ e d tais que

o 4% o] 2o

Esta equacao resulta no sistema
a+b+c=0
a-b =0
b+3c=0
-a +2c=0

=a=b=c=0

Portanto, o conjunto das matrizes € linearmente independente.

Exercicio Proposto 1 - p. 413

A tabela 9 a seguir mostra a sintese das transformacfes de registros nos

exercicios propostos.
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Transformacdes de registros utilizadas no livro

Registro Registro Quanti Exemplo Transformacao
de de dade realizada
Partida Chegada
Determine se o conjunto de vetores abaixo € linearmente independente:
Numérico | Simbélico 1] |1} |1 3
o 14 Conversao
Tabular Algébrico 23. (11, |12{,| -1
1| |3 2
Lingua Simbdlico Demonstre que todo subconjunto de um conjunto linearmente independente é linearmente .
o 05 ) Converséao
Natural Algébrico independente.
Determine se os conjuntos de vetores séo linearmente independentes convertendo os vetores em
vetores-linha e usando o método do escalonamento:
Numérico | Numérico -1 |3] | 2
10 Tratamento
Tabular Tabular 1 2 3
39. , ,
2 2 1
1 4 -1
Simbdlico Simbdlico Nos exercicios abaixo, teste se os conjuntos de polinémios séo linearmente independentes:
o o 15 ) 3 s 3 Tratamento
Algébrico Algébrico 7.2, x=x5,1+x°,2=-x"+X},em O3
Lingua Lingua 42. (a) Qual sera o posto de uma matriz nxn se suas colunas, vistas como vetores em R", forem
01 ) ) Tratamento
Natural Natural linearmente independentes?
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Andlise Qualitativa e Consideracdes Parciais

Pela analise dos capitulos do livro verificamos que o autor procura utilizar as
nocdes de independéncia e dependéncia linear sob diferentes aspectos, semelhante
ao que foi constatado no Livro 4, de David Lay (1999). Ha& um predominio da
representacdo dos vetores no registro numérico-tabular, conforme verificamos na
tabela anterior, em que os vetores sdo representados por vetores-coluna. O autor
procura unir a relacdo de independéncia linear entre os vetores-coluna com o
namero de solugdes de um sistema linear homogéneo, com as colunas da matriz

formada por esses vetores, utilizando predominantemente o registro algébrico.

E interessante notar que o0 autor apresenta um cenario dito “concreto” utilizado
para anteceder alguns assuntos considerados fundamentais, como geradores,
independéncia linear, subespacos. Os cenarios utilizados sdo os espacos R? e R?,
0S quais exploram os conceitos de retas e planos para a resolucdo de sistemas

lineares, por exemplo.

Entretanto, na abordagem do tema independéncia e dependéncia linear
causou-me certa “frustracdo” ao constatar a falta da utilizacdo do registro geométrico
nos exemplos e exercicios propostos relacionados a esse tema. Os resultados
obtidos na tabela indicam a auséncia do registro geomeétrico. Privilegiou-se o registro
numerico tabular para a representacdo dos vetores e as conversfes de registros
ficaram restritas ao registro algébrico, na resolucdo de sistemas lineares para a

verificacdo da dependéncia linear.

Além dos registros numérico tabular e simbolico-algébrico, utilizou em alguns

exercicios a lingua natural (01 exercicio, conforme tabela 9) como forma de
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demonstracdo de algum teorema proposto, juntamente com o registro simbdlico-

algébrico.

De certa forma, o autor diversifica os registros de representacdo empregados a
medida que ele utiliza os conjuntos e espacos vetoriais verificados na analise, como

0 espaco das matrizes, das fungbes continuas em um intervalo, dentre outras.

Outro recurso utilizado pelo autor na verificagdo da dependéncia linear é a
dimensédo do espaco vetorial. Nenhuma citacéo é feita com relacdo a um vetor ser
multiplo do outro ou os vetores serem coplanares, caracterizando a dependéncia
linear.

Em termos de conversdo de registros, verificamos que 19 exercicios
possibilitam a conversdo para o registro simbolico-algébrico, enquanto que 26

exercicios necessitam apenas de um tratamento de registros para a sua resolucao.
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6.6 — Andlise comparativa dos resultados

A analise dos cinco livros didaticos de Algebra Linear possibilitou obter alguns
resultados sobre a utilizacdo dos registros de representacdo semiética nas nogcdes
de independéncia e dependéncia linear que serdo apresentados e analisados a
sequir.

Segundo a teoria dos registros de representacdo semidtica de Duval, muitas
conversdes de registros nas atividades matematicas apresentam o fendmeno de
nao-congruéncia quando o registro de chegada € o registro da lingua natural.

Quanto a utilizacdo do registro da lingua natural nas no¢cbes abordadas, 0s
livros didaticos analisados apresentaram a utilizacdo de poucos termos que
pudessem caracterizar e auxiliar na compreensao do objeto matematico em estudo.

Percebi que na maior parte dos livros didaticos analisados a equacao vetorial
mu; + ...+ apun, = 0, com os a; em R, que representa a combinacao linear entre os
vetores do conjunto S = {us, Uy,..., Uy} quando convertida para o registro da lingua
natural, os livros didaticos procuram utilizar termos como “sem que 0s escalares a;
sejam todos iguais ao numero zero” (livro L), “constantes ci, Cy, .., C, hdo todas
iguais a zero” (livro Ls) para traduzir a relagcdo de dependéncia linear entre os
vetores.

Por outro lado, outros livros didaticos (livro L3, por exemplo) procuram nao
utilizar os termos citados anteriormente, mas sim relacionar a dependéncia linear
com o0 numero de solucdes de um sistema linear. Esse fato possivelmente pode
evidenciar a solucdo que alguns autores encontraram para procurar “evitar’ o

fenbmeno de ndo-congruéncia utilizando o registro da lingua natural.
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Ainda quanto a utilizacdo do registro da lingua natural, verifiquei que alguns
autores empregam alguns termos que auxiliam a compreensdo da relacdo de
dependéncia entre os vetores, como “vetores supérfluos” (livro L), “menor nimero
possivel de vetores” (livro L3), “vetor dependente dos outros” (livro Ls). Os livros L;,
L, e Ls n&o utilizam nenhum termo semelhante aos citados anteriormente,
explorando conseqientemente pouco 0 registro da lingua natural nas definicoes
apresentadas. Cabe ressaltar que o livro L4 utiliza o registro da lingua natural com
uma incidéncia maior nos exercicios propostos.

Uma caracteristica apresentada na maioria dos livros analisados é o fato dos
exercicios propostos apresentarem poucas opcOes de conversdes de registros,
privilegiando-se assim os tratamentos.

Em termos quantitativos, na resolucdo dos exercicios propostos predominaram
os tratamentos de registros (62%) sobre as conversdes (38%). Para Duval, a
atividade de conversdo de registros € uma condicdo importante para a
aprendizagem em Matematica, além de oferecer uma originalidade na mobilizacao
simultanea de ao menos dois registros na resolucéo das atividades propostas.

O que diagnostiquei na analise dos exercicios propostos é que eles em sua
maioria ndo possibilitam explicitamente a conversao de registros. Alguns livros
apresentam particularmente alguns exercicios que permitem as conversdes de
registros, como o0s exercicios que foram analisados nos livros L, e Ls, mas de um
modo geral, como afirma Duval a conversao de registros na resolucdo de exercicios
€ “ignorada”.

Constatei que os autores nos livros analisados privilegiam determinados tipos

de registro, como o numérico por n-uplas ou simbdlico algébrico (livros L; e L3) e 0
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numerico tabular (livros L4 e Ls), sendo outros registros pouco explorados, como o
geomeétrico e o simbdlico matricial.

O registro numérico tabular (47%) foi o mais utilizado como registro de partida
nos exercicios propostos, seguido do registro simbdlico-algébrico (24%).

Duval ressalta que mesmo um registro sendo privilegiado, deve existir sempre a
possibilidade de passar de um registro ao outro. O livro L4 privilegia o registro
numerico tabular, mas na analise verifiquei que alguns exercicios possibilitam a
mobilizacdo de registros, para o simbdlico-algébrico ou até mesmo na lingua natural.
Isso nao foi verificado nos outros livros analisados.

Lamento o fato do livro L, apresentar apenas um exercicio sobre as noc¢des de
independéncia e dependéncia linear, o que limitou em sobremaneira a analise
didatica. Esse livro, em sua parte tedrica, explora o registro simbolico-algébrico,
introduzindo de forma implicita as no¢cdes de independéncia e dependéncia linear no
contexto dos sistemas lineares, além de utilizar o registro geométrico para explorar a
relacdo de dependéncia linear entre os vetores e as propriedades de colinearidade e
coplanaridade entre os vetores.

Alguns livros apresentaram caracteristicas muito semelhantes quanto a
abordagem dos assuntos analisados: os livros L; e L, que privilegiam o registro
numeérico por n-uplas e o simbdélico-algébrico; e os livros L4 e Ls priorizam o registro
numeérico-tabular.

Nos livros L; e L, diagnostiguei que o0s exercicios propostos envolvem
conversdes de registros do numérico-tabular para o simbdlico-algébrico, ou
tratamentos de registros dentro do préprio registro simbdlico-algébrico. Os exercicios
que se solicita uma demonstracdo do aluno necessitam de um tratamento de

registros.
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Nas obras analisadas eu ndo percebi nenhuma atividade que explorasse o
registro geometrico, apesar desse registro ter sido utilizado na parte tedrica do livro
(livro Ly, por exemplo).

Ja nos livros L4 e Ls, que privilegiam o registro numérico-tabular, constatei que
muitos exercicios propostos podem ser resolvidos utilizando-se um tratamento de
registros no préprio registro numeérico.

O livro L3 possui caracteristicas quanto a utilizacao dos registros mais proximas
dos livros L; e L,, com um diferencial de apresentar alguns exercicios que utilizam o
registro simbadlico matricial, envolvendo o espaco das matrizes.

Uma possivel implicacdo didatica do privilégio de determinados registros de
representacdo € nao permitir de forma explicita conversdes de registros € levar o
leitor possivelmente a uma visao “fragmentada” do conceito. Para Duval a escolha
de um registro de representacdo nas atividades matematicas tem como estratégia
facilitar a compreenséo e resolug¢édo dos exercicios propostos.

Quanto ao carater generalizador e unificador da Algebra Linear, encontrei
poucos exercicios que trabalhassem as nocfes de independéncia e dependéncia
linear com espacgos vetoriais como 0 espagco das matrizes, o espaco das fungbes
continuas em um intervalo, dos polindmios de grau menor ou igual a n, mais o
polinébmio nulo.

No que tange a abordagem do objeto matematico de estudo, nenhum livro
didatico analisado nesta pesquisa apresenta as nocfes de independéncia e
dependéncia linear sendo abordada em outros contextos. Os livros Ly, Ly € Ls
possuem capitulos sobre aplicagdes da Algebra linear, como o livro L, que aborda o

assunto programacdao linear utilizando os registros algébrico e geométrico, mas em
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nenhum momento explora a relacdo de dependéncia linear entre os vetores, como
por exemplo, na resolucdo de exercicios de programacao linear.

No préximo capitulo, descreverei as conclusdes finais sobre a analise dos livros
didaticos, ressaltando algumas sugestdes que possam colaborar para o0 ensino-
aprendizagem de Algebra Linear, no que diz respeito as noc¢des de independéncia e

dependéncia linear.
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@:ONSIDERAQ@ES fINAIS

Apos analisar os livros didaticos de Algebra Linear selecionados, a luz do
referencial tedrico e realizar a pesquisa documental do contexto historico acerca do
desenvolvimento do conceito de independéncia linear, algumas conclusdes e
sugestdes serdo apresentadas a seguir.

Inicialmente gostaria de salientar que esta pesquisa diagnosticou e analisou
sob o ponto de vista do referencial tedrico quais sdo os registros de representacéo
semidtica utilizados nos livros selecionados de Algebra Linear nas definicbes,
exemplos e exercicios propostos sobre as noc¢fes de independéncia e dependéncia
linear.

O referencial teérico utilizado nesta pesquisa foi a teoria dos Registros de
Semidtica, de Raymond Duval, que destaca a importancia da utilizagdo dos registros
na aprendizagem dos objetos matematicos.

A metodologia que empreguei foi embasada nos procedimentos de uma
pesquisa documental, a qual, inicialmente consultei as ementas da disciplina de
Algebra Linear do curso de Licenciatura em Matematica de dez universidades de
diferentes regides do pais, com o intuito de verificar quais s&o os livros de Algebra

Linear mais citados nas referéncias bibliogréaficas.
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Foram selecionados cinco livros cuja analise didatica realizei nos capitulos que
tratavam das nogdes de independéncia e dependéncia linear.

Concomitante a analise dos livros didaticos, fiz uma analise histérica da
evolucdo do conceito de independéncia linear, com a finalidade de verificar possiveis
obstaculos no desenvolvimento do tema, além de obter outras informacdes e
conhecimentos a respeito do objeto matematico de estudo.

A principio gostaria de sugerir que as noc¢des de independéncia e dependéncia
linear possam ser introduzidas inicialmente num curso de Algebra Linear explorando-
se 0 registro geométrico, efetuando-se algumas conversdes de registros, utilizando-
se 0 contexto e 0s assuntos abordados na Geometria Analitica.

A proposta baseia-se em alguns resultados de pesquisa que referendam a
introduc&io de um curso de Algebra Linear utilizando-se as propriedades geométricas
dos vetores nos espacos R? e R®. A abordagem de alguns tépicos estudados em
Geometria Analitica para introduzir os conceitos de Algebra Linear, como sugere 0s
resultados de pesquisa de Padredi e Di Pinto, reforcam a utilizacdo do registro
geomeétrico no ensino do conceito de independéncia linear.

A utilizacdo do registro geométrico, as quais séo trabalhadas as propriedades
geomeétricas da independéncia e dependéncia linear entre os vetores, como 0
paralelismo e a coplanaridade, mobilizaria possiveis conhecimentos adquiridos pelo
aluno que cursou a disciplina de Geometria Analitica para a introducdo dos
conceitos de Algebra Linear, e auxiliaria posteriormente nas generalizaces para o
R" e outros espacos vetoriais.

Entretanto, ndo foi encontrado nos livros didaticos analisados nenhuma
atividade, exercicio ou até mesmo uma situacdo que permitisse a conversao

utilizando-se o registro geométrico. Foram encontrados apenas alguns comentarios
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feitos nos livros Ly, L3 e Ly sobre as propriedades geométricas ligadas ao conceito
de independéncia linear, mas nenhum livro apresentou algum tipo de exercicio que
permitisse ao aluno utilizar o registro geométrico e suas possiveis conversdées de
registros.

Os livros analisados ndo retomaram a Geometria Analitica, que pode ser
considerada “concreta”, segundo Harel, em que o aluno possivelmente ja possa ter
aprendido, para introduzir conceitos novos em Algebra Linear.

Para Duval, as conversdes de registros trazem uma originalidade na resolucéo
de problemas matematicos, além de constituir um papel fundamental na
aprendizagem dos objetos matematicos. De acordo com a sua teoria, as possiveis
dificuldades no aprendizado dos objetos matematicos em atividades propostas
surgem ao serem estudadas e analisadas as conversdes de registros.

Quanto as articulacdes e mudancas de registros, diagnostiquei na analise dos
livros didaticos um predominio dos tratamentos de registros na resolucdo dos
exercicios. Os exemplos e exercicios propostos apresentam poucas op¢des quanto
a possibilidade das conversdes de registros, o que de certa forma limita a
diversificacao da utilizagéo dos registros de representacao.

Gostaria de sugerir que os livros didaticos trouxessem mais exercicios que
pudessem produzir mais conversdes de registros, pois de acordo com Duval nas
atividades matematicas as conversdes de registros sao praticamente “ignoradas”.

Verifiquei também que os autores dos livros didaticos privilegiam determinados
registros de representacdo. Nos livros analisados percebi o predominio do registro
numérico (tabular ou por n-uplas) e o registro simbdlico-algébrico, sendo que os

registros simbolico-matricial e geométrico foram menos explorados, talvez por
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questdo de economia de espaco por parte do autor, assim como diagnosticou em
sua pesquisa Pavlopoulou.

Ainda sobre o predominio dos registros de representacdo, notei que o0s
registros utilizados pelos autores nas definicbes e exemplos sdo usados
preferencialmente nos exercicios propostos. Os livros analisados apresentam
poucas opc¢des quanto a possibilidade das conversdes de registros, o que pode em
grande medida levar o aluno a uma visao fragmentada do conhecimento.

Duval enfatiza que devemos transitar em pelo menos dois registros de
representacdo para que possamos compreender 0os conceitos ligados aos objetos
matematicos nas atividades propostas. A utilizacdo poucos registros de
representacao dificulta essa transicao e suas transformacdes.

A utilizacdo do registro de representacdo da lingua natural foi encontrada em
apenas um livro didatico. No livro L4, por exemplo, alguns exercicios podem ser
resolvidos dentro do proprio registro da lingua natural, sendo necessario apenas um
tratamento de registros.

Proporia nas atividades matematicas que o registro da lingua natural fosse
mais utilizado, pois traria possivelmente uma contribuicdo na resolugcé@o de exercicios
do tipo verdadeiro ou falso e até mesmo em exercicios de prova e demonstracdo
gue envolva independéncia linear. Nas pesquisas de Robert e Robinet verificou-se a
dificuldade que os alunos apresentam com esses tipos de exercicios.

Explorando-se o emprego do registro da lingua natural, o professor faz com que
0 aluno possa dissertar mais sobre os conceitos mateméaticos aprendidos. Nesse
caso, o aluno pode escrever a respeito da prépria Matematica, citando teoremas,
propriedades, elaborando contra-exemplos para validar uma afirmacao, constituindo

uma atividade pouco explorada pelos professores.
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Além disso, segundo Duval muitas conversdes de registro apresentam o
fendbmeno de ndo-congruéncia semantica quando o registro de chegada € o registro
da lingua natural. Nos livros didaticos analisados observamos, por exemplo, que os
autores utilizaram alguns termos na lingua natural para a definicdo de independéncia
linear, como “sem que os escalares q; sejam todos iguais ao numero zero”, “sendo
os escalares todos néo-nulos”, “escalares pelo menos um dos quais nao nulos”, que
poderiam ocasionar a dificuldade na compreenséo do assunto abordado.

Por outro lado, ndo se constatou o emprego na lingua natural de outras
expressdes que pudessem facilitar a caracterizacdo e a compreensdo do objeto
matematico em estudo. Em algumas citacdes foram empregados termos como
“vetores supérfluos”, “vetores dependentes”. Como sugestdo, no ANEXO B
encontra-se alguns termos utilizados na lingua natural para as definicbes de
independéncia e dependéncia linear em livros didaticos de origem estrangeira.

O contexto histérico da evolucdo do conceito de independéncia linear nos
mostrou a dificuldade que os matematicos apresentaram com a utilizacdo e
articulacéo dos registros de representacdo, sendo que em alguns casos como Euler,
por exemplo, as nocdes de independéncia e dependéncia linear ficaram ligadas
muito ao contexto dos sistemas lineares, e conseqiientemente as transformacdes de
registros se resumiam aos tratamentos dentro do registro simbolico-algébrico.

Com relacéo ao contexto em que as noc¢des de independéncia e dependéncia
linear foram abordadas do ponto de vista historico, constatei que Frobenius
contribuiu de maneira significativa para a utilizacdo da nocdo de independéncia
linear ndo s6 no contexto das equacfes de um sistema linear, mas também no

contexto das n-uplas, auxiliando no desenvolvimento de posto.
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No caso de Grassmann, os termos utilizados por ele no registro da lingua
natural, como “grandezas derivaveis”, “espécies dependentes uma da outra”
dificultaram muito a compreenséo dos objetos matematicos estudados. Nesse caso,
percebeu-se o0 caso de nao-congruéncia entre os registros utilizados por ele nas
definicbes dos objetos matematicos estudados.

Outro fato que merece ser destacado do ponto de vista historico é a utilizacéao
dos termos linearmente independente e linearmente dependente introduzido nos
livros didaticos por Maxime Bdcher. O autor utiliza o registro simbolico-algébrico para
caracterizar 0 objeto matematico, e a seguir utiliza o registro geomeétrico para
interpretar o objeto matematico geometricamente.

No que diz respeito aos capitulos que apresentam as noc¢des de independéncia
e dependéncia linear, verificou-se em alguns livros analisados que esses conceitos
estdo ligados a uma ferramenta para a determinacdo de um conjunto gerador
minimal que constituira a base de um espaco vetorial.

Nos livros de Algebra Linear analisados, a maioria dos autores introduz esse
conceito no capitulo que antecede a nocao base de um espaco vetorial. Em todos os
livros analisados, ndo se verificou uma abordagem ou aplicagcdo desse conceito em
outras areas e contextos, como sugeriu Silva em sua pesquisa com relagcdo aos
temas abordados em Algebra Linear.

Uma possivel abordagem inicial do conceito de independéncia linear pode ser
feita por meio dos sistemas lineares. Ao mobilizar esse conhecimento possivelmente
adquirido pelo aluno, podemos apresentar um sistema linear como uma combinacéo
linear de vetores. Isso pode ser feito de forma simples, utilizando um tratamento de

registros dentro do registro algébrico, cujo aluno verificaria por meio das
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combinacdes lineares se o0s vetores sdo linearmente independentes. Essa
abordagem foi verificada nos livros L, L4 € Ls.

Os sistemas lineares permitem ainda a exploracdo das relacdes de
dependéncia entre as equacgbOes do sistema, como foi apontado no estudo do
contexto historico. Esse tipo de situacdo, em que se utilizam as relacbes de
dependéncia entre as equacdes de um sistema linear, de acordo com pesquisas
realizadas por Ousman (1996) costuma apresentar dificuldades por parte dos
alunos, talvez por falta de exploracéo nos livros didaticos de Algebra Linear. Essa
abordagem permite também algumas conversdes de registros.

Outra possivel abordagem das nocdes de independéncia e dependéncia linear
poderia ser feita em contextos com aplicaces da Algebra Linear, como nos modelos
de programacao linear (pesquisa operacional) e modelos lineares econdémicos
(modelo de Leontief, por exemplo).

Nesse caso, a abordagem nos contextos citados permite explorar alguns tipos
de registros de representacdo, como o registro geométrico e o simbdlico-matricial,
pouco explorado nos livros analisados.

Para a generalizagcéo do conceito de independéncia linear, verificou-se que do
ponto de vista historico houve uma dificuldade intrinseca na exploragdo do objeto
matematico em outros contextos, pois 0 conceito restringia-se apenas a resolucao
de sistemas lineares.

Para uma introducédo dos conceitos de independéncia e dependéncia linear,
concluo que os registros que devem ser mais explorados inicialmente num curso de
Algebra Linear s&o: o registro geométrico e registro numérico (n-uplas e numérico
tabular) e a sua abordagem sendo feita nos espacos R? e R*® no contexto, por

exemplo, dos sistemas lineares, com o registro simbdlico-algébrico.
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Ja numa segunda etapa do curso de Algebra Linear as generalizacbes
poderiam ser feitas utilizando-se evidentemente o registro simbdlico-algébrico para
se explorar essas nogcdes em outros espacos vetoriais, como 0 espaco das funcdes
continuas em um intervalo, dos polindmios de grau menor ou igual a n e das
matrizes m por n, por exemplo.

Em sintese, dos livros didaticos analisados nesta pesquisa percebi uma falta de
diversificacado na utilizacdo dos registros de representacdo. Como alguns registros
de representacdo sdo privilegiados pelos autores e outros registros deixam de ser
utilizados, as conversdes de registros séo restritas e acabam nao sendo explicitadas
nos livros.

Como proposta de atividade para o estudo das nocdes de independéncia e
dependéncia linear, no ANEXO C encontra-se uma atividade que tem por objetivo
explorar as conversbes dos registros de representacdo no conceito de
independéncia linear, sobretudo utilizando o registro geométrico e da lingua natural.

Espero que estas consideracfes, recomendacdes e sugestdes aqui descritas
possam contribuir para o ensino-aprendizagem das noc¢des de independéncia e
dependéncia linear, no intuito de despertar nos professores, educadores e
pesquisadores de Algebra Linear a importancia dos registros de representagéo
semiodtica nas atividades mateméticas e suas implicacdes didaticas.

Espero, com as analises realizadas nesta pesquisa, que os professores de
Algebra Linear possam refletir um pouco mais sobre a importancia dos registros de
representacdo semidtica ao elaborar suas aulas, atividades e avaliag6es, além de
fornecer subsidios para avaliar outros livros didaticos a luz do referencial tedérico

utilizado nessa pesquisa.
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Lembrando a afirmacdo de Duval que nas atividades matematicas a
diversidade dos registros de representacdo semidtica € uma caracteristica
importante que raramente os professores levam em conta no ensino, verificamos
gue no caso da nocao de independéncia e dependéncia linear essa é uma condicéo
fundamental para a sua aprendizagem, mas que infelizmente é pouco explorada nos
livros didaticos de Algebra Linear.

Contudo, o fato dos livros didaticos de Algebra Linear deixarem de levar em
conta nas atividades matematicas as conversdes de registro ndo nos torna,
professores e pesquisadores, um tanto desanimados e frustrados, mas com certeza
nos impulsiona para outras pesquisas sobre possiveis propostas de ensino para a
Algebra Linear.

O que eu gostaria é que os alunos, assim como afirma Dorier, ao estudar pela
primeira vez um curso de Algebra Linear, ndo se sintam “pisando em um outro
planeta”, diante de uma linguagem totalmente nova e incompreensivel. Esse planeta
deve ser sim explorado e “habitado” pelos alunos, e sua linguagem e suas

representacdes podem e devem ser compreendidas.
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ANEXO A — Ementas de Algebra Linear

Instituicdo: UNIVERSIDADE DE SAO PAULO (USP)
Pré-requisitos: Geometria Analitica (no caso de licenciatura)

Site consultado: http://www.ime.usp.br/~cerri/lic/

Ementa:
Instituto de Matematica e Estatistica - Matematica
Disciplina: MAT0134 - Introducédo a Algebra Linear
Créditos Aula: 4
Créditos Trabalho: 0

Carga Horéria Estégio:

Tipo: Semestral

Objetivos
Familiarizar o estudante com o0s conceitos de transformacdo linear e espaco vetorial de
dimensao finita através da geometria do R2 e do R3. Trabalhar a relacdo entre matrizes e

transformacdes lineares, bem como a resolucao de sistemas lineares de equacées.

Programa

A geometria dos vetores no plano e no espaco; transformacfes do espaco; transformacoes
lineares (no plano e no espacgo); somas e composicao de transformacdes lineares; inversao e
sistemas de equacdes lineares; determinantes; autovalores de transformacfes do plano e do
espaco; matrizes simétricas; classificacdo das superficies conicas e quadricas. A geometria dos
vetores de Rm; transformacdes lineares de Rn em Rm; matrizes; sistemas de equacdes
lineares homogéneos e ndo homogéneos; determinantes. Espacos vetoriais; bases e
dimenséo; existéncia e unicidade de solu¢cdes de um sistema linear; teorema de Rouché-
Capelli; matriz de uma transformacéo linear; espagos vetoriais com produto interno; bases
ortonormais; projecao ortogonal; aproximacédo de fungdes polinomiais.

Bibliografia

T. Banchoff and J. Wermer, Linear Algebra Through Geometry, 2nd. ed. Springer, 1992; M.
Barone Jr., Algebra Linear, 3 ed., IME-USP, S&o Paulo, 1988; M.S. Carakushansky, G. de La
Penha, Introducéo a Algebra Linear, McGraw-Hill, Sdo Paulo, 1976, C.A. Callioli, H.H.
Domingues, R.C.F. Costa, Algebra Linear e Aplicacées, Atual, Sdo Paulo, 1977.
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Instituicdo: UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA (UNESP)
Pré-requisitos: Geometria Analitica

Site consultado: http://www.rc.unesp.br/igce/matematica/

Ementa:

-

y eieey DR,
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Instituicdo: UNIVERSIDADE DE CAMPINAS (UNICAMP)

Pré-requisitos: Geometria Analitica

Site consultado: http://www.ime.unicamp.br/~alglin.

Ementa:

Objetivo:

Conteldo:

Bibliografia:

MA327 - Algebra Linear

1. Apresentar 0s conceitos fundamentais e os resultados que formam a
linguagem bésica da algebra linear.

2. Utilizar os reais como corpo de escalares no desenvolvimento do conteudo,
possibilitando o uso de recursos da geometria em duas e trés dimensoes.

1. Sistemas lineares. Revisdo dos conceitos e métodos utilizados na
resolugcéo de sistemas lineares.

2. Espacos vetoriais reais. Defini¢cdes, propriedades e exemplos.

3. Subespacos. Geradores. Soma e interse¢éo de subespacos.

4. Base e dimensdo. Dependéncia e independéncia linear. Espacos de
dimensao finita.

5. Transformacdes lineares. Representacao matricial. Nucleo e imagem.
6. Soma direta de subespacos. Projecoes.
7. Autovalores e autovetores. Interpretacdo geométrica.

8. Produto interno. Ortogonalidade. Processo de ortonormalizacdo de Gram-
Schmidt. Desigualdade de Cauchy-Schwarz.

9. Adjunta de uma transformacéo linear.
10. Matrizes reais especiais. Simétricas, ortogonais.

11. Diagonalizacao. Aplicacdo a classificacdo de conicas e quadricas.

1. Elon Lages Lima, Algebra Linear, Colecéo Matemética Universitaria, 1995.
2. H. Domingues, C. A. Calioli e R. C. F. Costa, Algebra Linear e Aplica¢cbes, Atual,

1982.

3. Howard Anton, Algebra Linear, 32 edicao, Rio de Janeiro, 1982. 392 pp.
4. J. Pitombeira de Carvalho, Introducdo a Algebra Linear, Livros Técnicos e Cientificos,

1974.

5. José Luiz Boldrini, Sueli I. Rodrigues Costa, Vera Llcia Figueiredo e Henry G.
Wetzler, Algebra Linear, 3% edicdo, Harbra-Harper & Row do Brasil, Sdo Paulo, 1984.
411 pp.

6. K. Hoffman and R. Kunze, Algebra Linear, Livros Técnicos e Cientificos, 1970.
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Instituicdo: PONTIFICIA UNIVERSIDADE CATOLICA DE SAO PAULO (PUC-SP)
Pré-requisitos: Geometria Analitica

Site consultado:

Ementa:

PONTIFICIA UNIVERSIDADE CATOLICA DE SAO PAULO
Centro das Ciéncias Exatas e Tecnologia

Disciplina: ALGEBRA LINEAR
Curso: Licenciatura em Matemaética Série: 2° ano Ano letivo: 2004

Carga Hordria Semanal: 04 horas — 4° feira: 18h45 — 20h25 Turma: LN/2
6" feira: 18h45 — 20025

Conteido programatico:
e Espagos Vetoriais: Defini¢do e Propriedades.

e Subespago Vetorial: Definigio e Propriedades, Intersecgio, Somas, Subespago Finitamente Gerado,
Combinagdio Linear, Dependéncia Linear, Base, Dimenso, Dimensio da Soma e da Intersegdo de subespagos
vetoriais.

o Transformagdes Lineares: Transformagdes no Plano e suas representagdes algébrica e matricial, Transformagdes
Lineares: Defini¢do, Propriedades e representagio algébrica e matricial. Teorema da existéncia e unicidade de
transformagdes lineares, Nicleo ¢ Imagem: defini¢3o e propriedades, Isomorfismo ¢ Automorfismo, Operagdes
(Adigdo, Multiplicagdo por escalar, Composigdo, Potenciagio) em suas representagdes algébrica e matricial.
Isomorfismo entre o espago das transformagdes lineares e das matrizes.

¢ Espagos com Produto Interno: Defini¢do, Propriedades, Norma, Distincia, Base Ortogonal e Ortonormal,
Processo de Ortonormaliza¢3o de Gram-Schmidt.

© Diagonalizagdo de Operadores Lineares: Valor Proprio, Vetor Proprio, Polindmio Caracteristico, Operador

diagonalizavel.

Instrumentos e Critérios de Avaliacio:
Ao longo do curso o aluno sera continuamente avaliado por meio de
s provas individuais;

e avaliagdes em grupo e/ou individuais;

e trabalhos extra classe

A}

244

A +2P,
Média Final:

2 >5

i

W

Bibliografia Basica:
BOLDRINI, José Luiz et al. Algebra Linear. 3. ed. S0 Paulo: Harper & Row do Brasil, 1984. 411p.
CALLIOLI, Carlos Alberto Garcia et al. Algebra Linear e Aplicagdes. 6. ed. S3o Paulo: Atual Editora, 1995. 352p..

Bibliografia Complementar:

LAY, David C. Algebra Linear. 2. ed. Tradugo por Ricardo Camelier e Valéria de Magalhaes lorio. Rio de Janeiro: LTC, 1999.
504p.

LIPSCHUTZ, S. Algebra Linear: teoria e problemas. Tradugo por Alfredo Alves de Farias. S&0 Paulo: Makron Books Pearson
Education do Brasil, 2002, 647p.

LEON, Steven J. Algebra Linear com AplicagGes. 4. ed. Tradugdo por Valéria de Magalhaes lorio. Rio de Janeiro: LTC, 1999.
390p.

FRALEIGH, John B. Linear Algebra. 2.ed. USA: Reading Addison-Wesley, 1991. 518p.

CARAKUSHANSKY, M. Sernfeld; LA PENHA, G. M. S. M. Introdugéo & Algebra Linear. Sao Paulo: McGraw-Hill, 1976. 309p.
LANG, Serge. Algebra Linear. Tradug&o por Frederick Isu. Sdo Paulo: Editora Edgard Bliicher, 1971. 271p.

VALLADARES, Renato C. Algebra Linear. Rio de Janeiro: LTC, 1990. 354p.
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Instituicdo: UNIVERSIDADE FEDERAL DE SAO CARLOS (UFSCAR)
Pré-requisitos: nao ha

Site consultado: http://www.dm.ufscar.br/

Ementa:

Unidade responsavel: Departamento de Matematica DM

Numero de Créditos: 04

Periodo : 3°

Pré-requisito: nenhum

Objetivos: Levar o aluno a entender e reconhecer as estruturas da Algebra Linear que
aparecem em diversas areas da Matematica, e a trabalhar com essas estruturas, tanto
abstrata como concretamente (através de calculo com representacdes matriciais).
Estabelecer conexdes entre as propriedades dos vetores e as estruturas algébricas.
Conteudo: Métodos de eliminacéo de Gauss para sistemas lineares. Espacos Vetoriais.
Sub-espacos. Bases. Somas diretas. Introducdo a programacao linear. Transformacodes
lineares. Matrizes de transformacdes lineares. Nucleo e imagem. Auto-valores e auto-
vetores. Diagonalizag&do. Espagos com produto interno. Bases ortonormais. Projecoes

ortogonais. Movimentos rigidos. Métodos dos minimos quadrados.

Poole, David Algebra Linear, Ed Pioneira Thompson Learning, Baolo, 2004.
Boldrini, J. L. et alii Algebra Linear, 3a. edicédo, Harper & Row do Bre&SiR., 1984.
Lipschutz, S. Algebra Linear, MacGraw-Hill do Brasil Ltda, SP,719

Maple como Auxiliar Didatico em Algebra Linear, mids de aula para
utilizacdo em Laboratério, 1998.

Baldin, YY

Callioli et alii Algebra Linear e aplicacdes, 6a. ed, Atual Edit&R, 1997.
Leon, Steven J Algebra Linear com Aplicacées, 4a. ed, Editora LRG, 1999.
Lay, David C. Algebra Linear e suas Aplicacées, 2a. ed, Editdig,LIRJ, 1999.

Anton, H e Rorres

Chris " Algebra Linear com aplicacdes (8a. edicdo), BookrRamto Alegre, 2001



Instituicdo: UNIVERSIDADE FEDERAL DE MINAS GERAIS

Pré-requisitos: Geometria Analitica
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Site consultado: http://www.mat.ufmg.br/disciplinas/ementas/MAT606.html

Ementa:

DENOMINACAO

CcODIGO

ALGEBRA LINEAR |

MAT-606

CARGA-HORARIA CREDITOS PRE-REQUISITOS
090 o6 -
EMENTA
Sistemas de equacdes lineares e matrizes.

Determinantes.
O espaco Euclidiano IR".

Auto valores e auto vetores.
Aplicacdes e Geometria analitica.

Transformacdes lineares do IR" ao IR™.

BIBLIOGRAFIA BASICA

PN R

HOWARD ANTON - Algebra Linear - Editora Campos, RJ.
VALADARES, Renato J. C. - Algebra Linear e Geometria Analitica.
CARVALHO, J. Pitombeira - Algebra Linear. LTC, RJ.

BOLDRINI - Algebra Linear - Harbra, SP.

LIMA, E. L. - Algebra Linear - Projeto Euclides, IMPA / CNPq, 1996.
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Instituicdo: UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE DO SUL
Pré-requisitos: Geometria Analitica e Vetores ou Calculo e Geometria Analitica |

Site consultado: http://www.mat.ufrgs.br/~algelin/plano042.html

Ementa:

DISCIPLINA: MAT 01355 - Algebra Linear I1A

PERIODO LETIVO: 2004/2

CREDITOS: 04

HORAS-AULA SEMANAIS: 04

PRE-REQUISITOS: MAT01353, MAT01024, MAT01035.

CURSQOS: 011.01; 011.02; 028.00; 029.00; 041.00; 033.00; 095; 101.00; 102.00;
103.00; 104.00; 105.00; 106.00; 107.00; 108.00; 110.01; 110.03; 115.00; 120.05;
200.01; 200.02; 212.01; 212.02; 212.03; 217.00; 222.00

SUMULA: Sistemas de equacdes lineares; Matrizes; Fatoracdo LU; Vetores;
Espacos vetoriais; Ortogonalidade; Valores proprios; Aplicacdes.

OBJETIVOS: Proporcionar ao estudante uma viséo integrada dos conceitos de
Algebra Linear e suas aplicacdes, tornando o estudante capaz de reconhecer e
resolver problemas na area, associados a futuras disciplinas e/ou outros projetos a
que se engajarem.

PROCEDIMENTOS DIDATICOS Aulas expositivo-dialogads; resolugéio de exercicios
como atividade de aula e extra-classe; atendimento extra-classe integrado pelos
professores da disciplina.

BIBLIOGRAFIA RECOMENDADA

1. Lay, David C.: Algebra Linear e suas Aplica¢des, LTC editora, 2°
edicdo, Rio de Janeiro, RJ, 1999. (LIVRO ADOTADO)

2. Anton, H., Rorres, C.: Algebra Linear com Aplicacdes, Bookman, 8%
edicado, Porto Alegre, RS, 2001.

3. Lischutz, Seymour: Algebra Linear, Ed. McGraw-Hill do Brasil Ltda, 3%
edicdo, S&o Paulo, SP, 1997.

4. Boldrini, José L. et all.: Algebra Linear, Ed Harbra, 3% edi¢cdo, S40
Paulo, SP, 1984.

5. Lima, Elon L.: Algebra Linear, Colecdo Matematica Universitaria,
IMPA, Rio de Janeiro, RJ, 1996.

Prof. Coordenador da disciplina: Alveri A. Sant'Ana




Instituicdo: UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARANA
Pré-requisitos: Geometria Analitica A

Site consultado: http://www.ufpr.br

Ementa:

CM 413 - Algebra Linear

Professora : Elizabeth Wegner Karas

Ano: 2004
Carga horéria : 90 horas

Horario :
Diurno: Quartas, das 15h30 as 17h10, Sala PC19
Sextas, das 15h30 as 17h10, Sala PC 18.
Noturno: Quartas, das 20h45 as 22h15, Sala PF07
Sextas, das 20h45 as 22h15, Sala PFO7.
Ementa:
Matrizes e equacdes lineares.
Espacos vetoriais.
Transformacdes lineares.
Operadores e matrizes diagonalizaveis.
Espacos com produto interno.
Funcdes lineares e espaco dual.

Livro Texto :
Algebra linear com Aplica¢bes, Steven J. Leon, LTC

Bibliografia complementar
- Algebra linear, Mario Barone Junior, USP
- Algebra linear, José Luiz Boldrini e outros, Harbra

- Introducéo a algebra linear com aplica¢gbes, Bernard Kolman, LTC.

199

- Linear algebra and its applications, Gilbert Strang, Harcourt Brace Jovanovich.

- Algebra linear, Hoffmann e Kunze, LTC

- Um curso de algebra linear, Favio Ulhoa Coelho e Mary Lilian Lourenco,

EDUSP

- Algebra Linear, Terry Lawson, Editora Edgard Blicher.
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Instituicdo: UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE DO NORTE
Pré-requisitos: nao ha

Site consultado: http://www.ccet.ufrn.br/matematica/

Ementa:

MATO0064 - Algebra Linear |
Ementa

Determinantes e Matrizes. Sistemas de Equacdes Lineares. Espacos
Lineares. Espacos Vetoriais. Transformacdes Lineares.

Carga Horaria: 90 horas/aula Creditos: 06 Periodo: 2°
Pré-Requisito: sem pré-requisito

Bibliografia:

- BOLDRINI / FIGUEIREDO / WETZLER - Algebra Linear - 3a ed - Sdo Paulo:
Haper & Row do Brasil, 1980.

- STEINBRUCH, Alfredo / WINTELE, Paulo - Algebra linear - 2a ed - S&o paulo :
McGraw - Hill , 1987.

-LANG, Serge - Algebra Linear - S&o Paulo : Editora Edgard Blucher Ltda, 1971.

- CALLIOLLI, Carlos A, / DOMINGUES, Hygind H. / COSA, Roberto C. F. Algebra
Linear e Aplicacdes- 2a Ed. - Sdo Paulo : Atual , 1978.
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Instituicdo: UNIVERSIDADE FEDERAL DA BAHIA
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ANEXO B - Defini¢cdes de (in)dependéncia linear

Com o0 objetivo de encontrar alguns termos utilizados na lingua natural que
auxiliem na descricdo e na aprendizagem das nocGes de independéncia e
dependéncia linear, foram selecionados 03 livros de origem francesa.

Como critério da escolha, foram consultados alguns livros didaticos que
aparecem como referéncia em muitos cursos de Algebra Linear na Franca a partir da
década de 60, segundo afirma Dorier.

Os livros selecionados séo:

- Cours D"Algebre, de Roger Godement (1966);
- Algébre Lineaire, de Nicolas Bourbaki (1947);

- L"Algeébre Linéaire, de Jacques Bouteloup (1980).
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Livro: Cours D"Algebre
Autor: Roger Godement.

Editora: Herman, Paris, 1966. 1 ed. p. 174, traducdo nossa

Relagdes Lineares

Chamamos relacéo linear entre os vetores ay, ..., a, todo elemento (A, , ..., A,) do
modulo K" tal que

Alal + ...+ Anan =0

A relagéo linear (0,...,0) € dita trivial. Enfim, diz-se que os vetores aj,..., a, Sao
linearmente independentes ou que a familia (a) 1 <i <n € livre se ndo existe outra relacédo
linear entre ay, ..., a, que ndo seja a relacao linear trivial.

Dizer que a relacédo a,,..., a, séo linearmente independentes significa dizer que a
relacdo

Aag+ ...+ Aa,-=0 implica A= ..=A,=0

Dizer, ao contrario, que eles ndo sao linearmente independentes (dizemos entdo que
0s vetores ay, ..., a, sao ligados ) significa que existem escalares A, , ..., A, ndo todos nulos
tais que tem-se:

/]1&1 + e + Anan: = O.

Termos utilizados: familia livre de vetores, relacéo linear, vetores ligados.

2 Relations linéaires
On apelle relation linéaire entre les vecteurs ay, ..., a, tout élément (Ay , ..., A,) du module K" tel que I'on ait
Adar+ ...+ Aha, =0

La relation linéaire (0,...,0) est dite triviale. Enfin, on dit que les vecteurs ai, ..., an sont linéairement
indépendants, ou que la famille (aj) 1 <i <n €st libre, s"il n"existe pas d autre relation linéaire entre ay, ..., an que la
relation linéaire triviale.
Dire que ag, ..., an sont linéairemente indépendants signifie donc que la relation

Aai + ...+ Ahan-=0 implique A= .= A=0;
Dire, au contraire qu’ils ne sont pas linéairement indépendants (on dit alors que les vecteurs aj, ..., a, sont liés)
signifie qu’il existe des scalaires A1 , ..., A, non tours nuls que I'on ait

/]1&1 + es + Anan: = 0.
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Livro: Algébre vol. Il — Algebre Linéaire
Autor: Nicolas Bourbaki.
Editora: Herman 8 Cie, Editerus. Paris, 1947. 1 ed. p.10, tradugio nossa

Familias Livres 2

Dado um A-modulo sobre E, dizemos que uma familia (ai )iDI de elementos de E &

livre se a relacdo Z)liai =0(ou A =0exceto por um ndmero finito de indices) entdo A =0

para todo i.

Quando uma familia (81- ) néo é livre, dizemos que ela é ligada.

Termos utilizados: familia livre de vetores, familia ligada.

13 Families libres.
Dans um A-module E, on dit qu'une famille (ai)iDI d'eléments de E est libre si la relation

Z/]iai =0(ou /1i = O sauf pour um nombre fini d"indices) entraine /]i = Opour tout i.

Loursqu’une famille (a1 ) n’est pas libre, on dit quelle est liée.
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Livro: L Algébre Linéaire
Autor: Jacques Bouteloup

Editora: Pres Universitaires de France, 3 ed., 1980, tradu¢c&o nossa

Familias livres e ligadas **

Dizemos que uma familia A € livre (ou novamente que 0s vetores sdo independentes)

se toda combinacao linear de um numero finito de vetores de A ndo podem ser nulos se

todos os seus coeficientes s&o nulos: »"Av, =0=>[i, A =0. Caso contrério, a familia A &

dita ligada; pode-se escrever uma relacdo dos coeficientes ndo todos nulos, ela sera dita

uma relagéo de vinculo.

Termos utilizados: familia livre de vetores, familia ligada, relacdo de vinculo.

1 Familles libres e liées — Nous dirons gu'une famille A est libre (ou encore que les vecteurs de A sont
indépendants) si toute combinaison linéaire d'um nombre fini de vecteurs de A ne peut étre nulle que si tous ses

coefficients sont nuls: ZAiVi =0=10I, Ai =0. Sinon, la famille A est dite liée; on pourra alors écrire une telle

relation avec des coefficients non tours nuls; elle seréa dite relation de liaison.
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ANEXO C — Proposta de Atividade

A primeira atividade tem por objetivo utilizar a conversdo de registros como
forma de verificacdo da independéncia linear dos conjuntos de vetores apresentados
a sequir.

As transformacfes possiveis partem do registro geométrico e podem ser feitas
de diversas maneiras, dentre elas:

i) Convertendo-se os vetores para o registro numeérico por n-uplas ou tabular;

i) Utilizando-se as propriedades geométricas dos vetores, como coplanaridade, para
verificar a dependéncia linear entre os vetores;

iif) Utilizando o registro da lingua natural, enunciando uma propriedade ou teorema

para verificar a dependéncia linear.

ATIVIDADE 1

Dado um cubo de aresta unitaria, observe a figura a seguir:

&

2l

2

De acordo com os vetores a, b, ¢ e d representados na figura anterior,

responda as seguintes questdes:

1) Diga se o conjunto de vetores abaixo € L.D. ou L.I., justificando a sua resposta:
a) (a, b, c)

—

b [ac d)
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2) Utilizando um sistema de coordenadas cartesianas, dé as coordenadas dos

vetores a, b, ce d.

3) Escreva o vetor nulo 0= (O, 0, 0) como combinacéo linear, respectivamente dos
vetores (a, b, C)e (a, C, d).
4) Verifique se o vetor a pode ser escrito como combinacao linear, respectivamente

dos vetores (b, C)e dos vetores (C, d)

ATIVIDADE 2

A segunda atividade tem por objetivo utilizar o registro da lingua natural para
justificar se uma afirmacdo é verdadeira ou falsa. Pode-se utilizar o registro

geomeétrico para auxiliar a determinacdo da dependéncia linear.

Sejam u, v e w vetores do espaco R®. Classifique as afirmacdes abaixo em
verdadeiras ou falsas. Se as afirmacdes forem verdadeiras, represente
geometricamente por meio de um exemplo. Caso a afirmacao seja falsa, justifique a
sua resposta.

a) SeA={u,v}éld. eB={v,w}eéli,entdo o conjunto C ={u, v, w} é |.d.
b) Se A={u,v}éld.eB={v, w}éLli., entdo o conjunto C = {u, v, w} é |.d.
c) SeA={u,v}éld. eB={v,w}éld., entdo o conjunto C = {u, v, w} é I.d.

d SeA={u,v}élieB={v,w}éli,entdo o conjunto C ={u, v, w} e L.i.



