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RESUMO

Esta dissertacdo tem por objetivo investigar como alunos da 1° série do
Ensino Médio se apropriam do conceito de congruéncia e o utilizam no processo

de prova.

A pesquisa foi baseada nas investigacdes de: Parzysz (2001) sobre o
desenvolvimento do pensamento para o ensino da Geometria; Machado (2005)
sobre a rede de conhecimentos; Freudenthal (1973) sobre a organizacao local

para o estudo da congruéncia e Balacheff (1988) sobre os tipos de provas.

Utilizou-se como metodologia de pesquisa, alguns principios da Engenharia
Didatica que envolveu 14 alunos do 1° ano do Ensino Médio, de uma escola

publica do Estado de Sao Paulo.

As andlises da experimentacdo mostraram que, 0 processo de transi¢cao do
concreto para o espaco-grafico contribuiu para a apropriagdo do conceito de
congruéncia e que esse processo favoreceu, em parte, a passagem do empirico
para o dedutivo. Outros complementos na sequéncia didatica se tornam
necessarios para que a passagem do empirico ao dedutivo se concretize mais

amplamente.

Palavras-chave: Congruéncia — Cabri-géometre — Prova — Geometria.



ABSTRACT

This dissertation has by purpose to investigate how first grade students of
the High School appropriate of the congruence conception and utilize it in the

proof process.

The research was embased in the investigation of: Parzysz (2001) about
thought progress for geometry teaching; Machado (2005) about knowledge net;
Freudenthal (1973) about local organization for congruence teaching and
Balacheff (1988) about kinds of proofs.

It was utilized while research methodology, some didatic engineering
principle which involved fourteen first grade students of the High School from a

public school of the S&o Paulo State.

The analyses of the experimentation showed that the changing process
from concrete to the graphic-space contributed to the appropriation of the
congruence conception and how this process collaborated, partially, to the
passage from empirism to deduction. Other complements in didatic sequence
become necessary to that this passage from empirism to deduction renders more

widely.

Key-words: Congruence — Cabri-géometre — Proof — Geometry.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1. JUSTIFICATIVA E ESCOLHA DO TEMA

Desde que comecei o mestrado, minha intengédo era escrever sobre a
geometria. O motivo é que pela propria vivéncia como professora, ha mais de 10
anos, sendo a maioria do tempo no Ensino Médio, percebia que a cada ano o0s
alunos parecem vir do Ensino Fundamental, com menos conhecimentos sobre
assuntos elementares da geometria.

Para um bom aproveitamento de assuntos relacionados ao Ensino Médio
como: trigonometria, geometria analitica, geometria espacial, entre outros, €&
imprescindivel o conhecimento prévio dos fundamentos da geometria.

Favoravelmente a intencdo de elaborar uma pesquisa em geometria,
iniciou-se no segundo semestre de 2005, o projeto de pesquisa, denominado
AProvaME — Argumentacédo e Prova na Matematica Escolar, sob a coordenacao
de Siobhan Victoria Healy e professores membros do Grupo de Pesquisa
Tecnologias e Meios de Expressdao em Matematica (TecMEM), da Pontificia
Universidade Catdlica de S&o Paulo — PUC-SP. Minha participacdo nesse projeto
integra o trabalho dos demais professores, que também s&o alunos do curso de
pos-graduacdo da PUC-SP.

Um dos objetivos do projeto AprovaME € investigar as concepc¢des sobre a
argumentacao e prova em Geometria e Algebra, de alunos da faixa etaria entre 14
e 16 anos, ou seja, alunos do Ensino Fundamental e Ensino Médio. Além disso,
outra finalidade do projeto é a utilizacdo do computador como instrumento
incentivador e favoravel ao ensino e aprendizagem da matematica.

Motivada pelas finalidades do projeto AprovaME, que concilia a tecnologia
do computador com as investigacdes de argumentacao e prova em Geometria, e
meu interesse em explorar o conhecimento em Geometria dos estudantes que
concluiram o Ensino Fundamental, escolhi o tema Congruéncia, normalmente
contemplado no 4° ciclo do Ensino Fundamental, caracterizando-se como um dos

primeiros assuntos de contato dos alunos com a geometria dedutiva, objeto de



interesse de pesquisa no AprovaME. No 3° ciclo (5% e 62 séries) do Ensino
Fundamental, a geometria € voltada para o empirico e as constatacdes ocorrem e
sdo aceitas por meio de observacdes dos procedimentos e resultados de
experimentos como, por exemplo, pode-se verificar que a soma das medidas dos
angulos internos de um triangulo é 180° por meio de dobraduras, recortes de
triangulos ou medi¢cées dos angulos do triangulo com o transferidor. Por outro
lado, no 4° ciclo (72 e 82 séries) do Ensino Fundamental, é esperado que o aluno
utilize os axiomas, os teoremas e a linguagem simbdlica para provar certos
enunciados, por meio de validacdes formais e dedutivas, exemplificando, o0 uso
dos casos de congruéncia de triangulos, no estudo das propriedades dos
quadrilateros.

Um trabalho que valorize também a passagem do empirico para o
dedutivo, pode auxiliar na aprendizagem e desenvolvimento do conhecimento nos
alunos, visto que, a transicdo do empirico, no 3° ciclo, para o dedutivo, no 4°
ciclo, em inimeros casos ocorre abruptamente, isto é, no 3° ciclo as
constatacdes que sdo aceitas por meio de observacdes e resultados empiricos
ndo sdo suficientes no 4° ciclo.

A transicdo do concreto para o abstrato, do processo empirico para o
dedutivo, da linguagem natural para a simbdlica, propiciando o desenvolvimento e
a evolugcédo na aprendizagem do estudante chamou minha atencdo, sendo que o
interesse sobre essas evolucdes também € geral, e nos dltimos anos, estudos
tém sido realizados por pesquisadores da area de educacdo. Entre os estudos
realizados, estdo destacadas, na Revisdo Bibliografica deste capitulo, algumas
pesquisas em Geometria, referentes a aquisicdo de conceitos mateméticos, a
utilizacdo de programas de computador auxiliando o processo de aprendizagem,
e, sobre provas e demonstracdes na matematica. O estudo especifico sobre o
tema Congruéncia ainda carece ser desenvolvido.

Para investigar como o tema Congruéncia é tratado em documentos,
consultei os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Fundamental (PCNEF)
e Médio (PCNEM), documentos atuais que sugerem e auxiliam a pratica
pedagdgica ou selecdo de materiais didaticos, e estdo disponiveis a educadores e
pesquisadores. O PCNEF apresenta no bloco Espaco e Forma o estudo da
congruéncia de figuras a partir de atividades experimentais, além disso, relaciona

as transformacdes isométricas com a congruéncia.



Deve destacar-se também nesse trabalho a importancia das
transformagBes geométricas (isometrias, homotetias), de modo que
permitam o desenvolvimento de habilidades de percepcéo espacial e
como recurso para induzir de forma experimental a descoberta, por
exemplo, das condi¢bes para que duas figuras sejam congruentes ou
semelhantes. (PCNF, 1998, p.51).

As orientacdes dos parametros do Ensino Médio também mencionam a
Congruéncia como um assunto ja estudado no Ensino Fundamental, portanto,
considerando-se que o0 aluno do Ensino Médio tenha tido contato com a
congruéncia, sugere um estudo mais aprofundado, voltado ao dedutivo, como

segue:

O ensino de Geometria no Ensino Fundamental esta estruturado para
propiciar uma primeira reflexdo dos alunos através da experimentacéo e
de deducdes informais sobre as propriedades relativas a lados, angulos e
diagonais de poligonos, bem como o estudo de congruéncia e
semelhanca de figuras planas. Para alcancar um maior desenvolvimento
do raciocinio légico, € necessario que no Ensino Médio haja um
aprofundamento dessas idéias no sentido de que o aluno possa
conhecer um sistema dedutivo, analisando o significado de postulados e
teoremas e o valor de uma demonstracdo para fatos que lhe s&o
familiares. (PCNEM, Matematica, 2002, p.123)

Para consolidar a escolha do tema e saber se era propicio desenvolver um
estudo sobre congruéncia, decidi verificar se alunos da 12 série do Ensino Médio
se apropriaram do assunto Congruéncia de figuras no Ensino Fundamental.
Assim, trés questdes (anexo 2) sobre congruéncia foram formuladas, sendo que a
primeira foi discursiva; a segunda solicitava, de livre escolha do aluno, a
representacdo de duas figuras congruentes; e a terceira, com o auxilio de uma
malha pontilhada, pedia a reproducéo de uma figura dada. Essas questfes foram
aplicadas em alunos de uma escola estadual, do 1° ano do Ensino Médio, periodo
diurno.

Os resultados dos 144 alunos que colaboraram sdo mostrados na tabela da

pagina a seguir:



-Questdo1- | -Questdo 2 - - Questéo 3 -
Discursiva Representacdo | Malha Pontilhada

Acertos 35 44 46
Erros/ndo sabe/brancos 109 100 98
Total de estudantes 144 144 144

Tabela 1 - QuestBes sobre congruéncia

Entre as trés questdes, a que obteve menor acerto foi a questao discursiva,
apesar de ocorrer pouca evolucéo nos acertos de uma questao para outra.

No geral, os resultados foram relevantes e me motivaram a fazer uma
pesquisa sobre o assunto, pois, na primeira questao, 109 alunos (76%) nao
responderam corretamente, deixaram em branco ou declararam nao saber
responder. Na segunda questdo, 100 alunos (69%) nao souberam representar
corretamente, deixaram em branco ou declararam nao saber responder. Mesmo
com o auxilio da malha pontilhada, 98 alunos (68%) ndo conseguiram reproduzir o
desenho, deixaram em branco, ou declararam néo saber responder.

Os resultados mostraram que a compreensdo dos alunos da 12 série do
Ensino Médio dessa escola, em relagdo a congruéncia € em grande parte
ausente, indicando o favorecimento a uma pesquisa de situacdo de aprendizagem
sobre Congruéncia de figuras.

Diante dos resultados obtidos com os alunos, mais a constatacdo de
caréncia de pesquisas, especificamente ligadas a situacdo de aprendizagem
desse topico, conclui que é importante um estudo sobre a Congruéncia com os
alunos do 1° ano do Ensino Médio, ja que, além de ndo apresentarem o
conhecimento sobre a congruéncia, alguns tém uma idéia equivocada sobre o

assunto.

1.2. ESTRUTURA DO TRABALHO

A organizacdo dessa pesquisa € constituida de 5 capitulos, sendo que no
primeiro capitulo, justifica-se a escolha do tema e se apresenta uma revisdo
bibliografica de pesquisas relacionadas a aquisicdo de conceitos matematicos, a
utilizacdo de programas de computador voltados a geometria e a provas de

conceitos geométricos. Finaliza-se o0 capitulo com a apresentacdo dos



fundamentos teoricos, baseados em trabalhos dos pesquisadores: Parzysz,
Machado, Freudenthal, Chevallard e Balacheff.

O segundo capitulo apresenta uma breve histéria da origem e
fundamentacdo da geometria influenciando na concepc¢do do conceito de
congruéncia, envolvendo os trabalhos de Euclides, Clairaut, Legendre, Hadamard,
Hilbert e Birkhoff. Finaliza-se o capitulo com a analise de alguns livros didaticos.

Os Sujeitos, Método e Material compdem o terceiro capitulo, com o intuito
de esclarecer onde, quando, como, com quem e o0 que foi desenvolvido nessa
pesquisa, isto €, organizacdo, concepcdo e aplicacdo de uma sequéncia de
ensino sobre congruéncia em alunos do 1° ano do Ensino Médio, baseados na
metodologia da Engenharia Didatica.

O quarto capitulo é dedicado a analise a posteriori das atividades da
sequéncia de ensino, bem como, a confrontacdo desses resultados com as
analises a priori, realizada no terceiro capitulo. Contempla o quinto capitulo, os

resultados e consideracdes finais a respeito da pesquisa realizada.

1.3. REVISAO BIBLIOGRAFICA

A Geometria tem sido tema de pesquisadores da area de Matematica e
Psicologia, que focam tanto as praticas pedagogicas, como a aprendizagem em
Geometria de alunos e professores. Dentre os psic6logos, nota-se o trabalho de
Klausmeier (1977), que pesquisou sobre a aquisicdo de conceitos. Na concepc¢ao
desse autor, esta aquisicdo ocorre através de mudancas progressivas e
ordenadas na estrutura cognitiva e nos comportamentos observaveis e de
inferéncias, processadas durante a vida do sujeito. Ocorre em quatro niveis
sucessivos: 0 concreto (como prestar atencédo no objeto, realizar discriminacéo,
reconhecer e ou lembrar de um objeto mesmo que ele esteja ausente em um
conjunto de objetos); identidade (capacidade de generalizagdo); classificatorio
(como reconhecer e classificar conceitos como sendo exemplos e ndo exemplos
de uma mesma classe de coisas) e formal (como denominar o conceito e defini-lo
e recordar o conteudo verbal referente a ele, formular hipéteses, compreender o
conceito a partir de casos particulares para 0s mais gerais). sugere alguns
procedimentos do professor: identificar se o aluno é capaz de formar os niveis

cognitivos; programar uma sequéncia para ensinar o aluno a perceber



caracteristicas de exemplos e ndo exemplos, de modo que ele mesmo identifique
os atributos definidores do conceito; estabelecer uma terminologia correta e
fornecer retornos ao aluno sobre os acertos e erros e, finalmente, propiciar 0 uso
do conceito.

Pirola (1995) utilizou a teoria de Klausmeier. Sua pesquisa consistiu em
investigar, dentre os 137 alunos de 52 a 82 séries do ensino Fundamental de uma
escola publica do estado de S&o Paulo, se os alunos de séries mais avancadas
conseguiam identificar os conceitos de triangulo e de paralelogramo, no que diz
respeito aos atributos definidores, exemplos e ndo exemplos, de forma mais
completa que alunos de séries menos avancadas. Os sujeitos analisados tiveram
0 mesmo professor e este utilizava a proposta curricular para o ensino de
matematica. Um questionario, um teste de atributos definidores, em que os alunos
assinalavam se afirmativas eram verdadeiras ou falsas, e teste de exemplos e
nao exemplos, foram aplicados a esses alunos e os resultados mostraram que 0s
alunos da sétima série obtiveram melhores resultados, em seguida a sexta,
depois a oitava e quinta séries. Os alunos da sétima e sexta séries conseguiram
verbalizar as definicbes de triangulos e paralelogramo, além de desenhar e
reconhecer os atributos definidores do conceito. Os exemplos e ndo exemplos
das figuras analisadas também tiveram uma grande porcentagem de acertos na
sexta série, com 68% e na sétima série com 74%. O pesquisador finaliza
concluindo que naquela escola ndo € valorizada a aprendizagem dos conceitos de
forma significativa, mas sdo evidenciados as féormulas memorizadas e problemas-
tipo, devido ao fato dos alunos terem calculado areas e perimetros sem conhecer
0s atributos e exemplos e nao exemplos das figuras.

Aléem de Klausmeier, outro referencial de estudo sobre a aprendizagem é
Krutetskii (1968), citado por Wielewski (2005), que se refere a habilidade
matematica como um fendmeno interno, resultante da interacdo de varios
componentes que, para serem estudados, é preciso observar o sujeito durante a
execucao da atividade. Ele utilizou métodos experimentais (analises quantitativas
e (qualitativas de experimentos sobre as habilidades em matematica, nos
estudantes considerados talentosos na disciplina) e ndo experimentais (referia-se
as discussbes com o0s estudantes, pais, professores, estudo da personalidade e
desempenho em outras disciplinas, além de professores de matematica e

pesquisadores matematicos soviéticos que responderam a questionarios sobre a



habilidade para aprender matematica). Segundo Krutetskii (1968), citado por
Wielewski (2005), os componentes das habilidades matematicas sdo: Percepcdao,
generalizacdo, légica e raciocinio, reducdo, flexibilidade, pensamento reversivel,
analitico-sintética, memadria matematica, conceitos espaciais.

A pesquisa realizada por Wielewski (2005) investigou os aspectos do
pensamento matematico para resolugcdo de problemas, segundo a teoria de
Krutetskii. A pesquisa consistiu ser exploratéria qualitativa, na forma de estudo de
caso, tendo como objetivo investigar o pensamento matematico de alguns
estudantes universitarios. Questionarios, com questdes subjetivas, foram
aplicados antes e depois de 13 problemas matematicos. Os sujeitos foram 13
alunos universitarios (sendo 9 do curso de Licenciatura Plena em Matemética e 4
estudantes do curso de Ciéncias da Computacao). Diferentemente de Krutetskii, a
pesquisadora investigou estudantes universitarios em funcdo da vivéncia e
maturidade relacionadas ao pensamento matematico, se comparados aos
estudantes do Ensino Fundamental. Na pesquisa exploratdria, esclareceu 0s
aspectos teodricos utilizados no trabalho cientifico. A parte experimental focou a
resolucdo de problemas, envolvendo diferentes pensamentos e diferentes
processos de resolucdo. O objetivo da pesquisa era questionar o aspecto
psicologico e interpretativo sob o ponto de vista matematico. Os resultados
obtidos levaram a pesquisadora a concluir que o pensamento mateméatico néo é
influenciado por caracteristicas individuais, mas pela sua historia cultural e social,
pelo desenvolvimento da matematica, por livros didaticos e representacfes
semidticas, por conteudo ou &reas envolvidas, pela formacado académica, pelas
experiéncias com a atividade matemética e pelos proprios problemas
matematicos.

Alves (1999) explorou as habilidades na resolucdo de problemas
aritméticos de 53 alunos do 3° ano do Ensino Médio de escola particular e publica.
Utilizou, entre outros, a teoria de Krutetskii (1976) e que segundo ele a solugéo de
problemas € um processo cognitivo através do qual o sujeito recorre aos
conceitos e principios previamente aprendidos para elaborar uma estratégia
adequada, com a finalidade de encontrar a resposta ou solugdo desejada,
aperfeicoando esquemas ja existentes em sua estrutura cognitiva.

Um outro estudo na Educacdo Matematica € o modelo tedrico de

aprendizagem proposto por van Hiele (1955), modelo de desenvolvimento do



pensamento geométrico, que foi amplamente divulgado e traduzido para o inglés
a partir década de 1970. Esta teoria identifica cinco niveis de compreensdo na
aprendizagem em geometria: visualizacdo (nivel 0), analise (nivel 1), deducédo
informal (nivel 2), deducéo formal (nivel 3) e rigor (nivel 4), que de acordo com a
maturidade geométrica o sujeito pode estar em um determinado nivel e, através
de sequéncias ou situacdes de ensino, este sujeito poderd passar de um nivel
para outro mais avancado. Segundo a teoria, 0 avanc¢o no nivel depende mais do
conteddo e método de instrucdo do que da idade do sujeito. Rezi (2001, p.10) faz

citacdo de van Hiele sobre esses niveis:

Vocé pode dizer que alguém atingiu um nivel mais elevado de
pensamento quando uma nova ordem de pensamento permite a ele, com
respeito a certas operacfes, aplicar essas operacdes sobre novos
objetos. O atingir de um novo nivel ndo pode ser efetuado pelo ensino,
mas ainda, pela escolha adequada de exercicios, o professor pode criar
uma situacéo favoravel para que o aluno alcance o nivel de pensamento
mais elevado. (van Hiele, 1955, p.289, citado por van Hiele, 1986, p.39).

Na visualizagdo, os sujeitos sdo capazes de reconhecer as formas dos
objetos de forma geral e ndo por suas partes ou propriedades. Ja no nivel
seguinte, analise, as caracteristicas e propriedades das figuras sao discernidas,
mas as relacdes entre propriedades ainda ndo sdo entendidas. Na deducado
informal, os sujeitos estabelecem relacdes entre propriedades das figuras ou
entre figuras e, na deducao formal, ocorre a compreensédo das relacbes entre
termos indefinidos, axiomas, teoremas, demonstracéao e definicdo. O ultimo nivel,
referente ao rigor, o sujeito é capaz de trabalhar em varios sistemas axiomaticos,
isto é, a geometria euclidiana e a ndo-euclidiana.

No Brasil, a teoria de van Hiele também tem sido divulgada por autores
como: Lilian Nasser e Neide P. Sant'/Anna, em "Geometria segundo a teoria de
van Hiele", Mary Montgomery Lindquist e Alberrt P. Shulte, em "Aprendendo e
Ensinando Geometria” — traducdo de Hygino H. Domingues, trabalhos de
mestrado de Odaléa A. Viana e Viviane Rezi da UNICAMP, entre outros.

A pesquisadora Rezi (2001), investigou as relacdes entre o nivel de
desenvolvimento do pensamento da geometria de van Hiele e estudou alguns

componentes da habilidade matematica, intrinsecos as atividades de solucéo de



problemas, relacionados a conceitos geomeétricos e componentes das habilidades
matematicas, como a percep¢do geométrica e a habilidade para conceitos
espaciais. Inicialmente avaliou 201 estudantes, concluintes do Ensino Médio de
uma escola particular e outra publica, durante o periodo de aula sobre seus
conhecimentos na resolucdo de problemas com enunciado verbal, problemas que
requerem processamento visual e problemas que requerem representacéo e
manipulacdo mental de objetos. A pesquisadora baseou-se no trabalho de van
Hiele (1986), "Structure and Insight”, trabalhos anteriores de Pirola (1995),
Oliveira (1998) e Vianna (2000), e textos de Nasser (1992, 1992a) e Usiskin
(1982, 1994). Em suas consideracdes finais, a pesquisadora apresenta como
resultado de pesquisa, a necessidade do professor auxiliar o desenvolvimento de
habilidade nos alunos conseqtientemente a aquisicdo de conhecimentos.

Viana (2000) explora as habilidades geométricas segundo o modelo de van
Hiele. As perspectivas da formac&o de conceitos, segundo Piaget e Vygotsky, sdo
apresentadas e destaca a contribuicdo desses tedricos para a educacgéo. Avaliou
o conhecimento de 377 alunos do CEFAM — Centro Especifico de Formacgéo e
Aperfeicoamento do Magistério, sobre as figuras tridimensionais e classificou-os
segundo os niveis de conceituacdo de van Hiele. Além disso, concentrou seus
estudos na andlise de habilidades visual/grafica e verbal, categorizadas através
das teorias de Piaget sobre a representacéo do espaco e de Vygotsky sobre os
conceitos cientificos e espontaneos. Para classificacdo dos niveis de van Hiele,
no nivel 1 era solicitado ao aluno nomear figuras, no nivel 2 era usada a
planificacdo, para o nivel 3 foram selecionadas questdes sobre as relagbes entre
figuras. Os resultados mostraram que, dos 377 alunos, 285 (75,6%%) alunos nao
conseguiram reconhecer e nomear as principais figuras geomeétricas espaciais,
que geralmente sado trabalhadas nas primeiras séries do Ensino Fundamental,
sendo classificados no nivel 0; 64 alunos (17%) conseguiram nomear e
reconhecer as figuras e foram classificados no nivel 1; em seguida, 21 alunos
(5,6%) conseguiram analisar as propriedades das figuras e foram classificados no
nivel 2. Apenas 1 aluno ficou no nivel 3, por estabelecer relacdes entre as
propriedades das figuras. Os restantes, 6 alunos (1,6%), nao foram classificados.

Outras pesquisas foram dedicadas a investigacdo da geometria dedutiva:
Nasser e o grupo do Projeto Fundao do Instituto de Matematica da Universidade

Federal do Rio de Janeiro, contando com a patrticipacdo de professores de ensino



fundamental e médio e de licenciandos. Os primeiros experimentos realizados em
turmas, cujos professores ndo tinham uma prética voltada para a argumentacéao,
mostraram que os alunos ndo eram capazes de justificar qualquer afirmacao, por
mais simples que fosse, tanto no campo geométrico quanto no algeébrico.
Trabalharam a habilidade de argumentacao em turmas de 52 a 82 série do Ensino
Fundamental e em todas as séries do Ensino Médio. Na investigagdo, 0s
seguintes tipos de prova foram considerados: justificativa pragmatica (a
veracidade de uma afirmativa se da com base em apenas um ou alguns casos
particulares); recorréncia a autoridade (o aluno afirma que o resultado é
verdadeiro porque o professor falou, ou porque estd no livro didatico); exemplo
crucial (o aluno desenvolve um raciocinio de carater bem geral, apoiado em um
exemplo e justificativa grafica que tenha uma figura como base).

Carlovich (2005) analisa o ensino da Geometria dedutiva nos livros
didaticos do 3° e 4° ciclos do Ensino Fundamental, do inicio de 1990 e inicio de
2000. Esses periodos foram escolhidos em virtude de serem anteriores e
posteriores a implantacdo do Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD), em
1995. Sua analise, apresenta uma evolucdo nas propostas dos exercicios dos
livros analisados, aplicados no periodo de 1990, para exercicios com enfoque
heuristico em 2000. A autora ressalta a necessidade de fornecer caminhos para a
apropriacdo do raciocinio dedutivo em Geometria pelos alunos das séries desse
ciclo, embora, as cole¢cdes dos anos de 2000 proponham atividades com
validacbes empiricas e dedutivas. Faz referéncias aos casos de congruéncia
para justificar e provar a congruéncia de triangulos e propriedades dos
quadrilateros. Arsac (1987) e Balacheff (1987) sao citados por Calovich (2005) na
orientacdo sobre a evolucdo do pensamento empirico e dedutivo. O primeiro
defende que provas empiricas podem aparecer na 72 série, enquanto o0 segundo
defende que a evolugdo dos fundamentos devem iniciar com justificativas
empiricas e evoluir para valida¢des dedutivas desde as séries iniciais, respeitando
o nivel de racionalidade dos alunos.

Mabushi (2000) realizou um estudo sobre transformacdes geométricas nos
cursos de formacéao de professores. A pesquisadora se fundamenta nos trabalhos
de pesquisadores como van Hiele, Brousseau e Douady. O estudo foi realizado
junto aos professores inscritos no curso de Licenciatura Plena em Matematica da

PUC-SP, para Professores com Licenciatura Curta em Ciéncias, projeto iniciado
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em 1999 que visava oportunizar aos professores, com licenciatura curta em
Ciéncias, aprimorar, atualizar e complementar seus estudos. O grupo era formado
por 34 professores, com idade ente 20 e 45 anos, considerando que 51% eram
recém-formados. Na pesquisa realizada por Mabuchi, 74% dos professores
colaboradores nunca estudaram o assunto transformacfes geométricas, 70%
desconheciam termos como vetor, translacédo, rotacdo e até a idéia de simetria.
Em sua conclusdo, Mabuchi sugere novas pesquisas sobre transformacoes
utilizando a tecnologia.

Pietropaolo (2005) investigou sobre a necessidade e acessibilidade da
implementacdo de provas e demonstracdes nos curriculos de Matematica da
Educacdo Basica e suas implicacbes nos curriculos de formacédo inicial de
professores. Um dos motivos apresentados para o desenvolvimento da pesquisa
foi que, como Integrante da equipe de elaboracdo dos Parametros Curriculares
Nacionais (PCN) de Matematica do 3° e 4° ciclos do Ensino Fundametal,
Pietropaolo (2005) constatou que "foram pouco profundos os debates sobre
argumentacfes e provas e sobre suas potencialidades pedagdgicas durante a
composicdo do PCN", e questionou mais adiante sobre quais experiéncias um
professor de matematica em formacdo deveria vivenciar para constituir
competéncia na organizacao e direcao de situagOes de aprendizagem visando ao
desenvolvimento do raciocinio dedutivo de seus alunos. A pesquisa qualitativa foi
realizada por meio de pesquisa bibliografica, entrevistas com 9 pesquisadores
e/ou professores em Educacdo Matemtatica e 7 professores do Ensino
Fundamental e Médio. Fundamentou-se nos trabalhos dos pesquisadores Healy e
Hoyles (2000), Dreyfus (2000), Balacheff (1987), Knuth (2002). Os resultados de
sua pesquisa apontaram que 0s entrevistados eram favoraveis a inclusdo de
provas nas aulas de Matematica desde o Ensino Fundamental, mas que alguns
defendiam um trabalho voltado a verificacbes empiricas e em "mostracdes” para
se chegar a formalizacdo no Ensino Médio. Quanto a sua questdo de pesquisa,
sobre os cursos de licenciatura se estariam em condicbes de oferecer uma
formacdo de qualidade para o profissional que vai ensinar provas, inclusive
rigorosas e se ele proprio aprendeu a provar, o pesquisador chegou a uma
conclusao negativa dessas questoes.

No estudo com os programas de computador, Vaz (2004) utilizou a

metodologia Experimento de Ensino para explorar o ensino e aprendizagem de
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prova e demonstracao, utilizando o software educativo Cabri-géometre, com o
assunto isometrias. Trata dos aspectos indutivos e dedutivos que, geralmente,
nao sao suficientemente desenvolvidos nos alunos. Os participantes foram alunos
de 72 e 82 séries de uma escola particular da cidade de S&o Paulo. A
pesquisadora se fundamentou nos trabalhos de Piaget e Garcia, em particular, a
transicdo entre a etapa intrafigural (enfoque nas propriedades internas de uma
figura) e interfigural (enfoque nas relagcbes entre figuras) e no trabalho de
Balacheff no que se refere as classificacdes de prova. Segundo a pesquisadora,
0os alunos permaneceram mais no campo pragmatico (campos de acdo e
percepcao) e fizeram pouca conexado entre esse campo e 0 campo conceitual.

O Cabri-Géometre auxiliou o movimento empirico/conceitual, enquanto
generalizagao de figura, em virtude do dinamismo do software. Acrescenta que o
uso das transformacfes geométricas na prova ndo consegue, por si s0, resolver
todos os problemas que foram apresentados no estudo que utiliza modelos
euclidianos. Com sua pesquisa, 0s alunos conseguiram elaborar provas locais,
indicio para uma prova valida global.

As pesquisas em Psicologia da Educacdo Matematica, segundo Brito
(2001), tém por objetivo estudar o ensino e a aprendizagem da Matematica e sua
relacdo com os fatores cognitivos e afetivos dos sujeitos analisados, envolve
interesse de especialistas, tanto da area de Matematica, quanto da Educacéo e
da Psicologia. Brito (2001) ressalta Fischbein (1990) ao assinalar que as

disciplinas, Psicologia e Matematica,

Embora sejam estruturalmente diferentes, sempre houve um interesse
reciproco entre elas. Se por um lado psicélogos tentavam demonstrar os
fendmenos psicolégicos em termos de modelos matematicos, 0s
matematicos como Poincaré, Hadamard, Polya e Freudenthal

pesquisaram a psicologia do raciocinio matematico.(Brito, 2001, p.53).

Além de Klausmeier e Kruteskii, outros psicologos elaboraram teorias da
aprendizagem. Pode-se destacar Ausubel, que se dedicou em elaborar uma teoria
da aprendizagem dentro da sistematica da sala de aula. Sua teoria,
Aprendizagem Significativa, tem como idéia central o conhecimento prévio do
sujeito, e a aprendizagem pode ocorrer por descoberta ou por recepcdo. A

aprendizagem significativa por descoberta, segundo a teoria de Ausubel, citado
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por Brito (2001), ocorre quando o sujeito € levado a encontrar, por si somente, o
significado de um ou mais conceitos que se encontram imersos no conteudo total
a ser aprendido; diferentemente da aprendizagem por recep¢do, que tem o
material apresentado ao sujeito de forma pronta, final e acabada. Brito (2001)

exemplifica a aprendizagem significativa do conceito de congruéncia:

Por exemplo, ao ensinar o conceito de congruéncia e as propriedades
da congruéncia entre segmentos (propriedade reflexiva, propriedade
simétrica e propriedade transitiva) o professor prepararia o contetido a
ser aprendido de maneira légica e ordenada, iniciando a aula com
situac6es motivadoras e desafiadoras, de forma a levar o aluno a
descobrir 0s significados e as relacdes entre os conceitos envolvidos e

os procedimentos necessarios para se alcancar a solucao. (p.74).

Pode-se afirmar que essa aprendizagem sera significativa se, no contexto
da sala de aula, o professor e o aluno forem protagonistas, visto que o professor
devera criar condicdes, através da preparacdo e organizacdo dos materiais
potencialmente significativos (de maneira ndo-arbitraria e substantiva), para que a
aprendizagem significativa possa ser incorporada a estrutura cognitiva do aluno.
Por outro lado, o aluno devera se dispor a relacionar significativamente o material
aos elementos ja existentes na sua estrutura cognitiva, isto é, o aluno devera

manifestar uma disposicéo para a aprendizagem.

1.4. FUNDAMENTACAO TEORICA

Esta pesquisa se apoiara nos trabalhos de Parzysz, Machado, Freudenthal,

Chevallard e Balacheff.

1.4.1. PARZYSZ

Parzysz (2001) no seu artigo " Articulation entre perception et déduction
dans une démarche géométrigue en PE1", faz um comparativo e analise dos
trabalhos de van Hiele (1984) que distingue cinco niveis do desenvolvimento do
pensamento geomeétrico.

Com relac&o ao trabalho de van Hiele (1957), segundo Parzysz (2001), a
geometria, relativa aos niveis 0 e 1, refere-se a uma geometria "concreta” (objetos

sdo materiais do cotidiano do aluno), e a argumentacdo se apoOia em critérios
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perceptivos. Em contrapartida, a geometria correspondente aos niveis 3 e 4 é
uma geometria "tedrica" (objetos sdo conceituais e a Unica argumentacao
aceitavel é a demonstracdo). Entre esses niveis, o nivel 2 é quando aparece o
conflito entre o que o aluno sabe e 0 que percebe, isto €, um nivel intermediario

entre o concreto e o tedrico. De acordo com Parzysz (2001):

Esta distingdo em niveis, se tomada ao pé da letra, corre o risco de se
deixar pensar que um dado individuo, a um certo momento de seu
desenvolvimento, deve situar-se num determinado nivel. Mas seria ndo
levar em conta a situagdo na qual encontra-se este individuo neste
momento, e que pode desempenhar um papel determinante: sabe-se que
um "perito" de um dominio especifico pode ndo mais se comportar em

perito quando € colocado numa situacdo nao familiar, mesmo quando
surgiu ao seu dominio de avaliagdo. (PARZYSZ, 2001, p.1, traducéo

nossa).

A analise leva Parzysz a propor um quadro tedrico para o ensino da
geometria que consiste em 4 niveis formadores das etapas no desenvolvimento
do pensamento geométrico. O primeiro nivel GO, denominado Geometria
concreta, tem como caracteristica a identificacdo das figuras, exclusivamente,
pelo aspecto geral. Os objetos séo concretos e a validacdo € perceptiva.

Quando a énfase ocorre nas representacdes figurais e gréaficas, o nivel G1,
denominado geometria espaco-grafica, é evidenciado. Nesse nivel da-se inicio a
identificacdo de propriedades de certas figuras. Trabalha-se com a manipulacao
de objetos bidimensionais (desenhos em uma folha ou tela de computador) e a
resolucdo esta relacionada ao uso de régua, compasso, transferidor ou comandos
do programa de computador utilizado. A validacéo é, ainda, perceptiva.

Na geometria proto-axiomatica, nivel G2, os objetos em jogo séo tedricos
(suas existéncias provém de axiomas e definicdes) e a prova é tedrica (tendendo
a ser hipotético-dedutivo). Segundo Parzysz (2001, p.1), o termo "proto-
axiomatica" (G2) é um paradigma que aparece, de fato, como uma simplificacéo,
uma versao vulgarizada de uma teoria axiomatica completa (G3), tal como a de
Hilbert. Isso quer dizer que o estudo dos axiomas e teoremas euclidianos nao
precisam seguir a forma rigorosa de um sistema axiomatico completo, mas podem

ser estudados de modo que sejam obtidos empiricamente e possam ser utilizados
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em conjunto das técnicas dedutivas, cuja validacdo seja feita com o0 uso de
teoremas e propriedades evidentes obtidas dessa experimentacao.

O nivel G3, denominado geometria axiomatica, caracteriza-se pelo uso
exclusivo de sistemas axiomaticos. Os objetos analisados sdo tedricos e a
validacdo é por meio de axiomas e propriedades desses sistemas axiomaticos.

Assim, o quadro tedérico proposto por Parzysz (2001) apresenta objetos de
natureza fisica (GO e G1) ou tedrica (G2 e G3), e a validacao pode ser perceptiva
(GO e G1) ou légica-dedutiva (G2 e G3).

1.4.2. MACHADO

Muitos psicologos e matematicos contribuiram para explicar o processo de
desenvolvimento cognitivo em geometria. Outros, como Machado (2005),
procuraram estabelecer pontes entre as concepcbes e acgbes docentes, as
generalidades das questdes tedricas e a especificidade das tarefas pedagdgicas,
a fim de garantir a compreensao e construgédo do conhecimento.

Segundo Machado (2005), o conhecimento pode ser considerado como
rede de significados e leva em conta a idéia de que conhecer é apreender o

significado. Destaca o comentario de Dewey (1979):

Compreender é apreender a significacdo... Apreender a significacdo de
uma coisa, de um acontecimento ou situacdo é ver a coisa em suas
relacbes com outras coisas... Contrariamente, aquilo a que chamamos
coisa bruta, a coisa sem sentido para nés, é algo cujas relagcdes ndo
foram apreendidas (DEWEY, 1979, p.139, citado por MACHADO, 2005,
p.35).

De acordo com Machado (2005), para que ocorra a apreensédo da rede de
significados em Geometria, € necessario propor atividades integradoras que
propiciem a articulacdo entre os elementos cognitivos de percepcdo, de
concepcao, de representacdo e de construcado dos objetos de estudo, sendo que
essas atividades devem ocorrer em todos os niveis de ensino da Geometria.
Esses elementos formam as faces do tetraedro (Fig. 1), designados por Machado

(2005), para explicar a construcdo do conhecimento geométrico. A percepcao
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engloba a observacdo e manipulacao direta de objetos materiais, percepcédo de
formas e propriedades caracteristicas, atividades empiricas, sensoriais. Na
construcdo, os objetos séo fisicos. As atividades sao realizadas por meio de
objetos do cotidiano (massas, varetas, papéis). As representacdes de objetos
ocorrem por meio de desenhos, onde as propriedades costumam ser
parcialmente concretizada, linguagem computacional, comandos, programas,
algoritmos, diagramas de bloco tém lugar nas representacfes esquematicas. A
face da concepcdo tem como caracteristica, a sistematizacdo do conhecimento
geomeétrico, com predominio de definicbes precisas, enunciado cuidadoso das
propriedades, encadeamento de proposi¢cdes nas demonstracfes formais ou
informais de certos resultados, chamados de teoremas.

Essas quatro faces separadas tém importancia limitada. Para que se atinja
a organizacdo conceitual cada face deve estar integrada a outra. A
desvalorizacdo de uma ou outra prejudica no desenvolvimento do conhecimento

geomeétrico.

Concepgéo

ercepcao

As faces integradas com o objetivo de se atingir a organizacéo conceitual

Percepcdo [ Construcdo [ Representagdio (] Concepgéo

Fig. 1

A metafora do tetraedro esta no equilibrio do sélido quando é apoiado em
qualguer uma das faces e no conhecimento geométrico que se encontra, também,
equilibrado, numa de suas caracteristicas que serve de apoio. O aprendizado de
geometria necessita da articulacdo das quatro faces ou caracteristicas,

anteriormente citadas,

uma vez que percebemos para construir ou quando construimos para
representar ou representamos. Concebemos o que pretendemos

construir, mediante as representacfes, ou construimos uma
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representacdo como uma planta ou maquete para facilitar a percepcéo.
Separadas, cada uma das faces tem uma importancia muito restrita.
Entre as atividades perceptivas e conceituais, ou para o estabelecimento
de relagcdes mais consistentes entre o conhecimento empirico e sua
sistematizacdo formal sdo fundamentais atividades intermediarias
envolvendo a construgéo e a representacdo. (MACHADO, 2005, p.54-55)

Segundo Machado (2005), atividades relativas a representacdo nao
costumam ser suficientemente valorizadas como elementos fundamentais dos
processos cognitivos. Dessa forma, defende que em todas séries do ensino da
geometria o professor utilize atividades integradoras que propiciem a articulacao
harmoniosa das quatro faces do tetraedro, inclusive de construcdo e

representacdo. Ressalta que:

€ tdo importante transitar, como uma crianca, da percepg¢do a

construcdo, dai a representacdo e, entdo, a concep¢do, quanto o é
realizar o percurso do engenheiro ou do arquiteto, que concebe o objeto
geométrico antes de representa-lo e construi-lo, e sé entdo torna-lo
palpavel. (MACHADO, 2005, p.56).

Os pesquisadores Parzysz e Machado estdo em concordancia no que diz
respeito ao uso de atividades que estimulem a percepcdo, representacao,
construcdo e concepcdo dos conceitos geomeétricos para a construcdo do
pensamento geométrico. Pode-se dizer que o aluno so ir4 atingir determinados
niveis do pensamento geométrico se houver a articulagdo eficaz entre as faces do
tetraedro. Assim, para que a aprendizagem ocorra € necessario propor atividades
para que haja uma mobilizacdo entre os sentidos e ac¢des do individuo, de modo
que estes sejam requisitados, reorganizados, descartados e resgatados quando
necessario, a fim de contribuir para a efetiva aprendizagem.

Os niveis descritos por Parzysz e as faces do tetraedro construido por
Machado estdo relacionados ao que no campo da psicologia tem sido
amplamente estudado no que diz respeito a relacdo da habilidade de percepcao

visual e os conceitos de geometria.
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1.4.3. FREUDENTHAL

Hans Freudenthal (1905 — 1990) foi um matematico muito influente no
desenvolvimento da Educacdo Matematica. Foi professor dos van Hiele, e em seu
livro Mathematics as an Educational Task, de 1973, prop6e uma renovacao no
ensino da Geometria, apresentando os trabalhos dos van Hiele (1957), que
realizavam cursos onde utilizavam materiais concretos e o espaco era o ponto de
partida para a formulacdo de conjeturas e suas justificativas.

Para Freudenthal (1973) a Geometria € “compreender 0 espaco” que a
crianca “deve aprender a conhecer, explorar, conquistar, de modo a poder ai
viver, respirar e mover-se melhor”. Prossegue afirmando que, a crianca podera
"aprender a matematizar a realidade" e "realizar descobertas” por si mesma e de
modo significativo para ela. Além disso, a geometria contribui para que a "crianca
sinta, a partir da necessidade logica das suas conclusbes, a forca do espirito
humano, ou seja, o proprio espirito”. Com base nessa compreensao, ao inveés se
desenvolver junto aos alunos o formalismo rigoroso da geometria axiomatica,

Freudenthal (1973) propde um outro tipo de organizagao.

Para o ensino da demonstracdo em vez de se pretender apresentar ao
aluno uma organizacdo global da geometria (um sistema axiomatico
completo), devem ser apresentadas experiéncias de organizacéo local,
em que alguns resultados conjeturados por eles, sejam por meio de
curtas deducdes, interligados logicamente. (FREUDENTHAL, 1973,
citado por VELOSO, 1998, p.27).

Como exemplo, Freudenthal propde uma organizacao local para o estudo
de quadrilateros, aceitando sem demonstracdo os casos de congruéncia dos
triangulos (LLL, LAL, ALA, LAAO) e a igualdade dos angulos alternos internos,
sendo estes aceitos sem demonstracdo. Essa organizagao local pode ser feita
com ou sem o0 computador. Essa inovagdo no ensino da Geometria foi
amplamente divulgada pelo Conselho Nacional de Professores de Matematica
(NCTM), dos Estados Unidos, em 1989, quando entre outras normas, O
desenvolvimento de curtas seqiiéncias de teoremas, tinha como base a idéia de

Freudenthal.
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1.4.4. CHEVALLARD

Segundo Chevallard (1999), a atividade do professor envolve uma
organizacdo praxeoldgica que "é um conjunto de técnicas, de tecnologias e de
teorias organizadas para um tipo de tarefa". As atividades dos livros didaticos
podem ser analisadas, utilizando-se a organizacdo praxeoldgica proposta por

Chevallard.

A tarefa pode ser expressa por um verbo, por exemplo, construir um
tridngulo equilatero, dividir um namero inteiro por outro inteiro, ler um manual. A
técnica pode ser relacionada como sendo uma “maneira de fazer’ a tarefa
proposta. Para um tipo de tarefa, constitui-se a organizacdo praxeoldgica de um
bloco prético-técnico (saber fazer) e um bloco tecnolégico-tedrico (um saber).

As tecnologias sdo os discursos racionais sobre a técnica. Uma das
finalidades da tecnologia é o de justificar “racionalmente” a técnica para assegurar
a realizacdo da tarefa e, outra, a de explicar e fazer inteligivel e clarear a técnica,
isto é, dizer porque a justificativa é correta.

O discurso tecnoldgico contém afirmacdes mais ou menos explicitas,
ocorrendo essa realizacdo a um nivel superior de justificacdo-explicacéo-
producdo ao da teoria, que retoma em relacdo a tecnologia o papel que esta
altima tem a respeito da técnica.

Parzysz (2001) utiliza a organizagdo praxeolégica de Chevallard para
analisar problemas de niveis G1 e G2 e explica que pode ocorrer em um mesmo
tipo de problema (tarefa) a distingcdo, ao mesmo tempo, do nivel das técnicas, da
tecnologia e da teoria. Por exemplo, para G1 as técnicas utilizadas para a
resolucao deste tipo de tarefa sdo essencialmente ligadas ao uso de instrumentos
como regra graduada, compassos, esquadro, relator (percepcao instrumentada).
As tecnologias (modo de validacao) fazem igualmente uso dos instrumentos, que
sdo utilizados para controlar o desenho construido pela constatagdo visual de
coincidéncias ou superposic¢des, graduacdes da regra, pontas do compasso. O
nivel tedrico - ausente na pratica usual - seria uma teoria relativa a preciséo ou a
economia dos tracados.

Em G2, essa mesma tarefa apresenta na técnica referéncia a objetos
geométricos (retas, pontos, segmentos, circulos...), cuja existéncia € assegurada

por enunciados (definicbes, axiomas, propriedades admitidas...), e o uso dos
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instrumentos permite obter representacbes (desenhos). As tecnologias
correspondentes consistem na producéo de um discurso de tipo dedutivo aplicado
nos dados do enunciado, utilizando elementos de G2 encontrados anteriormente.
O nivel tedrico é constituido por uma geometria axiomatica de tipo G3 (a
geometria afim euclidiana). Contudo, uma técnica muito geral em G2 é a
realizacdo e o estudo de "figuras" (desenhos) sobre os quais fara, eventualmente,
agir com técnicas de G1, com o objetivo de procurar indices que permitirdo

conduzir a uma demonstragao.

1.4.5. BALACHEFF

Balacheff (1988) apresenta uma forma de categorizar a evolugao cognitiva
sobre provas. Ele apresenta quatro tipos de validacdes para as provas: empirismo
ingénuo, experiéncia crucial, exemplo genérico e experiéncia mental.

O empirismo ingénuo € uma das primeiras formas do processo de
generalizagao, a validacao ocorre com a verificagdo de alguns poucos casos, sem
questionamento quanto as particularidades. Em seguida, na experiéncia crucial a
validacdo ocorre enunciando-se explicitamente o problema da generalizacdo e a
resolucdo € por meio de um caso particular que é possivel. O exemplo genérico é
um outro tipo de prova, em que a validagao ocorre tomando-se um representante
de uma situagcao particular para explicar a validagdo de uma proposi¢do. E o
altimo tipo de prova é a experiéncia mental, que se refere a apresentacdo de
deducbes logicas baseadas em propriedades, desligadas de um representante
particular. Os trés primeiros tipos de prova séo considerados provas pragmaticas,
gue segundo Balacheff sdo elaboradas baseando-se em fatos e acdes, enquanto
que a ultima é uma prova de tipo intelectual, cujo pensamento e atuacdo sao
tedricos. A seguir, é exemplificado, por meio de uma questdo resolvida, os

diferentes tipos de niveis. Esta questao foi utilizada no projeto AprovaME, fase 1.

A e B séo dois quadrados idénticos.
Um vértice do quadrado B esta
localizado no centro do quadrado A. (

Qual fracdo da area do quadrado A

esta coberta pelo quadrado B?
Fig. 2
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Empirismo ingénuo: Por exemplo, uma resposta sendo igual a Y,
constatada pela observacdo de que ha uma parte coberta e outra ndo coberta do
quadrado A.

Outro exemplo desse tipo, tomando-se alguns casos em que,
experimentalmente, se conclui de que a area é de Y4, justificando que ao "ajeitar”

0 quadrado B no quadrado A percebe-se que a area € Ya.

Fig. 3

Experiéncia crucial: Caracterizada pela verificacdo da proposicdo em
causa num caso particular tido como tipico. Utiliza-se um caso particular
considerando-o de forma geral que também valide outros casos particulares. Por
exemplo, na representacao 1 os lados do quadrado B que estdo sobre o quadrado
A, séo prolongados de modo que ocorre a divisdo em 4 partes iguais do quadrado
A. Como isso ocorre com a representacdo 1, também ocorre com as demais

representacdes. Portanto, a area € de Ya.

Representacéo 1 5 =
Representac&o 2 Representacio 3 Representagéo 4

Fig.4
Exemplo genérico: Caracterizado pela apresentacdo de propriedades

aplicadas sobre um caso tipico. Por exemplo, toma-se o quadrado A e o divide em

quatro quadrados iguais (C, D, E, F), pelos pontos médios dos lados desse
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quadrado. Retira-se o triangulo retangulo G do quadrado D e o encaixe na parte H

gue sobrou do quadrado E.

Fig. 5
Portanto, a area preenchida pelo quadrado B no quadrado A é de Ya.

Experiéncia mental: Pode-se justificar, utilizando o caso ALA de
congruéncia de triangulos, que a area do quadrado A coberta pelo quadrado B é
Ya.

Dividindo o quadrado em quatro partes iguais, pelo ponto | *
médio de cada lado. O ponto P, centro do quadrado A, é

vértice dos quatro quadrados originados pela divisdo. Tem-

se que APQR = APST, pois, PTZPR (lados dos

quadrados menores), STP= Q RP (&ngulos retos dos T

quadrados menores), SIST;ngQ (RISS+SIST=90° e

RPS+RPQ=90°, COM SPR comum).

Como a parte do quadrado B que cobre o quadrado A € composto pelos
poligonos: PQR e PRUS, sendo que PQR e PTS séo congruentes, a area coberta
é de Y.

Outros pesquisadores que realizaram estudos sobre a prova trazem
valiosas contribuicbes, por exemplo, para Hanna, “"enquanto na pratica
matematica a funcéo da prova € a justificacdo e a verificacdo, a funcéo principal
na educacdo matematica é seguramente a da explicagdo”. Além disso, acrescenta
que numa "boa prova, além de correta e explicativa, poderia também ser levada
em consideracdo o nivel de detalhe, o contexto da aula e a experiéncia dos
estudantes".(Hanna, 1995, p.48, citado por Pietropaolo, 2005, p. 80).

Para Nasser e Tinoco (2001), uma prova pode ter varias funcdes. A mais
conhecida é a de validar um resultado, isto é, comprovar que € verdadeiro. Essa

funcdo é, sem duavida, fundamental na Matematica, mas nem sempre é
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motivadora para alunos da escola basica. A funcdo adquire significado especial
quando ha alguma duavida, ou seja, quando é preciso validar ou refutar uma
conjectura. Outra funcdo da prova é a de explicar ou elucidar, isto é, mostrar
porque o resultado é verdadeiro. Algumas provas séo perfeitamente aceitas, mas
nao esclarecem o motivo pelo qual a afirmativa vale. As autoras citam De Villiers
(1991), “Em vez de enfatizar na prova apenas seu papel de verificagdo, a funcao
mais fundamental da prova como meio de explicacao deve ser explorada, a fim de

apresentar a prova como uma atividade significativa para os alunos”.

1.4.6. CABRI-GEOMETRE

Considerando a utilizacdo de ambientes dindmicos computadorizados na
organizacdo de uma situacdo didatica, o computador pode contribuir no
desenvolvimento do pensamento geométrico dos alunos. Em contato com esses
ambientes dinamicos, os alunos podem explorar situacdes que possibilitam
descobrir as propriedades das figuras e conceitos geométricos, de maneira
significativa para eles.

Nesse trabalho sera utilizado o software de geometria dinamica Cabri-
géometre, objetivando favorecer a aprendizagem dos alunos em relacdo a
congruéncia. Esse software foi concebido por Jean-Marie Laborde e Frank
Bellemain, da Université Joseph Fourier em Grenoble, Franca, em 1985, cuja
versao em Windows foi em 1988.

Segundo Laborde e Laborde (1995), citado por Vaz (2004, p.19), uma das
caracteristicas do Cabri é permitir que os estudantes verifiguem propriedades
visualmente identificAveis de suas constru¢des. Dessa forma, o préprio aluno
pode descobrir propriedades inerentes as figuras geométricas pela manipulacao
de seus elementos. Isso também € revelado no significado das iniciais que
compdem a palavra Cabri (Cahier de Brouillon Interactif), cuja traducéo é caderno
de rascunho interativo. Pode, entdo, ser considerado um caderno de rascunho
em que as inumeras estratégias de construcdo ou resolucdo de problemas podem
ser colocadas em pratica e registradas através dos comandos que o software
oferece, como os utilizados no Windows, e em tempo real, as constru¢cdes podem
ser alteradas, movimentadas na busca de solu¢cdes problemas e de propriedades

de figuras.
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O Cabri-Géometre 1l é acessivel aos alunos, pois foi distribuido as escolas
publicas do Estado de Sao Paulo no final da década de 1990, periodo em que foi
implementado o programa "A Escola de Cara Nova na Era da Informética”, da
Secretaria de Educacdo do Estado de Sao Paulo. A exploracao se faz atravées de
atividades de interacdo dos alunos com as ferramentas do software, que
permitem a eles, experimentar, modificar, transformar, construir e reconstruir,
identificar propriedades, visualizar o objeto de estudo. Nesse sentido, Arcavi e
Hadas (2003) afirmam que "os ambientes computadorizados dinamicos
constituem laboratorios virtuais em que os estudantes podem jogar, investigar e
aprender matematica".(Arcavi e Hadas, 2003, p.25), sendo os computadores um
meio de aprendizagem.

Segundo Arcavi e Hadas (2003), a visualizacdo, a experimentacdo, a
surpresa, a retro-alimentacdo e a necessidade de prova e demonstracdo, séo
caracteristicas desse laboratério virtual, que ajudam a aprofundar e intensificar a
aprendizagem. A experimentacdo permite, além da observacdo, a possibilidade
de medir, comparar, modificar figuras e fazer constru¢des auxiliares mais faceis. A
surpresa diz respeito as atividades que buscam motivar e surpreender os alunos
diante de expectativas prévias esperadas por eles. A retro-alimentacdo
ocasionada pela surpresa faz com que os alunos busquem maneiras de resolver e
justificar suas respostas. Com o ambiente dinamico e atividades que exploram a
visualizacao, experimentacao, surpresa e retro-alimentacéo, propicia-se situacoes

para prova e demonstracao.
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CAPITULO 2

ESTUDO DO OBJETO MATEMATICO "CONGRUENCIA"

Este capitulo traz, primeiramente, como a congruéncia foi tratada ao
longo da histéria, em seguida, a analise de como trés livros didaticos, indicados
pelo PNLD, abordam o tema congruéncia. Esta analise sera feita segundo a
teoria antropoldgica do didatico proposta por Chevallard.

A palavra congruéncia vem do latim "congruentia”, que significa
conveniéncia, coeréncia, isto €, que ha ligacdo ou adesdo reciproca. Em
Geometria, para provar que duas figuras sdo congruentes deve-se mostrar que
€ possivel sobrepor uma sobre a outra, de modo que se correspondam ponto a
ponto. O processo que leva a sobreposicdo de uma figura a outra, sem
deformagéo, se denomina deslocamento ou transformagéo, que por sua vez,
pode ser uma translacdo, uma rotacdo, uma reflexdo ou uma composicao entre
essas transformacodes.

A congruéncia nem sempre foi, ou é tratada do ponto de vista da
geometria das transformacdes, como, sucintamente, foi descrito acima, mas foi
considerada como proposi¢cao na obra de Euclides, ou como axioma em Hilbert.
Considerando-se essas diferentes posicoes, pode-se afirmar que o estudo da
congruéncia é inerente ao estudo da origem e da evolucdo da Geometria,
outrossim, 0 seu estudo torna-se um convite para a utilizacdo e
desenvolvimento dos atributos cognitivos de percepc¢do, representacao,
construcdo e de deducéo.

O presente estudo toma como ponto de partida a congruéncia tratada por
Euclides, em particular, os casos de congruéncia de triangulos, que tém sua
importancia na utilizagdo direta ou indireta, nas proposi¢cdes seguintes de sua

obra.

2.1. EUCLIDES

Na origem da geometria, encontra-se entre os babildénios e egipcios a
pratica de uma geometria intuitiva, ndo axiomatica. Os procedimentos e regras

objetivavam principalmente as medi¢cdes de areas e volumes. A tentativa de
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sistematizacdo da geometria foi apresentada nas paginas introdutorias de

Proclus (410-485) em seu "Comentario sobre o primeiro livro de Os Elementos

de Euclides".

Tales primeiro foi ao Egito e de |4 introduziu esse estudo na
Grécia. Descobriu muitas proposicdes ele proprio, e instruiu seus
sucessores nos principios que regem muitas outras, seu método
de ataque sendo em certos casos mais geral, em ouros mais

empirico. (Boyer,1974, pag.35)

Proclus atribui o teorema de congruéncia, conhecido hoje como o0 caso

ALA, de congruéncia de triangulos a Tales. Apos Tales, outros grandes filosofos

gregos contribuiram para a formacdo da geometria sistematizada, entre eles,

Pithgoras, Hipdcrates de Quios, Platdo, Aristételes. Possivelmente, Euclides

utilizou as divisdes de AristOteles para a sua organizacdo metodica.

A obra de Euclides intitulada de "Os Elementos" era constituida de 13

livros. Sua organizagdo foi tdo bem estruturada que, durante séculos, superou

todos os escritos sobre a Geometria e ainda hoje € explorada. Sobre a sua obra

sao expressas afirmacdes como:

O grande mérito de seu trabalho reside na selec¢éo feliz de proposi¢es
€ no seu arranjo numa sequiéncia logica, presumivelmente a partir de

umas poucas suposicdes iniciais. (Eves, 2004, p.169).

Os Elementos de Euclides, escritos h4 mais de dois mil anos, sdo um
feito impressionante. Juntamente comas descobertas de J. Bolyai e de
N. Lobachewsky, o trabalho de Euclides, os seus prolongamentos e a
andlise das suas limitagbes tém constituido o ndcleo central da
geometria com que a generalidade das pessoas e dos matematicos
entram em contato, nas escolas e nos nossos institutos e

universidades. (Veloso, 1998, p.17)

O estudo da congruéncia legada por Euclides €, nessa pesquisa,

apresentada segundo a traducao de Vitrac (1990).

Euclides edifica a geometria a partir de definicdes, postulados e entes

primitivos. Utiliza-os numa seqiéncia logica e sistematica nas proposicoes.

Inicia seu trabalho, no livro I, apresentando 23 definicbes, posteriomente,
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define, entre outros elementos, o ponto, a reta, o plano, o angulo, o triangulo, o

circulo. A seguir, sdo apresentadas algumas defini¢cdes:
= Um ponto é o que ndo tem partes.
= Umallinha é o que tem comprimento sem largura.
= As extremidades de uma linha s&o pontos.
= Umallinha reta € uma linha que assenta igualmente entre as suas extremidades.
= Uma superficie é o que tem apenas comprimento e largura.
= As extremidades de uma superficie sao linhas.
= Uma superficie plana é uma superficie sobre a qual assenta toda a linha reta entre

dois pontos quaisquer da superficie.

Essas definigbes consistiam em uma tentativa de analise l6gica do
espaco fisico idealizado, pois, para os gregos, a geometria ndo era um estudo
abstrato como foi formalizado posteriormente, mas era proveniente de vivéncias
e evidéncias, por exemplo, o ponto era uma idealizacdo de particulas muito
pequenas. Apds essas definicbes, Euclides apresenta 5 postulados e 9 noc¢des
comuns ou axiomas. Dos axiomas, destaca-se o0 axioma 7: "Coisas que
coincidem umas com outras sdo iguais entre si", que € utilizado na proposicéo 4
do caso LAL.

Euclides nao utilizou o termo congruéncia, mas seu entendimento pode-
se dar com o axioma 7, que pode ser interpretado como "coisas" que se ajustam
umas sobre as outras, sem se deformar. Tradicionalmente € interpretado como
uma justificativa de um principio de superposicdo, ndo mencionado por
Euclides. Este axioma aparece também na proposicdo 8 — caso LLL de
congruéncia, e na proposicao 26 - casos ALA e LAAo.

A seguir, as proposicOes e demonstracdes dos casos de congruéncia de

triangulos desenvolvidos na obra de Euclides.

1° caso de congruéncia de triangulos (LAL) - proposicdo 4

Se dois tridngulos tém dois lados iguais a outros dois lados respectivamente,
e se os angulos compreendidos por esses lados forem também iguais, entéo,

os lados restantes séo iguais e 0s angulos que sdo opostos aos lados iguais,

também sao iguais.
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Fig. 7a Fig. 7b

Demonstracdo: Sejam ABC e DEF dois triangulos com os dois lados AB e
AC iguais aos dois lados DE e DF respectivamente, isto €, AB é igual a DE e
AC é igual a DF, e 0 angulo BAC igual ao angulo EDF.

Digo que a base BC também ¢é igual a base EF, o triangulo ABC é igual ao
triangulo DEF, e os outros angulos séo iguais aos outros angulos
respectivamente, isto é, os que ficam opostos a lados iguais, ou seja, o
angulo ABC é igual ao angulo DEF e o angulo ACB é igual ao dngulo DFE.
Se o tridngulo ABC é posto sobre o tridngulo DEF e se o0 ponto A € posto
sobre o ponto D e as linhas retas AB sobre a DE entdo o ponto B também
coincide com E porque AB é igual a DE. De novo, coincidindo AB com DE, a
linha reta AC também coincide com DF porque o angulo BAC € igual ao
angulo EDF. Assim, o ponto C também coincide com F porque AC é igual a
DF. Mas B também coincide com E, logo a base BC coincide com a base
EF e, portanto sdo iguais. Assim, todo o triangulo ABC coincide com todo o
tridangulo DEF e, portanto sdo iguais. E os outros angulos também coincidem
com os outros angulos logo sao iguais, o angulo ABC é igual ao dngulo DEF
e 0 angulo ACB é igual ao angulo ao angulo DFE. Assim, se dois tridangulos
tém dois lados iguais a dois lados respectivamente, e se 0s angulos
compreendidos por esses lados forem também iguais entdo os lados
restantes sdo iguais e 0s angulos que sdo opostos aos lados iguais séo

também iguais.

O caso de congruéncia LAL é assumido por Euclides como sendo uma
proposicao (teorema) e € justificado usando a superposicdo através do termo
"posto sobre”, empregado no sentido de encaixar, transladar ou aplicar uma
figura sobre a outra. Essa utilizacdo fez com que outros matematicos tecessem
outras consideracfes a respeito dessa proposi¢do, porque Euclides supés,
implicitamente, o movimento das figuras geométricas sem alteracdo de sua
forma e tamanho, mas ndo mencionou anteriormente a essa o0 método de

superposicao.
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2° caso de congruéncia de trianqulos (LLL) - proposicdo 8

Se dois tridngulos tém dois lados iguais a dois lados respectivamente, e
bases também iguais, entdo também os angulos formados pelas linhas retas

iguais séo iguais.

. c E F

Fig. 8a Fig. 8b

Demonstracdo: Sejam ABC e DEF dois triangulos com os dois lados AB e
AC iguais aos dois lados DE e DF respectivamente, isto €, AB é igual a DE e
AC é igual a DF, e também com a base BC igual a base EF.

Digo que o angulo BAC também é igual ao angulo EDF. Se o triangulo ABC é
posto sobre o triangulo DEF, e o ponto B é posto sobre o ponto E e a linha
reta BC sobre EF, entdo o ponto C coincide com F porque BC é igual a EF.
Assim, coincidindo BC com EF, as duas linhas retas BA e AC também
coincidem com ED e DF. E, se a base BC coincide com a base EF, e os
lados BA e AC néo coincidem com ED e DF, mas caem ao lado destas em
EG e GF, entdo dadas duas linhas retas construidas sobre uma linha reta e
coincidentes num ponto, foram construidas na mesma linha reta, e no mesmo
lado desta, duas outras linhas retas coincidentes em outro ponto e iguais as
duas formadas respectivamente, isto €, as que tém as mesmas
extremidades. Mas estas ndo podem ser construidas. Portanto ndo é
possivel que, se a base BC coincide com a base EF, os lados BA e AC nado
coincidam com ED e DF. Logo, eles coincidem e o0 dngulo BAC coincide com
o angulo EDF e é igual a ele. Assim, se dois triangulos tém dois lados iguais
a dois lados respectivamente, e as bases também sado iguais, entdo os

angulos formados pelas linhas retas também sé&o iguais.

Esta proposi¢cdo também utiliza a superposi¢cdo de figuras como critério
de congruéncia; utiliza o axioma 7 para mostrar que vértices e lados sao
ajustados; utiliza também a proposicado 4, do lado AB congruente a ED e AC

congruente a DF dos triangulos ABC e EDF, o angulo BAC também é

congruente a E DF. A seguir, a proposigao 26:
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Se dois tridngulos tém dois angulos iguais a dois angulos respectivamente, e
um lado igual a outro lado, quer estes lados sejam adjacentes ou opostos a
angulos iguais, entdo, os outros dois lados dos tridngulos sdo iguais e o outro

angulo é igual ao outro angulo.

Fig. 9a Fig. 9b

Esta proposicdo apresenta duas hipoteses. A primeira, relativa ao caso
ALA, que tem um lado conhecido entre dois angulos, e a segunda, o caso LAAO,

gue apresenta um lado conhecido oposto a um dos angulos.

3° caso de congruéncia de trianqulos (ALA) - proposicdo 26

Sejam ABC e DEF dois tridngulos que tenham os dois angulos ABC e BCA
iguais aos dois angulos DEF e EFD respectivamente, isto é, o angulo ABC
igual ao angulo DEF e o angulo BCA igual ao angulo EFD, e tenham também
um lado igual a outro lado e sejam estes lados em primeiro lugar adjacentes
aos angulos iguais, isto é, BC igual a EF. (Fig.9a e Fig 9b)

Digo que os outros lados séo iguais aos outros lados respectivamente, isto &,
AB é igual a DE e AC é igual a DF, e o outro angulo é igual ao outro angulo,
isto €, 0 angulo BAC € igual ao angulo EDF.

Se AB néo ¢é igual a DE, entdo um deles é maior.

/Sﬁgf_ 1 # > Seja AB o0 maior. Faca-se BG igual a DE e desenhe-se GC. Como BG ¢ igual
a DE, e BC é igual a EF, os dois lados GB e BC séo iguais aos dois lados DE

e EF respectivamente, e 0 dngulo GBC ¢ igual ao angulo DEF, logo a base
GC é igual a base DF, o triangulo GBC é igual ao tridngulo DEF, e os outros
angulos sao iguais aos outros angulos, isto é, os opostos aos lados iguais.
Portanto o angulo GCB é igual ao angulo DFE. Mas o angulo DFE é igual ao
angulo ACB por hip6tese. Logo o angulo BCG é igual ao angulo BCA, o
menor € igual ao maior, o que € impossivel. Entdo AB néo é desigual a DE e,
portanto é igual. Mas BC também é igual a EF. Portanto os dois lados AB e

BC séo iguais aos dois lados DE e EF respectivamente, e o angulo ABC é
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igual ao angulo DEF. Assim, a base AC é igual a base DF e o outro angulo
BAC € igual ao outro angulo EDF.

O caso ALA é demonstrado usando-se a proposi¢ao 4 e por absurdo.

4° caso de congruéncia de tridnqulos (LAAO) - proposicdo 26

Sejam agora iguais os lados opostos a angulos iguais, tal que AB seja igual a
DE (Fig.9a e Fig 9b).

Digo de novo que os outros lados sdo iguais aos outros lados, isto é, AC é
igual a DF e BC ¢ igual a EF, e além disso o outro angulo BAC € igual ao
outro &ngulo EDF.

Se BC é desigual a EF, entdo um deles é maior.

Seja BC o maior, se possivel. Faca-se BH igual a EF e desenhe-se AH.
Como BH é igual a EF, e AB é igual a DE, os dois lados AB e BH s&o iguais

Prop.3
Post. 1 aos dois lados DE e EF respectivamente, e tém angulos iguais, logo a base

AH é igual a base DF, o triangulo ABH é igual ao triangulo DEF, e os outros
angulos sao iguais aos outros angulos, isto é, os opostos aos lados iguais.
Prop.4 Entéo o angulo BHA é igual ao angulo EFD.

Mas o angulo EFD é igual ao angulo BCA, logo no triangulo AHC, o angulo
externo BHA é igual ao angulo interno oposto BCA, o que é impossivel. Entdo
/Sf(',%,_ls BC néo é desigual a EF, e logo é igual.

Mas AB também é igual a DE. Entdo os dois lados AB e BC séo iguais aos

we

Prop-4 dois lados DE e EF respectivamente, e tém angulos iguais. Portanto a base
AC é igual a base DF, o triangulo ABC é igual ao triangulo DEF, e o outro

angulo BAC é igual ao outro angulo EDF.

Dessa forma, se um triangulo tem dois angulos iguais a dois angulos do
outro triangulo, respectivamente, e um lado igual ao do outro, quer este lado ser
adjacente ou oposto a angulos iguais, entdo, os outros dois lados dos triangulos
sdo iguais e 0 angulo remanescente € igual ao outro angulo.

As proposicdes dos casos de congruéncia de triangulos foram utilizadas
ao longo do livro 1 e demais livros dos Elementos de Euclides. A estrutura do
livro | de Euclides foi bem retratada por Vitrac (2001), no livro "Os Elementos de
Euclides". Nesse livro, Vitrac (2001, p.514) apresenta na forma de tabela, as

proposicdes e suas recorréncias utilizadas por Euclides. Neste trabalho, séo
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destacadas em negrito, as proposi¢cdes que recorrem as proposicées dos casos

de congruéncia.

Proposicéo Definicédo Postulado Axioma Proposicédo utilizada

1 15,2 1,3 1

2 15,2 1,2,3 1,3 1

3 15 3 1 2

4 7,9

5 1,2 3 3 4

6 1 8 3 4

7 1 8 5

8 7 7

9 20 1 1 3 8

10 20 1 4 9

11 10,2 1 1 2 3 8

12 10,15 1,3 8 1

13 10 1,2 11

14 24 1,2,3,8 13

15 4 1,2,3 13

16 1,2 8 2 3 4 10 |15
17 2 4 13 |16

18 1 8 3 5 16

19 5 18

20 1,2 8 2 5 19

21 2 4 16 |2

22 15 1,3 1 2 3 20

23 1 8 22

24 1 1,8 2 4 5 19 |23
25 4 24

26 1 1,8 3 4 16

27 23 2 16

28 4 1,2,3 13 |15 |27

29 23 25 1,24 13 |15

30 1 27 |29

31 1,2 23 |27

32 2 1,2 13 |29 |31

33 1 4 27 129

34 1 2 4 26 |29

35 1,2,3 4 29 |34

36 1 1 33 |34 |35

37 2 6 31 |34 |35

38 2 6 31 |34 |36

39 1 1,8 31 |37

40 1 1,8 31 |38

41 1 1,2 34 |37

42 1 1,2 10 |23 |31 |38 |41
43 1 2,3 34

44 125 1,8 15 [29 |30 |31 |42 |43
45 1 1,2 14 |29 |30 (33 [34 (42 |44
46 22 4 1,3 2 3 11 |29 |31 |34
47 14 1,25 4 14 |30 |31 |41 |46
48 1 1,2 2 3 8 11 |47

Tabela 2 — Distribuigdo de axiomas, postulados e proposi¢cdes organizadas por Vitrac

Esta tabela deixa evidente a importancia e a ampla utilizacdo da

proposicdo 4, caso LAL de congruéncia de triangulos. Esta proposicdo é

utilizada no desencadeamento légico de proposi¢cdes que a sucedem de forma
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direta, como por exemplo, as proposi¢cdes 15 e 34, ou indiretamente, como por
exemplo, as proposi¢coes 28 que utiliza a 15, ou a 37 que utiliza a 34. O mesmo
ocorre com a proposicao 8 do caso LLL. E, a proposi¢céo 26, caso ALA ou LAAO

é utilizada a partir da proposicéo 34. De fato, Avila (2001) ressalta que:

O aspecto mais importante dos Elementos é essa organizacdo dos
fatos, num admiravel encadeamento logico-dedutivo em que um
reduzido nimero de proposicdes e definicdes iniciais sdo o bastante
para se demonstrar, uns apos outros, todos os teoremas considerados.
Historicamente, os Elementos sdo a primeira corporificacdo desse
método axioméatico.(AVILA, 2001,RPM, p.5)

Estudar a congruéncia de figuras, em especial a congruéncia de
triangulos, envolve tanto a questdo de aprendizagem, no que diz respeito aos
dominios de aspectos concretos e dedutivos, como também o preparo para um
estudo axiomatico do sistema euclidiano. O estudo pode ser ampliado para o

sistema nao-euclidiano.

2.2. CLAIRAUT (1713 — 1765)

Muitos autores tentaram revisar a obra de Euclides, porém, Clairaut
publicou, pela primeira vez em 1741, uma geometria fora dos padroes de "Os
Elementos”. N&o apresentou axiomas ou postulados, mas proposicoes
dispostas ordenadamente. Esta pesquisa analisou a edi¢do traduzida por Joao
Feliciano, de 1909.

Clairaut € conhecido como anti-Euclidiano. Ao ler o prefacio de sua obra,
"Elementos de Geometria”, nota-se semelhanca as propostas de ensino nos
dias atuais, algo que se assemelha com a organizacdo local, estimular a
investigacdo e descoberta, representacdes e construcdes, uso da observacéo. A
evolucéo das proposicdes ocorre utilizando-se proposi¢cdes anteriores ou provas
evidentes, sem o rigor da obra de Euclides, mas em linguagem natural, mais
acessivel ao aluno. Sua proposta foi de retomar a origem da geometria, a
geometria natural, isto €, a medida de terrenos. Ja na primeira parte do livro

Clairaut (1909), propfe problemas envolvendo medidas de distancias e
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comprimentos entre pontos. No caso da congruéncia de triangulos, Clairaut
(1909) utiliza o termo igual e semelhante para descrever os casos LLL, LAL e
ALA de congruéncia.

Propbe o seguinte problema de medida de terreno, utlizando a

triangulacéo de poligonos:

Suponhamos que seja ABCDE (Fig. 10), a figura de um campo, de um
quintal, etc cuja medida se queira conhecer. Pelo que vimos, fora preciso
decompor primeiro ABCDE em tridngulos, como ABC, ACD, ADE, e em
seguida medir estes tridngulos, depois de ter baixado perpendiculares EF,
CH, BG. Mas suponhamos que no espaco ABCDE encontramos algum
obstaculo, por exemplo, uma elevagédo, um bosque, um tanque, etc, que nos
impeca de tracar as linhas de que tivemos necessidade. Que faremos entdo?

Que método sera preciso seguir para obviar ao inconveniente do terreno?.

Fig. 10

Para responder as questdes, 0 autor sugere que se encontre um terreno
livre, que se possa descrever sobre esse terreno triangulos congruentes aos do
terreno original. A resolucdo proposta por Clairaut (1909) ocorre por
construcdo, na proposicao XXVI da 12 parte do livro, que possibilitando a
relacdo ao caso LLL. Assim, tomando o triangulo ABC que tem um obstaculo
impedindo a medicéo direta do terreno, Clairaut representa (Fig.11 e Fig. 12) e

descreve:

Fig. 11 Fig.12

34



Supondo que o obstaculo encontra-se no triangulo ABC, cujos lados sao
conhecidos. Querendo tracar sobre o terreno escolhido um tridngulo igual e
semelhante a ABC, descrevemos antes de tudo uma linha DE, igual ao
lados AB (figuras 11 e 12) e depois tomando uma corda do comprimento
BC, fixamos uma de suas extremidades em E e descrevemos o arco IFG,
que tera a corda como raio. Tomando uma outra corda igual a AC e ligando
uma de suas pontas em D, tragamos o arco FKFH, que cortara o primeiro
no ponto F. Tracando entdo as linhas DF FE, teremos um tridngulo DEF
igual e semelhante ao triangulo proposto ABC. E isso é evidente, porquanto
os lados DF e EF, que se unem no ponto F, sendo respectivamente iguais
aos lados AC e BC, unidos no ponto C, e a base DE sendo tomada igual a
AB, ndo seria possivel que a posicdo das linhas DF e EF sobre DE fosse
diferente da posicdo das linhas AC e BC sobre AB. Verdade é que se
poderiam tomar as linhas Df e EF abaixo de DE; mas o tridngulo seria

ainda o mesmo, estando porém invertido.

Clairaut, na 12 parte de seu livro, item XXVII, apresenta a necessidade de
haver um angulo entre dois lados de um triangulo para determinar outro

triangulo congruente — caso LAL. Descrevemos, a seguir, a proposi¢cao XXVII.

Se pudéssemos medir somente dois dos trés lados de um triangulo ABC,
os dois lados AB e BC, por exemplo, estd claro que com isto s6 nao
poderiamos determinar um segundo triangulo igual e semelhante a ABC.
Portanto, ainda que se tomasse o lado DE igual a BC e DF igual a AB ndo

saberiamos que posicao das a este relativamente ao outro.

Fig.13a

Fig.13b

Para superar essa dificuldade, € simples o recurso que se apresenta: faz-
se que DF tenha sobre DE a mesma inclinagdo que AB tem sobre BC; ou
para falar como os gedmetras, da-se ao angulo FDE a mesma abertura que
tem o angulo ABC.

Para fazer esta operacdo, toma-se um instrumento como abc, composto de

duas réguas que possam girar em torno de b, e colam-se esta régua sobre
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os lados AB e BC. Fazem elas assim o mesmo angulo que os lados AB e
BC. Pondo depois a régua bc sobre a base DE, de modo que o centro b
corresponda ao ponto D e a abertura do instrumento seja sempre a
mesma, a régua ab dara a posicdo da linha DF, a qual fard com a linha DE
o angulo FDE igual ao angulo ABC. Ora, a linha DF tendo sido tomada com
o comprimento de AB, bastara somente tracar por F e por E a reta FE para
ter o triangulo FED, inteiramente igual e semelhante ao triangulo ABC.

E simples essa pratica e supde este principio evidente: Um tridngulo é
determinado pelo comprimento de dois de seus lados e por sua
abertura; ou o que da no mesmo, um triangulo é igual a outro quando
dois de seus lados sao respectivamente iguais e é igual o angulo

entre eles compreendido.

No caso LAL, a justificativa ocorre por evidéncia e construcdo em

linguagem acessivel ao aluno. Utiliza instrumento para auxiliar nas construcoes.

O caso ALA corresponde a proposicado XXX conforme descrito a seguir:

Quando quisermos fazer o triangulo FDE igual ao triangulo ABC, e for
possivel medir um so6 lado BC, por exemplo, podemos recorrer aos
angulos ABC e ACB. Tendo tomado DE igual a BC, colocamos as
linhas FD e FE de modo que fagam com DE os mesmos angulos que
AB e AC fazem com BC. Entdo pelo encontro destas duas linhas,
temos o triangulo FDE igual e semelhante ao tridngulo ABC. O
principio que esta operacdo supde € tdo simples, que por indtil

demonstra-lo.

O caso LAAo néao é explicitado no livro de Clairaut, mas pode-se recorrer
a proposicao XXX, usando, por exemplo, os angulos ABC e BAC. A justificativa

também € por construcao e evidéncia.

2.3. LEGENDRE (1752 — 1833)

Legendre foi professor na Ecole Militaire de Paris. Em 1794 publica
Eléments de Géométrie — uma geometria que satisfaz ao espirito.

A obra de Legendre foi escrita para uso escolar e académico, com as
primeiras publicag6es bem sucedidas, ainda em vida do autor, 20 edi¢des foram
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publicadas. O aprimoramento pedagdgico dos Elementos de Euclides dado por
Legendre foi amplamente difundido nos EUA e no Brasil.
Legendre atualiza e simplifica as proposicoes de Os Elementos de

Euclides. Utiliza 26 defini¢cdes, algumas destas citadas no quadro comparativo.

Quadro 1: Comparativo Euclides e Legendre

Euclides

Legendre

Um ponto é o que ndo tem
partes.

Uma linha reta € uma linha que
assenta igualmente entre as
suas extremidades.

Uma superficie € o que tem
apenas comprimento e largura
Uma superficie plana é uma
superficie sobre a qual assenta
toda a linha reta entre dois
pontos quaisquer da superficie.

Um ponto é o lugar em que duas
linhas se cortam.

Uma linha reta é uma linha indefinida
gue assinala a mais curta distancia
entre quaisquer dois dos seus
pontos.

A superficie de um corpo é o limite
gue o separa do espaco adjacente.

O plano é uma superficie tal que,
tomando nela dois pontos a vontade
e unindo-os por uma reta, esta linha
fica toda situada na superficie.

O axioma 7 que Euclides utilizou na demonstragédo da proposi¢ao 4,
referente ao primeiro caso de congruéncia, "coisas que coincidem umas com
outras sao iguais entre si", foi considerado por Legendre como sendo a
definicdo XXVI, "duas figuras quaisquer, volumes, superficies ou linhas,
sdo iguais quando podemos aplica-las uma sobre a outra de modo que
coincidam perfeitamente”.

Legendre acrescenta o termo "aplicar" para coincidir. Também é saliente
a apresentacdo de uma explicacdo de termos como axioma, postulado, e sinais
utilizados na obra. Por exemplo:

= Axioma é uma proposicéo evidente por si mesma.

= Teorema é uma verdade que se torna evidente por meio de um
raciocinio chamado demonstracéo.

= Lema ¢é uma verdade empregada subsidiariamente para a
demonstracdo de um teorema ou para a solucdo de um problema
(questdo proposta que exige uma solucao).

= Nome comum de preposic¢ao atribui-se indiferentemente aos teoremas,
lemas e problemas.

= Corolério é a conseqiiéncia de uma ou mais proposicdes.

= Sinais das opera¢des que comumente usamos. (+, -, X, ( )).

A forma como Legendre tratou 0 assunto congruéncia € descrito a seguir:
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1° caso de congruéncia de triangulos (LAL) - Teorema VIlI

Dois triangulos séo iguais, quando tém um angulo igual compreendido por

dois lados iguais cada um a cada um (Fig. 14a e Fig 14b).

Fig.14a Fig. 14b

Seja 0 angulo A igual ao angulo D, o lado AB igual a DE, o lado AC igual a
DF: digo que os triangulos ABC, DEF s&o iguais.

Com efeito, esses triangulos podem ser colocados um sobre o outro, de
modo que coincidam perfeitamente. E em primeiro lugar, se colocarmos o
lado DE sobre o seu igual AB, o ponto D caird em A e o ponto E em B; porém
sendo o angulo D igual ao angulo A, quando o lado DE estiver colocado
sobre AB, o lado DF tomara a direcdo AC. Demais DF, é igual a AC: logo, o
ponto F caira em C, e o terceiro lado EF ajusta-se exatamente com o terceiro
lado BC: por conseguinte, o triangulo DEF é igual ao triangulo ABC.
Corolario: Desde que em dois triangulos trés partes sao iguais: angulo A=D,
lado AB=DE, lado AC=DF, podemos concluir que também sao iguais as

outras trés partes:angulo B=E, angulo C=F, lado BC=EF.

Legendre utiliza as palavras coincidéncia e ajusta-se, para indicar a
congruéncia de triangulos e de lados de triangulos. Enuncia o coroléario que

estabelece a condicdo minima de congruéncia do caso LAL.

2° caso de congruéncia de triangulos (ALA) - Teorema IX

"Dois tridngulos sdo iguais quando tém um lado igual adjacente a dois

angulos iguais, cada um a cada um".

Fig. 15a Fig 15b
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Seja o lado BC igual a EF, o &ngulo B igual ao &ngulo E, e o angulo C igual
ao angulo F: digo que o tridangulo DEF é igual ao tridngulo ABC. Para efetuar
a superposic¢ao, coloque EF sobre o seu igual BC: ponto E caira em B, e 0
ponto F em C. Por ser o angulo E igual ao angulo B, e o lado ED tomara a
direcdo BA; e assim, o ponto D ha de achar-se em algum ponto da linha BA.
Semelhantemente, por sr o angulo F igual ao angulo C, a linha FD tomara a
direcdo CA, e o ponto D se achara sobre algum ponto do lado CA: logo o
ponto D, que deve achar-se ao mesmo tempo sobre as duas linhas BA, CA,
caird sobre a intersecdo A: portanto, os dois triangulos ABC, DEF, coincidem
um com o outro, e sao perfeitamente iguais.

Coroléario: Desde que em dois tridngulos sdo iguais trés partes a saber:
BC=EF, B=E, C=F, podemos concluir que também sdo iguais as outras
partes, a saber: AB=DE, AC=DF, A=D.

No 2° caso de congruéncia, Legendre utiliza o termo "superposi¢ao” no
lugar da descricdo em que dois triangulos podem ser colocados um sobre o

outro, de modo que coincidam perfeitamente. Utiliza também a definicdo XXVI.

3° caso de congruéncia de triangulos (LLL) - Teorema Xl

Dois tridngulos sdo iguais, quando tém os trés lados iguais cada um a cada
um (Fig. 16a e Fig. 16b).

F B C
Fig. 16a Fig 16b

Seja o lado AB=DE, AC=DF, BC=EF: digo que se tera o angulo A=D, B=E,
C=F. Porque, se o angulo A fosse maior que o angulo D, sendo os lados AB,
AC, iguais aos lados DE, DFF, cada um a cada um, seguir-se-a (pelo
teorema precedente) que o lado BC é maior que EF; e se o angulo A fosse
menor que o angulo , seguir-se-a que o lado BC é menor do que EF: ora, BC
€ igual a EF: logo, o angulo A ndo pode ser maior nem menor que o angulo
D; e pois, é igual a ele. Provar-se-4 de modo analogo que o angulo B=E, e
gue o angulo C=F.

Escélio: E facil ver que os angulos iguais ficam opostos aos lados iguais,

assim, os angulos iguais A e D ficam opostos aos lados BC e EF.

39



Legendre utiliza a proposicdo anterior X para demonstrar a proposicao Xl.

O caso LAAo nao é explorado por Legendre.

2.4. HADAMARD (1865 — 1963)

Um outro matematico a influenciar bastante o ensino da matematica foi
Hadamard. Na sua obra "Legons de Géométrie Elémentaire” (1937), introduz
definicbes de figuras iguais como sendo,

Uma figura qualquer pode ser transportada de uma infinidade de

maneiras no espago sem deformagdo, como os corpos sélidos usuais.
Nomeiam-se duas figuras iguais quando uma pode ser transportada
sobre a outra, de maneira a fazer coincidir, exatamente, todas as
partes, ou seja, duas figuras formam uma mesma figura, em dois
lugares diferentes. Uma figura a qual se faz sofrer apenas
deslocamento sem deforma-la é dita figura invariavel (Hadamard,
1937, p.3).

Os casos de congruéncia de triangulos sao apresentados como
proposi¢cdes que exprimem as condicdes necessarias e suficientes para que
dois triangulos sejam congruentes, de acordo com a definicdo introduzida por
Hadamard (1937).

1° caso — ALA: Dois triangulos sao iguais, se eles tém-se um lado igual

compreendido entre dois angulos iguais respectivamente.
Sejam dois triangulos ABC e A'B'C' (Fig. 17a e Fig. 17b) nos quais

A

BC=B'C; B = é';é = é'.

B C B v
Fig. 17a Fig 17b

Transporta o0 angulo B ' sobre o seu igual B , o lado B'A' toma a diregcdo

BA e B'C' a direcdo BC. Como B'C' = BC, o ponto C' vem em C e, dado que

C'=C, o lado C'A' toma a diregdo CA. A partir do ponto A', intersegdo de
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B'A' e de C'A', vem necessariamente a intersecao de BA e CA, ou seja, em

A. A coincidéncia, pos conseguinte, é estabelecida.

2° caso — LAL: Dois triangulos sdo iguais, se tem um angulo igual

compreendido entre dois angulos iguais respectivamente.

3° caso —

Sejam dois tridngulos ABC e A'B'C' nos quais AB=A'B'; A= A"; AC = AC.

Transporta o angulo A' sobre o seu igual A , o lado B'A' toma a direcédo
BA e A'C' a direcdo AC. Como B'A' = BA, o ponto B' vem em B, do mesmo
modo o ponto C' vem em C. B'C' coincide, por conseguinte, com BC e a

superposicao esta completa.

LLL: Dois triangulos sao iguais, se tém os trés lados iguais,

respectivamente.

Sejam os triangulos ABC, AB'C' que tém os trés lados iguais

respectivamente.

Fig. 18

Desloque o segundo triangulo de maneira a pér B'C' sobre o seu igual BC,
os dois tridngulos do mesmo lado de BC. Quer BCAL a nova posi¢cédo do
triangulo B'C'A'. Digo que o ponto Al coincide com o ponto A. Torna-se
evidente se a reta B' A' toma a dire¢do BA ou a reta C'A', a direcdo de CA.
Se ndo fosse assim, teriamos formado dois triangulos isdsceles BAAL,
CAALl (fig.2.12) e a perpendicular no meio de AALl deveria passar pelos
pontos B e C (corolario 23), em outros termos confundir-se com o reta BC:
0 que inadmissivel, dado que BC, que deixa os pontos A e Al, do mesmo
lado, ndo pode passar pelo meio de AALl. Os pontos A e Al, podem, por

conseguinte, ser apenas confundidos, e os dois tridngulos coincidem.

No capitulo VI, intitulado "Sobre o deslocamento das figuras”, Hadamard

(1937) apresenta teoremas sobre a rotacdo, simetria e translacdo. Ressalta que

a condicao necesséria e suficiente para que as figuras sejam iguais e de mesma

orientacdo, como sendo a possibilidade de fazer corresponder cada ponto de
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uma figura um ponto homodlogo ao de uma segunda, de modo que trés pontos
quaisquer e 0s seus homélogos formem tridngulos iguais e da mesma
orientagao.

A translacao € apresentada como uma operacao que transforma qualquer
figura numa figura igual e de mesma orientacdo. Este deslocamento pode ser
considerado como recorréncia de um deslizamento da figura no seu plano. Em
seguida nomeia a rotacdo tal qual um deslocamento em que cada ponto da
figura deslocada gira em redor de certo ponto fixo, chamado centro da rotagéo.
Uma rotacdo pode ser obtida por um deslize da figura no seu plano, dado que,
pode-se supor que o angulo de rotacao varia continuamente, desde zero até ao
valor que deve tomar finalmente. Neste movimento, cada ponto descreve um
arco de circulo que tem por centro o centro da rotacdo. Estes diferentes arcos
correspondem a angulos de mesmo centro; sdo, com as circunferéncias das
quais fazem respectivamente parte, uma mesma composicdo. Introduz a
simetria com o lema do teorema "duas figuras iguais e do mesmo modo sentido
(significado) podem sempre ser conduzidos de coincidir, quer por uma
translacdo, quer por uma rotacdo em redor de um ponto convenientemente
escolhido".

Dessa forma, Hadamard (1937) aprimora a obra de Euclides, pois ao
apresentar o estudo sobre o deslocamento de  figuras, diferencia os

deslocamentos em translacao, rotacéo e simetria.

2.5. HILBERT (1862 — 1943)

Até o século XIX, eram fortes o mito de Euclides e a crenca de que "0s
livros de Euclides continham verdades sobre o universo, claras e indubitaveis.
Partindo de verdades evidentes, por si préprias e procedendo por
demonstracdes rigorosas" (Davis & Hersh, 1985, p.366). Por outro lado, havia
aqueles que faziam uma andlise mais rigorosa e o interesse em dar consisténcia
aos postulados e axiomas de Euclides.

Com o desenvolvimento da axiomatizacdo da Algebra e da Anélise e a
descoberta de novas geometrias, o programa formalista, desenvolvido por
Hilbert, reformulou um conjunto de postulados que permitia completar a

axiomatizacdo dos "Elementos” de Euclides, que desde a sua publicacéo, era
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questionada com relacdo as definicbes e nocBes comuns, as deficiéncias
l6gicas nas definicbes e a auséncia de um sistema completo de postulados.
Uma das diferencas entre a Geometria de Euclides e as geometrias que a
sucederam esta na concepc¢ao dos conceitos primitivos. Para 0s gregos o ponto
e a reta eram idealizacdes de particulas muito pequenas e fios muito finos, isto
é, idealizacbes do espaco fisico. Hilbert, ao formalizar a geometria, buscou
encontrar um conjunto de postulados que eliminasse suposi¢cfes implicitas
prejudiciais a axiomatica de Euclides.

Em 1899, Hilbert publicou Grundlagen der Geometrie (Fundamentos da

Geometria) e na introducéo escreve:

A presente investigacdo é um novo ensaio para construir a Geometria
sobre um sistema completo de axiomas, o mais singelo possivel,
deduzindo os mais importantes teoremas, de maneira tal, que nesse
processo aparegcam com a maxima clareza a interpretacdo dos
distintos grupos de axiomas e as relacbes das consequéncias que
isoladamente se derivem de cada um dos elos." (Hilbert,1899, citado
por Hilbert, 1953, p.1)

Hilbert preocupou-se em apresentar uma geometria que eliminasse as
deficiéncias légicas encontradas nos Elementos de Euclides, utilizando entes
primitivos e suas relagdes, e 0 menor nimero de axiomas.

Hilbert fundamentou a geometria sobre os conceitos primitivos, que sao
0S objetos aceitos sem definicdo: ponto, reta, plano, e as relacdes entre eles
(relacdes nao definidas): estar entre, congruente, paralelo, continuo.

Entes primitivos ou objetos ndo definidos séo:

e Pontos - indicados por letras latinas: A, B, C, ....
e Retas — indicadas por letras latinas: a, b, c, ...
e Planos - indicados por letras gregas: o, B, v, ...

Hilbert denominou de grupos de axiomas as descri¢cdes das relagdes

entre os entes primitivos. E estao divididos em cinco grupos:

e Axiomas de incidéncia — estabelecem as relagfes entre os entes primitivos
(ponto, reta, plano).

e Axiomas de ordem — este grupo define o conceito "entre" que € a base da
ordenacéo de pontos sobre uma reta, um plano ou um espaco.

e Axiomas de congruéncia — definem o conceito de congruéncia e de movimento.
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e Axioma das paralelas — sobre o 5° postulado de Euclides.
e Axiomas de continuidade — que definem elemento de separacdo ente partes

contiguas.

O grupo da congruéncia é constituido de cinco axiomas definidores do
conceito de congruéncia e de movimento. Os trés primeiros axiomas do grupo
referem-se a congruéncia de segmentos, o quarto axioma €é sobre a
congruéncia de angulos e o quinto axioma refere-se a relagdo entre os
conceitos de congruéncia de segmentos e congruéncia de angulos. Este ultimo
axioma refere-se ao 1° caso de congruéncia de triangulos, o caso LAL.

O que Euclides menciona implicitamente na proposicdo 4, sobre o
transporte de uma figura sobre a outra de modo que ocorra 0 ajustamento entre
elas, Hilbert proporciona a possibilidade desse transporte no axioma 1 de
congruéncia e demonstra a sua univocidade a partir do transporte de angulos,
recorrendo ao axioma 5.

A idéia de "todo segmento é congruente consigo mesmo" é deduzido a
partir dos dois primeiros axiomas, e estabelece a simetria e transitividade da
congruéncia de segmentos.

Para introduzir os axiomas do grupo de axiomas de congruéncia, Hilbert
(1899) explica que "os segmentos estdo entre si em certas relagdes, cuja

descrigao serve a palavra congruente ou igual”.

Axioma 1: Se A, B sdo dois pontos de uma reta a e, além disso, A' é
outro ponto da mesma ou distinta reta a', pode-se encontrar sempre
sobre um dos lados de a', determinados por A', um sé ponto B' tal que,

os segmentos AB e A'B' sejam congruentes ou iguais. (AB=A'B").

Este axioma proporciona a possibilidade de transporte de segmentos, ou
seja, todo segmento pode ser transportado de maneira determinada e univoca
sobre um lado de uma reta dada a partir de um ponto dado.

Axioma 2: Se dois segmentos A'B' e A"B" sdo congruentes do mesmo
segmento AB, também o segmento A'B' é congruente ao segmento A"B"
ou se dois segmentos sdo congruentes com um terceiro, Sao

congruentes entre si.
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Todo segmento é congruente a si mesmo. Este fato, que ndo é de
imediato inteligivel, se deduz com o0s dois primeiros axiomas de congruéncia,
transportando o segmento AB sobre qualquer semi-reta, tal como, em A'B'
congruente com AB e aplicando depois 0 axioma 2 nas congruéncias AB=A'B’,
AB=A"B". Com este fundamento e demais aplicagbes do axioma 2, resultam a
simetria e a transitividade da congruéncia de segmentos; isto é, a validez dos
teoremas:

« Se AB=A'B’, tem-se também A'B'=AB — simétrica.
« Se AB=A'B' e AB'=A"B" se verifica AB=A"B" — transitiva.

Como consequUéncia da simetria na congruéncia de segmentos, pode-se
expressar deste modo: Os segmentos sdo congruentes entre si — reflexdo. Em
termos atuais, é possivel afirmar que a congruéncia é uma relagéo reflexiva,

simétrica e transitiva entre segmentos.

Axioma 3: Sejam AB e BC dois segmentos da reta a sem pontos comuns
e, por outra parte, AB' e B'C' dois segmentos sobre a mesma reta a ou
sobre outra distinta a', mas, em todo caso, sem pontos comuns: se AB=A'B'

e BC=B'C' sempre se verifica AC= A'C".

Este axioma expressa a adicionabilidade de segmento. Pode-se associar
este axioma a nocdo comum de Euclides, "se coisas iguais se agregam a coisas
iguais, os totais séo iguais".

No axioma 4, Hilbert (1899) explica que os angulos estdo em certas
relacdes entre si que para designa-los serve a palavra congruente ou igual. O
transporte de angulos é tratado do mesmo modo que se trata o transporte de

segmentos. Define angulos e os designa com os simbolos: £ (h,k) ou Z(k,h).

Axioma 4: Dados um angulo Z (h,k) em um plano a, uma reta a' em um
plano o' e uma das regides de o' determinados por a'; representemos por h'
uma semi-reta de a' que parte de O'. Existe, entdo, no plano o' um e
somente um k', tal que, o &ngulo £ (h,k) é congruente ou igual a « (h',k") e,
por sua vez, todos os pontos inteiros do angulo / (h',k’) estéo situados na
regido dada com relacdo a a'. Simbolicamente: / (h,k) =« (h',k"). E todo
angulo é congruente a si mesmo.

Todo angulo de um plano pode ser transportado de maneira univoca de um
lado e uma semi-reta dada.
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Axioma 5: Se dois tridngulos ABC e A'B'C' verificam as congruéncias:
AB=A'B', AC =A'C', ZBAC=B'A'C' também se da por satisfeita a
congruéncia ZABC=/A'B'C' e ZACB=/A'C'B’ (Fig. 19a e Fig. 19b).

by
Fig. 19a Fig. 19b

Este axioma introduz os casos de congruéncia de triangulos. Além disso,
com este axioma e 0s axiomas 2 e 3 Hilbert (1899) demonstrou que o transporte
de segmentos € univoco. Supb6s que o segmento AB se transporte de duas
maneiras distintas sobre a semi-reta de origem em A', chegando até B' e B".

Exigiu um ponto C' fora da reta A'B', obtendo as congruéncias:

A B
AB'= AB" ¢
AC'= AC' A
/B'AC'=B"AC :
A B B
Fig. 20

Logo, pelo axioma 5, ZA'C'B'= ZA'C'B", que esta em contradicdo com a
univocidade do transporte de angulo exigido pelo axioma 4. Dessa forma, com o
conjunto de axiomas do grupo da congruéncia, fica esclarecido com mais rigor,
a congruéncia e transporte de segmentos, angulos e consequentemente, de
figuras, proposto anteriormente por Euclides.

Os casos de congruéncia de triangulos aparecem a partir do teorema 12.
Hilbert (1899) retoma os triangulos do axioma 5 e demonstra que o lado BC é
congruente ao lado B'C' e o apresenta como sendo o 1° caso de congruéncia
de triangulos. Atualmente, considera-se como sendo 0 caso LAL a unido do

axioma 5 e do teorema 12, em um Unico postulado.
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1° caso de congruéncia de tridAngulos é dado pelo Teorema 12:

Um tridangulo ABC é congruente a um triangulo A'B'C' no caso de que sejam
vélidas as congruéncias: AB=A'B', AC= A'C', ZA=/A' (Fig. 21a e Fig 21b).

Fig. 21a Fig. 21b

Demonstracdo: Segundo o axioma 5, as congruéncias /B=/B' e Z/C=/C' se
verificam e, portanto, € necessario unicamente provar que BC e B'C' séo
congruentes.

Admitamos, por absurdo, que BC e B'C' ndo sdo congruentes e
determinemos sobre B'C' um ponto D' tal que BC = B'D'. Entéo, nos triangulos
ABC e A'B'D' coincidem dois lados e o angulo compreendido, conforme o
axioma 5 aplicavel nos triangulos ABC e A'B'D' se tem /BAC=/B'A'D' e
seriam assim congruentes os angulos ZBAC, ZB'A'D' e ZB'A'C', o que nédo é
possivel, pois 0 axioma 4 estabelece que um angulo qualquer s6 pode ser
transladado de uma sé maneira em uma semi-reta dada, em uma regiao
dada no plano. Com isso se da a demonstracdo de que os triangulos ABC e

A'B'C' sdo congruentes.

Este teorema utiliza os axiomas 4 e 5 de congruéncia, sendo que a
demonstracdo ocorreu por absurdo ao supor que BC e B'C' ndo sao
congruentes. Na sequiéncia, o ponto D' € determinado sobre B'C' tal que BC =
B'D'. Com a utilizacdo do axioma 4, chega-se a conclusdo da falsidade da

suposicao feita anteriormente.

2° caso de congruéncia de trianqulos é dado pelo teorema 13: ALA

Um triangulo ABC é congruente com um tridngulo A'B'C', no caso de que

sejam validas as congruéncias: AB=A'B', Z/A=/A", /B/B'.
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kU

Fig. 22

3° caso de congruéncia de trianqulos & dado pelo teorema 18: LLL

Se em dois triangulos ABC e A'B'C' os lados correspondentes séao

congruentes, os triangulos sdo congruentes.

I

Fig. 23

Para a demonstracéo, utiliza o teorema sobre a simetria da congruéncia de

segmentos, para provar que os triangulos ABC e A'B'C' séo congruentes.

4° caso de congruéncia de tridAnqulos & dado pelo teorema 25: LAAO

Dois triangulos ABC e A'B'C's&o congruentes, no caso de satisfazer as

congruéncias: AB=A'B', Z/A=/A", /C/C'.

Fig. 24a

Fig. 24b

O 4° caso é conseqiiéncia do teorema do angulo externo.
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2.6. BIRKHOFF (1884 — 1944)

Em 1930, Birkhoff apresentou um sistema axiomatico da geometria
euclidiana diferente do sistema de axioma de Hilbert. Centralizou seu sistema
nos nameros reais, para fundamentar a geometria, e utilizou as idéias
fundamentais de congruéncia para segmentos. Separacao para pontos sobre
uma reta, e congruéncia para angulos, que se definem em termos de distancia

e medida angular do seguinte modo:

1. A-B-C significa, por definicdo, que A, B e C s&o pontos diferentes de
uma mesma reta e AB+BC=AC.

2. AB se define como a unido de A, B e todos os pontos entre A e B.
AB
4. /A

CcD significa, por definicdo, que AB=CD

I

1N

Z B significa, por defini¢cdo, que m Z A=m / B.

Com este esquema, quase todas as propriedades basicas de separacéo
e congruéncia para segmentos e angulos, podem se demonstrar como teorema,
a Unica excecdo foi o postulado LAL.

O presente estudo se baseia em Moise (1963) que utilizou e difundiu a
estrutura da Geometria de Birkhoff em seu livro "Geometria elementar desde um

ponto de vista avangado".

Quadro 2 — Enfoques métrico e sintético

Enfoque sintético métrico

Enfoque sintético ndo métrico

= Estrutura dada

[S L & d m]

[$L£28 =]

= Distancia

Dada na estrutura

Nunca se menciona

= Medida para &ngulos

Dada na estrutura

Nunca se menciona

= Congruéncia para
segmentos

Definida em termos de
distancia

Dada na estrutura

= Congruéncia para
angulos

Definida em termos de
distancia angular

Dada na estrutura

= Propriedades de
congruéncia

Enunciadas em teoremas

Enunciadas em postulados

= Soma

Efetuada com numeros AB

Efetuada com classes de
congruéncia [ A ]

= Desigualdades

Definidas entre nUmeros
AB<CD

Efetuada com classes de
congruéncia [ AB ] < [CD ]

O enfoque sintético diz respeito a Geometria de Euclides/Hilbert, cuja

estrutura é composta por ponto, reta e plano (s, z, ¢, uma relacdo de separacéo

(8, e uma relagéo indefinida de congruéncia para segmentos e angulos (=). A
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distancia e a medida dos angulos ndo sdo mencionadas, por exemplo, no
postulado de soma de segmentos, aparecem como classe de congruéncia: se
A-B-C, AB'C', AB=A'B' e BC=B'C' entdo AC = AC'. As propriedades de
congruéncia sao enunciadas nos postulados.

No enfoque métrico, a estrutura € composta por ponto, reta, plano,
distancia e medida angular - [s @ 4 m] e é referente ao sistema proposto por
Birkhoff. Como mostra o quadro, o nUmero aparece na estrutura de Birkhoff, nas
definicBes e teoremas em termos de distancia e medida angular, que o distingue
da estrutura de Euclides. Acrescenta-se que a Geometria de Euclides consiste
em uma geometria com régua e compasso, mas sem numeros (geometria
sintética). E a de Birkhoff, uma geometria métrica, por apresentar uma
geometria com régua, compasso, mas com numeros.

O caso LAL é considerado como sendo um postulado. Os demais casos
sdo demonstrados. As demonstragdes dos casos de congruéncia ALA, LLL,

LAAO estdo apresentados a seguir:.

Caso ALA de congruéncia de tridngulos:

Seja dada uma correspondéncia ALA de forma ABC <> DEF, como se

indica na figura a seguir, de maneira que:

Z A= /D;
Q) AC=DF;
ZC= /F.

Devemos demonstrar que AABC = ADEF .

Fig. 25a Fig. 25b

Demonstracao:

2. AB contém um ponto B' tal que AB'=DE — teorema de localizacdo de
pontos.
AB'C <> DEF é uma correspondéncia LAL — passos 1 e 2.

4. AAB'C = ADEF - postulado LAL.
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Z/ACB'= ZDFE - angulos correspondentes.

CB' = CB — postulado da construcéo de um angulo.

B' = B — duas retas diferentes se intersectam em um ponto.
AABC = ADEF

© N o o

-passos4de’.

Caso LLL de congruéncia de triAnqulos:

Este caso é demonstrado utilizando o teorema do triangulo isdsceles.

Fig. 26a Fig. 26b

1. AB=DE, AC=DF, BBC=EEF - dados.

2. H&um ponto G do lado oposto de AC em B, tal que £ CAG= £
D — postulado da construgéo do angulo.

3. Haum ponto H de AG tal que AH=DE — postulado da localizacao
do ponto.

4. AHC <> DEF é uma correspondéncia LAL— passos 1, 2 e 3.

5. AAHC=z= ADEF - LAL

6. ZABH = ZAHB e ZHBC = ZCHB - teorema do triangulo
isosceles.

7. ZABC = ZAHC - postulado da adigdo de angulos.

8.
9.

ABC <> AHC ¢ uma correspondéncia LAL — passos 1, 5 7.
AABC = AAHC - LAL

10. AABC = ADEF - passos5e 9.

Caso LAAo de congruéncia de triAngulos:

Definicdo: Se um par de lados correspondentes sdo congruentes e dois

pares de Aangulos correspondentes sé&o

correspondéncia se chama uma correspondéncia LAAo.

congruentes,

entao

a
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Dados os triangulos ABC e DEF. Se L A= /D, £B= ZE, AC = DF ,
entdo AABC = ADEF (Fig. 27a e Fig. 27D).

Fig. 27a Fig. 27b

Demonstracdo: Ha somente trés possibilidades para AB e DE:

(1) AB=DE;

(2) AB<DE;

(3) AB>DE.
Se 0 enunciado (1) é valido, entdo se deduz o teorema, porque, nesse
caso, ABC <> DEF é uma correspondéncia LAL. Demonstraremos que 0s

enunciados (2) e (3) sdo impossiveis.

BI

Fig. 28a Fig. 28b

Suponhamos que o enunciado (2) é valido: AB<DE. Seja B' o ponto de AB
tal que AB' = DE. Entdo, AAB'C = ADEF em virtude do postulado LAL.

Portanto £ AB'C= / DEF e, em conseqiiéncia, £ ABC= Z/ AB'C. Isso é
impossivel, porque o teorema do angulo externo nos diz que
Z ABC>Z AB'C. De forma analoga demonstra-se que o enunciado (3) é

impossivel.

2.7. CONGRUENCIA E IGUALDADE

Ao estudar a congruéncia na perspectiva de Euclides, Clairaut, Legendre,
Hadamard, Hilbert e Birkhoff, o vocdbulo Congruéncia surge tardiamente.
Euclides considerou a congruéncia como sendo uma proposi¢ao, enquanto que,
Hilbert considerou como sendo parte de um grupo de axiomas. Em todos esses

estudos as palavras "igualdade", "igual" apareceram em varios momentos,
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enguanto que as palavras "congruéncia”, "congruente" foram, algumas vezes,
sendo incorporadas e diferenciadas das palavras anteriores, ao longo da
evolugcdo da Geometria, de forma sutil e tacita.

Em Euclides, o termo igual € utilizado para designar de forma intuitiva
gue um segmento AB é congruente ao segmento CD. Ele utilizou o termo AB é
igual a CD, ap0s deixar implicito o principio de superposi¢do. Clairaut utiliza o
termo semelhante e igual para designar a congruéncia. Uma abordagem de
forma cuidadosa é realizada no estudo de Hilbert (pagina 46 deste trabalho),
quando apresenta 0 axioma 2 e acrescenta que, neste axioma, nao é inteligivel
de imediato que "todo segmento é congruente a si mesmo" — principio da
identidade.

De acordo com a estrutura de Birkhoff, um exemplo de congruéncia e de

igualdade € mostrado a segquir.

Teorema: Todo segmento é congruente a si mesmo.

Utiliza-se ZA = /B paraindicar que ZA e ZB s&o congruentes.

Utiliza-se E = ﬁ para indicar que E e ﬁ s&o congruentes.

Assim,

AB = C_Dsignifica que AB=CD.

ZA = /B significa que mZA=m/B.

Cada uma das igualdades da direita € uma igualdade entre nUmeros.

Cada uma das congruéncias da esquerda € uma congruéncia entre figuras geométricas.

Quando se escreve = entre os nomes de figuras geométricas, quer se dizer que as figuras séo
exatamente as mesmas.

Exemplo: Na figura, é correto escrever que ZBAC = ZEAD , porque ZBAC e ZEAD sdo,
ndo somente congruentes, sendo exatamente o mesmo angulo. De maneira analoga, AB e
BA sdo sempre o mesmo segmento e, por isso, é correto escrever, ndo somente AB = CD

sendo também E = ﬁ Além disso, pode-se dizer que FAG = BAC (angulos opostos pelo
vértice), mas FAG # BAC.

Fig. 29
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Na linguagem dos conjuntos, dizer que 0s conjuntos A e B séo iguais

significa dizer que todo elemento de A é elemento de B e que todo elemento de

B é elemento de A, por exemplo, dados os segmentos AB eCD, com as

seguintes condicoes:

AB={(x,y)eR. /1<x<2 com y=1
Sejam a,b,c,k e R,, ___ {( y)eR, y }(Fig. 30).
CD={(x,y)e®R,/3<x<4, comy =1}

y
A B C D
=== R R
| | | |
I I I I
I I I I

1 2 3 4 X

Fig. 30

. AB=CD pois os elementos de ABeCD s&o diferentes, mas ABeCD tém

medidas iguais: m(AB)=1 e m(CD)=1.

Um tratamento diferente ao da geometria classica é dado com o estudo
das transformacdes geométricas, em particular, as transformacdes isométricas,

gue serdo apresentadas a seguir.

2.8. CONGRUENCIA VIA ISOMETRIAS

Com o desenvolvimento da Algebra e o surgimento de novas geometrias
como a geometria projetiva, a geometria analitica, as geometrias nao-
euclidianas, a Geometria foi estudada sob um ponto de vista algébrico. Essa
nova concepcdo utiliza a estrutura de grupos® e é baseada nas pesquisas de
Felix Klein (1849-1925) e Sophus Lie (1842-1899).

Klein, em 1872, apresentou o Programa de Erlangen na sua primeira aula

na Universidade de Erlangen. Nessa aula, descreveu a geometria como "o

lUm grupo consiste em um conjunto de elementos quaisquer e um conjunto de operagdes, obedecendo a um
certo nimero de leis e regras prefixadas como postulados. Na matematica esses grupos constam,
normalmente, de uma s6 operagao e quatro postulados, que sdo: 1. o conjunto deve ser fechado com relagao
a operagdo dada; 2. tal operacdo deve ser associativa; 3. 0 conjunto deve conter o elemento neutro com

respeito a dada operacéo; 4. cada elemento do conjunto deve ter um inverso com respeito a operagéo dada.
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estudo das propriedades das figuras que permanecem invariantes sob um
particular grupo de transformacdes” (Boyer, 1974, p.400). Desse modo,
caracterizou e associou cada geometria existente a um grupo de
transformacdes. Essa nova perspectiva fez com que houvesse grande impulso
na Geometria, € que nos ultimos anos tem sido dada énfase o estudo das
transformacdes nas escolas.

Para definir, por exemplo, a geometria métrica plana, deve-se considerar:
um conjunto A (plano euclidiano) de pontos e o conjunto das isometrias que
formam um grupo G relativamente a operacdo de composicdo de
transformacdes. Da geometria métrica em A (plano euclidiano) de grupo
principal G (isometrias) entende-se como sendo o conjunto de propriedades de
A (congruéncia) invariantes para as transformacoes de G.

O axioma ndo mencionado por Euclides, sobre as figuras que
permanecem invariantes quando deslocadas no plano, equivale as
transformacdes de translacdo, rotacédo e reflexdo de figuras que permanecem
invariantes no plano. Essa Geometria por transformacdes utiliza como objetos
geomeétricos 0os pontos, as retas, os planos e suas relacbes. A seguir, as
definicbes e o estudo da congruéncia segundo as transformacdes isométricas.

Transformacgado do plano é definida como sendo uma aplicacdo bijetora
do conjunto dos pontos do plano sobre si mesmo.

Transformacéo identidade é aquela pela qual a imagem de um ponto é
0 proprio ponto. Assim, Id (P)=P para todo ponto P do plano.

Isometria do plano é uma transformag¢édo no plano F, tal que P'Q'=PQ
para todo par de pontos distintos P e Q do plano, onde P'=F(P) e Q'=F(Q). Em
outras palavras, podemos dizer que F preserva distancias entre pontos do
plano. Além disso, pode-se afirmar que uma isometria conserva: a colinearidade
de pontos, a ordem dos pontos numa reta, a medida dos angulos, o paralelismo,
0s pontos médios, o perpendicularismo. Etimologicamente a palavra isometria
vem do grego isos, que significa igual, e metron que significa medida. Por
conseguinte, a isometria ou deslocamento, corresponde as transformacfes que
conservam as medidas (tamanho) e a forma das figuras, isto é, as figuras
continuam congruentes. Assim, duas figuras geométricas A e A' do plano sao
congruentes se existe uma isometria F do plano, tal que F(A) = A'. Esta

definicdo se aplica a pares de figuras geométricas quaisquer do plano (Fig.31).

55



Fig. 31

Duas figuras geométricas do plano sdo congruentes se e somente se
estdo relacionadas por uma translacdo, uma rotacédo, uma reflexdo (simetria
axial), ou uma composicdo dessas transformacdes. A simetria axial € muito
importante, pois, qualquer isometria pode ser representada como resultado da

composicao de no maximo 3 reflexdes em retas.

Translacao
Uma translacdo pode ser entendida como um movimento de uma figura
no espaco, tal que as posicdes final e inicial definam segmentos orientados?

congruentes de mesmo sentido (equipolentes).

Dado o ponto A e a translacéo definida pelo segmento orientado
N

v, pode-se obter um outro ponto B tal que, AB=v ( AB é

equipolente de \_/)).

V.

Fig.32a Fig. 32b

—

De maneira formal, a translacdo € definida como: dado um vetor a,

chamamos translagéo de vetor a a transformacgéo 1, :11 11, tal que, Ta (P) = P'

Se e somente Se pp'-a,vPell-

% De forma intuitiva, o segmento orientado é representado por flecha cuja ponta indica o seu sentido. De
maneira formal, um segmento orientado é um par ordenado (A,B) de pontos do espago. A é dito origem, B
extremidade do segmento orientado, sendo A# B, (A,B) é diferente de (B,A). Quando 0s segmentos
orientados sao colocados em uma mesma classe de equivaléncia, eles possuem mesma dire¢cdo, mesmo
sentido e mesma medida.
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Com a transformacédo translacdo, obtém-se as propriedades de
congruéncia de triangulos. Por exemplo, dado um vetor v e um tridangulo ABC, a

imagem A'B'C', por uma translacdo do vetor v, é congruente ao triangulo

original, os lados permanecem paralelos. A distancia entre 0s respectivos

pontos dos triangulos ABC e A'B'C' sdo iguais ao comprimento (v) do vetor v. A
orientacdo (sentido horario ou anti-horario) e a ordem das imagens dos vértices
A, B e C, ou quaisquer pontos ndo colineares do triangulo ABC, permanecem
inalterados ap0s a translacédo, ou seja, A', B', C' mantém a ordem e a orientacao

dos vértices originais.

Rotacéo de centro O e &ngulo «

A rotacdo em relacdo a um ponto e a um angulo € uma transformacéao
isométrica. Dado um ponto O e um angulo orientado «, a rotacao fixa o ponto O
e, a cada ponto P do plano, distinto de O, associa um ponto P', de modo que o
angulo orientado POP' seja congruente a « e as medidas dos segmentos PO e
P'O sejam iguais.

Fisicamente a rotacdo corresponde ao movimento realizado sobre uma
circunferéncia com centro no centro de rotacdo, recorrendo ao arco cuja
amplitude é igual ao angulo de giro. Adota-se a rotagdo no sentido anti-horario
como positivo e o sentido horario como negativo (Fig. 33 e Fig. 34).

\’r [positivo]

A [origem
dos arcos]

- [negativo]

Fig. 33

Simetria

A simetria estudada de forma intuitiva pode ser compreendida, utilizando-
se figuras planas ou objetos tridimensionais, espelhados ou refletidos em um
espelho, ou mesmo, tomando-se figuras da natureza ou criada pelo homem

para introduzir o eixo de simetria.
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Eixo de simetria: reta imaginaria que divide a figura em duas metades.
Fig. 35

Essas experimentacdes podem ser realizadas antes do estudo da

simetria central e axial e suas propriedades.

Simetria Central

Uma reflexdo em relagdo a um ponto O ou simetria central, € uma
rotacdo de 180° (sentido positivo, anti-horario) em torno de um ponto O, ou seja,
associa a cada ponto P do plano, com P distinto de O, o ponto P' tal que O é

ponto meédio do segmento PP'.

. *

P

Fig. 36

Toda simetria central € uma isometria no plano.

Simetria Axial

Uma reflexdo na reta r ou simetria axial (eixo) ou simetria em relacdo a
uma reta r, € uma aplicacdo que fixa todos os pontos de r e associa a cada
ponto P do plano, com P nao pertencente a r, o ponto P' tal que r € uma reta

mediatriz do segmento PP".

Fig. 37
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Composicao de transformagoes

Toda isometria do plano € uma composi¢cdo de reflexdes segundo retas
do plano. Assim, a congruéncia de figuras pode ser obtida, também, por uma
composicdo de reflexdes. As figuras a seguir, ilustram algumas dessas

composicoes.

A translacdo como o produto de duas reflexdes:
= E3foi obtido pela reflexdo de E1 em relagéo a reta s. Depois, E2 foi obtido pela reflexao de

E3 em relagdo a reta r (Fig. 38a).

E1 E? ’ E3

2.8 cm
Fig. 38a
= Do mesmo modo E2 pode ser obtido utilizando-se a translacdo de E1, segundo o vetor v
(Fig. 38b).

E1l E2

- =

2.8 cm
Fig. 38b
= Distancia entre as retas r e s € metade da distancia do vetor v.

Rotacdo como produto de duas reflexdes:

= E3 é obtido pela reflexdo de E1 em relacdo a reta r , obtendo E2. Em seguida, E2 é

refletido em s, resultando E3 (Fig. 39a).

0

60 °
E3

E2

Fig. 39a
= Da mesma forma E3 pode ser obtido pela rotacdo de E1, em torno do ponto O, cujo angulo
é o dobro de SOR (Fig. 39b).
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Fig. 39b

Produto de uma translagédo por uma reflexéo (reflexdo deslisante):
= E3 é obtido por meio de uma translacéo, segundo o vetor v, resultando E2, em seguida

uma reflexdo de E2 em relacao a reta r (Fig. 40a).

v

E1 E2
E E3

4

Fig. 40a

= Da mesma forma, pode ser representada como produto de trés reflexdes (Fig. 40b).

El E2

EEE@B

s t

Fig. 40b

Esses resultados também podem ser explorados utilizando-se comandos
de software especificos como o Cabri-géometre.

2.9. ANALISE DE LIVROS DIDATICOS

Até agora, este trabalho apresentou as diferentes perspectivas e
contribuicbes de Euclides, Clairaut, Legendre, Hadamard, Hilbert e Birkhoff e
Klein, no desenvolvimento da geometria, em particular na apresentacdo do
conceito de congruéncia. Suas obras influenciaram na educacéo, através dos
curriculos escolares, livros didaticos e praticas pedagdgicas.

Atualmente, o professor, ao adotar um livro didatico estara diante da
influéncia ou caracteristica dessas obras. E necessério atencdo para a escolha
de um livro didatico, pois este pode, por exemplo, apresentar na geometria, de

forma contextualizada ou n&o-contextualizada, um estudo da prova e
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demonstracdo, de maneira rigorosa proxima ao apresentado no sistema
axiomatico de Euclides e Hilbert ou de Legendre, ou de um estudo menos
rigoroso, voltado a uma educacgdo mais utilitaria como Clairaut, ou utilizando as
transformacdes, como Klein e Hadamard, ou ainda, dando énfase a estrutura
numérica como a de Birkhoff. Essa escolha dependerd da intencdo do
professor, da escola e da comunidade em relagdo aos seus alunos, porque
influenciard no ensino e aprendizagem dos mesmos. Por isso, o tema
congruéncia serd analisado em trés livros didaticos, recomendados pelo
Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD), coordenado pela Secretaria de
Educacdo Basica, que desde 1996 tem avaliado os livros didaticos
implementados nas escolas publicas brasileiras. Serdo consideradas, entre
outras, as recomendacOes dos Parametros Curriculares Nacionais e as
propostas pedagogicas dos trés livros da 72 série do Ensino Fundamental.

No que se refere ao desenvolvimento do conceito de congruéncia, os
parametros curriculares nacionais orientam a exploracdo de situacbes de
aprendizagem no concreto e no dedutivo que levem o aluno a produzir e
analisar transformacfes de figuras geométricas planas, identificando seus

elementos variantes e invariantes.

Construindo figuras a partir da reflexdo, por translacdo, por rotacao de
uma outra figura, os alunos vao percebendo que as medidas dos lados
e dos angulos, da figura dada e da figura transformada sdo as
mesmas. As atividades de transformacdo sdo fundamentais para que o
aluno desenvolva habilidades de percepcdo espacial e podem
favorecer a construgdo da noc¢édo de congruéncia de figuras planas
(isometrias). (PCN, 1998, p.86, grifo nosso)

Segundo o PCN as atividades que envolvem transformacgdes devem ser
privilegiadas, pois permitem o desenvolvimento dos conceitos geométricos de
forma significativa, além de obter o carater dinamico. Além dos conteudos e
objetivos, o PCN orienta o professor a propor para seus alunos, atividades
concretas articuladas as situacfes dedutivas.

Embora no quarto ciclo se inicie um trabalho com algumas

demonstra¢cbes, com o objetivo de mostrar sua forga e significado, é
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desejavel que ndo se abandonem as verificagdes empiricas, pois estas
permitem produzir conjecturas e ampliar o grau de compreensao dos
conceitos envolvidos. (PCN, 1998, p.87).

As atividades de Geometria sdo muito propicias para que o professor
construa junto com seus alunos um caminho que a partir de
experiéncias concretas leve-os a compreender a importancia e a
necessidade da prova para legitimar as hipoteses levantadas. Para
delinear esse caminho, ndo se deve esquecer a articulagdo apropriada
entre os trés dominios citados anteriormente: o espaco fisico, as
figuras geométricas e as representacdes graficas. (PCN, 1998,

p.126, grifo nosso).

Em 1989, a National Council of Teachers of Mathematics (NCTM)
publicou, entre outras orientacdes, algumas propostas para 0 ensino de
geometria, como: abordagem da geometria por intermédio das coordenadas e
das transformacfes geométricas, desenvolvimento de curtas sequéncias de
teoremas (organizacéo local proposta por Freudenthal), argumentos dedutivos
expressos oralmente ou por frases ou paragrafos escritos, exploracbes em
computador de figuras bidimensionais e tridimensionais.

Na analise a seguir, serd retomada a organizacdo praxeologica de
Chevallard (1988), Ressalta as tarefas propostas, as técnicas, tecnologias e
discursos teodricos envolvidos no desenvolvimento do tema congruéncia, bem

como a organizacao dos conteudos.

Livro 1: Titulo: Educacdo Matematica
Autores: Célia Carolino Pires, Edda Curi e Ruy Pietropaolo
Série: 72 serie
Editora: Atual — 2001
O livro da 72 série esta dividido em 20 moédulos. Cada modulo esta
subdividido nas secdes: para comeco de conversa; resolvendo problemas; €
preciso saber; € preciso saber fazer; para saber mais; mostre que vocé sabe.
No final do livro, os autores apresentam propostas para projetos de trabalhos,
banco de imagens com legendas e proposta de trabalho interdisciplinar,
guestdes objetivas relacionadas a cada modulo.
A proposta do livro é ajudar os alunos a perceber o carater pratico da

matematica e  contribuir com o desenvolvimento do raciocinio légico-

62



matematico. Estabelecida de acordo com o trabalho proposto por Machado em
gue o conhecimento ndo deve ser tratado linearmente, mas como uma rede de
significados. O livro traz propostas de redes conceituais para auxiliar o
professor. No caso da congruéncia, 0os autores apresentam o seguinte esquema

para o capitulo 18:

| |
| Estruturas ou l— | Fractais |
| ] |
Fi C 1 Tri laca
—| iguras |ongr|uen es |—| riangulagao | | T I_
|
*| Congruéncia e resolugdo de problemas | | Floco de neve de Koch l
[ —
|
|  casotaL | | Caso LLL | | | casoaa |
[ o I
| Construgdes com régua e compasso Caso LAAo |
I T

Fig. 41

O modulo 18 inicia-se com um texto intitulado "Sobreposicdo de
figuras". Apresenta o carater pratico da matematica, no caso a triangulacéo de
estruturas que sustentam constru¢cdes como prédios, casas, pavilhdes, etc. Em
seguida, é apresentada a secdo em que o aluno, por si mesmo, pode deduzir o
significado de congruéncia. Isso é realizado por meio de atividades em que o
aluno devera manipular instrumentos, observar e perceber regularidades para,
entdo, concluir o que sao figuras congruentes e suas propriedades. A
institucionalizagdo da congruéncia ocorre na secao "é preciso saber". Os casos
de congruéncia de triangulos séo apresentados de forma que os alunos possam
aceita-los, em virtude das atividades anteriores que propéem ao aluno
comparar, visualizar e perceber a congruéncia de figuras.

A seguir a andlise de questdes das secdes: "€ preciso fazer" e "mostre

que vocé sabe".

Situacdo 1: Questdo 9 da pagina 211: D
Reproduza em seu caderno o triangulo DEF ao lado.
Em seguida:

a) obtenha o simétrico do triangulo DEF em relagéo
ao vértice E. E

b) mostre a congruéncia dos tridngulos, utilizando os
casos de congruéncia. Fig. 42
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Segundo a organizacao praxeologica de Chevallard, no item a ocorre:
Tarefa: Construir o simétrico de DEF em rela¢do ao vértice E.
Técnica: o aluno poderd, por exemplo, utilizar um papel transparente para
copiar DEF ou utilizar réegua e compasso ou transferidor, para construir DEF.
Em seguida, construir ED'F', utilizando as medidas dos lados e angulos do
triangulo. Prolongando os lados DE e FE com medidas de cada um dos
lados de DE e FE, respectivamente, obtém-se:

D

Fig. 43

Discurso tedrico-tecnoldgico: Transformacgéo isométrica relativa a simetria
em relacdo ao ponto E.

Nesta questdo, o aluno devera utilizar uma estratégia situada no nivel G1,

pois, trata-se de uma construgao.

Andlise do Item b:

Tarefa: Justificar a congruéncia dos triangulos DEF e ED'F'.
Técnica: Analise da construcdo realizada na questao a.
Discurso tedrico tecnoldgico: transformacdo isométrica, casos de

congruéncia de triangulos.

Fig. 44

Como DE=D'E, EF=EF' e DEF=D'EF"', pelo caso LAL os triangulos DEF e

ED'F' sdo congruentes.
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Na questdo b, o aluno devera utilizar uma estratégia situada no nivel G2,
pois a justificativa devera ser conduzida pela organizacdo local dos casos de

congruéncias de tridngulos.

Situacgédo 2: Questado 1 da pagina 212
Nas figuras seguintes, verifique, sem medir, se os triangulos ABC e ACD sao congruentes. Para
isso utilize os casos de congruéncia.

a) Sabe-se que as medidas dos angulos DAC b) Sabe-se que as medidas ABC e

e ACB séoiguais. A ISC s&o iguais.

A B

Fig. 45 B c D
Fig. 46

Itens a e b:

- Tarefa: Verificar a congruéncia de triangulos.

« Técnica: Identificar os elementos congruentes dos triangulos.

« Discurso Tedrico-Tecnoldgico: Casos de congruéncia de triangulos.

No item a: Com observacdo o aluno podera verificar que AC é comum,
DAC=AC B (fornecido), e AD=BC (fornecido) — caso LAL.
No item b: pelo caso LAAo, temos: AC — lado comum, ABc= ADC (fornecido),
A(AZ Bz A(AZ D (angulos suplementares)

Esta atividade trata de uma aplicacdo direta dos casos de congruéncia,

cabendo ao aluno adequar os elementos (angulos e lados congruentes)

fornecidos com os elementos dos casos de congruéncia.

Situacdo 3: Questdo 4 da pagina 213
Mostre, por meio da congruéncia de triangulos, que o A
ponto A da mediatriz do segmento PQ estd a mesma

distancia de P e de Q.

Fig. 47

« Tarefa: Justificar que PA tem a mesma medida que QA.
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« Técnica: obtencdo dos elementos congruentes dos triangulos APM e QAM
pela andlise da representacdo da figura dada.
« Discurso Tedrico-tecnolégico: Mediatriz, ponto médio, casos de

congruéncia, retas perpendiculares.

A andlise da figura devera levar o aluno a B

justificar que PA=QA, usando o caso LAL, e

pois, PM=QM, QM A= P |\7| A, AM é lado

comum. Q
Fig. 48

Essa questao apresenta a representacao figural. Exige que o aluno saiba
que a mediatriz é perpendicular ao segmento e intercepta o no ponto médio e,
que perceba AM como sendo lado comum aos dois triangulos. Nessa questéo, o

aluno devera utilizar uma estratégia situada no nivel G2.

COMENTARIO SOBRE A CONGRUENCIA DO LIVRO 1

Reconhecemos que, em geral, a ocorréncia do caso LAL € a mais
comum entre 0s casos de congruéncia. Fato que ocorre amplamente nesse
livro, contudo, seria interessante se 0s autores explorassem também, outros
casos de congruéncia de triangulos. Por exemplo, ndo ha nenhuma atividade
que recorre, unicamente, nos casos LLL, ALA. Conclui-se que a abordagem
desse livro € atual; os assuntos estdo de acordo com os PCN's e de acordo com
a proposta feita pelos autores do livro, pois recorre a utilizacdo das
transformacdes isométricas para desenvolver o conceito de congruéncia,
utilizando materiais no concreto. Nesse livro didatico, podem-se encontrar varias
situacbes reais de contextualizacdo, problemas envolvendo organizacées
conceituais locais e conhecimentos prévios. O aluno tem a oportunidade de
construir seu conhecimento através de atividades que exploram as
construcdes, percepcgdes, representacdes e concepcdes dos conceitos a serem
estudados (Machado, 1995).
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Livro 2: Titulo: Matematica é tudo
Autores: Luiz Roberto Dante
Série: 72 série
Editora: Atual — 2002

Segundo o autor, o livro traz um numero reduzido de explica¢des, sendo
a teoria construida nas atividades desenvolvidas pelos alunos. Apresenta o
objetivo de auxiliar na producéo de significados, priorizar atividades para aluno,
estimulando a reflexdo, a experimentacéo e a resolucdo de problemas.

O livro é dividido em 12 capitulos. Cada capitulo contém as secdes:
trocando idéias; vocé sabia que...; oficina de matematica; atividades, desafio;
revendo o que aprendemos; projeto de equipe; redacdo; revisdo cumulativa;
para ler, pensar e divertir-se. Em geral os capitulos s&o introduzidos com uma
pergunta aos alunos para reflexdo e analise de uma situacao ligada ao contetdo
a ser desenvolvido. O didlogo é realizado entre uma professora e seus alunos.
Na orientacdo dos conteldos especificos, 0 autor expde a problematica da
passagem de atividades manipulativas para as dedutivas. Propde deducbes e
demonstracdes locais. A linguagem simbdlica é bastante explorada nos
exercicios. Em varios momentos, procura trazer formas de como se deve
demonstrar utilizando propriedades e teoremas ja estudados.

O estudo da congruéncia de figuras € realizado no capitulo 6 e tem como
titulo: Propriedades de figuras geométricas. Nesse capitulo, a professora
desafia os alunos perguntando: "como sdo as medidas de dois angulos opostos pelo
vértice?", e apresenta trés resolu¢des: uma utilizando dobradura, outra com uso
de transferidor e, por ultimo, a demonstracdo usando o rigor matematico. Essas
resolucdes constituem as validacdes situadas nos niveis GO, G1 e G2 de
Parzysz (2001). Apos as demonstracdes, sdo propostos exercicios do tipo:
calcule as medidas ou determine os angulos, construa a figura e compare com
0s colegas. Essa sequéncia prossegue no desenvolvimento de atividades e
conteudos, ou seja, pergunta, resolucdo de forma empirica e apresentacédo de
como demonstrar formalmente e finaliza com exercicios de varios niveis.

No caso do estudo das figuras congruentes, que € apresentado na pagina
139, ndo se explora a associacdo das transformacOes isométricas com a
congruéncia de figuras. A Unica mencdo citada estd em relacdo a seguinte

situacdo e apresentacdo de figuras: "Imagine duas figuras tal que seja possivel
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transportar uma sobre a outra de modo que coincidam. Dizemos que essas figuras sdo

congruentes". Nesse caso, as figuras sao representadas apenas por segmentos e
angulos congruentes. Nao ha nenhuma representacdo de objetos ou fotos que
lembre algo da realidade, o dia-a-dia ou algo mais significativo para o aluno.

Na congruéncia de triangulos, sdo apresentados exemplos de triangulos
com os elementos que garantem a congruéncia (LAL, LLL, ALA, LAAO) e 0s que
ndo garantem a congruéncia (AAA, LLA). Pede-se para construir, com régua e
transferidor, e comparar triangulos a partir de medidas fornecidas e somente
dos casos de congruéncia. A seguir, apresentaremos a analise de atividades

sobre congruéncia de figuras.

Situacao 1: Exercicio 31, pagina 140

Os triangulos ABC e EFG representados ao lado séo
congruentes. Determine em seu caderno as medidas

assinaladas por letras.

B 5.0 cm

Fig. 49

« Tarefa: determinar as medidas relativas aos elementos congruentes de dois
triangulos.

» Técnica: Comparar os elementos fornecidos com os elementos dos casos
de congruéncia ou por construcao.

« Discurso Tedrico-tecnolégico: soma das medidas dos angulos internos de
um triangulo é 180° , congruéncia de figuras.

O aluno devera responder: c=2,5cm, e=5cm, x=60° y=30°, z=w=90°
=180° -(60° +30°). Nessa atividade o aluno deveré utilizar uma estratégia situada
do nivel G1 para G2, pois ocorre a comparacao entre as figuras de modo que 0s
valores c, X e y basta o aluno observar, enquanto que para determinar z e w €
necessario uso de propriedade decorrente de experimento ou aceitacdo

anterior.

Situacao 2: Exercicio 36, itens c, d, e e da pagina 143

Verifigue em cada item abaixo se é possivel afirmar que os tridngulos sdo congruentes. Em

caso positivo escreva qual o caso de congruéncia que garante a congruéncia e quais 0s
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demais elementos congruentes.

¢) Triangulo PQR tem angulos 75°, 90° e 15°. Triangulo XYZ tem angulos 75°, 90° e 15°.

d) Os lados do triangulo RSP medem RS:8cm, RP:10cm, SP: 13cm. Os lados do triangulo
EFG medem EG:10cm, FG:13cm e EF: 8cm.

e)

c Fig. 50

Andlise da situacao 2, itensc,d e e:

« Tarefa: 1) Verificar se os triangulos sdo congruentes usando os casos de
congruéncia; 2) se forem congruentes, justificar; determinar os demais
elementos congruentes.

» Técnica: Comparar os elementos fornecidos com os elementos dos casos
de congruéncia ou por construcao.

« Discurso Tedrico-tecnolédgico: Casos de congruéncia de triangulos.

N&o ha no proprio exercicio o estimulo ao aluno para fazer construcdes
das figuras dos itens ¢ e d. Ha somente uma observacdo ao professor para que
ele oriente os alunos a fazerem um esbo¢co para melhor visualizar cada
situacdo. Nao € solicitado que o aluno construa com os dados fornecidos
utilizando instrumentos adequados.

Nesta questdo, o aluno devera utilizar uma estratégia situada no nivel G1.
O aluno poderd comparar os elementos que fazem parte dos casos de
congruéncia com os elementos fornecidos no exercicio, que podera ser ou nao
esbocados. No item c, o aluno devera chegar a concluséo de que com os dados
fornecidos ndo se pode garantir a congruéncia e os lados podem nao ser
congruentes. Em d, o aluno devera justificar que os tridangulos sdo congruentes,

usando o caso LLL, pois RS=zEF, RP=zEG, SP=FG. Os demais elementos serao

>

I?Q E,§ ~ Iélng O item e devera se justificada usando o caso LAAo, com

1

AC=PR, Azlﬁ , EAS = (AQ e 0s demais elementos é = |S AB=RQ, BC=PQ.
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Situacédo 3: Exercicio 40, pagina 145.
Use um dos casos de congruéncia de triangulos e demonstre esta afirmacéo: "As

diagonais de um retangulo sdo congruentes".

« Tarefa: Demonstrar propriedade do retangulo.
« Técnica: Utilizar propriedades anteriores.
» Discurso Tedrico-tecnoldgico: definicdo de quadrilateros, congruéncia de
figuras.
Nesta questdo, o aluno deverd utilizar uma estratégia situada no nivel G2,

pois a validacao sera por meio de propriedades anteriormente validadas.

A B

L £ Fig. 51
Sabendo que os angulos internos de um retangulo sao todos 90°, o aluno

podera demonstrar usando o caso LAL : AD=BC (lados opostos de um retangulo);

D = C ( angulos retos) ; DC (lado comum).

COMENTARIO SOBRE A CONGRUENCIA DO LIVRO 2

Com a analise conclui-se que o autor busca construir 0 pensamento
matematico, utilizando, na maioria das vezes objetos teoricos, exemplificando
como demonstrar através do uso de propriedades derivadas de organizacao
local. S&o, praticamente ausentes, propostas de atividades empiricas e
manipulativas com objetos de natureza fisica, caracteristicas do nivel GO de
Parzysz (2001); ocorre a transi¢cao do nivel G1 para G2, pois propde atividades
de nivel G1, que utiliza régua e transferidor, e as utiliza para preparar o aluno
para a construcdo de novas propriedades e atividades de nivel G2. A linguagem
simbdlica e termos matematicos sdo extremamente presentes em todo o livro.

Os exercicios relativos a congruéncia de triangulos sdo mais voltados
para o aluno analisar se ocorre ou hdo um dos casos de congruéncia. Nao é

proposto nenhum caso ALA e 0 caso que mais aparece é o LAL.
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Livro 3: Titulo: Matematica Pensar e Descobrir
Autores: Giovanni & Giovanni Junior
Série: 72 série
Editora: Atual — 2000

O livro apresenta 8 unidades. Cada unidade inicia com uma leitura sobre
0 assunto a ser estudado ou com a secéo "Pense e descubra” que se refere a
problemas. As demais divisbes sdo: "Vamos resolver" apresenta exercicios
sobre o0s conceitos desenvolvidos; "Auto-avaliacdo" tem o objetivo de
proporcionar ao aluno a medir o grau de aproveitamento nos estudos; "Topicos
de Geometria"; Graficos e tabelas" e "Nog¢fes de Estatistica”, "Saiba que". Os
contetdos de geometria sdo tratados como tépicos a partir da unidade 3, desse
forma, a congruéncia de figuras € tratada na unidade 6. No inicio desse capitulo,
0 autor apresenta a idéia de congruéncia de figuras a partir da sobreposicao e
coincidéncia entre duas figuras analisadas e define que "dois poligonos sao
congruentes quando possuem os lados respectivamente congruentes e 0s
angulos respectivamente congruentes”.

Em seguida, o autor apresenta 0s casos de congruéncia sem
demonstracdo ou proposta de atividades que levem os alunos a concepgao
sobre o assunto. Faz aplicacdo dos casos no estudo de triangulos retangulos,

isésceles e equilateros.

Situagdo 1: Exercicio 96, péagina
239
Observe os tridngulos e responda:

a) Eles sdo congruentes?

b)  Qual o caso de congruéncia?

c¢) Quais as medidas de x e y?
B

Fig. 52

» Tarefa: Observar e responder se sdo congruentes segundo 0s quatro casos.
» Técnica: Comparar os dados fornecidos.
« Discurso Teérico-tecnolédgico: casos congruéncia de triangulos.

Esta atividade € de observacdo e comparacdo dos dados fornecidos e
aplicacao direta do caso LAL, portanto, segundo Parzysz € de nivel G2, pois

utiliza os casos de congruéncia para decidir.
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Situacéo 2: Exercicio 100, pagina 239
Na figura, temos:
¢ EF//DC//IAB

e EF=DC

e D e C sdo pontos médios respectivamente
de AG e BG

¢ DC=AB/2

Nessas condi¢es, determine o perimetro do
triangulo AGB.

Fig. 53

« Tarefa: Determinar o perimetro do triangulo AGB.

« Técnica: Obter os elementos congruentes dos triangulos CDG e EFG.

« Discurso Teorico-tecnoldgico: ponto médio, reta transversal a duas retas
paralelas, casos de congruéncia, angulos opostos pelo vértice.

Espera-se que o aluno responda:

E_38em F O perimetro do triangulo AGB é 26,8 cm,

pois os triangulos CDG e EFG séo

5.1 cm

congruentes pelo caso LAAo
(CGD=EGF -opostos pelo vértice,

oo\ CD=EF — dado, EFG=CDG -

internos alternos).

Fig. 54

Nesta atividade, o aluno devera utilizar uma estratégia situada no nivel
G2, pois 0 aluno devera resgatar conhecimentos, anteriormente assimilados

sobre angulos e retas.

Situacdo 3: Exercicio 111, pagina 245
Na figura, AM é mediana relativa ao lado
BC. Sendo AB=AC, determine as medidas

X, Y, Z.
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» Tarefa: Determinar as medidas de x,ye z .
« Técnica: Obter os elementos congruentes dos triangulos ABM e ACM.
« Discurso Tedrico-tecnoldgico: reta perpendicular, mediana, ponto médio,
casos de congruéncia, soma dos angulos internos do triangulo.

Espera-se que o aluno responda que x= 90°, pois é o angulo formado
pelo lado BC com a sua mediana; y = 72°, pois y=180-(90+18). O valor de z é
18° pois, os triangulos ABM e ACM séo congruentes pelo caso LLL ( MA =MA —
lado comum; BM=CM — M é ponto médio; AB=AC — dado fornecido). Neste exercicio,
o aluno devera utilizar uma estratégia situada no nivel G2, pois o aluno devera
obter alguns elementos a partir de outros ou que ja foram aceitos por uma

organizagéo local.

COMENTARIO SOBRE A CONGRUENCIA DO LIVRO 3

O autor apresenta problemas dos casos de congruéncia, posicionando os
triangulos congruentes de forma diversificada, fazendo com que o aluno
desperte sua percepcdo e comparacdo, para a resolugdo dos problemas, mas
ndo ha atividades de construgcdo com régua e transferidor para que o aluno
possa representar objetos bidimensionais.

As atividades de congruéncia focam a verificacdo dos angulos e lados
congruentes de dois triangulos. H4 um exercicio para provar que duas figuras
sdo congruentes, usando um dos casos de congruéncia. Nao aparece 0 caso

LAAO, e ha ocorréncia maior dos casos LAL e ALA.

RESUMO E ANALISE DOS TRES LIVROS DIDATICOS

De modo geral, pode-se perceber a influéncia dos estudos dos
matematicos citados anteriormente nos trés livros didaticos, com relacdo ao
desenvolvimento e ao tratamento dado as provas e demonstracdes do tema
congruéncia e dos casos de congruéncia de triangulos. A apresentacao desses
assuntos é tratada de forma mais contemporanea nos trés livros, através de
uma organizac¢dao local ou aceitando diretamente como verdadeiros os casos de
congruéncia, para auxiliar na apresentacdo de novas linguagens e termos
matematicos.

Os trés livros analisados apresentam caracteristicas diferenciadas. O

primeiro, "Educacdo Matematica", trabalha a congruéncia de figuras e de
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triangulos utilizando as transformacdes geométricas. As atividades empiricas e
de manipulagéo s&o valorizadas, fazendo com que o aluno construa o conceito
de congruéncia pelas experiéncias propostas. Nao h& rigor no tratamento
matematico e 0s exercicios propostos séo para justificar com linguagem natural
ou construir triangulos congruentes.

O livro "Matematica é tudo" ndao utiliza a linguagem das transformacoes
isométricas para desenvolver o tema congruéncia. Os casos de congruéncia sao
desenvolvidos com a construcdo de triangulos, utilizando-se régua e
transferidor. Destaca os enunciados das propriedades ou teoremas a serem
demonstrados, e o rigor faz parte na apresentacdo dos conteudos, na utilizacédo
dos termos e simbolos matematicos e em alguns exercicios que se pede para
demonstrar. Conceitos estudados anteriormente sdo utilizados nas atividades
sobre a congruéncia.

O terceiro livro analisado, "Matematica, pensar e descobrir" tem destaque
nos exercicios diversificados, isto €, contextualizado e também utilizando
objetos matematicos. A apresentacdo dos casos de congruéncia € de forma
direta, sem proposta de atividades empiricas ou de construcdo. Nao ha
referéncia as transformacfes isométricas, mas sobre a sobreposicdo e
coincidéncia de lados e angulos de poligonos para a introducdo do estudo da
congruéncia.

De modo geral, as tarefas solicitadas nos livros ajudam o aluno na
compreensao do conceito de congruéncia, seja via transformacdo ou por
construgdo, pois ndo se limitam as listas de exercicios com um so6 tipo de
abordagem, por exemplo, varios exercicios para achar o caso de congruéncia,
utilizando somente pares de triangulos congruentes. Os livros trazem atividades
para justificar, construir, verificar e provar, favorecendo o emprego de técnicas
diversificadas. Os trés livros resgatam outros conceitos (conforme discurso
tedrico das atividades analisadas). O grau de formalidade é diferenciado nos

livros e o rigor se faz mais presente no segundo livro.
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CAPITULO 3

SUJEITOS, METODO E MATERIAL

3.1. CARACTERIZACAO DOS SUJEITOS

Os sujeitos que participaram dessa pesquisa foram alunos regularmente
matriculados na 12 série do Ensino Médio de uma escola estadual do interior de
Sao Paulo. Esta escola, situada na parte central do municipio, oferece somente o
curso de Ensino Médio e recebe anualmente os alunos oriundos das diversas
escolas da cidade. Dessa forma, cada sala formada apresenta alunos em
diferentes niveis de aprendizagem, grande heterogeneidade em termos de
hébitos e comportamentos oriundos de suas escolas de origem. Isso se torna um
desafio para o professor que deve trabalhar essas diferencas.

Inicialmente, foi feito um convite (anexo 8), com formato de curso, a alunos
da 12 série do Ensino Médio, periodo matutino, dos quais, 21 se inscreveram,
fazendo com que o curso fosse dividido em dois momentos. O primeiro, no més
de marco de 2006 com 14 participantes, e o restante dos alunos ficaram para um
segundo momento, programado para o0 més de novembro do mesmo ano. Seréo
analisadas somente as atividades do primeiro grupo constituido por 14 alunos.

Seguindo a ordem de inscrigcdo, a sequéncia foi composta por 14 alunos
inscritos no curso, mas efetivamente, 13 alunos participaram das atividades. A
idade desses alunos era de 14 a 16 anos. A sequéncia foi realizada no periodo da

tarde, conforme os dias e horarios determinados no convite.

3.2. PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Esta pesquisa resgata a idéia de organizacdo local, proposta por
Freudenthal (1973), e tem por objetivo revisitar o tema congruéncia de figuras.
Procurard responder as seguintes questdes:
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e Em que medida o processo de transicdo do concreto para 0 espaco-

grafico contribui para a apropriacdo do conceito de congruéncia?

e E em que medida esse processo favorece a passagem do empirico para o
dedutivo?
Para responder a essas perguntas uma sequéncia de atividades sera
elaborada e aplicada a alunos da 1? série do Ensino Médio.
A pesquisa contempla um estudo tedrico e experimental, o que favorece a
utilizacdo de elementos da metodologia da Engenharia Didatica, proposta por
Artigue na década de 1980. Segundo esta pesquisadora,

A Engenharia Didatica, vista como metodologia de investigagéo,
caracteriza-se por um esquema experimental baseado em
realizacBes didaticas na sala de aula, isto €, na concepc¢do, na
realizacdo, na observacdo e na analise de sequiéncias de ensino.
(Artigue, 1988, p.285-286).

Assim, para responder as questdes de pesquisa sera utilizada a
metodologia de pesquisa denominada Engenharia Didatica. A pratica pedagdgica
e 0S sujeitos da pesquisa fardo parte da dimensédo experimental a ser realizada
em sala de aula. Integradas a elas, as analises dos resultados experimentais e as
investigacOes teoricas fardo parte da dimensdo tedrica, caracterizando esta
metodologia de pesquisa.

A Engenharia Didatica € constituida de quatro fases de execucao: analises
preliminares, concepcdo e analise a priori; aplicacdo da sequéncia didatica e a
analise a posteriori. Essas fases compdem as dimensdes tedrica e experimental.

A primeira fase, as analises preliminares, apodia-se na fundamentacao
tedrica, num estudo histérico, na analise dos programas de livros didaticos e na
concepcao de alunos sobre o tema proposto. Nesta pesquisa, as analises
preliminares serdo constituidas pelos conhecimentos matematicos e didaticos
adquiridos no estudo da congruéncia de figuras e da analise de trés livros
didaticos, relativos ao 4° ciclo do Ensino Fundamental.

A segunda fase, relativa a concepcéo e andlise a priori das atividades, é
determinada por um numero de varidveis que podem ser globais ou locais. As
varidveis globais ou macro-didaticas dizem respeito a organizagdo global da

engenharia, enquanto que as locais ou micro-didaticas, referem-se a organizacdo
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de uma secdo ou de uma fase, objeto dessa pesquisa. Nessa fase, objetiva-se
determinar de que maneira as variaveis escolhidas permitem controlar o
comportamento dos alunos e o sentido desses comportamentos, através da
relacdo do contetdo a ser estudado com as atividades da sequéncia, visando a
apreensédo dos conceitos por parte dos alunos.

A fase da experimentagcdo é caracterizada pela aplicacdo da sequéncia a
um grupo de alunos. E uma fase muito importante, pois a atencdo durante essa
fase é imprescindivel para obtencdo do maior numero de informacfes que
poderao contribuir para responder a questéo de pesquisa. Finalmente sera feita a
analise a posteriori que consiste, na interpretacdo dos dados colhidos na
experimentacéo, nas observacdes e produgdes dos alunos durante as atividades
da sequéncia de ensino. Da confrontacdo entre a analise a priori e a andlise a

posteriori obter-se-a0 elementos para validar ou ndo as questdes de pesquisa.

ORGANIZACAO DA EXPERIMENTACAO

A sequéncia de ensino foi realizada no periodo da tarde, conforme os dias
e horéarios determinados no convite feito aos alunos. Uma dupla foi acompanhada
por um observador, sendo que sua tarefa foi de anotar didlogos, materiais
utilizados e perguntas realizadas. Além das anotacfes, os dialogos da dupla
foram gravados. Ao término de cada sessdo, cada dupla respondeu a um
questionario entregue no inicio da sessao. Esses dados foram recolhidos pela
pesquisadora para serem utilizados nas analises a posteriori e confrontados com
as analises a priori.

O curso foi dividido em duas partes. A primeira parte (anexo 10) destinou-
se em despertar 0 interesse dos participantes, em fazer com que estes se
familiarizassem como software Cabri-Géomeétre e tivessem contato com as
propriedades e relacdes entre pontos, retas, retas e pontos. Salienta-se que esse
momento objetiva, apenas a familiarizagdo, ndo fazendo parte das andlises da
sequéncia. A segunda parte foi destinada a aplicacdo da sequéncia de ensino, foi
analisada segundo a metodologia da Engenharia Didatica. O numero de horas foi

distribuido conforme descrito a seguir:
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e laParte - Curso de Cabri-Géométre II: 12 horas
0 3encontros de 2 horas: dias: 6, 7 e 10 de margo de 2006.
0 2 encontros de 3 horas: dias: 13 e 14 de marco de 2006.

e 2a Parte — Geometria: Estudo da Congruéncia: 12 horas (Sequéncia de ensino)
0 4 encontros 3 horas: dias: 17, 20, 21 e 24 de marco de 2006.

Na parte 1, foi estabelecido o contrato didatico com os alunos: definicdo
dos horérios, uso dos materiais nas atividades (materiais fornecidos aos alunos),
organizacdo em duplas e esclarecimento sobre o objetivo do curso, que consistia
em explorar a congruéncia com o Cabri e atividades manipulativas levando a uma
compreensao do assunto. Ainda nessa etapa, introduzimos o Cabri-Géomeétre
aos alunos. As transformacdes geométricas de rotacdo, translacdo e reflexao
foram trabalhadas com os alunos (vide anexo 10).

Na parte 2, ocorreu a aplicacdo da sequéncia de ensino, que foi dividida
em 3 blocos: o Bloco 1, destinado a utilizagdo de material concreto para o estudo
da congruéncia de figuras; o Bloco 2 que contou com a utilizagdo do Cabri para o
estudo da congruéncia de figuras por meio das transformacdes e 0 uso da régua
e do transferidor; e finalizando, o Bloco 3 envolveu a prova e demonstracdo em
problemas de congruéncia de triangulos.

A sequéncia foi realizada na sala de informatica da escola e em sala de
aula. Ocorreram imprevistos, com relagdo a alguns alunos que faltaram no
segundo encontro. Nesse caso, para os que faltaram, aplicamos a atividade num
outro horario, anterior ao terceiro encontro. Os grupos formados receberam a
numeracao de 1 a 6 e as iniciais dos nomes dos alunos foram utilizadas para
identifica-los. Em virtude de uma desisténcia, um dos grupos ficou com trés

componentes. Abaixo, os seis grupos formados.

78



3.3. MATERIAL

A sequéncia de ensino foi dividida em trés blocos. Em cada bloco, foi
solicitado aos alunos que respondessem questbes relativas as atividades
realizadas. Estas questfes e os procedimentos adotados pelos alunos durante a
realizacdo das atividades, foram analisadas segundo a metodologia da
Engenharia Didatica, fundamentadas nos trabalhos de Parzysz, Machado,
Freudenthal, Balacheff e nos resultados de trabalhos de alguns pesquisadores,
citados na reviséo bibliogréafica deste trabalho.

O bloco 1 contemplou atividades do nivel GO e G1 do modelo proposto por
Parzysz. Este nivel tem como ponto de partida a vivéncia e a realidade dos
alunos. As decisGes tomadas pelo aluno séo consequéncias do que ele visualiza.
Ainda no bloco 1, os alunos tiveram a oportunidade de conceber a nocdo de
congruéncia a partir da face "concreto” do tetraedro proposto por Machado,
envolvendo objetos tridimensionais e figuras no plano.

O bloco 2 objetivou fazer com que os alunos se apropriem do conceito de
congruéncia, via transformacdes isométricas. O instrumento didatico foi o software
Cabri-Géometre IlI, que por meio de suas ferramentas de transformacdes
isométricas, o aluno pode validar a congruéncia de figuras planas. Neste bloco,
foram apresentadas atividades do nivel G1 e exploradas as duas faces do
tetraedro sugerido por Machado: percepcao e representacdo. As validacdes foram
perceptivas. As atividades propostas foram com figuras congruentes, que buscava
favorecer a transicdo do processo cognitivo, envolvendo as percepcbes e
representacdes. Além do Cabiri Il, este trabalho fez uso da malha quadriculada.
Os alunos se empenharam em tarefas de construcdo e representacdo de
triangulos, cuja finalidade foi de abstrair os conceitos dos quatro casos de
congruéncia de triangulos.

No bloco 3 os argumentos e provas foram deduzidos a partir da
experimentacéo do bloco anterior. Os casos de congruéncia de triangulos foram
aceitos pelos alunos, conforme idéias de Freudenthal. Este bloco foi analisado
segundo os tipos de provas de Balacheff.

A sequéncia de ensino buscou a articulagéo entre os elementos explorados
nos blocos 1, 2 e 3, e com base na rede conceitual proposta por Pires (2001).

Uma rede conceitual foi adaptada para essa pesquisa, conforme figura a seguir.
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I I
Jogos / llusdo de otica
material manipulativo
- Transformagdes
|| Triangulagéo Figuras Congruentes Isoméricas
— — Computador
Congruéncia e resolucdo de problemas [~ (cabri-Géométre)
Caso ALA Caso LAL Caso LLL
I
I
Construgdes com régua e compasso e Caso LAAo
transferidor
[

Fig. 57

A rede mostra os meios explorados na sequéncia de ensino sobre as
figuras geométricas congruentes, e conseqientemente, 0s casos de congruéncia
de triangulos, por meio de material manipulativo, transformacdo isométrica,
utilizando o computador ou por meio de problemas. O primeiro contato com a
congruéncia foi realizado no bloco 1 com atividades envolvendo os itens da rede:
jogos/materiais manipulativos, a ilusdo de ética, destinados a descoberta e
abstragdo do conceito de congruéncia. Em seguida, as transformagdes
isomeétricas, o computador e as constru¢des com régua, compasso e transferidor,
fizeram parte do bloco 2 no estudo do objeto matematico congruéncia e, em
particular, os casos de congruéncia de triangulos. O item congruéncia e resolucao
de problemas abrangeram o bloco 3, finalizando a seqiiéncia de ensino com 0 uso
dos casos de congruéncia para prova e justificativa de situacdes envolvendo
objetos matematicos. As atividades desenvolvidas em cada bloco foram:

Atividades do Bloco 1:

= Sacola contendo pares de objetos congruentes.
= Figuras bidimensionais congruentes.

= Jogo da Congruéncia.

Atividades do Bloco 2:

« Congruéncia de Figuras pelas transformacdes isométricas no Cabri-géometre.

= Construcdo de tridngulos e introducdo aos quatro casos de congruéncia de
triangulos — placa quadriculada.

Atividades do Bloco 3:

= Resolucéo de Problemas — Provas
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3.3.1. ANALISE A PRIORI DAS ATIVIDADES DO BLOCO 1 — CONCRETO

E comum a congruéncia ser tratada nos livros didaticos a partir de
triangulos ou poligonos, ou seja, objetos bidimensionais, sem uma relacéo direta
com a realidade dos alunos. Por isso, este bloco constitui-se de 3 atividades
manipulativas, com o objetivo de possibilitar aos alunos a compreensdo da
congruéncia em seu aspecto geral. Tem como ponto de partida a exploracéo via
objetos tridimensionais, congruentes dois a dois, comuns ao cotidiano dos alunos.
Posteriormente, com figuras que causam ilusdo de otica, os alunos serao
instigados a provar, mesmo que de maneira perceptiva e manipulativa, se 0s
objetos bidimensionais sdo ou ndo congruentes. Espera-se que nessa atividade o
aluno justifique, pela superposi¢cao, que duas figuras sdo congruentes porque se
encaixam uma sobre a outra. Para consolidar a compreensao e a concepc¢ao de
congruéncia, a atividade 3 tera figuras congruentes duas a duas, impressas em
papel transparente em diversas posi¢cdes, e para ocorrer a sobreposicdo sera

preciso visualizar, girar, virar uma figura em relagao a outra.

Atividade 1. Sacola com objetos congruentes®

Atividade 1: Os objetos contidos na sacola sdo congruentes dois a dois.
Questdo 1. Procure regularidades nos objetos e identifique os pares de
objetos congruentes. Cole, lado a lado, com fita adesiva, os pares de

objetos congruentes na folha dada.

A foto a seguir, ilustra a composicao de objetos da sacola da atividade 1:

S5

Fig. 58

O objetivo dessa atividade é descobrir o que sdo objetos congruentes.

Como proposta serdo utilizados objetos congruentes de diferentes materiais, tais

® Anexo 3: Lista dos objetos congruentes contidos na sacola esta nos anexos.
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como: madeira, plastico, metal, tecido. Algumas situacdes foram criadas para que
os alunos possam perceber o que influencia e o que néo influencia na tomada de
decisdo. Por exemplo, alguns pares de objetos congruentes terdo mesma cor,
outros nao; alguns pares de objetos congruentes serdo semelhantes a outros
pares, com cores alternadas.

Os objetos congruentes de mesma cor foram preparados para tentar fazer
com que os alunos percebam que objetos congruentes sao visualmente iguais
em tamanho e forma. Sao pares de: bola de ping-pong, colher de plastico,
alfinete, clips, botdo de 4 furos e botdo de 2 furos, palito com colchetes presos
nas extremidades — mesmo lado, palito com colchetes presos nas extremidades —
lados opostos, parafuso sextavado ¥4 x 1" e parafuso francés % x 1". Entretanto,
com o0s objetos congruentes dois a dois, de cores diferentes, espera-se que 0s
alunos notem que esses objetos, apesar das cores diferentes, ttm o mesmo
formato e tamanho e que, portanto, sdo também congruentes. Séo eles: cabides,
pecas de brinquedo de montar do tipo Lego, copos de brinquedo, colheres de
sorvete, fitas de 15cm (cor rosa e azul) e fitas de 11,5cm (cor rosa e azul). Os
objetos congruentes dois a dois com tamanhos diferentes e de mesma cor foram
preparados a fim de diferenciar a congruéncia de semelhanca: Sao eles: um par
de copos de 180ml e um par de copos de 80ml de mesma cor; um par de porca
de ¥4", um par de porca °/1¢ € um par de porca /16, todos prateados.

Na dificuldade dos alunos em perceber a congruéncia de objetos, a
professora podera intervir com a seguinte instrucao: a) Dois a dois 0s objetos tém
caracteristicas comuns, quais sdo? b) E no geral, o que é comum a todos?

Espera-se que os alunos manipulem e comparem o0s objetos para
decidirem quais sdo e 0 que sdo objetos congruentes. E como analise, essa
atividade podera ser categorizada no nivel GO, segundo Parzysz, pois a validacao
sera perceptiva. Pode-se considerar também a sacola contendo os materiais
analisados como sendo um objeto complexo, espago em que os alunos deverdo
organizar, comparar, selecionar e abstrair, nesse primeiro momento, a idéia do

gue sao objetos congruentes apenas com a manipulacéo e visualizacao.

Questédo 2: Se vocé fosse explicar para um colega de classe o que sédo objetos

congruentes, o que vocé diria a ele?
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Essa questdo, que vem apos a atividade manipulativa, tem como base o
que Machado (2005) ressalta ser fundamental em qualquer situacdo de
aprendizado, que é a "articulagfo entre as atividades perceptivas e momentos de elaboragio
conceitual, ou o estabelecimento de relagbes mais consistentes entre o conhecimento empirico e
sua sistematizagdo formal". Assim, a questao 2 tem a finalidade de articular a situacéo
empirica experimentada pelos alunos na atividade anterior com a elaboracdo do
conceito de congruéncia. Espera-se que 0s alunos possam expressar suas idéias

e pensamentos abstraidos da atividadel.

Atividade 2: Figuras planas congruentes
Situacdo 1 - Figuras 1 e 2: Nessa atividade serdo fornecidas duas folhas: uma

para a manipulacdo das figuras 1 e 2, e outra para que os alunos decidam e
respondam o que sao figuras congruentes. As figuras 1 e 2 da folha de resposta

serao apenas ilustrativas.

Quadro 2 — Folha de manipulacéo e de resposta —situacéo 1, bloco 1

Folha de guestdo e manipulacéo Folha para resposta

1. Decida se as figuras sdo congruentes. | O que vocé acha sobre as figuras, elas séao
congruentes? O que vocé faria para decidir se as
figuras sdo ou ndo congruentes?
1. Figuras 1 e 2;

As figuras 1 e 2 séo

s congruentes?
Fiaura ( )sim ( )ndo
Justifique.

Figura 1

Explique o que vocé fez para
justificar sua resposta.

Figura 2

Figura 2

Essa atividade também é de manipulacdo, e a decisdo a ser tomada
deverd ser pela observacdo dos aspectos gerais das figuras bidimensionais.
Serdo utilizadas representacdes planas que, visualmente, ndo parecem ser
congruentes. Para tanto, sera utilizado um par de figuras que causam iluséo de
Otica, aquilo que "parece, mas nao €", para ter certeza serd necessario manipular
0 objeto. A validagdo, ainda que perceptiva, serda auxiliada pelo uso dos
instrumentos. Para a verificacdo, espera-se que o0s alunos descrevam a
necessidade de sobrepor uma figura sobre a outra, ou medir segmentos, ou lados
das figuras, ou ainda, recortar, ou desenhar para comparar. Os alunos poderao

utilizar os seguintes recursos:
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a) Papel transparente: nesse caso, o aluno copiard a figura 1 no papel
transparente para sobrepor a copia da figura 1 sobre a figura 2, ou vice-versa
e tomar a decisédo se sao ou ndo congruentes;

b) Tesoura: um aluno recortara uma das figuras e sobrepor sobre a outra para
poder decidir sobre a congruéncia ou nao;

c) Régua, transferidor, compasso: escolhendo régua ou compasso, 0 aluno vai
medir a distancia de um ponto a outro de uma da figura e comparar com a
distancia dos pontos correspondentes da outra figura.

Caso o aluno escolha o transferidor, a professora devera intervir e instruir

o aluno sobre o uso do transferidor. Angulos sdo formados por duas semi-retas

com origem no mesmo ponto, 0 que n&o ocorre nas figuras da situagédo 1. Na

utilizacdo do papel transparente e a tesoura, o aluno precisara transportar,
deslocar a figura copiada ou recortada até a outra figura. Espera-se que essa
atividade faca o aluno perceber o processo de validacdo de sua resposta. Para
isso, 0 aluno vai justificar, descrevendo o que foi feito na atividade para que ele
tomasse tal decisdo. Espera-se como resposta a necessidade de levar,
transportar, deslocar uma figura ou sua coépia até outra figura a ser comparada

por superposicao.

Situacdo 2 - Figura formada por segmentos: Nessa atividade também serado

fornecidas duas folhas: uma para a manipulacéo das figuras 3 e 4 e, outra para
o aluno decidir e responder. As figuras 3 e 4 da folha de resposta serdo apenas

ilustrativas.

Quadro 4 — Folha de manipulacédo e de resposta —situacao 2, bloco 1

Folha de questao e manipulacéo Folha pararespostas
2. Decida se as figuras s&o congruentes. Os segmentos da figura 3 s&o
— congruentes aos segmentos da figura 4?
( )sim ( )ndo
Justifique.

Expligue o que vocé fez para justificar
_— sua resposta.
Figura 3
A figura 3 é congruente a figura 4?
( )sim ( )nédo
Justifique.

Figura 3 Figura 4

Explique o que vocé fez para justificar
sua resposta.

Figura 4
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Na situacdo 2, espera-se que o aluno perceba a congruéncia de cada um
dos segmentos da figura 3 com a da figura 4. Além desses segmentos, observar a
forma retangular do conjunto de segmentos. O aluno também podera utilizar os
recursos de régua, tesoura, compasso, papel transparente, como instrumentos
para medir ou sobrepor. Além de transportar a medida ou a figura recortada ou

desenhada, ha a necessidade de girar para sobrepor.

Questdo 3: Se vocé fosse explicar para um colega de classe como identificar duas

figuras congruentes, o que vocé diria a ele?

Espera-se que os alunos respondam que para haver a congruéncia basta
verificar se uma figura se encaixa sobre a outra por transporte e sobreposicao.

Atividade 3: Jogo da Congruéncia

Nessa atividade, cada dupla receberd um quadro contendo 12 retangulos
congruentes. No verso dos retangulos estdo escondidas figuras congruentes duas

a duas.

Situacdo 1: No verso de cada um dos retangulos que aparecem no quadro ha figuras
congruentes duas a duas. O objetivo é identificar esses pares congruentes.

Questédo 1: Identifique abaixo as figuras sdo congruentes duas a duas. Como vocé identificou?

Quadro 5 — Jogo da congruéncia

Quadro de retangulos numerados de 1 a 12 Figuras (numeradas de 1 a 12) congruentes que
serdo colocadas no verso dos retangulos

Figura 3 Figura 4

Figura 12
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A proposta desta atividade € utilizar figuras impressas em papel
transparente com o objetivo de que os alunos possam verificar a congruéncia
através da sobreposicdo e encaixe dos pontos correspondentes de cada figura
naturalmente. Para ressaltar que figuras congruentes mantém as medidas,
deixaremos as figuras 1, 4, 10 e 11 para que decidam que realmente sao
congruentes os pares de figuras 1 e 11, e as figuras 4 e 10. As figuras restantes
exigirdo atencdo dos alunos sobre o posicionamento dos detalhes de cada figura.
Ter&o superposicéo as figuras 6 e 9, figuras 3 e 7, figuras 5 e 12 e figuras 2 e 8.

Espera-se que os alunos manipulem e verifiquem que algumas figuras
deverdo ser giradas para o0 encaixe, em outras, espera-se que 0sS alunos
percebam que apesar de serem parecidas ha diferenca no tamanho. Podera
ocorrer também a situacdo em que o aluno ao invés de sobrepor, coloque lado a
lado as figuras e as compare. Nesse caso, a professora devera intervir

questionando porqué da certeza de que séo figuras congruentes.

Questdo 2: Com que jogo tradicional esse "jogo da congruéncia" se assemelha?

Qual o objetivo do jogo tradicional?

O objetivo dessa questédo € fazer uma associacdo do que € comum no dia-
a-dia de nossos alunos. A brincadeira do jogo da memoria é presente na vida de
nossos alunos e € tomada como entretenimento, sem relacdo com o aprendizado
escolar. Procura-se estimular os alunos com relacdo a aprendizagem de
congruéncia, aproveitando a idéia do jogo da memadria que é encontrar figuras

congruentes e fazer a integracdo entre todos os participantes.

3.3.2. ANALISE A PRIORI DAS ATIVIDADES DO BLOCO 2

Esse bloco tem a finalidade de explorar as transformacdes isométricas no
estudo da congruéncia de figuras, utilizando o computador. Os alunos fardo a
representacdo de objetos bidimensionais, diferentemente da situagdo do bloco 1
com a utilizacdo do software Cabri-géometre. Elementos néo percebidos no bloco
1 comecarao a surgir, ampliando a percepcéo dos alunos para além do aspecto
geral das figuras congruentes.

As figuras congruentes estaréo representadas na tela do computador e 0s

alunos perceberdo que mover um objeto e 0 encaixar sobre o outro jA ndo sera
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tdo simples como no bloco anterior, pois, € uma situacdo que esta aquém da
vontade dos alunos em manipular livremente os objetos. Somente formulando
estratégias, observando as particularidades de cada objeto, aliados com
comandos especificos do programa Cabri, € que as figuras poderdo ser

deslocadas e encaixadas uma sobre a outra.

3.3.2.1. CONGRUENCIA VIA ISOMETRIAS — CABRI-GEOMETRE

Nesse bloco, as transformacfes isométricas: translacdo, rotacao, reflexdo
axial e suas composicoes terdo papel fundamental para uma nova abordagem da
congruéncia de figuras. As atividades serdo realizadas no Cabri-Géomeétre I,
Pressupfe-se que os alunos terdo o conhecimento das ferramentas de
transformacdo desse software, explorado na parte 1 dessa pesquisa. Serao
fornecidas em cada atividade duas figuras que, para saber se sdo congruentes,
ou a partir de figuras congruentes, os alunos deveréo utilizar as ferramentas de
transformacao isométricas, fazendo com que uma figura se sobreponha sobre a
outra, de modo que se coincidam. Os objetivos desse bloco sdo destacados a
seqguir:

1. Somente usando as ferramentas de transformacfes isométricas do Cabri, 0s
alunos deverao concluir que as duas figuras dadas sdo congruentes. Para isto
uma figura deveré ser levada a coincidir com a outra.

2. Fazer com que o aluno reconheca o tipo de transformacdo que sera utilizada
para transportar uma figura sobre a outra.

A validacéo devera ser realizada com a observacdo dos resultados da
manipulagdo das figuras no Cabri Il. Essas atividades terdo as faces de
representacédo, percepcao e deducéo do tetraedro. Ao abrir os arquivos indicados
na folha de instrucéo, os alunos encontrardo 0os enunciados e as representacoes.
Convém ressaltar que os alunos deverdo ter tido contato, no periodo de
familiarizacdo do software Cabri-géometre (parte 1), com o vetor, mediatriz, ponto
meédio, bissetriz, bem como, da rotacdo no sentido anti-horario como sendo

positivo.
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Atividade 1: Abra o arquivo barco vela.

Utilize as ferramentas de transformacdo e /

descubra se as figuras 1 e 2 (Fig.59) sao L

congruentes. S~

Figuea 1

Fig. 59

O objetivo nessa atividade é saber se os alunos visualizam a necessidade
de criar um vetor e, depois, transladar a figura 1 sobre a figura 2. Nesse caso o
aluno devera lembrar que para levar uma figura sobre a outra devera usar a
translacdo. O deslocamento devera ser feito por um vetor. E possivel que algum
aluno tenha dificuldade em criar um vetor, ou mesmo, perceber a necessidade de
cria-lo. Convém observar que todos os alunos passardo por uma fase de
familiarizacdo das ferramentas do software Cabri®, e a utilizacdo do vetor na
translacdo. Dessa forma, a criacdo de um vetor relacionada a translacdo devera
ser apresentada aos alunos. Em geral, caso os alunos apresentem duavidas, a
professora devera solicitar que criem um vetor qualquer e um ponto livre e pedir

que transladem o ponto livre segundo o vetor criado.

Atividade 2: Abra o arquivo hélice. N

Utilize as ferramentas de transformacdo e descubra

se as figuras 1 e 2 sdo congruentes (Fig. 60a).

Fig. 60a

Nessa atividade o aluno podera utilizar as seguintes transformacoes:

1. Girar 180° (sentido anti-horario) com a | 2. Simetriacentral.

rotagao.

Fig. 60b Fig.
Rotacionar a figura a em 180° (sentido anti-horario) 60c

pelo vértice comum as figuras A e A", Utilizar a simetria central pelo
vértice comum as figuras A e A'.

* Anexo 10, item 1l - Ferramenta Transformar.
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3. Simetria Axial: Os alunos poderdo criar um eixo de
simetria no vértice comum a figura A e A'. Depois obter
a simetria axial de A em relagcdo a reta. Finalmente

outra simetria axial da imagem de A em relacdo ao lado

comum a figura A'.
Fig. 60d

Atividade 3: Abra o arquivo trianqulo A &

Utilize as ferramentas de transformacéo para

verificar ser a figura A é congruente a figura A'.

Fig. 61a

Espera-se que o aluno utilize a simetria axial para concluir que as figuras
sdo congruentes. Para isso, devera perceber que basta obter a mediatriz entre
dois pontos correspondentes das duas figuras, por exemplo, um vértice da figura

A e seu correspondente em A'.

Fig. 62b

Se o aluno encontrar dificuldade, serd questionado sobre o tipo de
transformacao utilizada para levar a figura A na figura A'. Em seguida, o que

precisaria obter: eixo de simetria, vetor ou um angulo?

Atividade 4: Abra o arquivo congruéncia 1

As figuras A e A’ sdo congruentes. Transformar a figura A

na figura A'. Que transformacéo vocé usou?

Fig. 63a

Para resolver essa questao espera-se que o aluno utilize a translacao da

figura A sobre a figura A', conforme os procedimentos abaixo:
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Fig. 63b

= Criar um vetor de um ponto na figura A

e seu correspondente na figura B.

Fig. 63c
Transladar a figura A sobre A', utilizando o

vetor criado.

Se houver dificuldade em posicionar ou criar um vetor adequado, seré

solicitado ao aluno que identifigue pontos correspondentes entre as figuras e os

analise par a par.

Atividade 5: Abra o arquivo congruéncia 2. 4

usou?

As figuras A e A' séo congruentes. Transformar

a figura A na figura A'. Que transformacéo vocé

Fig. 64a

Para resolver, espera-se:

= criar uma mediatriz

entre um ponto da

A figura A com o seu
3 correspondente da
figura A'.

Fig. 64b

« Utilizar a ferramenta
simetria axial e obter

G 0 simétrico da figura

A sobre a figura A'".

Fig. 64c

Nessa atividade o aluno poderd, no principio, se confundir com o tipo de

transformacao, isto é, entre a rotacdo e a simetria axial. Caso isso ocorra, solicitar

que visualize a rotacéo e a simetria e decida o que usar (Fig. 64b e Fig.64c).

Atividade 6: Abra o arquivo Congruéncia 3

As figuras A e A' sdo congruentes. Transformar a figura

A na figura A'. Que transformacédo vocé usou?

Fig. 65a
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Espera-se que o aluno visualize a translacdo seguida de uma rotacao.

Conforme é exemplificado abaixo: Uso de translacéo e rotagéo .

a) Criar vetor ligando um ponto da figura A
ao correspondente na figura A' e transladar a

figura A, segundo o vetor criado.

Fig. 65b

b) Rotacionar sob o angulo de 70° (sentido
horario) em torno do ponto de chegada do vetor

criando.

-70

ra

Fig. 66C

Espera-se que os alunos obtenham a congruéncia pelo uso de

composicoes de transformacdes.

Atividade 7: Abra o arquivo Congruéncia 4 S

usou?

As figuras A e A' sdo congruentes. Transformar a

figura A na figura A'. Que transformacdo vocé

Fig.67a

O objetivo é utilizar a rotacdo como transformacédo. Espera-se que o aluno

aplique a rotagdo, sentido anti-horario, utilizando o angulo de 120° (sentido anti-

horério) indicado.

Fig. 67b

Acredita-se que o aluno néo tera dificuldade nessa atividade.

Atividade 8: Abra o arquivo triangulo?

Utilize a ferramenta da caixa de transformacgéao

para verificar se os triangulos ABC e EDB séao

congruentes.

Fig. 68a
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Esta atividade tem o objetivo de levar o aluno a perceber as possiveis

transformacdes que pode fazer para levar um triangulo sobre o outro. Espera-se

gue os alunos obtenham a congruéncia a partir de um desses casos:

(1)

= Obter a mediatriz do segmento AE.

= Utilizar a simetria axial, tomando a
mediatriz de AE como eixo de
simetria para obter a sobreposi¢édo
de ABC em BDE.

Para obter:

= Triangulo 1: identificar angulo

AB D =33° e rotacionar AABC,
com angulo de 33° em torno de B.
= Tridngulo 2: Simetria axial da fig.1

em relacdo ao lado BD.

Para obter:

= Tridngulo 1: Simetria central de
ABC

= Tridngulo 2: Criar vetor CD e
transladar a fig.1, segundo o vetor
CD.

= Tridngulo 3: Simetria axial da fig.2

em relacdo a AE.

Para obter:

= Triangulo 1: Simetria central do
A ABC em relacéo ao vértice B.

= Tridngulo 2: Rotagdo da fig.1, de -
118°, em torno de B.

= Tridngulo 3: Simetria axial de fig.2

em relacdo a BE.

Para obter:

Triangulo 1: criar vetor AE e
transladar o AABC, segundo o vetor
AB.

Tridngulo 2: obter a mediatriz de DF e
utilizar simetria axial e, relacdo ao eixo

de simetria DF

92



Atividade 9: Abra 0 arguivo congruencia5
Os segmentos (Fig. 69a) MN e MN'

Que transformactes

levam o segmento MN no segmento M'N’, de modo

sao

congruentes. geomeétricas

que M seja levado em M' e N seja levado em N'?

Fig. 69a

Possibilidade de resolugdo 1: obtencdo da mediatriz de NN' e MM".

"

LF

Fig.69b

Inicio
= Obtencéo de mediatrizes de MM' e NN'.

= ldentificag8o do angulo formado pelo ponto N, o ponto | *
O (obtido pela intersecdo entre as mediatrizes) e o

ponto N'.

| / M

Joam

i ,"II
| /

£ —

[e) I w
Fig. 69¢C

.

Resultado final

Rotacdo do segmento MN, ao redor
de O, utilizando o angulo NON,
sentido horario.

Possibilidade de resolucéo 2: uma translacédo seguida de uma rotacéo.

M

" Fig. |

Fig. 69d
Inicio
= Cria-se um vetor, por exemplo, NN'.
= Translada-se 0o segmento MN,
segundo o vetor NN'.

] .
1 3

“Fig. 1 EET]

Fig. 69e

Resultado final

Obtencé@o do angulo entre a figl transladada e o
segmento M'N'.

Rotacéo da fig 1, em torno de N', usando o angulo
obtido anteriormente, sentido horério.

Possibilidade de resoluc&o 3: Simetria axial e rotacao

T
M |
l -
| " FHg

|

e

' |
|
Fig. 69f
Inicio

= Mediatriz de NN'.
= Simetria axial e obtencéo da fig.1.

" |

Fig. 69¢g

Resultado final

Obtencgéo do angulo entre a fig.1 transladada e o
segmento M'N".

Rotacéo da fig 1, em torno de N', usando o &ngulo
obtido anteriormente, sentido horério.
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3.3.2.2 - CONGRUENCIA DE TRIANGULOS — PLACA QUADRICULADA

As atividades com a placa quadriculada encerrardo a sequéncia do bloco 2.
Tem por objetivo levar os alunos a verificar, empiricamente, 0s quatro casos de
congruéncia de triangulos por meio de constru¢gdes. Em muitos livros didaticos
encontramos exercicios com figuras desenhadas em malhas pontilhadas ou
quadriculadas, ficando o manuseio dessas figuras nas malhas a mercé da
imaginacdo dos alunos. A proposta é fazer com que os alunos vivenciem a
construcéo de triangulos na malha quadriculada, tomem decisbes a partir de suas
construgbes e tenham um primeiro contato com o0s casos de congruéncia de
tridangulos. Em virtude disso, optou-se por realizar essas atividades na malha (fig.
76).

Fig. 70

Junto a malha quadriculada, serdo utilizados os materiais: agulhas, régua,
compasso, transferidor, fitas, tesoura, uma folha contendo instru¢cdes para a
construgdo das figuras solicitadas (folha 1) e uma folha de andlise e resposta
(folha 2). As agulhas serdo utilizadas para marcar ou fixar os vértices dos
tridangulos a serem construidos e dar mobilidade aos lados das figuras. Espera-se
gue a agulha possa auxiliar os alunos na hora das escolhas das posi¢cdes dos
lados do triangulo. Por exemplo, fixando uma das pontas da fita, a outra fica livre
para a escolha de uma posicao para a construcao do triangulo. Essa atividade 4
terd como pressuposto o conhecimento dos alunos em reconhecer duas figuras
congruentes tanto no aspecto de medicbes como o0 da sobreposicdo e
coincidéncia dos pontos das figuras analisadas. Com as construcdes e
representacdes, espera-se que os alunos percebam a construcdo dos casos de
congruéncia. O quadro a seguir refere-se a Folha 1, que propora instrucées para
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verificacbes de possiveis construcdes de triangulos, somente com os dados

fornecidos:

Quadro 6 — Folha 1 — Congruéncia e triangulos

Utilize os seguintes materiais para essa atividade: placa de malha pontilhada, fita de

papel, agulha, régua e tesoura.

Quest&o 2: E possivel
construir outros tridngulos
ndo congruentes ao que
vocé construiu, usando as
medidas fornecidas?

Iltem | Medidas: sim nao sim nao

Questdo 1: E possivel
construir um triangulo a
partir das medidas
fornecidas?

Construa na placa quadriculada um triangulo
ABC a partir das medidas dadas abaixo. Em
seguida responda as questdes 1 e 2.

1 dado um lado (L): AB=5cm

2 dois lados (LL): AB =5cm e AC=3cm

3 trés lados (LLL): AB=9cm, AC=7cm, BC=5cm

4 trés lados (LLL): AB=7cm, AC=4cm, BC=2 cm

trés lados (LLL):AB=10cm, AC=7 cm,
BC=3cm

6 | tres angulos (AAA): A=350, B =700, C =75°

A A
7 | trés angulos (AAA): A=450, B =60°, C = 80°

8 | trés angulos (AAA): A=80°, B =45°, C = 30°

9 | dois angulos (AA): CAB= 60°, C B A=35°

10 |um angulo (A): A= 45°

um lado e um angulo (LA): AB=5cm,

11| gAc=3s°
12 um lado, um angulo e outro lado (LAL):

AB=7cm, BAC= 60°, AC=5cm

um angulo, um lado, outro angulo (ALA):
13 A

AB=6cm, BAC=45° e A B C=30°

um lado, outro lado, um angulo( LLA):
14 A

AB=5cm, AC=3 cm, C B A =30°

um lado,um angulo, angulo oposto(LAAO0):
15

AB=6cm, CAB=45°, A C B= 30°

Os resultados das construgbes na malha quadriculada deverdao ser
anotados na folha 1 e analisados na folha 2. Abaixo, sdo descritas as possiveis
respostas, estratégias e eventuais dificuldades que os alunos poderdo encontrar
em cada um dos experimentos desta atividade 4. E esperado que, ao longo dessa
atividade, o aluno possa visualizar o triangulo, considerando como elementos o0s

lados e os angulos, ndo somente os lados.
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1. Dado um lado (L): AB= 5 cm: Nesse experimento os alunos podem utilizar a

régua ou a propria marcacdo da malha quadriculada para medir as

fitas

conforme a medida dada, e ndo encontrardo dificuldade na realizacdo deste

experimento.

A Sem ¥ Fig.71

Construcfes esperadas:

Espera-se que sejam feitas constru¢bes de triangulos
do tipo: ABC ou ABG - escaleno, ABD — retangulo,

ABF — equilatero, ABE — isésceles.

Respostas esperadas:

Questdo 1: E possivel construir um

triangulo a partir das medidas
fornecidas? Sim.

Questao 2: E possivel construir outros
triangulos ndo congruentes ao que
vocé construiu, usando as medidas

fornecidas? Sim.

Caso o aluno tenha dificuldade, a professora devera pedir a construcéo de

dois triangulos, tendo como Unica restricdo a medida de 5cm para um dos lados.

2. Dois lados (LL): AB = 5cm e AC= 3 cm: Nesse experimento os alunos podem

utilizar a régua ou a propria marcacdo da malha quadriculada para medir as

fitas conforme as medidas dadas.

Construcdes esperadas:

Possibilidade 1- Figura 78a: Espera-se que o
vértice C pertenca a um dos pontos de uma
raio de 3cm, com

circunferéncia de um

excecao dos pontos G e H.

Fig. 72b

Possibilidade 2 - Figura 79b: Podera ocorrer
também do aluno comecgar com o lado AC.
Entéo, devera a circunferéncia ter um raio de

5cm e as excegdes sdo os ponto G e H.

Respostas esperadas:

Questo 1: E possivel construir um tridngulo a partir das medidas fornecidas? Sim.
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Questdo 2: E possivel construir outros tridngulos ndo congruentes ao que VOcé construiu,

usando as medidas fornecidas? Sim.

Caso o aluno tenha dificuldade, a professora devera solicitar que se corte as fitas

no tamanho pedido e deixe livre apenas uma das extremidades de uma fita.

3. trés lados (LLL): AB= 9cm, AC=7cm, BC=5cm: Espera-se que nesse

experimento os alunos utilizem a régua ou a propria marcacdo da malha

pontilhada para medir as fitas conforme as medidas dadas.

Construcdes esperadas:

AH - Hem
AC = Jem
BC = Sem

Fig. 73

Com trés fitas medindo 9cm, 7cm, 5¢cm, apenas uma possibilidade

de construcdo do triangulo ABC. ABC

congruente a ABC. Com os pontos D, E, F, G, ndo é possivel

construir triangulos.

se construido sera

Respostas esperadas:

Questdo 1: E possivel
construir um triangulo a
partir das medidas
fornecidas? Sim.

Questdo 2: E possivel
construir outros triangulos
ndo congruentes ao que
vocé construiu, usando as

medidas fornecidas? N&ao.

Espera-se que os alunos ndo tenham dificuldades nessa construcao,

porém, figuem duvidosos com relacdo ao outro triangulo, se realmente a

construcdo der somente congruente.

4. trés lados (LLL): AB=7cm, AC=4cm, BC=2 cm

Construcdes esperadas:

-
e \"
i
t " T T T
! 3 - -
i ' - -
|lJ’ Acm \ o \\
; v ‘ Zcm |
1 ‘ 4 i
| i . |
| i H |
| 1 "
o A ' E
y fcm I' '\ B i
y ) L K
1 t [ B
i ; .
[ s
', ’ “ .
’ & -
. B - -
- -
5 4 I
Fig. 74

Como ndo ha intersecdo entre os lados com as medidas
fornecidas, os alunos deverdo concluir que ndo é possivel

construir o triangulo com as medidas dadas.

Respostas esperadas:
Questdo 1: E possivel
construir um triangulo a partir
das medidas fornecidas? N&o.

Quest&o 2: E possivel
construir outros tridngulos néo
congruentes ao que Vvocé
construiu, usando as medidas

fornecidas? Nao.
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Na ocorréncia de duvidas, eles deverdao ser orientados a recortarem as fitas
com as medidas fornecidas, fixar as fitas com agulhas nas extremidades A e B, de

modo que se procure unir as extremidades livres.

5. trés lados (LLL):AB=10cm, AC=7 cm, BC=3cm: Acredita-se que nesse

experimento, os alunos utilizem régua ou a propria marcacdo da malha
pontilhada para medir as fitas conforme as medidas dadas. Para justificar a
nao existéncia desse triangulo, é necessario que os alunos percebam que o

valor da soma das medidas de dois lados é igual ao outro lado.

Construcfes esperadas: Respostas esperadas:

— Questao 1: E possivel construir

' AC=7 cm,
. BC=3cm

T um tridngulo a partir das
medidas fornecidas? N&ao.

Questao 2: E possivel construir

10cm

outros tridngulos néo

congruentes ao que vocé
""" construiu, usando as medidas
Fig. 75 , B
fornecidas? Nao.

Como nao ha interseccéo entre os lados com as medidas fornecidas, os
alunos deverdo concluir que nao é possivel construir o triangulo com as medidas

dadas.

6. trés angulos (AAA): A=35°, B=70° c=75° Alguns alunos poderdo apresentar

dificuldades em comegar a construir o triangulo, em virtude da auséncia de

uma das medidas dos lados, e tenha a necessidade do auxilio da professora.

Construcfes esperadas: Respostas esperadas:

Questdo 1: E possivel construir um
tridngulo a partir das medidas
fornecidas? Sim.

Questdo 2: E possivel construir

outros triangulos ndo congruentes ao

que vocé construiu, usando as

medidas fornecidas? Sim.

Caso algum aluno pergunte sobre a possibilidade de usar qualguer medida
do lado do triangulo a professora deve concordar e esperar que o aluno perceba

que, com isso, ha varias formas de construgdo de triangulos nesse experimento.
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Espera-se que alguns alunos, ao verificarem as medidas dadas dos
angulos, possam responder de imediato que ndo € possivel a construcdo de
triangulos em virtude da soma dos angulos ser maior que 180°. Caso nao
percebam essa propriedade dos triangulos, deverédo utilizar a régua e transferidor

para concluirem a ndo possibilidade da construcao.

7. trés angulos (AAA): A=45°, B=60°, = 80°

Construcdes esperadas: Respostas esperadas:

C Questéo 1: E possivel construir um
tridngulo a partir das medidas
75 fornecidas? N&o.

Questdo 2: E possivel construir
. G0 ° outros triangulos ndo congruentes ao

45
A B gue vocé construiu, usando as

. o NA
Fig. 77 medidas fornecidas? Nao.

Com as medidas fornecidas néo sera possivel construir os triangulos. No
caso, a soma dos angulos internos do triangulo € maior que 180°. Por exemplo,
no lugar de 80° deve-se ter 75°. Em caso de duvida, o aluno devera ser
questionado sobre o que pode mudar e o que ndo pode ser mudado na

construgao.

8. trés angulos (AAA): A=80°, B=45°, ¢ = 30°% Como no experimento 7, espera-

se que alguns alunos, ao verificarem as medidas dadas dos angulos possam
responder de imediato que ndo é possivel a construcdo de triangulos em

virtude da soma dos angulos ser menor que 180°.

Construcdes esperadas: Respostas esperadas:

Questdo 1: E possivel construir um
” tridngulo a partir das medidas
55 ¢ fornecidas? N&o.
Questao 2: E possivel construir outros
o - 80 * o triangulos ndo congruentes ao que
N 45 . . )

vocé construiu, usando as medidas

Fig. 78 fornecidas? N&o.
Com as medidas fornecidas ndo serd possivel a | Por exemplo, com as medidas 80° e
construcdo. Nesse caso, a soma dos angulos internos é | 45° o outro angulo é 55°

menor que 180°. as medidas fornecidas? N&o.
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Caso nao percebam essa propriedade dos triangulos, deverdo utilizar a

régua e transferidor para concluirem a ndo possibilidade da construcao.

9. dois angulos (AA): CAB= 60°, CBA=35° :

Nessa atividade o aluno devera

perceber que a medida do primeiro lado é de livre escolha, portanto, ele

podera construir inUmeros triangulos ndo congruentes ao primeiro.

Construcdes esperadas:

€

Medida do lado AB serd de livre escolha do aluno.

Construcéo dos angulos A e B . Obtencéo do vértice C pela

extensdo do lado compreendido do &ngulo de 60° e de 35°.

Respostas esperadas:

Questdo 1: E possivel construir um tridngulo a partir das
medidas fornecidas? Sim.

Questdo 2: E possivel construir outros triangulos n&o
congruentes ao que vocé construiu, usando as medidas
fornecidas? Sim. Conforme os triangulos ABC, ADE, AFG

construidos acima.
Fig.79

10.um anqulo (A): A= 45°

Construcdes esperadas:

45 °
A B

Fig. 80

Respostas esperadas:

Questao 1: E possivel construir
um tridngulo a partir das
medidas fornecidas? Sim.

Questaio 2: E possivel construir
outros tridangulos nao
congruentes ao que Vvocé
construiu, usando as medidas

fornecidas? Sim.

Nesse caso dois lados tém medidas de livre escolha do aluno. A medida do

terceiro lado é obtida a partir dos outros dois. Os alunos deverao ser estimulados

a modificar as posicdes dos lados do triangulo, sem que se altere o angulo de 45°.

11.um lado e um anqulo (LA): AB= 5cm, BAC=35° Espera-se que o aluno

relacione esse experimento com o de numero 6, tendo agora, a medida

especifica de um lado do tridngulo.
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Construcdes esperadas:

35 "

Fig.81

Respostas esperadas:

Questdo 1: E possivel construir um triangulo a
partir das medidas fornecidas? Sim.

Questdo 2: E possivel construir outros
tridngulos ndo congruentes ao que Vocé

construiu, usando as medidas fornecidas? Sim.

12.Um lado, um angulo e outro lado (LAL): AB=7cm, BAC= 60°, AC=5cm : Espera-se

gue o aluno relacione esse experimento com o de namero 6, tendo agora, a

medida especifica de um lado do triangulo.

S
.
=)
N

Respostas esperadas:

Questdo 1: E possivel construir
um tridngulo a partir das medidas
fornecidas? Sim.

Questdo 2: E possivel construir
outros triangulos ndo congruentes
ao que vocé construiu, usando as

Fig. 82 | medidas fornecidas? N&o.

13.um angulo, um lado, outro &ngulo (ALA): AB=6cm, BAC= 45° e AEC:BOO: Espera-

se que os alunos construam e percebam que nado é possivel a construgcdo de

outro triangulo que nédo seja congruente ao triangulo com as medidas dadas.

Construcdes esperadas:

Respostas esperadas:

~ Questdo 1: E possivel construir
v | um triangulo a partir das medidas
fornecidas? Sim.

Questdo 2: E possivel construir
outros tridngulos ndo congruentes
ao que vocé construiu, usando as

P medidas fornecidas? Nao.
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14.um lado, outro lado, um angulo( LLA): AB=5cm, AC= 3 cm, CEA =30° Espera-se

gue os alunos percebam que devem escolher a medida do angulo formado

pelos lados 5cm e 3cm.

Construcdes esperadas: Respostas esperadas:

Questao 1: E possivel construir um triangulo
a partir das medidas fornecidas? Sim.
Questdo 2: E possivel construir outros

triangulos ndo congruentes ao que vocé

construiu, usando as medidas fornecidas?

Sim.

Fig.84

15. um lado,um &ngulo, &ngulo oposto(LAA0): AB=6cm, CAB=45°, ACB= 30° :

Espera-se que esse experimento seja 0 mais desafiador entre todos os
experimentos na placa quadriculada, pois a determinacdo do segundo lado do
tridngulo esté implicitamente ligada com angulo de 30° e a formacéo terceiro lado.

A professora devera se certificar que todos realizem essa tarefa. Intervir,
pedindo que os alunos trabalhem com o terceiro lado do triangulo

simultaneamente ao segundo e ao angulo de 30°.

Construcdes esperadas: Respostas esperadas:

0 e Questdo 1: E possivel construir um triangulo a
' partir das medidas fornecidas? Sim.
Questdo 2: E possivel construir outros

tridngulos ndo congruentes ao que Vvocé

fem s Fig. 85 construiu, usando as medidas fornecidas? Nao.

Apés as atividades com a placa quadriculada, forneceremos a folha 2, cujo
objetivo das atividades serd fazer com que os alunos comparem, organizem e
concebam a nocdo de congruéncia de triangulos. Os alunos, tendo em méos a
tabela da folha 1 preenchida e os triangulos construidos na placa quadriculada,

deverao responder as seguintes questoes.

1. Explique a possibilidade ou a ndo possibilidade de construcdo de

tridngulos com as medidas dos experimentos 3,4 e 5 (LLL)
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O objetivo dessa questao é fazer com que os alunos percebam que nem
sempre é possivel a construcdo do tridngulo, isto é, a condicdo de existéncia de
um triangulo (experimentos 4 e 5). Espera-se que os alunos respondam que no
experimento 3 foi possivel, mas em 4 e 5 ndo foram, pois, a soma das medidas de

dois lados do triangulo deve ser maior que o outro lado.

2. Explique a possibilidade ou a ndo possibilidade de construcéo de triangulos

com as medidas dos experimentos 6, 7 e 8 (AAA).

O objetivo dessa questdo é mostrar que apesar do fornecimento dos trés
angulos, nem sempre é possivel a construcédo, em virtude da soma dos valores

dos angulos serem maiores ou menores que 180°.

3. Analise os resultados da tabela e escreva abaixo o nimero do experimento
e 0s casos em que a construcdo do tridngulo foi Unica, isto €, apresentou as
seguintes condi¢des, simultaneamente: 1) foi possivel construir um tridngulo
com as medidas dadas e, 2) nao foi possivel construir outros tridngulos néo

congruentes.

Considera-se decisiva a resposta dessa questdo. O objetivo € introduzir os
casos de congruéncia. Espera-se que os alunos listem os casos de congruéncia
sem dificuldade, Se houver dificuldades, as mesmas seréo discutidas na fase de

institucionalizacao.

3.3.3. INSTITUCIONALIZACAO

Nesse momento da seqUéncia sera suscitada a integracdo dos aspectos
experimentais realizados, anteriormente, pelo aluno, com o0s aspectos tedricos
relativos aos casos de congruéncia de triangulos. Para isso, uma situagcéo de
institucionalizacdo devera ser levada em conta. Pais (2001) sintetiza a finalidade

de uma institucionalizacdo como sendo

Buscar o carater objetivo e universal do conhecimento
estudado pelo aluno. Sob o controle do professor, € o momento onde
se tenta proceder a passagem do conhecimento, do plano individual e
particular, a dimensao histérica e cultural do saber cientifico. Por meio
dessas situacdes, o saber passa a ter um estatuto de referéncia para

o aluno, extrapolando o limite subjetivo. (Pais, 2001, p.73-74)
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Assim, com o objetivo fazer a transicdo do nivel G1 para G2 e a
institucionalizagdo da atividade anterior com os aspectos tedricos dos casos de
congruéncia de triangulos, serd realizada a integracdo entre os alunos e a
apresentacdo de um sumario, com as condicdes minimas de congruéncia de
triangulos, conforme a experimentos ja realizados pelos alunos.

A introducdo de novos simbolos se faz necessaria nessa fase, além da

condicao logica "se... entdo....", que passara a ser utilizada pelos alunos.

Quadro 7 — Institucionalizagéo

Institucionalizac&o: Casos de congruéncia
Condi¢8es minimas para a congruéncia entre dois triangulos.

Tridangulos congruentes sédo aqueles que tém os lados respectivamente congruentes e 0s
angulos respectivamente congruentes. Ndo precisamos comparar todos os lados e angulos de
dois tridngulos para reconhecer que sdo ou ndo congruentes. Basta verificarmos as condi¢Bes
minimas de congruéncia.

Simbolo de congruéncia: =

Simbolo do triangulo ABC: AABC

Nos tridngulos abaixo, cada tracinho indica a congruéncia de lados ou de angulos.

Caso Lado, angulo, lado (LAL) ~

C
A//\B P 0

Caso Angulo, lado, angulo (ALA) ~
C

AAB > : )

Caso Lado, lado, lado (LLL)

C

Caso Lado, angulo, dngulo oposto ( LAA0)
C
AAB

Se dois tridngulos apresentam uma dessas condi¢des entdo os dois triangulos sdo congruentes.

Se ~ entdo: AABC=APQR

x:u
|1
I

|1

Se entdo: A=A

)

1

entao: =
Se \— = — —_—

1

l

r:

[=]

IR

~ entdo: =A
Se | —— — —_—

\

B a —_ —
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3.3.3. ANALISE A PRIORI DAS ATIVIDADES DO BLOCO 3 — PROVAS

Nas atividades desenvolvidas para esse bloco, os alunos deverdo ser
estimulados a justificar suas respostas de acordo com os resultados obtidos nos
experimentos anteriores e 0s casos de congruéncia de triangulos. Tudo que
estudaram e experimentaram até agora sera imprescindivel a cada aluno, pois
esperamos ter estimulado o aspecto da percepgéo, construcdo, representacao e
deducéo sobre a congruéncia.

De acordo com propostas de Freudenthal, os blocos que precederam a
este, objetivavam organizar localmente o estudo e concepcao de congruéncia de
figuras, em particular, os casos de congruéncia de triangulos, dando condicdes
para os alunos utilizarem, de forma significativa, os casos de congruéncia e
realizarem provas em problemas. O objeto utilizado nesse bloco é teorico e as
validacbes ocorrerdo no nivel G2.

A seguir, sdo apresentados os problemas em que os alunos deveréo
utilizar os casos de congruéncia, a partir da vivéncia e descobertas realizadas

anteriormente.

Utilize os casos de congruéncia de triangulos para justificar e
responder as questdes a seguir:

1. Uma reta é perpendicular ao segmento AB
passando pelo ponto médio M. Seja P um
ponto qualquer da reta, diferente de M(Fig.
86). Prove que PA=PB. Justifique.

Fig. 86

Esta sera a primeira atividade apos a institucionalizacao. Espera-se que 0s

alunos visualizem o caso de congruéncia LAL entre os triangulos congruentes

PMA e PMB, pois, AM=MB, PM é lado comum, PM A=zPM B.Se o aluno
encontrar dificuldade na resolugdo, sera solicitado que identifique os triangulos
que parecem ser congruentes e 0s construa separadamente com seus

respectivos lados e angulos congruentes.

2. Rafael quer ir da cidade A para a cidade B. Porém a estrada que liga diretamente as duas

cidades esta interditada. Ele tem que optar, entdo, por dois caminhos possiveis, veja a figura.
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Qual o menor caminho a ser percorrido: ir de A para C e depois B ou ir de A até D e depois B?

Justifique sua resposta.

Situacdo real

D
Modelo matematico

Fig. 87

Este problema apresenta a representacao real e o modelo mateméatico para

auxiliar o aluno a interpretar a situacdo proposta. Espera-se que o0s alunos

respondam que ndo importa o caminho a ser escolhido: AB+CB =AD+DB. A

justificativa esta na constatacéo, utilizando o caso LAL, que os dois triangulos

ABC e ABD sio congruentes, pois: BAC = DAB (angulos de 40°), AC=AD (dado

no problema), AB é lado comum.

3. Um avido levanta vbo para ir da cidade A a cidade B, situada a 500km de distancia. Depois de

voar 250 km em linha reta, o piloto descobre que a rota esta errada e, para corrigi-la, ele altera

a direcéo do véo de um angulo de 90°. Se a rota n&o tivesse sido corrigida, a que distancia ele

estaria de B apos ter voado os 500km previstos. Justifique a sua resposta.

O objetivo dessa questdo é fazer com que os alunos interpretem o

problema e resolvam utilizando o caso LAL de congruéncia de triangulos. Espera-

se que os alunos recorram a representacdo da situacdo, pois, uma boa

representacdo os levard a um caso de congruéncia:

Espera-se a seguinte interpretacdo da questéo:

500km

AF—+— po—mmm - - C
250km D 250km

Fig. 88a - Interpretacdo inicial

500km

I—

25I]k=m D 250km
Fig. 88b - Interpretacéo final

Inicialmente, os alunos deverdo ser capazes de reconhecer que o avido chega ao seu destino

(ponto B) e reconhecer que D é ponto médio do segmento AC.
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O aluno deverd responder que a distancia da cidade B até C (se nao tivesse sido corrigido) € de

500km, pois o triangulo ABD = triangulo CDB. Justificado pelo caso LAL : AD=CD — D é ponto

médio; ADB=CDB - AC_L BD; BD=BD — lado comum

Se o0s alunos encontrarem dificuldades, deverdo ser estimulados a

desenhar separadamente as duas figuras (triangulos congruentes) e analisa-las.

4. O solo é considerado a base de todas as outras provas da Ginastica Olimpica. Os rolamentos

sdo os primeiros elementos a se aprender. Na ilustracéo a ginasta realiza um dos movimentos

basicos. Considere o alongamento perpendicular AB inicial igual ao final EF. Considere,

também, que BC é congruente a DE. O que vocé pode dizer sobre a distdncia CF e DA?

Justifique.

Fig. 96 - Rolamento de costas carpado

Espera-se que os alunos transcrevam a situagdo num modelo matemético

para justificar

descritas a seguir:

a congruéncia entre CF e DA. As possiveis repostas estao

Uma estratégia de resolucdo podera ser:

A F

Fig. 89a

Os tridngulos ABD e FEC séo congruentes pelo
caso LAL, pois: AB=EF (dado do problema) ;
BD=CE (CD é comum aos lados BC e CE);

ABC=FED (dado do problema: AB e EF séo

perpendiculares ao segmento BE)

Outra estratégia de resolucao podera ser:
Percebendo a congruéncia entre os triangulos
ABC e DEF, pelo caso LAL, pode-se verificar

também:
s F
B C D E

Fig.89b

e Tridngulos ACD e FDC s&o congruentes
pelo caso LAL, sendo: FDC = ACD -

AN
angulos suplementares de ACB e

F D E respectivamente
e CD lado comum
e ACz=FD - lados -correspondentes dos

tridngulos congruentes ABC e FDE
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O aluno podera resolver também com a Tracando uma paralela passando pelos pontos
seguinte estratégia: A e F: os triangulos ACF e FDA séo

A = congruentes pelo caso LAL, sendo: AF=AF —

lado comum; AC=FD - lados correspondentes

dos triangulos congruentes ABC e FDE;

L] ) AF D= F AC - angulos complementares de

Fig.89¢c C AB e DF E respectivamente.

Serd solicitado ao aluno que visualize o que estudou no Cabri com relacao
as transformacdes, no caso o que foi feito do triangulo ABC para transformar em
FDE. Na hipétese do aluno néo visualizar alguma dessas formas, forneceremos
régua para que ele possa confirmar a congruéncia do lado AD com FC.
Outrossim, sera solicitado ao aluno que construa a figura separadamente

indicando angulos e lados correspondentes congruentes.

5. Considere uma circunferéncia de centro O e uma corda AB. Seja M o ponto médio da corda.
Complete a frase abaixo usando as palavras sempre, nunca, as vezes. "O segmento OM é

perpendicular ao segmento AB". Justifique sua resposta.

Espera-se que o aluno possa representar a figura:

Resposta esperada:

Construcéo 1: O centro O da circunferéncia ndo pertence a corda AB.

¢ OB e AO sao congruentes, pois tém a medida do raio da circunferéncia.

¢ Os triangulos AOM e BOM séo congruentes, pelo caso LLL: OA =OB (raio da circunferéncia);
MA=MB (M é ponto médio) e OM=OM ( lado comum).

B
ou Fig. 90a

Construcé@o 2: O centro da circunferéncia O pertence a corda AB
Nesse caso, nao havera segmento OM, pois o ponto O
coincide com M.
Portanto, pode-se afirmar que as vezes "o segmento OM

€ perpendicular ao segmento AB".

Fig.90b
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6. Um tridangulo CDE pode ser obtido pela rotagdo de 90° do triangulo ABC, sentido anti-horario

(positivo), ao redor do ponto C (Fig.91a). Podemos afirmar que o angulo CISB tem medida

igual a . Justifique sua resposta.

Essa questdo estd ligada as atividades que seréo o
realizadas no Cabri Il quando os alunos utilizardo a

rotacdo. Nesse caso toma-se como congruente o triangulo

CDE originado de uma rotac¢&o do triangulo A BC. E uma
tarefa trabalhosa, sendo dificil, pois, espera-se que o
aluno possa identificar os elementos congruentes, que se

lembre que a soma dos angulos internos de um triangulo

€ igual a 180° que o triangulo BCD é isésceles e, E

portanto, os lados BC e CD sé&o congruentes. Fig. 91a

Identificacdo esperada: Resposta esperada: Nessa questdo os alunos deverao identificar:

1. ECD=80° pois complementa a soma dos angulos 40°+60° do
60} ° total 180°,

2. BCA=80° ABC =60°C AB = 40°,

o l 3. BCA=80°e aCDp=10° pois o giro foi de 90° (Bé D =90°) sentido
positivo anti-horario,
4. A BCD é isosceles, pois BC= CD.

5. De3e4, temosque CBD=45° e CDB =45°

_ Portanto, C IS B é igual a 45°.
Fig. 91b

Algumas questdes e orientacdes deverdo ser feitas para auxilid-los: 1)
Quais sdo as medidas dos angulos dos triangulos ABC e CDE? 2) Indique os
angulos e lados correspondentes. 3) Se girou 90° os lados correspondentes
devem ter girado quantos graus? 4) Construa novamente a figura, identificando as
medidas dos lados e angulos, bem como seus lados e angulos correspondentes

congruentes.

7. Um triangulo isdsceles é um triangulo que tem dois lados congruentes. Prove que os angulos
da base de um tridngulo isésceles sao congruentes.
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Estratégia 1:
= Representar dois triangulos ACD e BDC tracando uma bissetriz relativa ao angulo C.

= Utilizando o caso LAL prova-se que os angulos da base sédo congruentes, pois AC=BC (lados

congruentes do triangulo isdsceles); CD lado comum; Aé D=B é D (&ngulos formados pela

bissetriz relativa ao angulo C).

A B Fig. 92a Fig. 92b

Estratégia 2:

= Como AC = BC, pode-se tragar, passando por C, uma mediana CD relativa ao lado AB, onde
D é ponto médio de AB.

= AACD = ABCD, pois pelo caso LLL prova-se que os angulos da base sdo congruentes

(AC=BC, CD é lado comum, AD = BD).
C

A ¥ Fig.93a Fig. 93b

Caso o aluno tenha dificuldade sera solicitado a ele que separe as figuras e
identifique os elementos congruentes.
8. Seja o triangulo ABC e M o ponto médio do lado AC. Uma semi-reta com origem em B

passando por M é tracada. P e Q sdo pontos da semi-reta. AP e CQ sdo perpendiculares a

semi-reta dada. Prove que AP =QC.

Respostas esperadas: B
Estratégia 1: O aluno podera pensar num triangulo equilatero

ou isdsceles. Nesse caso o aluno podera notar que o ponto M

coincide com P e Q. Como M é ponto médio, AP=QC. A Bul c
M

Estratégia 2: Se o aluno pensar e representar num triangulo
escaleno, podera obter uma figura como construida abaixo.

Nesse caso, o0 aluno devera justificar que os triangulos APM e

OQM sao congruentes pelo caso LAAO, pois: AMP=CM Q-

opostos pelo vértice; APM ;CéM (mediana do lado AC é

perpendicular aos segmentos AP e CQ); AM=MC (M é ponto
médio).Portanto AP=QC.

Fig. 94b
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Estratégia 3: Podemos perceber também que AP é paralelo
QC e a mediana do lado AC e o lado AC sao as transversais.

Com isso, os tridngulos APM e OQM séo congruentes pelo

caso ALA PAM =2QCM - angulos alternos internos;

Ah7| P=C I\?I Q - opostos pelo vértice; AM=MC (M é ponto

médio). Portanto AP=QC. Fig. 94c

Espera-se que o aluno interprete o problema, identifique os elementos
congruentes e se caso tiver duvidas, devera ser estimulado a representar

triangulos e identificar elementos fornecidos pelo problema.

9. Dadas as retas r e s com ponto de intersecdo em O. B é simétrico do ponto A em relacdo a
reta r e C é simétrico do ponto B em relacdo a reta s. O ponto B esta na regido em que as

retas r e s formam o angulo 0 (teta). O que se pode dizer do angulo AOC e relag&o ao angulo

07? Justifique.

; s
/ 'c Fig. 95a

Nesta atividade o aluno podera por em préatica os conceitos estudados no

Cabri sobre as transformacdes. Devera saber que A é o ponto original, sendo que,

pelo uso da simetria axial sera obtido o ponto B em relacdo a reta r e, depois, o

ponto C simétrico do ponto B pela reta s. O segmento AB deverd ser

perpendicular ao eixo de simetria, reta r.A reta r € mediatriz do segmento AB e a

reta s € mediatriz do segmento BC.

Possiveis construgdes:

s
Y
m

W

I

o(
e
;
T
i
+
K
:
K
i
T
5
+
;
:
Fu—h
o
L]

Fig. 95b
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Dessa forma tem-se dois triangulos isdsceles AOB e BOC. O aluno podera utilizar os seguintes

casos de congruéncia para justificar que AOC = 26.

1. A e B sendo simétricos, temos AO D = DO B pois os tridangulos AOD e DCB congruentes

pelo caso LAL: ADO = BDO (OD é perpendicular a AB); AD=BD (D ¢é ponto médio); OD lado

comum.

2. Da mesma maneira, prova-se que COE=EOB. Como 6 = DOB+EOB, ento, pelos resultados

obtidos em 1 e 2, temos que AOD+COE =6, portanto AOC= DOB+EOB+ AOD+COE = 20.

10. Considere uma circunferéncia de centro O e uma corda AB. Pelo ponto O trace uma reta

perpendicular ao segmento AB. Essa reta intersectara o segmento AB num ponto G. Complete

a frase usando as palavras sempre, nunca, as vezes. "G é ponto médio do segmento AB".

Justifique sua resposta.

Essa questdo tem por objetivo analisar a representacdo e construcédo da

figura, a interpretacéo do texto pelos alunos, aplicacdo dos casos de congruéncia

de tridngulos. Os alunos, igualmente, deverao utilizar propriedades anteriormente

estudadas como o ponto médio, mediatriz, retas perpendiculares.

Construcdes esperadas: Exemplificam-se abaixo algumas das
possiveis construgées que os alunos podem chegar a fazer: O

centro da circunferéncia ndo pertence ao segmento AB.

Possivelmente, a figura que mais aparecera sera a figura como a
Fig. 96a. Nesses casos, esperamos como justificativa: O triangulo
AOB ¢é isésceles, pois AO=BO - raio da circunferéncia. Os

triangulos BOG e AOG séo congruentes pelo caso LAAo, pois,
AO=BO - raio da circunferéncia, OGB = OG A - ¢é dado que

OG é perpendicular a AB; B = A - resultado da questdo 7.

Portanto, AG=BG, e G esta entre A e B e é ponto médio.

1

Fig. 96a

Outra situacdo devera ser analisada pelos alunos:

O centro da circunferéncia pertence ao segmento AB .

Sendo AB o didmetro da circunferéncia, temos que G coincide
com o centro O da circunferéncia; AO=BO sao raios da
circunferéncia. Portanto G é ponto médio de AB.

Como em todos os casos possiveis G é ponto médio, entao,

podemos acrescentar a palavra sempre.

Fig. 96b

m
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11. Os Quadrilateros ABCD e AEFG (Fig. 97a) sdo quadrados. Mostre que os segmentos DG e

BE séo congruentes.

F Fig. 97a
Esta atividade esta associada ao estudo dos quadrilateros. No caso, 0
quadrado devera ser entendido como sendo uma figura que tem os lados
congruentes e os angulos internos retos. O objetivo é verificar se os alunos
conseguem perceber os triangulos congruentes ADG e EBA. Um dos itens que
dificultara a visualizacdo € o angulo DAE que € comum, ndo faz parte dos dois
triangulos a serem analisados, mas que € imprescindivel para a decisdo da

congruéncia.

Construcdo esperada: O aluno deveréa perceber que: P B

o AG=AE=EF=FG - lados do quadrado AEFG.
¢ AB=BC=CD=AD - lados do quadrado ABCD.

< f
pa

e« BAD=90° e EAG =90° - angulos dos quadrados ¥ c
ABCD e AEFG. .
e BAD=6+1=90° e EAG=06+1 =90°. £
e & 20 pois,é+T=06+17=90° -Té comum. G
Os triangulos ABE e EDG séo congruentes pelo caso LAL:

AB = AD i .

AE =~ AG . portanto DG=BE.

6=0 F

Fig. 97b

Na ocorréncia de duvida, a professora devera auxiliar com um dos
seguintes itens: 1) a pedir que identifiguem os triangulos congruentes; 2) a
reconstruirem as figuras identificando os elementos congruentes, visando o que a
questao pede; 3) a tentar imaginar o quadrado menor girando em torno de A.

Podera auxiliar o aluno: imaginar ou representar o quadrado menor girando
sobre o menor e analisar algumas posi¢cdes em que poderd facilitar a visualizacéo

da congruéncia.
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Fig. 97c

Fazendo com que um dos lados do quadrado ABCD

coincida sobre o lado AE do quadrado EFGA:
DG=BE, pelo caso LAL: AG=AE (lados do quadrado

Fig. 97d
Levando os lados do quadrado ABCD
para fora do quadrado EFGA, tem-se:

Tridngulo ABE = ADG, com AB

EFGA); ADzAB(lados do quadrado ABCD); | zAD(lados de ABCD); AG=zAE(lados de
GAD=EAB(angulos internos dos quadrados). | EFGA); e BAEzDAG (sendo & comum),
Portanto DG=BE. BAD+a = GAE+4. Portanto DG=BE.
C
B D
A
D
/ ™ C
G e E
G E
F
F
Fig. 97e Fig. 97f

Sendo BAD oposto a GAE pelo vértice A, GD ¢é
perpendicular a EB. DG = BE pois, DG = GA + AD =
BE = AE+BA , com GA = AE e AB = AD.

Nesse caso ao invés de somarmos,
subtraimos as medidas dos lados dos

quadrados. Portanto DG=BE.
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.CAPITULO 4

EXPERIMENTACAO E ANALISE A POSTERIORI

As pesquisas em educacdo matematica mostram que o conceito de
congruéncia ndo se resume a uma definicdo, para a sua apropriacdo €
necessario explorar atividades que levem, "o aluno a descobrir os significados e
as relagcbes entre os conceitos envolvidos" (Brito, 2001, p.74). Segundo Machado
(2005) essas atividades devem permitir a transicAo da percepcdo a
conceptualizacado, incorporando atividades de construgéo e representacéo

A rede conceitual proposta no capitulo 3 (pag. 83) foi aplicada na
sequéncia didatica e os resultados dessa aplicacdo e as expectativas e objetivos
descritos na analise a priori serdo comparados e analisados nesse capitulo. No
bloco 1 e 2, serdo utilizados para andlise, os niveis de desenvolvimento do
pensamento geométrico propostos por Parzsyz (2001) e no bloco 3, as
categorias de prova de Balacheff.

A analise buscaréa respostas para as questdes de pesquisa, formulada no
capitulo 3: Em que medida o processo de transicdo do concreto para o espago-
grafico contribui para a apropriacdo do conceito de congruéncia? E em que
medida esse processo favorece a passagem do empirico para o dedutivo?

No quadro abaixo, é apresentada uma sintese dos principais objetivos de
cada atividade da sequéncia.

Quadro 8 - Quadro resumo dos objetivos das atividades da seqliéncia de ensino

B|A| Q | Atividade Objetivo
sacola com objetos U_tiIi;g(;éO de material concreto, objetivando a de.scobgrya do
11 1 congruentes significado de congruéncia, de forma geral. (Objeto fisico e
validacao perceptiva).
1|1 5 Explicar o que s&o Expressar, via escrita a concepgdo sobre 0s objetos
objetos congruentes | congruentes em seu aspecto geral.
Figuras 1 e 2 Explorar a s~uperposi_<;éo de fi.gl_Jras c.ongr_uentes,. por njgio de
1|2 1 bidimensionais representacdo de figuras bidimensionais. (Objeto fisico e
validacdo perceptiva).
Figuras 3 e 4 Explora}r a superposicao Eie segmentos e figurag congruen'tes,
1|2 2 bidimensionais por meio de representacéo de figuras bidimensionais. (Objeto
fisico e validacdo perceptiva).
1l 9 3 Explicar o que sé&o Expressar, via escrita a concepcdo sobre o0s objetos tri e
figuras congruentes | bidimensionais congruentes em seu aspecto geral.
1|3 1 | Jogo da Utilizacdo de vérios objetos bidimensionais, objetivando a
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congruéncia descoberta do significado de congruéncia por superposicao.
(Objeto fisico e validagdo perceptiva).

1| 2 5 Jogoda Explqrar a co_n_gruéncia com a realidade do aluno. Analogia
congruéncia com jogo tradicional.

Explorar as transformac¢des isométricas utilizando o

2| 1| 19 | Transformagdes computador. Identificar os elementos e propriedades de cada

transformacdo. Transicdo entre 0 concreto e o0 abstrato.

Explorar a constru¢cdo de tridngulos e suas propriedades
2| 2 | 1-15 | Placa quadriculada | (condicdo de existéncia e os 4 casos de congruéncia de
triangulos).

Institucionalizar o objeto matematico congruéncia, em

2 Institucionalizagdo . . .
particular os 4 casos de congruéncia de triangulos.

Explorar os casos de congruéncia de triangulos. (objeto

3| 1| 1-11 | Probl ori idaca i
roblemas teorico, validacdo dedutiva).

B: Bloco; A: Atividade; Q: Questao.

Atendendo a um convite para um curso de Geometria, com énfase no
estudo da Congruéncia, 13 alunos do 1° ano do Ensino Médio, de uma escola da
rede publica do Estado de Sao Paulo, participaram da sequiéncia de ensino desta
pesquisa. Inicialmente, esses alunos formaram 6 grupos, sendo 5 duplas e 1 trio:
(D e G), (Ev e Va), (Am e Re), (Da e Ma), (Gi e Rs) e (A, El e Ro).

Nos dias da aplicacao da seqiiéncia, novas duplas foram constituidas, em
virtude da auséncia de alguns alunos. Para tanto, foram consideradas nesta
pesquisa, para fins de andlise e acompanhamento das resolucées, as atividades

das duplas (A, El e Ro), (Gi e Rs) e (D e G) que estiveram sempre presentes.

4.1. ANALISE A POSTERIORI DAS ATIVIDADES DO BLOCO 1 - CONCRETO

Atividade 1: Sacola com objetos congruentes.

Os objetos contidos na sacola sdo congruentes dois a dois.

Questédo 1. Procure regularidades nos objetos e identifique os pares de objetos congruentes. Cole,

lado a lado, com fita adesiva, os pares de objetos congruentes na folha dada.

O objetivo dessa atividade era a apropriagdo do conceito de congruéncia
pelos alunos, por meio da visualizacdo (nivel GO) de objetos de natureza fisica
(Parzsyz, 2001). Para isso, os alunos deveriam organizar, comparar, selecionar e
buscar regularidades entre pares de objetos congruentes que foram previamente
selecionados e introduzidos em uma sacola. Através da percepcdo dos aspectos
gerais dos objetos, os alunos deveriam chegar a conclusdo de que objetos
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congruentes mantém a forma e o tamanho. As fotos (Fig. 98a e 98b) ilustram um

dos momentos e o resultado final da atividade.

Fig. 98a Fig. 98b

N&o houve perguntas e pode-se perceber que os componentes de cada
grupo participaram ativamente, trocando idéias e opinides, separando ou
agrupando os objetos antes de fixar na cartolina. A dupla (D e G) apresentou
dificuldade para perceber, assegurar e descrever o que sdo objetos congruentes.
Utilizou os termos "parecido, semelhante e igual’, para designa-los: "Objetos
congruentes sdo iguais”; "Ou objetos parecidos. Nao sdo da mesma cor, sdo

parecidos”; "... Semelhantes. Como vocés estdo vendo... colher, palito, copo,
cabides séo iguais, bolinha, copo de plastico, sdo objetos semelhantes". O didlogo
mostrou que a dupla ainda estava bastante confusa em descrever 0 que sao
objetos congruentes.

A dupla (Ev e Va) comentou “ndo mudar de forma”, "ndo se pode quebrar,
nao deformar, ndo mudar o comportamento da forma". As anotacbes do
observador foram importantes para esclarecer o que a dupla realmente queria
dizer. Além de anotar os procedimentos utilizados pela dupla, "separacdo dos
objetos conforme o formato, comparacdo e andlise dos objetos", anotou, também,
alguns comentéarios esclarecedores: "sdo congruentes quando sdo grandes, de
mesma forma"; "congruentes, os que sdo iguais" (disseram quais eram 0s objetos
"iguais"). Com essas informacdes pode-se constatar que a dupla estava a
caminho de atingir a nocdo do conceito de congruéncia, no que se refere ao
aspecto geral de objetos congruentes.

Com relacdo a atuacdo dos grupos, alguns objetos que ndo eram tao
evidentes, mas se comparados com outros, era possivel perceber as
regularidades no aspecto geral, dificultaram a identificacdo da congruéncia.
Destacam-se as fitas congruentes, pois, todos os grupos tiveram, de alguma
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forma, dificuldades para separa-las. A cor influenciou muito e gerou muita duvida.
Ignoraram o fato de se ter outros objetos congruentes dois a dois, com cores
diferentes.

Quadro 9 — Resultado esperado e obtido da atividade 1 — concreto

Resultado Esperado Resultados obtidos

1. Cinco duplas, influenciadas pela cor,
separaram as fitas ignorando o tamanho.

Fitas de 15 cm

Fitas de 11,5cm

2. O trio, também influenciado pela cor, cortou
as pontas das fitas de 15cm para que ocorresse
ilustracdo ao lado: duas fitas de 15cm( azul | a congruéncia.

Era esperado, uma resposta conforme a

congruente a rosa) e duas fitas de 11,5 cm .

- &“'
(azul congruente a rosa). / . " ! v

O grupo formado pelas trés alunas tomou a iniciativa de cortar as fitas de
modo que as tornassem congruentes. A aluna El esclarece: "Tinham duas fitinhas
azuis e duas rosas. Ai, 0 que a gente fez para ficar congruente, tipo..., a gente cortou a
azul para ficar do mesmo tamanho que a azul, a rosa com a rosa. Mas, tipo..., antes a

gente deveria ter medido, tipo uma azul com uma rosa e a gente ja cortou. Mas foi uma
forma que a gente achou de ficar congruente”.

De maneira geral, pode-se dizer que 0s grupos atingiram parcialmente o
objetivo da atividade 1, pois, na cartolina representaram o0s objetos congruentes,
com excecao das fitas, e nos dialogos e observacdes, os alunos mencionaram o
tamanho e forma para caracterizar objetos os congruentes. Por outro lado,
tiveram dificuldades em descrever (questdo 2) o que perceberam das
regularidades. Na busca de um significado para congruéncia, constantemente
utilizaram o termo igual, coincide, parecido e semelhante para desighar a
congruéncia. A seguir, a questdo 2 e as fotos que ilustram 0 momento em que

responderam a essa questao.

Questdo 2: Se vocé fosse explicar para um colega de classe o que sé@o objetos congruentes, o

que vocé diria a ele?
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Esta questdo objetivava explorar nos alunos a justificativa em linguagem
natural. Os alunos deveriam explicar o que eram objetos congruentes. As

respostas dos grupos a questao 2, sdo transcritas a seguir:

= D e G: Diria que sdo objetos semelhantes.
= EV e VA: Sdo aqueles que podemos ou ndo mudar de forma. Ex.podem mudar de forma:
clips, alfinete, luva e as fitas. Ex: ndo podem mudar de forma: botdes, as porcas, 0s copos de

brinquedo, as bolinhas “.

. Da e Ma: 1. Os objetos estdo em pares, e 0s pares sdo idénticos uns aos outros, o que muda é o tamanho
(copo descartavel, colher descartavel, fitas, parafuso, porca); 2. Diriamos que objetos congruentes sé&o
objetos com mesmo jeito, o que muda é o tamanho e a cor .

- Am e Re: Diria que sdo objetos iguais, ou seja, tém os mesmos formatos e sdo dois ou mais.

. Gi e Rs: Que séo objetos que se ligam em um ponto.

= El, Ro e An: Em primeiro lugar, daria, a ele um exemplo que seria congruéncia. Para se ter
nocdo disso, seria mais simples imaginar uma figura diante de um espelho. Se olharmos no

reflexo, perceberemos que a figura se inverteu. No caso da geometria, invertem-se 0s pontos.

Fig. 100

Na foto, visualiza-se que o trio percebeu a congruéncia pela reflexdo, pois
a disposicdo dos objetos, realmente estdo “"espelhados”, e esta claramente
explicito que escolheram os objetos de mesmo tamanho e mesma forma, para a

apresentacdo na cartolina. Tal fato pode ser relacionado a utlizacdo de
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informacdes obtidas do estudo com as ferramentas de transformaces do Cabri-
géometre (anexo 10), em particular a simetria axial.

No geral, a tarefa foi cumprida por todos os grupos. Nao foi uma tarefa
facil, pois perceber o0s objetos congruentes e descrever o que sdo objetos
congruentes sao tarefas que estédo entre a percepcao e concepc¢ao do conceito de
congruéncia, mas que segundo Machado (2005), é fundamental a articulacdo
entre as atividades perceptivas e momentos de elaboragéo conceitual.

Verificou-se também, que os alunos separaram e fixaram os objetos na
cartolina, adequadamente, mas tiveram dificuldades em redigir o que entendiam
por objetos congruentes. Nesse caso, ocorre um conflito entre o que se percebe e
0 que, realmente, se sabe sobre a congruéncia (Parzysz, 2001). Exemplificando,
a dupla (Gi e Rs) separou 0s objetos na cartolina adequadamente, com excecao
das fitas, mas explicou que o0s objetos deveriam se ligar em um ponto. A
ocorréncia de tal evento conduz ao seguinte parecer: a dupla necessita visualizar
outras regularidades e até mesmo irregularidades entre os objetos para decidir
sobre a congruéncia. Importante ressaltar a ocorréncia da dificuldade em
expressar, por meio da escrita, tal como ocorreu na pesquisa para verificacdo e
viabilidade de um estudo sobre congruéncia, descrito no capitulo 1, que ocorreu
um menor numero de acertos na questdo 1 (descricdo de figuras congruentes) do
gue na questao em que os alunos deveriam representar as figuras congruentes.

Na atividade 2 a seguir, os alunos continuaram a trabalhar com objetos de
natureza fisica (no concreto) e tiveram a oportunidade de se aprofundar no

conceito de congruéncia.

Atividade 2: Figuras planas congruentes

O objetivo dessa atividade foi apresentar uma situagdo em que o aluno
tivesse que escolher entre medir, comparar ou sobrepor para validar sua
resposta, dando continuidade na elaboracdo do conceito de congruéncia. Nesse
caso, apenas olhar ja ndo bastaria para justificar, com certeza, se 0s objetos eram
congruentes. A exploracdo se deu em figuras com segmentos e curvas (situacao
1) e com segmentos (situacdo 2). Os objetos séo bidimensionais e para essas

atividades foram deixados a disposicdo alguns instrumentos para auxiliar os
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alunos na tomada de decisdo: régua, tesoura, compasso, papel transparente,

transferidor.

Situacdo 1: O que vocé acha sobre as figuras 1 e 2, elas sdo congruentes? O que vocé faria para

decidir se as figuras sdo ou ndo congruentes?

Figuras 1 e 2: As figuras 1 e 2 sdo congruentes?
( )sim ( )ndo
Justifique.

Figura 1

Expliqgue o que vocé fez para
justificar sua resposta.

Figura 2

Fig. 101

Os resultados da situacao 1, da atividade 2, estao na tabela abaixo:

Situacdo 1: As figuras 1 e 2 sdo congruentes?
Instrumentos
Dupla | Sim | N&o Justificativa solicitados
pelos alunos
1 X Mesmo as figuras sendo de forma curva, elas sdo do Régua e
DeG mesmo tamanho. Se colocarmos uma figura em cima | comparacéo
da outra, elas serdo iguais. (visual).
2 X Porque elas parecem ser diferentes umas das outras, mas Fita
Eve acabam sendo idénticas. 1° medimos varias vezes e Régua
va pensamos que fossem diferentes. 2° cortamos e vimos que Tesoura
era s6 impressao e que tinham as mesmas medidas.
3 X Porque as duas tém medidas iguais. Eu peguei uma fita e Fita
AQ e medi com uma linha na fita marcando os cm de cada figura. Régua
e
4 X Medimos os lados com a régua e verificamos que a figura Régua
Dae 1 tem essas medidas (10,5cm; 7cm; 14,5cm; 6cm) e a
Ma figura 2 essas outras medidas (10,5cm; 14,25cm; 6cm;
7cm).
] X Elas s&o congruentes porque uma tem o mesmo tamanho Tesoura
AEle e formato da outra. Recortamos a figura 2 e colocamos
Ro uma sobre a outra.
6 X Pois se grudarmos uma na outra elas vao se ligar por Percepcao
Gie pontos, mas vai ser uma figura paralela a outra. 1° visual
Rs mudamos a posicdo da figura 2 e formamos uma nova Tesoura
figura ligada por pontos. Recortamos as figuras numa 22
tentativa de achar a resolucao.

Tabela 3 — Justificativas: atividade 1, com figuras planas, questéo 1.

As duplas, em sua maioria, satisfizeram-se em medir as figuras 1 e 2 para
validar suas respostas. Essa escolha mostra que a atividade foi resolvida no nivel
G1 de Parzysz (2001). O fato das duplas solicitarem mais a régua pode estar

associado ao que eles utilizam, comumente, no cotidiano escolar. Por exemplo,
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nenhuma dupla solicitou papel transparente para reproduzir e verificar a
congruéncia por superposicao.

A tesoura foi utilizada por trés grupos, sendo que dois grupos (Ev e Va) e
(Na, El e Ro0) constataram a congruéncia por superposicdo de figuras ao
afirmarem: "colocamos uma figura sobre a outra".

A outra dupla (Gi e Rs), ndo percebeu que a congruéncia era justamente o
gue estava negando "Pois se grudarmos uma na outra elas vao se ligar por
pontos, mas vai ser uma figura paralela a outra". Para a dupla, a congruéncia
ocorre se houver interseccdo entre as figuras. A utilizacdo da palavra "paralela”
ou "intersecc¢ao" pode ter sido resgatada das atividades anteriores com o palito de
sorvete ou nas atividades com as ferramentas do Cabri (vide anexo 10).

As duplas 4 e 6 ainda apresentam idéia equivocada do conceito de
congruéncia de figuras. O aspecto visual ainda foi relevante para as duas duplas,
dada das expressfes: "se colocarmos uma figura sobre a outra", ou "se
grudarmos uma figura na outra”, sem que realizassem experimentalmente.

Apenas a dupla (Ev e Va) justificou, a congruéncia pela sobreposi¢cédo e
encaixe das figuras. No dialogo da Dupla Ev e Va destaca-se a surpresa de Va
ao constatar que as figuras 1 e 2 eram congruentes. A dupla solicitou a fita
métrica, instrumento que ndo era disponivel, porém, foi fornecida uma fita de

tecido, maleavel como a fita métrica solicitada, e régua para a medicao.

Quadro 10 — Dialogo da dupla Ev e Va da atividade 2, situa¢éo 1

Utilizando fita comum associada a régua, Ev auxiliava Va com marcacdes das medidas na figura.
Va: Essa daqui é muito maior. Medir de novo?

Executaram medi¢des com a fita e a mediram na régua.

Va: Aqui também vai dar 7... Com a régua ndo da? E 7. E quase 7. 6,9.
Ev: E igual.

Va: 6,9cm e aqui, 5,8.

Ev: aqui € menor mesmo, porque é menorzinho.

Va: aqui tem 14,9.

Ev: ndo espera ai.

Va: deu 14,2.

Va: 14,8

Ev: Aqui esta maior e aqui esta menor. 14,8.
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N&o satisfeita com os resultados, a dupla solicitou uma tesoura.

Ev e Va resolvem recortar a figura e manter como parametro suas medidas.

Va: 7,5; 14,5;5,8; 10,9.

ApOs recortar as duas figuras, seguem o0s seguintes didlogos.
Va: Entdo porque que aqui deu errado e aqui néo.

Ev: E afigura...

Va sobrep6s uma figura sobre a outra e depois as colocava sobre a mesa uma ao lado da outra.
Sem querer acreditar que as figuras se encaixavam ao sobrepor uma sobre a outra.

Va: Néo é igual. Nao pode ser igual
Ev: é igual sim Va. Olha. Mesma medida. Ficou certinho. (Ev sobrep&e uma figura sobre a outra)

Aos poucos, a dupla foi descobrindo como mostrar que realmente as

figuras 1 e 2 eram congruentes e buscaram solucdo no recorte dessas figuras e,

com surpresa, certificaram que eram congruentes usando a sobreposicéo.

Com a dupla D e G os dialogos foram os seguintes:

Quadro 9 - Didlogo da dupla D e G da atividade 2, situacédo 1

Ao receberem a atividade 2,
imediatamente D comentou:
essa parte aqui pode ser a
mesma que aqui'— apontando
para o arco maior da figura 1
e o da figura 2.

E: D agora esta medindo...14 cm
Vamos ver a parte de cima.Deu?
D: 10,3cm. Aqui também 10,3cm
E: Os lados da figura agora,
6cm. 6cm; 7cm, 7cm. Como
podem ver as figuras tém lados
iguais.

D: Mesmo as figuras sendo
de forma curva, elas sédo do
mesmo tamanho. Se
colocarmos uma figura em
cima da outra, elas serdo
iguais.

Esta dupla utilizou a validacdo pela visualizagéo, depois medicdo e supos

a congruéncia por sobreposi¢do, mas nao chegou a realiza-la; generalizaram a

possibilidade de congruéncia de figuras quaisquer.
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Situacao 2: Figura formada por segmentos

Il

Os segmentos da figura 3 sdo congruentes
aos segmentos da figura 47

( )sim ( )nao

Justifique.

Expliqgue o que vocé fez para justificar sua
Figura 3 reSpOSta
A figura 3 é congruente a figura 4?
)sim ( )néo
Justifique.

~—~

Figura 4

Expliqgue o que vocé fez para justificar sua
resposta.

Fig. 102

O quadro a seguir, apresenta os resultados dessa atividade.

Quadro 12 - Atividade 2— Figuras planas

A) Os segmentos da figura 3 sdo congruentes aos segmentos da figura 4?

Dupla/ Sim N&o | Justificativa Instrumentos
Trio Solicitados
pelos alunos
1 X Mesmo estando uma figura na horizontal e outra na vertical, Régua
DeG elas sdo do mesmo tamanho.
2 X Pois elas tém a mesma medida.
EveVa v | Tesoura
Régua
3 X Pois apesar de estarem uma deitada e outra em pé, sao Régua
Am e Re iguaizinhas (as linhas).
4 x | Em branco Régua
Da e Ma
5 X Elas sdo congruentes porque se a figura 4 for invertida e Tesoura
AEl'eRo colocada por cima da figura 3 elas ficam com 0os mesmos
segmentos. Mas se colocarmos da maneira que se pede no
exercicio, veremos que 0s segmentos ndo sao congruentes.
X Porque o0s segmentos se cruzam. Se colocarmos o0s Visual
6 segmentos da figura 4 sobre os segmentos da figura 3 e
GieRs eles se ligaram por pontos médios.
B) A figura 3 € congruente a figura 4?
Dupla/ Sim Ndo | Justificativa Instrumentos
Trio Solicitados
pelos alunos
1 X Se invertermos a 3 na vertical, poderemos ver que elas sao Régua
DeG congruentes.
2 X Pois elas tém as mesmas medidas e formas, mas uma esta Régua
EveVa na vertical e outra na horizontal.
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3 X Pois se parecem muito e uma esta deitada e outra em pé e Régua
Am e Re por isso s&o iguais.

4 x | Porque estad com lados e tamanhos iguais. Régua
Da e Ma Medimos as linhas e os espacos entre as linhas.

5 X Porque elas se encaixam se invertermos a figura 4 e Tesoura
AEle Ro colocarmos por cima da figura 3.

6 X Porque se colocarmos uma figura sobre a outra elas irdo se | Percepcéo
GieRs cruzar por pontos. visual

Percebe-se que os alunos procuraram palavras para dar significado a
congruéncia, associando-as a idéia de que as figuras congruentes devem ter o
mesmo tamanho e forma, independente de estarem invertidas. Ha, porém uma
forte associagcdo com as palavras igual e parecido para tentar explicar e designar
a congruéncia. Apenas a dupla 6 respondeu utilizando a visualizagdo, sem medir
ou sobrepor. Nesse caso, a resolucéao apresentada ainda permanece no nivel GO.
A dupla 4 como apresenta o quadro, ainda ndo chegou numa conclusédo sobre o
conceito de congruéncia.

A questéo 3 que pedia para o aluno explicar a um colega como identificar

duas figuras congruentes, as duplas responderam:

= D e G: N&o respondeu.

= Ev e Va: Sempre medir as figuras e sempre fazer com um colega para discutir as idéias.

= Am e Re: Diria que séo objetos iguais, pois tém os mesmos formatos.

= Da e Ma: Diriamos que primeiro devemos comparar e ver se 0s lados estdo iguais, se
estiverem todos iguais podemos dizer que ndo sdo congruentes.

= A Ro, El: eu diria que duas figuras sdo congruentes porgue elas sdo semelhantes. Mas para
ter certeza, nada melhor do que comparar uma com a outra, e colocar uma por cima da outra.

= Gie Rs: Para observarem se os pontos se ligam formando pontos que se cruzam.

As respostas se assemelham as da primeira questdo da atividade 1,
porém, ja incluem instrumentos de medi¢cdo para comprovarem a congruéncia, a
questdo do tamanho e forma, mas ainda ocorre dificuldade na assimilagdo do

conceito pela dupla 6 e a dupla 1 omitiu a resposta.

Atividade 3: Jogo da Congruéncia

Situacdo 1: No verso de cada um dos retangulos que aparecem no quadro
(ver pagina 85) ha figuras congruentes duas a duas. O objetivo é identificar
esses pares congruentes.

Questédo 1: Identifigue abaixo se as figuras sdo congruentes duas a duas.

Como vocé identificou?
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Na questdo 1 da atividade 3, esperava-se que o aluno utilizasse a
transparéncia do papel para sobrepor uma figura sobre a outra para identificar
quais figuras eram congruentes a outras. Esperava-se também que os alunos
chegassem a conclusdo de que algumas figuras eram congruentes,
independentes de estarem em outras posicées. Além disso, esperava-se que 0S
alunos identificassem que as figuras de mesmo formato, mas tamanhos diferentes
nao eram congruentes. Todos perceberam a congruéncia das figuras, mas de

diferentes modos. Os resultados estéo resumidos na tabela a seguir:

Perceberam a congruéncia? Sim N&o Como fez

DeG X Posicionou lado a lado as figuras.

Ev e Va X Por sobreposicéo

Da e Ma X Visualizou e comparou apenas.

El,Roe A X Por sobreposicéo

GieRs X Posicionou as figuras refletindo uma da

outra.
Tabela 4 — Questao 1, atividade 3

D e G: "G identificou as figuras retirando-as Re e Am: "jogo da meméria. Quem ganha séo
dos envelopes. Juntou-as aos pares, girando 0S que acertam os pares corretos".

ou invertendo as figuras pareando-as".

Fig. 103

. Foi interessante a resposta dada pela dupla (Gi e Rs): "E como se tivesse um
eixo de simetria, onde as figuras se espelham” que resgatou um conhecimento
adquirido no processo de familiarizacdo com o Cabri, na 12 parte do curso, o
eixo de simetria.

Questdo 2: Com que jogo tradicional esse "jogo da congruéncia" se assemelha?

Qual o objetivo do jogo tradicional?

O objetivo dessa questédo é fazer uma associacdo do que é comum no dia-
a-dia de nossos alunos. A brincadeira do jogo da memdria é presente na vida de

nossos alunos e é tomada como entretenimento, sem relagdo com o aprendizado
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escolar. Procura-se estimular os alunos com relacdo a aprendizagem de
congruéncia, aproveitando a idéia do jogo da memadria que é encontrar figuras
congruentes e fazer a integracdo entre todos os participantes.

Com excecao da dupla Gi e Rs que respondeu domind, ainda sob a

influéncia da reflexdo. Os demais grupos associaram ao jogo de memoria.

CONCLUSAO DAS ATIVIDADES DO BLOCO 1

As produgdes dos alunos no bloco 1 mostraram que o conceito de
congruéncia no seu aspecto geral foi percebido. Ao trabalharem com as figuras
bidimensionais, 0s grupos procuraram Vvalidar suas respostas por meio de
instrumentos como régua para medir e comparar, ou usando a tesoura para
sobrepor uma figura sobre a outra e decidir se eram congruentes (situagdes 1 e 2
da atividade 2).

Percebe-se que as atividades realizadas anteriormente foram resgatadas
por algumas duplas que mencionaram: "eixo de simetria em que as figuras se espelham".
Isso se refere a parte 1, destinada a familiarizagdo das ferramentas do Cabri,
quando os alunos estudaram a simetria axial, mas, salienta-se que naquele
momento, ndo foi dada nenhuma relacdo da simetria axial com a congruéncia.
Nesse caso, o0 ambiente computadorizado contribuiu no aprendizado do grupo
(Arcavi e Hadas, 2003).

Houve dificuldades nas respostas por escrito, relativas a descricado do
conceito de congruéncia e forte associacdo com termos "igual e idéntico”, ndo
trabalhados nesta pesquisa, mas que os alunos utilizaram para tentar explicar ou
substituir o termo congruéncia. O grupo (Da e Ma) ainda ndo percebeu a
congruéncia por sobreposicao, preferindo a comparagcéo ou a medicdo, pois, em

nenhum momento do bloco 1 mencionou a sobreposicéo.

4.2. ANALISE A POSTERIORI DAS ATIVIDADES DO BLOCO 2

Atividades com o Cabri-Géomeétre

Uma semana apés a familiarizacdo com as ferramentas do Cabri, em

particular, com o menu das transformacdes (translacéo, rotacdo, simetria axial),
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os alunos retornaram ao computador e realizaram as atividades, relativas as
congruéncias via transformacoes.

Este bloco explora as representacdes e visualizagcOes de figuras para
validacdo da congruéncia de figuras. A resolucdo dos alunos podera estar nos
niveis G1, G2 ou na transi¢ao entre G1 e G2 dos niveis de Parzysz.

Na familiarizacdo do software, os alunos puderam transladar uma figura
criando um vetor; obter o simétrico de uma figura por meio de um eixo de simetria,
rotacionar uma figura ao redor de um ponto tanto no sentido horario, como no
sentido anti-horario, sem mencao a congruéncia.

As atividades com o Cabri-géometre foram realizadas em dois dias, sendo
qgue o primeiro dia foi apGs as atividades do bloco 1. Todos os alunos estavam
presentes nesse encontro. As alunas Ma e Ro faltaram no segundo dia da
aplicacao das atividades com o Cabri, assim Da se juntou a dupla El e A. A seguir

as atividades:

Atividade 1: Utilize as ferramentas /' J‘\.\_\ .
de transformacéo e descubra se as \_ vl
figuras 1 e 2 s&o congruentes (Fig. prr

O objetivo dessa atividade era, verificar se as figuras eram congruentes
utilizando a ferramenta "Translag&o" do Cabri. Para isso o aluno deveria criar um
vetor, com origem em um ponto qualquer da figura 1 até a sua imagem na figura
B, que poderia ser de um vértice da figura 1 ao vértice correspondente na figura B
e por fim transladar a figura com a ferramenta translacdo. Os resultados dos

grupos foram os seguintes:

Quadro 13 — Justificativas da atividade 1- transformacfes

. i

1:DeG
Usando o vetor e a translagéo | o- gy ' 3:~De M B

colocamos o barco azul encima | sjm sdo idénticas umas as Nao re_dlglu 0 comentario, mas na
do amarelo. Fazendo isso | gyiras. Chegamos a essa flg_l_Jra final, percetze-se gue antes d_e
provamos que eles eram do | conclusdo usando o vetor e utilizar a translacdo, a dupla mediu
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mesmo tamanho porque o barco
azul cobriu o amarelo. Tentamos
também usar a translagdo sem o
vetor, mas nao funcionou.

sobrepondo as figuras.

um dos lados da vela do barco.

4:E,ReA

Usamos primeiro o vetor em
seguida usamos a ferramenta
translacdo que nos ajudou a
obter o resultado atingido que foi
a transferéncia da figura 1 até a
figura 2.

5:ReA

Podemos observar que
pegando a ferramenta vetor e
levamos para o outro barco de
cima, depois utilizamos a
ferramenta translagéo.

6:GeR

Nossa primeira tentativa ndo deu
certo. Ja a 22 deu, pois criamos um
vetor e transladamos a figura 1
para a figura 2 e chegamos a
conclusdo de que as figuras séo
congruentes, pois elas sdo iguais.
Usamos a ferramenta de
transformacoes.

Todos conseguiram realizar a tarefa, porém com dificuldade. D e M,

tentaram fazer medicdes.

A analise dos resultados dessa tarefa conduz aos

seguintes pareceres: 1) a idéia de deslocamento e movimento comegou a surgir

entre 0S grupos ao expressarem com as palavras "levamos", transladamos" e

"transferéncia".

2) aidéia de prova e justificativa nos grupos, em especial, (D e

G) que constatou que estava provando ao afirmar que utilizou a translacéo para

provar que uma figura era congruente a outra. 3) a congruéncia foi justificada pela

sobreposicdo, mas o termo "igual" e "idéntico" aparecem como sinbnimas de

congruéncia.

Atividade 2: Utilize as ferramentas de transformacao e descubra se

as figuras 1 e 2 sdo congruentes.

Era

congruentes, utilizando a ferramenta rotacdo e edicdo numérica de 180°,

esperado que os alunos

Fig.106

justificassem

gque as figuras eram

para

girar em 180° (sentido anti-horéario) uma figura sobre a outra, ou utilizar a

ferramenta simetria central, ou ainda, a simetria axial (duas vezes).
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Quadro 14 — Justificativas da atividade 2 - transformacdes

AeE

. ~ DeG
EeV As figuras séo congruentes. Mas Com a aiuda da
Usamos a simetria central e para chegarmos a essa J i
professora:

novamente sobrepomos a figura. | conclusdo erramos muito. E
Tentamos vérias vezes de formas | finalmente usamos as
variadas como: translacao e ferramentas certas que foram
rotacéo. Edicdo numérica e Rotacéo.

Usamos a ferramenta
edicdo numérica mais a
ferramenta rotagéo.

Ros eGis
N&o gravou.
ngruentes. Re e Am

Da e Ma Nos fizemos trés tentativas. A

Através da edicdo numérica primesira foi no lado, a segunda

achamos o angulo de 180° posso, e a terceira deu certo

encontramos outra figura igual e | Porque nds clicamos no triangulo

com as mesmas medidas, ou depois no angulo de 180° e

seja, essas figuras sdo depois clicamos no ponto do

congruentes. triangulo.

Percebe-se que os alunos tiveram muita dificuldade na utilizacdo da
ferramenta adequada. Utilizaram a medicdo, a translacdo, antes da rotacdo de
180° (sentido anti-horario). N&o utilizaram a ferramenta simetria axial. Pode-se
afirmar que ndo associaram o que estavam visualizando com o que j& fizeram nas

atividades com objetos bidimensionais.

Atividade 3: Utilize as ferramentas de transformacao para verificar ser a

figura A é congruente a figura A'.

Fig. 107
Esperava-se que o aluno utilizasse a simetria axial. Para isso, deveriam

construir uma mediatriz entre dois pontos correspondentes das duas figuras, por
exemplo, um vértice da figura A e seu correspondente em A'. Os grupos
conseguiram completar a tarefa e os resultados das tentativas dessa atividade

estao resumidos abaixo:
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Medicdo Translacdo Simetria Rotacdo Simetria Composicdes

axial central de
transformacdes
DeG X X
Ro e Va X X X
El, Dae A X
Re e Am X
GieRs X X

Tabela 5 — Resultado atividade 3, bloco 2

Duas duplas (D e G) e (Ro e Va) recorreram a medicéo, como fizeram no
bloco 1, depois utilizaram a simetria axial. A dupla (Re e Am) relata que "usamos
a ferramenta de reta, depois a simetria axial, depois usamos o vetor e deu certo".
Esta dupla utilizou um produto de uma reflexdo com uma translacao. Utilizou um
lado do tridangulo como eixo de simetria e obteve a imagem do triangulo original, e
depois transladou a figura, utilizando um vetor. N&o era necessaria a construcao
da reta citada por eles, mas, talvez, o fato de té-la construido, tenha ajudado a

lembrar da ferramenta simetria axial.

J K
\l I/ Fig. 108

O trio (El, A e Da) nao tive dificuldade na resolucdo e "Devido aos outros

exercicios que ja fizemos relativos a essa, ficou facil fazé-lo. So6 tivemos que utilizar a mediatriz e a

translacdo para provar que o A é igual ao A' .

Atividade 4: As figuras A e A’ sdo congruentes. Transformar a

figura A na figura A'. Que transformacao vocé usou?

Fig. 109

Esperava-se que os alunos criassem um vetor para transladar a figura A.
Os alunos néo tiveram dificuldades em obter o resultado desejado, conforme

previsto na analise a priori e todos realizaram a tarefa. Salienta-se que essa
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atividade foi realizada apds a atividade do barco a vela, que também estava

relacionada com a translacao.

’

Ao
Atividade 5: As figuras A e A’ sdo congruentes. /™ /
Transformar a figura A na figura A'. Que {/
transformacéo vocé usou? :

Fig. 110

Como foi previsto na andlise a priori todos iniciaram pela rotacéo e finalizou
com a simetria axial. 1sso ocorre porque € perceptivel um giro que parece ser no
préprio plano que contém A e A', mas ndo € muito perceptivel um movimento ou
giro em que a figura A saisse do papel para sobrepor a figura B (simetria axial). A
dupla (A e El) descreve sua dificuldade: "Tentamos utilizar a rotagdo, mas néo deu
certo depois tentamos a translacéo e foi pior ainda. Até que pegamos a mediatriz de um

ponto ao outro, e utilizando a simetria axial transferimos uma figura na outra" (Fig. 111).

Fig 111
A dupla (Re e Am) dialogam: "eu acho que a gente vai usar a edicéo
numeérica, vai girar em 180 graus". Depois de algumas tentativas Re comentou:
"Acho que a gente vai ter que usar a forma do espelho”, atingindo o objetivo da

atividade.

Atividade 6: As figuras A e A' séo
congruentes. Transformar a figura A na

figura A'. Que transformacéo vocé usou? N

Fig. 112a

Para os alunos, essa atividade era visivelmente esclarecedora a utilizagdo
da rotacdo, mas o como fazer € que nao foi facil. Ndo conseguiram associar a

composicdo de uma translacdo e uma rotacdo, porque na pratica um unico
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movimento bastaria para levar A até B, sem pensar em sua particularidade, por
iIsso, todos acabaram construindo um ponto livre entre a figura A e a figura B e
tentaram a rotacdo da figura A ou B ao redor desse ponto criado. Foi por erro e

tentativa. Exemplificando:

A dupla (A e EI) relata:
"Primeiro construimos um ponto que - 240
TIMEIrn
. trui
chamamos de Z, em seguida am ponta que
chamamus_ﬂe
usamos a ferramenta edigdo L
L. i fer_ramenta
numérica para construirmos o edicao »
numerica para
. - construirmos o A
angulo de -70°, e entao, angulo de -70.E
entao
rotacionamos a figura A para a figura A paraa. o
figura &' -70
figura A™. )
Fig.112b

Mesmo tendo essa dificuldade, os alunos procuraram transformacgdes para

garantir a sobreposicao das figuras.

Atividade 7: As figuras A e A' sdo congruentes. Transformar a

figura A na figura A'. Que transformacao vocé usou?

120

Fig. 113

Como esperado os grupos nao tiveram dificuldades em rotacionar a figura
A em torno do ponto O, em 120°, sentido anti-horario.

Percebeu-se que nas atividades 4, 5 e 6, os alunos se desprenderam da
condicdo de medir a figura antes de tentar a transformacdo, sobressaindo-se a
superposicao de figuras.

Atividade 8: Utilize a ferramenta da caixa de transformacao

para verificar se os triangulos ABC e EDB séo congruentes.

B

S 5 °  Fig. 114a
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Como esperado, os grupos utilizaram a simetria axial ou alguma

composicao de transformacdes. Os resultados s&o mostrados na tabela abaixo:

Medicdo Translagdo Simetria Rotacdo Simetria Composi¢do

axial central de
transformacdes
Re e Am X X
Ro e Va X X X X
El, Dae A X
GieRs X X

Tabela 6 — Resultado da atividade 8, bloco 2

Re e Am: "primeiro nés usamos um ponto qualquer depois pegamos a ferramenta edigéo

numérica com rotacdo depois usamos reta e simetria axial e conseguimos obter este resultado”.

Fig.114b

Va e Ro: tiveram muita dificuldade nessa atividade. Fizeram varias tentativas,

inclusive medicéo para certificacéo da congruéncia.

B

Iniciaram com medi¢8es e com a translagéo: ‘n ¢ Haem pE fig. 114c

nis fizemos
uma reta e
usamos a
simetria axial
para
confirmarmos
se eram
congruentes
ou nao

C D

depois de vérias tentativas e auxiliadas pela professora:

Fig 114d
Atividade 9: Os segmentos (Fig 115a) MN e "
M'N" sd@o congruentes. Que transformacdes
geométricas levam o segmento MN no _
segmento M'N', de modo que M seja levado em \ v
M' e N seja levado em N'? B
Fig. 115a
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Esperava-se que os grupos fizessem composicédo de transformacdes para
levar o segmento MN em M'N. Os grupos tentaram utilizar apenas uma
transformacdo, como na atividade 6. Percebe-se que a composicdo de duas
transformacdes foi um obstaculo para a conclusdo da atividade. Aos poucos 0s
grupos foram se lembrando das particularidades de cada ferramenta e

conquistando sua propria conclusédo nessa atividade.

Medicdo Translacdo Simetria Rotacdo Simetria Composicdes

axial central de
transformacdes
Ro e Va X X X X
El, Dae A X X
GieRs X X

Tabela 8— Resultado da atividade 9, bloco 2

N&o ha registro de (D e G) e (Re e Am). Outros grupos apresentaram 0s
seguintes resultados:

Depois de muitas tentativas a professora interviu:
P: existe alguma transformagé&o que... Lembram daquelas figurinhas...
Va: Foi colocada uma sobre a outra.

P: O que se pode fazer para que se leve essa figura sobre essa?
V: Tente girar ela agora.

Tentaram também transladar.

Va: Tenta transladar.

226

1340 *

- Fig. 115b

Tentativa 2 Por fim, utilizaram a simetria axial e rotacionaram.

226

| T Fig. 115¢

Rs e Gi

Nas primeiras tentativas ndo conseguimos porque estavamos erradas.
Agora conseguimos, pois criamos um vetor do ponto N ao N', depois
transladamos o segmento MN (clicando no segmento MN, e ajustando o
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angulo que estava 180°) e obtemos um novo segmento e colocamos um
novo segmento e colocamos sobre o segmento M'N'.

225

nas primeiras tentativas nao
conseguimos, porque
estavamos usando

ferramentas erradas JAgora T

conseguimos pois criamos N

um vetor do ponto N ao N',

depois transladamos o frid
segmento MN[clicando no

segmento MN,e ajustando o

angulo que estava 180) e

obtemos um nove segmento

e colocamos sobbre o

segmento M'N'.

Fig. 115d

A e El: Primeiro utilizamos a mediatriz, depois usamos a ferramenta
simetria axial. Em seguida, medimos o &ngulo, entdo rotacionamos uma
reta em relacdo ao ponto N' e ao angulo.

Primeiro utilizamos a

"'! mediatriz, depois
usamos a ferramenta
simetria axial.Em
seguida medimos o
angulo, entao
rotacionamos uma reta
em relacao ao ponto N'
& ao angulo.

Fig. 115e

Com relacdo as atividades no Cabri, o observador fez as seguintes
anotacodes: "Diferentemente da aula passada os alunos estdo mais concentrados
e fazendo poucas perguntas a professora. Nestes momentos, percebe-se que os
alunos estdo fazendo um verdadeiro experimento laboratorial com o software:
experimentam um recurso, testam, apagam, refazem, comparam com o anterior,
etc". A aula anterior referida pelo observador diz respeito ao encontro que ocorreu
apos as atividades do bloco 1 e nédo foi feita nenhuma revisdo ou retomada no
que eles fizeram na fase de familiarizacdo do Cabri. Ja no segundo dia, os alunos
foram questionados e instigados a lembrarem de conceitos tais como
transformacdes, retas perpendiculares, mediatrizes, retas paralelas, ponto médio,
antes de voltarem as atividades, o que foi positivo, conforme comentou o

observador.
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Atividades com a placa quadriculada

O objetivo da placa quadriculada era fazer com que os alunos explorassem
atividades de construcdo e ao mesmo tempo verificassem algumas propriedades
dos triangulos, principalmente, os 4 casos de congruéncia de triangulos,
resgatando a proposta de Machado (2005) que € importante transitar da
percepcdo para a teorizagcdo, valorizando também as atividades de
representacoes e as de construgdes. Nas construgdes dos triangulos os alunos
apresentaram respostas no nivel G1 e G2. Por exemplo, sem realizar a
construcdo do triangulo, o aluno poderia perceber nas questdes 7 e 8, que a soma
das medidas dos angulos internos de um triangulo néo € igual a 180°, por isso, 0s
tridangulos ndo poderiam ser construidos com os dados fornecidos.

As atividades com a placa quadriculada foram realizadas em dois dias. No
primeiro dia foram formadas as duplas: (El e A), (Gi e Rs), (Ro e Va), (D e G), e
(Am e Re). No segundo dia: (El e A), (Gi e Rs), (Ev e Ma), (D e G), e (Rs e Va).
As duplas (El e A) foram gravadas.

A seguir a orientacdo geral dada para a realizacdo das atividades e as

analises das questodes:

Construa na placa quadriculada um triangulo ABC a partir das medidas dadas

abaixo. Em seguida responda as questbes 1 e 2.

Construcao 1: Dado um lado (L): AB=5 cm:

Esperava-se que os alunos construissem um tridngulo, cuja restricdo era
que um lado medisse 5cm, em seguida, para responder as duas questdes,
construissem outro triangulo ndo congruente ao primeiro construido. Em todos os
grupos, o primeiro triangulo construido foi o equilatero, em virtude da nao
compreensdo de que somente o lado AB deveria ter 5cm. Ja, para o segundo
tridngulo, construiram isosceles ou escalenos e triangulo retdngulo. N&o tiveram

dificuldades em responder sim e sim nas duas questdes.

Questao 1: E possivel construir um triangulo a partir das medidas fornecidas? Sim

Quest&o 2: E possivel construir outros tridangulos ndo congruentes ao que vocé construiu, usando | sim

as medidas fornecidas?
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Construcao 2: Dois lados (LL): AB =5cm e AC=3 cm
Esperava-se que construissem triangulos a partir das medidas de AB ou

AC. No grupo (El e A) comentam "Bom se congruente é igual, ndo congruente é diferente.
Porque s6 esticar esse aqui oh. D& um tridngulo diferente...E s6 trazer o AC para ca". Apesar de
se usar a palavra igual para congruente, El ja pensa em outras classes de objetos
gue nédo fazem parte do que é ser congruente. Os grupos nao tiveram dificuldades
na construcao, e para responder as questoes:

Quest&o 1: E possivel construir um tridngulo a partir das medidas fornecidas? Sim

Quest&o 2: E possivel construir outros triangulos ndo congruentes ao que vocé construiu, usando | sim

as medidas fornecidas?

Em virtude da construcéo 1, esta ficou facil de se resolver e os grupos

também nao tiveram duvidas.

Construcdao 3: trés lados (LLL): AB= 9cm, AC=7cm, BC=5cm

Nesta construcdo, que € um exemplo de um dos casos de congruéncia de

tridngulos, esperava-se que os alunos duvidassem da ndo possibilidade de

construcdo do segundo triangulo.

Em uma das resolu¢bes da dupla Gi e Rs:

Tentou-se construir os tridngulos alternando-se a base e os
lados e achou que nado era possivel construir no segundo
tridangulo, pois ndo observou que as aberturas entre os

lados poderiam ser alteradas (as agulhas permitiam essa

mobilidade).

Fig. 116

Realmente, os alunos fizeram varias tentativas e ndo descartavam a
hipétese de se construir um segundo triangulo ndo congruente ao primeiro
construido. Responderam, inicialmente, sim para a possibilidade de construcéo de
um tridngulo ndo congruente ao primeiro. ISso ocorreu porque ao alterar o inicio
da construcdo entre os lados AB, AB, AC, os alunos obtinham triangulos
congruentes, mas em diferentes posicdes, 0 que gerou duvidas. Somente depois
de relacionar os dois triangulos quanto ao tamanho e a forma, € que os alunos
fizeram as corre¢cOes e responderam sim para a primeira questdo e nao para a

segunda.
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Questao 1: E possivel construir um triangulo a partir das medidas fornecidas? Sim

Quest&o 2: E possivel construir outros tridangulos ndo congruentes ao que vocé construiu, usando | N&o

as medidas fornecidas?

Somente a dupla (Am e Re) construiram na primeira tentativa.

Construcgdes: 4: trés lados (LLL): AB=7cm, AC=4cm, BC=2 cm
5: trés lados (LLL):AB=10cm, AC=7 cm, BC=3cm
Esperava-se que as constru¢des 4 e 5 ndo oferecessem dificuldades para

responder as duas questdes. Isso se comprovou, mas, alguns ficaram surpresos
por ndo ser possivel construir triangulos com trés medidas fornecidas. Na
construcdo 4 a mobilidade dos lados (representados pelas fitas) ajudou na
conclusdo, mas na constru¢do 5, devido as dimensdes da fita, alguns alunos
obtiveram triangulos, o que foi pedido para que eles fossem mais precisos nas

medidas ou utilizassem régua. Os resultados para a construcéo 4 e 5 foram:

Questao 1: E possivel construir um triangulo a partir das medidas fornecidas? Nao

Questdio 2: E possivel construir outros triangulos ndo congruentes ao que vocé construiu, usando | N3o

as medidas fornecidas?

Construcao 6: trés angulos (AAA): A=35°, B=70°, ¢ =75°

Esta construcdo introduz o estudo da congruéncia dos angulos nos
triangulos congruentes. Era esperado que os alunos tivessem dificuldade na
construgdo em virtude do n&o fornecimento das medidas dos lados do triangulo.
Isso se comprovou em todos os grupos. da dupla (El e A) tem o dialogo:

- em relacdo aos lados El comentou: "... mas é para a gente inventar. E para a
gente tentar fazer um triangulo com o que eles deram. Esse aqui é s6 para a gente
medir".

Em seguida, a dupla chamou a professora, que perguntou:

P: E dado o lado? Quem vai fornecer as medidas dos lados?

As duas: A gente.
« ApOs construir o tridangulo, a dupla chega a algumas conclusées com relacéo
ao segundo triangulo:..."mas pode ser maior..." "ja deixa de ser congruente...

entdo tem como fazer".
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Nessa construcao e nas seguintes, os alunos fizeram uso do transferidor.

Na construcdo 6, as respostas as questdes 1 e 2 foram:

Questao 1: E possivel construir um triangulo a partir das medidas fornecidas? Sim

Questao 2: E possivel construir outros triangulos ndo congruentes ao que vocé construiu, usando | Sim

as medidas fornecidas?

Construgdes: 7: trés angulos (AAA): A=45°, B=60°, = 80°

8: trés anqulos (AAA): A=80°, B=45°, é= 30°:

Estas medidas ndo possibilitam a constru¢cdo de nenhum triangulo, pois se
verifica a propriedade do triangulo, em que a soma das medidas dos angulos
internos de um tridngulo é sempre 180 °. A soma das medidas dos angulos da
construcéo 7 é maior que 180 ° e na construgdo 8, a soma das medidas fornecidas
é menor que 180 °. A dupla (El e A) identificou essa propriedade: "d4 185...entdo é
por isso".

Os demais alunos demoram na verificacdo da constru¢cdo 7 e 8, pois,
construiam os triangulos com duas medidas dos angulos, mas néo conferiam a
medida do terceiro angulo. Somente quando questionados com relacdo ao
terceiro angulo, eles identificaram a ndo possibilidade de construcdo. As

respostas nas construcées 7 e 8 foram:

Questao 1: E possivel construir um triangulo a partir das medidas fornecidas? N&ao

Questao 2: E possivel construir outros triangulos ndo congruentes ao que vocé construiu, usando | N&o

as medidas fornecidas?

A dupla (EL e A) usou uma estratégia de construcéo: "A gente pde a tira e
depois a gente corta”, possibilitando acomodar os angulos sem se preocupar com as
medidas dos lados. Depois de algumas tentativas, El se lembra da propriedade da
soma dos angulos internos de um tridngulo: "N&o da porque se for 30°, vai dar aqui.
Primeiro, a gente tem que ver que a soma dos angulos tem que dar 180°. "Por isso!!ll" A
compartilha satisfeita da constatacéo de EL.

Pode-se afirmar que El exemplificou um caso de transi¢éo do nivel G1 para
G2, pois ela utilizou a construcdo, mas considerou fortemente a propriedade do

triangulo e isso bastou para que encerrasse a construcao.
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Construcdes: 9: dois angulos (AA): CAB= 60°, C§A2350

10: um angulo (A): A= 45°
11: um lado e um angulo (LA): AB= 5cm, BAC=35°;

As seguintes repostas para as construcfes 9, 10 3 11:

Questao 1: E possivel construir um triangulo a partir das medidas fornecidas? Sim

Questaio 2: E possivel construir outros triangulos ndo congruentes ao que vocé construiu, usando | Sim

as medidas fornecidas?

Os alunos nao tiveram dificuldades na resolucéo. Possivelmente porque as
construgdes anteriores ajudaram na compreensao e no entendimento dos dados

dessas construcdes. Como ressalta a dupla (El e A):"Independente do tamanho, o
angulo nunca muda, pode ser ndo congruente, mas o angulo ndo muda. Na 7 (construcdo 7) ja

fomos analisando..."

Construcédo 12:_Um lado, um &ngulo e outro lado (LAL): AB=7cm, BAC= 60°, AC=5cm

Esta construcéo refere-se ao caso LAL de congruéncia de triangulos e
esperava-se que 0s alunos construissem triangulos sempre congruentes ao

primeiro.

Fig. 117
Os grupos ndo tiveram dificuldades visto que ja haviam construido
triangulos com contendo as medidas dos angulos e dos lados como condi¢ao

inicial de construcdo. As respostas obtidas foram:

Questao 1: E possivel construir um triangulo a partir das medidas fornecidas? Sim

Questdio 2: E possivel construir outros triangulos ndo congruentes ao que vocé construiu, usando | N3o
as medidas fornecidas?

Construcao 13:_um angulo, um lado, outro &ngulo (ALA): AB=6cm, BAC= 45° e A§C=SO°

Outro caso de congruéncia de triangulos, essa construcdo nao apresentou
dificuldade para os alunos e resolveram com facilidade. As constru¢des anteriores

facilitaram na compreensao e construcao do item 13.

141



Fig. 118
As respostas obtidas com as constru¢des foram:

Questao 1: E possivel construir um triangulo a partir das medidas fornecidas? Sim

Questdio 2: E possivel construir outros triangulos ndo congruentes ao que vocé construiu, usando | N3o
as medidas fornecidas?

Construcao 14: um lado, outro lado, um angulo( LLA): AB=5cm, AC= 3 cm, CEA =30°

Fig. 119a

Era esperada uma construcdo como € mostrado em (Fig.119a), a

construcao do triangulo ABC e ABD, com medida de AC ou AD iguais a 3cm.

Fig.119b

Foi dificil a construgdo em virtude dos lados de 3cm e 5cm e o angulo de
30° que particulariza a construgcdo em apenas dois triangulos ndo congruentes. A
dupla (El e A) encontrou sozinha a resolucdo; a manipulacdo das fitas fixada nas
agulhas ajudou e facilitou encontrar o triangulo desejado (fig. 119b). Como

ressalta El "estava com a fita assim... do nada, formou o triangulo”.
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Fig. 119¢

A dupla (Rs e Gi) construiu primeiro, um triangulo como o de cor azul da
figura 119b, depois tentou obter um triangulo n&o congruente, iniciando a
construgdo com a medida AC=3cm e obteve um tridngulo congruente ao primeiro
posicionado diferentemente. Tentou novamente, iniciando com a medida de
AB=5cm, obtendo outro congruente. Esse tipo de estratégia foi promissor nas
atividades anteriores. Apos a orientacdo da professora que pediu para usar a
mobilidade das fitas, a dupla deixou de recortar a fita relativa ao lado BC e
movimentou as fitas dos outros dois lados. Chegando afinal, na construcdo de um
triangulo ndo congruente (Fig. 119c). Os demais grupos restringiram-se em

construir o primeiro triangulo.

Questao 1: E possivel construir um triangulo a partir das medidas fornecidas? Sim

Questaio 2: E possivel construir outros triangulos ndo congruentes ao que vocé construiu, usando | Sim

as medidas fornecidas?

Construg&o 15:um lado,um angulo, angulo oposto(LAA0): AB=6cm, CAB=45°_AC B= 30°

Na analise a priori foi previsto que esta Ultima construcao traria dificuldades
para a obtencdo do primeiro triangulo, porque os alunos deveriam definir as
medidas de dois lados do triangulo a partir do angulo de 30°. Eles tiveram essa
dificuldade e foi solicitado que construissem o lado AB com 6cm, tomassem duas
fitas e as fixassem nas extremidades do lado AB. Depois disso, trabalhassem os
angulos de 45 ° e 30°. O triangulo formado por eles foi como mostra a figura a

seqguir:

P il e ,
Fig. 120

Os alunos obtiveram as seguintes respostas:
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Quest&o 1: E possivel construir um tridngulo a partir das medidas fornecidas? Sim

Quest&o 2: E possivel construir outros triangulos ndo congruentes ao que vocé construiu, usando | N&o

as medidas fornecidas?

A seguir, alguns momentos de cada grupo enquanto realizavam as tarefas
e 0s resultados finais:

Quadro 15: Galeria de fotos — placa quadriculada

Grupo Gi e Ro

Grupo Ele A

GrupoGeD Grupo Ma e Ev

A organizacao dos resultados das construgdes foi realizada com o auxilio

de trés questdes:

1. Explique a possibilidade ou a néo possibilidade de construcao de triangulos com as

medidas dos experimentos 3,4 e 5 (LLL)

Esta questédo era para se verificar a condigcdo de existéncia de triangulos.
Os alunos observaram que as construcdes 4 e 5 ndo eram possiveis, afirmando,
por exemplo, "as medidas sdo incompativeis" e a construcdo 3 foi "possivel
devido a diferenca das medidas dos lados". Porém, ndo ocorreu uma relacdo mais

pertinente com relagdo as medidas dos lados. O desconhecimento da
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propriedade: "Em qualquer triangulo, a medida de um lado deve sempre ser
menor que a soma das medidas dos outros dois lados", mostra que os alunos nao

estdo familiarizados com particularidades do objeto matematico triangulo.

2. Explique a possibilidade ou a n&o possibilidade de construgdo de triangulos com as
medidas dos experimentos 6, 7 e 8 (AAA).

Nessa questdo, a dupla (El e A) mostrou conhecimento com relacdo a
soma das medidas dos angulos de um triangulo e respondeu: "na 6, foi possivel
construir porque a soma (das medidas) dos angulos deu 180°". Exemplificaram uma
resolucao de nivel G2.

Outros grupos restringiram-se em informar a possibilidade de construcao
do experimento 6, e a ndo possibilidade de construgcao dos experimentos 7 e 8.
Esses alunos nao estabeleceram relagdes entre os angulos dos triangulos,
fixaram suas conclusdes na visualizacdo da figura que ndo formou um triangulo
(G1).

3. Analise os resultados da tabela e escreva abaixo 0 nUmero do experimento e 0s casos em que
a construcdo do triangulo foi Unica, isto &, apresentou as seguintes condi¢cfes, simultaneamente:
1) foi possivel construir um tridngulo com as medidas dadas e, 2) ndo foi possivel construir outros

triangulos ndo congruentes.

Foi considerada decisiva a resposta dessa questdo, pois introduzem os 4
casos de congruéncia. Como resposta, listaram as construgdes 3, 12, 13 e 15,
como sendo as constru¢cdes em que nao foram possiveis construir tridangulos néo
congruentes.

Finalizando, as acdes da dupla (El e A) chamaram a atencdo do
observador, que fez as seguintes anotacdes: "elas constroem as figuras, falando o
gue executam (como se estivessem no Cabri): primeiro vamos achar o lado...
depois encontramos um respectivo angulo de s graus... certo lado tem vy
centimetros.... se aqui tem x graus, entdo la tem que ter y graus... Vamos ter
raciocinio légico: se aqui € 80°, entdo aqui tem X graus e ndo tem como formar a
figura...". Essas anotac¢des indicam que as alunas comecam a ter uma maneira

propria de resolver problemas, que sera muito Gtil no bloco 3.
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CONCLUSAO DAS ATIVIDADES DO BLOCO 2

Nas atividades com o Cabri-géométre, os alunos puderam explorar as
transformacdes de translacdo, rotacdo, reflexdo e suas combina¢des de forma
experimental.

As producgdes dos alunos mostraram que o conceito de congruéncia foi
associado a sobreposicado de figuras. Em todos os momentos eles procuraram
uma ou mais transformacdes para justificar a sobreposicdo de figuras. A idéia de
deslocamento e movimento comegou a surgir entre 0S grupos ao expressarem as
palavras "levamos", transladamos" e "transferéncia" — atividade 1.

Trouxeram da atividade anterior o fato das figuras poligonais congruentes
manterem as medidas dos lados, pois, em varios momentos realizaram medicoes
dos lados das figuras (Atividades 1, 2 e 3). Nao relacionaram ainda, a
congruéncia com as medidas dos angulos.

A dupla (D e G) constatou que estava provando ao afirmar que utilizou a
translacdo para "provar " que uma figura era congruente a outra, referindo-se a
um dos objetivos desta pesquisa.

Nas atividades com a placa quadriculada, ressalta-se que os alunos
puderam explorar melhor o objeto matematico triangulo, pois os resultados das
construcdes 4 e 5, mostraram que nao tinham o conhecimento sobre a condi¢cao
de existéncia de tridngulos, fato que ninguém relacionou o resultado da
construgdo com a propriedade "Em qualquer triangulo, a medida de um lado deve
sempre ser menor que a soma das medidas dos outros dois lados”, e como
justificativa apenas afirmaram que as construcées ndo eram possiveis porque "as
medidas sé@o incompativeis" — validacdo perceptiva (G0). Os angulos também
foram aos poucos introduzidos e percebidos como elementos preponderantes. A
dupla (El e A) percebeu a propriedade da soma das medidas dos angulos internos

de um triangulo, apés a construcdo " Ndo da porque se for 30° vai dar aqui.
Primeiro, a gente tem que ver que a soma dos angulos tem que dar 180%
(construcdes 7 e 8), fato que favorece a passagem do nivel G1 para G2. Além
disso, o angulo foi percebido como elemento de congruéncia e ndo congruéncia
"Independente do tamanho, o angulo nunca muda, pode ser ndo congruente, mas
o angulo ndo muda. Na 7 (construcdo 7) ja fomos analisando..." (construcdes 9,

10 e 11).

146



As atividades foram extensas (fizeram pelo menos 30 construc¢des), mas 0s
alunos se dedicaram e cumpriram as tarefas. Os instrumentos régua, transferidor,
fitas, agulhas e marcacdes da placa quadriculada auxiliaram na construgdo dos
triangulos. Nao tiveram problemas com o transferidor. As agulhas e as fitas que
permitiam a mobilidade dos lados do triangulo auxiliaram, principalmente, nas
construcdes 4, 5, 14 e 15, descritas abaixo.

Todas as atividades da placa quadriculada que foram possiveis construir
um triangulo ndo congruente ao primeiro construido, os alunos ndo tiveram
dificuldades e a construcéo foi breve. Essas construcfes apresentavam a medida
de pelo menos um lado ou pelo menos um angulo, e as demais medidas eram por
conta do aluno: construgdes 1 (L), 2 (LL), 9 (AA), 10 (A), 11 (LA), 4 (LLL), 5(LLL),

Dos 4 casos de congruéncia de triangulos, as construgdes: 3 (caso LLL),
12 (caso LAL), 13 (caso ALA), geraram duvidas aos alunos com relacdo a
congruéncia dos triangulos construidos, em virtude da mudanca de posicdo dos
triangulos, fato incomum para os alunos.

Nas construcdes 7(AAA) e 8 (AAA), houve demora na construcdo porque
os alunos deixavam de verificar que a medida do terceiro angulo nédo era
compativel a medida fornecida. Apenas os grupos (El e A) e (Gi e Rs)
conseguiram construir os triangulos da construcdo 14 (LLA), em virtude da
restricdo que as medidas fornecidas causavam. Com o0s materiais disponiveis
(régua, transferidor, placa quadriculada, fitas e agulhas), somente utilizando a
mobilidade das fitas que a construcdo na placa seria possivel.

Os alunos construiram os triangulos sabendo que o segundo (nao
congruente ao primeiro) deveria ter dimensdes diferentes ou formatos diferentes.
Por isso, pode-se concluir que as atividades do bloco 1 favoreceram a realizagcao
das atividades de tarefas no nivel G1 na placa quadriculada. Na construcao
ocorreu a passagem de G1 para G2 de Parzsyz (2001). Dessa forma, os alunos
analisados se apropriaram dos 4 casos de congruéncia de triangulos.

INSTITUCIONALIZACAO

A partir dos resultados apresentados da questdo 3, em que os alunos
listaram os casos de congruéncia, foi realizada a institucionalizacdo do conceito

de tridngulos congruentes.
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Nao tiveram dificuldades em identificar os elementos e os casos de

congruéncia de triangulos. Institui-se o0 uso do simbolo de congruéncia =, 0s
tracinhos indicando a congruéncia de lados e angulos dos triangulos, as

condicBes minimas para a ocorréncia dos 4 casos de congruéncia de triangulos.

Caso Lado, ;ﬁngulo, lado (LAL) (4= #3
‘ / = /) | entdo: AABC=APQR
\ Son| s
"Caso Angulo, lado, angulo (ALA) J = f_ )
‘ Se 1A =_£ |entdo: Afs=A QL
5 _'_'_—’—'_'I.: [ - 'r:- |
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s \ Se Jr}— = oy
| < —o ¢ <
Caso Lado, angulo, angulo oposto ( LAAo) .= 0p
se 1L =1L |entio Hhc=ng (]!
\ & = &
L' ___'—"-‘I._ I_:-i- -.J | L B
o | % R

Se dois tridngulos apresentam uma dessas condicoes entdo os dois triangulos séo

congruentes.
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Fig. 121

realizados alguns exemplos para a identificacdo dos casos de

congruéncia, sem que houvesse dificuldades. Os quatro casos de congruéncia de

tridangulos foram apresentados na institucionalizacdo ap6s a constatacdo dos

resultados da placa quadriculada.
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4.3. ANALISE A POSTERIORI DAS ATIVIDADES DO BLOCO 3—PROVA

A andlise do bloco 3 sera feita considerando-se as classificacfes de prova,
proposto por Balacheff (1988) e os niveis Parzsyz (2001). Este bloco refere-se ao
uso de objetos teoricos obtidos por meio de experimentacao anterior, utilizacdo de
justificativa por meio de linguagem natural e ou simbdlica. A proposta das
atividades foi de utilizar os 4 casos de congruéncia de triangulos para justificar a
resolucdo dos problemas. Esta ultima sequéncia foi realizada em dois encontros
de 3 horas cada.

Em virtude das auséncias de alguns alunos nos dias anteriores, para estas
atividades, eles mesmos se organizaram e formaram os seguintes grupos: (Re e
G), (Va e Ro), (Da e Ma), (D e Ev), (Rs e Gi) e (El e A). Os dialogos da dupla (El e

A) foram acompanhados com um gravador.

12. Uma reta é perpendicular ao segmento AB passando pelo ponto médio M. Seja P um ponto
qualquer da reta, diferente de M. Prove que PA=PB. Justifique.

Fig. 121a

Esperava-se que os alunos identificassem quais eram os dois triangulos e
0S respectivos elementos congruentes na figura fornecida no problema e que
utilizassem o caso LAL de congruéncia de tridngulos para justificar que PA=PB.
Caso algum grupo tivesse dificuldade seria solicitado que separassem 0s
triangulos e identificassem os elementos congruentes.

Na resolucdo deste primeiro problema, os grupos fizeram referéncias as
atividades realizadas no Cabri. Os grupos (D e Ev) e (Ma e Da), redigiram (em
linguagem natural) e outro grupo (Re e G) representou com um desenho,

modificando a figura dada. A seguir a resolucéo do grupo (D e Ev ) que redigiu:
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Esta dupla tentou visualizar a figura como se estivesse utilizando o Cabri, e

bY

resgatou o fato da mediatriz estar ligada a simetria axial, deixando a figura
espelhada uma da outra. Neste momento, em que essa dupla tentou utilizar as
informacdes do Cabri, pode-se categorizar a resolucao do problema, como sendo
um exemplo genérico, pois a validacdo ocorre por meio de um caso particular
(uso de simetria axial), e apresenta propriedades desse caso (uso de mediatriz).
Apés esta tentativa, a dupla concluiu a resolugdo, utilizando o caso LAL de
congruéncia de triangulos. A dupla (Re e G) também utilizou informacdes que
indicam serem obtidas do Cabri, porém, utilizou a representacdo como forma de

expressao (Fig. 121c).
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Fig. 121c

Percebe-se que a dupla (Re e G) iniciou a resolu¢cdo com o deslocamento
do triangulo PBM, de modo que o lado MB se sobrep6s ao lado AM (é possivel,
pois na figura indica que AM é congruente a MB), tal como poderia ser feito no
Cabri. Nesse caso, a dupla poderia estar pensando na translagdo, mas omitiu o
uso do vetor. pode-se afirmar que se trata de um exemplo genérico, pois, a

validacdo ocorreu tomando-se um representante de uma situacao particular para
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tentar explicar a validacdo de uma proposi¢cdo. Em seguida, justifica usando o
caso LAL, que os triangulos APM e BPM sao congruentes e identifica PM, como o
lado comum.

No dialogo da dupla (El e A) os elementos da figura dada foram aos poucos
sendo identificados e também relacionados ao uso do Cabri: "... mediatriz essa
reta aqui a gente viu isso no cabri”; "... Porque se fosse pelo Cabri a gente

considerava essa reta perpendicular uma mediatriz"; "... tipo AM congruente a
MB. Entdo jA& € um caso lado ai". Ao final, essa dupla atingiu parcialmente a

resolucdo do problema, pois, elas consideraram apenas duas condicOes

AM=MB e AMP=BMP e ja concluiram que AP era congruente a PB.
Organizaram suas justificativas por meio de linguagem natural e linguagem
simbdlica, apontando como consequéncia os lados AP e PB congruentes, sem
que fossem instruidas dessa maneira. A dupla apoiou-se também, na
representacéo da figura dividida em duas partes congruentes. A seguir a resposta
de (A e EL).
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Fig. 121d

A dupla (Va e Ro0), inicialmente apresentou resposta que pode ser
categorizada como sendo empirismo ingénuo: "sim, pois 0 angulo é igual e os
lados também", sendo posteriormente auxiliada pela professora, que identificasse
tridngulos que poderiam ser congruentes e os desenhassem separadamente para

tentar justificar, utilizando os casos de congruéncia, que PA era congruente a PB.
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De forma geral, os grupos atenderam parcialmente as expectativas, as
duplas (El e A), (Rs e Gi), apesar de utilizarem o caso LAL como justificativa,
identificaram apenas dois elementos congruentes; cada dupla, a sua maneira,
comecou a organizar sua resposta, seja por meio de linguagem natural ou

simbdlica, com estilo préprio de apresentacao.

13. Rafael quer ir da cidade A para a cidade B. Porém a estrada que liga diretamente as duas
cidades esta interditada. Ele tem de optar, entdo, por dois caminhos possiveis, veja a figura.
Qual o menor caminho a ser percorrido: ir de A para C e depois B ou ir de A até D e depois

B? Justifiqgue sua resposta.

D

Situac&o real Modelo matemaético
Fig. 122

Esperava-se que os alunos respondessem que nao fazia diferenca entre os
caminhos (A para C e depois B) e (A para D e depois B), utilizando o caso LAL de
congruéncia de triangulos; que identificassem o lado comum AB para os dois
tridngulos congruentes.

A dupla (D e Ev) resolveu completamente o problema. Identificou o lado AB
comum aos dois triangulos congruentes, desenhou, separadamente os triangulos

ABC e ABD e identificou os elementos congruentes (Fig. 123).
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Os demais grupos, afirmaram que ndo importava o caminho escolhido e,

alguns, indicaram o caso LAL de congruéncia de triangulos, mas as suas

justificativas ndo estavam de acordo com as condicbes desse caso de

congruéncia. A andlise das respostas leva a concluir que os alunos apresentaram

as seguintes dificuldades: 1. perceber o lado comum; 2. considerar e utilizar a

condicéo "se...entdo..." adequadamente. Acredita-se que a utilizacdo da condicao

"se... entdo....", ndo seja comum para esses alunos, sendo, para eles, peculiar a

esta sequéncia. Essa dificuldade estd também associada ao uso inadequado dos

casos de congruéncia e o lado comum que € uma dificuldade a ser superada.

A sequir, a justificativa e o didlogo da dupla (El e A):
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: BC é congruente a BD né.
: entdo o caso é...

: &ngulo lado lado

Fig. 124

: Oh, ja esta dando aqui, que tem o angulo né. Assa. Achou!!!!
: CAB congruente a DAB. Ai vem...

: CAB é congruente a DAB? BAD né, Elaine.

: Da no mesmo. ja esta dando o lado aqui.

: 20 km
: AC é congruente a AD. Isso significa que CB é congruente a BD.

: E...professora... Pode ser angulo lado lado?
: NOs temos casos de congruéncia assim?
: entdo pode ser Lado angulo lado. Entdo s6 pode ser um desses 4 casos.

: entdo € lado angulo lado. Porque o angulo esta no meio, né.
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No dialogo, pode-se notar que a dupla percebeu os lados e o angulo
congruentes devidamente, mas a justificativa, por escrito nédo ficou de acordo com
o didlogo. Apesar da intervencao da professora, a dupla ainda mantém o lado CB
e BD como condicdo de congruéncia do caso LAL, talvez, por nao estar
familiarizada com a utilizacdo da condi¢céo "se...entdo...". No diadlogo, parece que
elas perceberam o lado comum AB, mas ainda ndo se deram conta da sua
importancia.

A dupla (MA e Da) poderia explorar mais a figura que fizeram, pois elas
separaram o0s dois triangulos, e entre eles posicionou uma reta indicando,

possivelmente, um eixo de simetria (Fig. 125).
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Fig. 125

Essa dupla também ndo indicou adequadamente o0s elementos
congruentes para se chegar no caso LAL. Conclui-se que nessa atividade os

alunos néo atingiram os objetivos esperados.

14. Um avido levanta vbo para ir da cidade A a cidade B, situada a 500km de distancia. Depois de
voar 250 km em linha reta, o piloto descobre que a rota esta errada e, para corrigi-la, ele altera
a direcdo do voo de um angulo de 90°. Se a rota no tivesse sido corrigida, a que distancia ele

estaria de B apos ter voado os 500km previstos. Justifique a sua resposta.

O objetivo desse problema era explorar, inicialmente, a interpretacao,
evidenciando a geometria espaco-grafica (nivel G1) de Parzysz, pois ao ler a
questao, o aluno podera representar graficamente a situacdo proposta. Indicara o
angulo reto e as medidas dos lados fornecidos.

Os alunos tiveram dificuldades em interpretar e representar a situacao do

problema. A posicéao da cidade A com relacdo a cidade B, era determinada pelas
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informacBes complementares do problema e o que se deveria considerar

inicialmente era apenas a distancia de 500km (Fig. 126 e 127).
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A Fig.

126 refere-se a resolucdo de (Ma e Da), que apos varias tentativas,

representou a situacdo por etapas: a primeira, o segmento AB, depois, na

situacao 2, indicou a cidade A, um caminho percorrido de 250, um angulo e uma

nova rota. Representou novamente com os demais dados e posicionou a cidade

B e C adequadamente. Para justificar, tentou-se utilizar o caso LAL, mas numa

linguagem simbdlica diferente a da proposta. Utilizou as letras A, B e C,

maiusculas para indicar segmento e ndo pontos.
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A Fig. 127 refere-se a resolugdo de (El e A). Elas também tiveram
dificuldade para interpretar a situacdo e no final, apesar de ter dado como
resposta 1000km, (A) percebeu que esse valor seria se 0 avido tivesse percorrido
da cidade A até a cidade errada e depois para a cidade B. Isso é constatado no
dialogo entre El e A. As duas duplas também mantém equivocada a condicdo
necessaria para justificar usando os casos de congruéncia de triangulos. Apés
varias tentativas como as realizadas pelas duplas (El e A) e (Da e Ma), com a

intervencao da professora, a dupla (Gi e Rs) apresentou a seguinte resposta final:
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Parece haver entendimento no que se refere ao lado comum BC, que antes
nao havia ocorrido. Além dessa dupla, as duplas (Ro e Va), (Re e G) conseguiram
resolver o problema. A dupla (D e Ev) inicialmente apresentou a seguinte

resolucéo:
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Fig. 129
Essa resposta apresenta caracteristica de um exemplo de empirismo

ingénuo, segundo Balacheff (1988), pois ndo h4 nenhum questionamento sobre
as outras particularidades que sao relevantes para a resolucao do problema. Essa
dupla reconsiderou a questao e finalizou indicando o caso de congruéncia LAL,

mas equivocou-se ao afirmar: AC=zBC, e ndo ACz=CD. Identificou corretamente

o lado comum e o angulo reto: Aé Bz B(A: D e CB=CB. Responderam que BD é
igual a 500km.

Apenas duas duplas ainda ndo conseguiram justificar usando os casos de
congruéncia de triangulos, mas parece haver uma pequena evolucao dos demais

grupos.

15. O solo é considerado a base de todas as outras provas da Ginastica Olimpica. Os rolamentos
séo os primeiros elementos a se aprender. Na ilustracdo a ginasta realiza um dos movimentos
basicos. Considere o alongamento perpendicular AB inicial igual ao final EF. Considere,
também, que BC é congruente a DE. O que vocé pode dizer sobre a distédncia CF e DA?

Justifique.
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Figura 130 - Rolamento de costas carpado

Em uma das tentativas de resolucéo a dupla (A e El) apresentou o seguinte
comentario: "se fizermos o segmento DA e o segmento CF vdo se transformar em
triangulos, e se fossemos utilizar o Cabri, teriamos que usar alguma ferramenta de
transformacao para comprovar se um triangulo € ou ndo congruente a outro. No caso,
usariamos simetria axial. Para isso construiriamos uma mediatriz entre as figuras e
depois, acionariamos a ferramenta simetria axial, clicariamos na mediatriz construida e
ai, o triangulo (ABD) seria transferido ao outro (FEC). Portanto os triangulos formados
sdo consequéncia dos segmentos construidos (CF e DA)".

Esse comentério feito pela dupla (A e EL) mostra que, o que elas
conceberam nas atividades com o Cabri, estd sendo utilizado nesse bloco,
contribuindo para a visualizacdo e compreensao do problema proposto. Caso a
dupla interrompesse a resolucdo nessa resposta, estaria exemplificando uma
prova categorizada como sendo exemplo genérico, pois toma um representante
(com o uso da simetria axial) para explicar a validacdo de sua resposta. Elas
resolveram o problema com facilidade, utilizando os casos de congruéncia, apoés a
intervencdo da professora que sugeriu que representassem o0s dois triangulos
separadamente e identificassem os pontos A, B, C, D, E e F nos triangulos.
Assim, foi possivel identificar que CD era comum para os dois triangulos.

Em uma das tentativas de resolucéo feita por (Va e Ro), encontra-se a
utilizacdo de angulos opostos pelo vértice. Em outra, utilizando um modelo
matematico da situacdo fornecida, a dupla tentou utlizar uma linguagem
simbdlica propria e chegou a identificar que CD fazia parte do segmento BD e do

segmento CE.
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Fig.131

Pode-se considerar que a dupla foi seguindo os pontos na representacéo e,
talvez, percebido que, como os segmentos formados por esses pontos eram

congruentes, a dupla fez as indicacdes: ABCD = FEDC e BCD = EDC ; ao mesmo

AN A
tempo, visualizou os angulos congruentes FED =z ABC. O que era relevante foi
reescrito, e depois foram eliminadas as partes que ndao eram associadas ao caso
LAL.

16. Considere uma circunferéncia de centro O e uma corda AB. Seja M o ponto médio da corda.
Complete a frase abaixo usando as palavras sempre, nunca, as vezes. "O segmento OM é

perpendicular ao segmento AB". Justifique sua resposta.

Esperava-se as seguintes repostas:

Construcdo 1: O centro O da circunferéncia ndo pertence a corda AB.
e OB e AO sao congruentes, pois tém a medida do raio da circunferéncia.
¢ Os triangulos AOM e BOM séo congruentes, pelo caso LLL: OA OB (raio da

circunferéncia); MA=MB (M é ponto médio) e OM=OM ( lado comum).

B
B
ou Fig. 132a

Construcao 2: O centro da circunferéncia O pertence a corda AB.
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Nesse caso, ndo havera segmento OM, pois o ponto O
coincide com M.
Portanto, pode-se afirmar que as vezes "o segmento

A OM é perpendicular ao segmento AB".

Fig.132b

Quatro duplas (Rs e Gi), (El e A), (Va e Ro), (Re e G), apresentaram o
ponto médio M coincidente ao centro O, como a construcdo 2 (Fig. 132b) -
exemplo particular de um caso possivel (crucial)

A dupla (Rs e Gi), inicialmente considerou a corda AB como diametro e o
ponto médio M coincidente ao centro da circunferéncia. Apos intervencdo da
professora, que questionou sobre o caso em que a corda ndo passasse pelo
centro da circunferéncia, elas representaram uma nova figura com a corda AB
passando abaixo do centro. Concluiram a resolug¢édo, com o auxilio da professora,
pois elas tiveram dificuldade em perceber os dois triangulos AOM e BOM para a
justificativa. Foi relevante a afirmacédo, de forma espontanea, de Gi ao dizer que
OM era congruente a OM, que pode ser considerado um indicio de que ela, agora,
mostrou que concebeu a idéia do lado comum, utilizado nas questdes 1 e 2 desse
bloco. A resolucdo pode ser categorizada como sendo de experiéncia mental,
pois utilizou propriedades como o ponto meédio, a identificacdo do raio, e as
propriedades dos casos de congruéncia.

A dupla (El e A) representaram também varias situacdes de construgéo 2,
mas a resposta baseou-se na visualizacdo (G1). Interpretou e representou
corretamente "O ponto O é o centro da circunferéncia mesmo. O ponto M é que
pode ser em outro lugar”, mas a validacdo ocorreu com a verificacdo de alguns
casos sem questionamento quanto as particularidades. Portanto, pode-se
categorizar essa resolugcdo como empirismo ingénuo. No final elas escrevem: "As
vezes, pois, em todos os casos foi possivel a construcéo de triangulos, mesmo no
caso 4". Nao verificaram que no caso 4 ndo ocorre triangulos e, nas outras

construcdes, ndo procuraram justificar porque OM é perpendicular & corda AB.
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A dupla (Re e G), (Ma e Da) e (Ev e D) ndo conseguiram interpretar a

situacao proposta.

17. Um triangulo CDE pode ser obtido pela rotacdo de 90° do triangulo ABC, sentido anti-horario

(positivo), ao redor do ponto C. Podemos afirmar que o angulo CISB tem medida igual a

. Justifique sua resposta.

Fig. 133

O problema, apesar de mencionar a rotacdo de 90° transformac&o
estudada no Cabri pelos alunos, é complexo, visto que é necessario perceber e

aplicar algumas propriedades:

= |dentificar os lados congruentes dos triangulos ABC e CDE.

= Identificar o angulo EC D =80°, aplicando a propriedade da soma das medidas dos angulos

internos de um triangulo.

= ldentificar o angulo AC D =10°, em virtude do giro de 90° (sentido anti-horario) do lado BC.
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= Identificar que o tridngulo ABC é isosceles e, portanto, BC = DC, BC D =90°, e o angulo

BDC =45°.
Os resultados sdo resumidos na tabela abaixo:

Grupo Categoria Procedimentos

Eve G N&o respondeu

ReeD Experiéncia Interpretaram, separaram os triangulos, ndo identificaram o valor
mental de 45°

VaeRo Empirismo Interpretagdo e associacdo a um caso de congruéncia de triangulo
ingénuo sem identificar particularidades.

Rs e Gi Experiéncia Interpretaram, separaram os tridngulos, identificaram o valor de
mental 45°

Ele A Experiéncia Identificaram o tridngulo isésceles. Faltou responder
mental

Ma e Da | Empirismo Interpretacdo e associaram a um caso de congruéncia de triangulo
ingénuo sem identificar particularidades.

Tabela 9 — Resultado da atividade 6, bloco 3

Como era esperado, os grupos tiveram dificuldades na resolucdo desse

problema. A dupla (Ev e G) ndo respondeu. Duas duplas permaneceram na

identificacdo dos elementos congruentes (lados e angulos) dos triangulos ABC e

CDE. A resolucao de (Ro e Va) é mostrada a seguir:

)
&

Percebe-se que a dupla visualizou o giro, em que o angulo D do triangulo

CDE se sobrepbe ao angulo B do triangulo ABC. Depois, tenta identificar os

demais angulos congruentes, incluindo o angulo solicitado CDB = CBD. Faltou

identificar outros elementos congruentes, por exemplo o angulo ECD =80°, e

organizar esses elementos de modo a visualizar trés triangulos, sendo dois

congruentes entre si e outro isésceles.
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Os gue avancaram, lembraram da propriedade da soma das medidas dos

angulos internos de um tridngulo é 180° e identificaram os &ngulos DCA: E e Bé A
congruentes e iguais a 80° . (Rs e Gi) chegou no valor de 45°. A dupla (El e A)
identificou o triangulo isGsceles, mas nao finalizou com a resposta desejada, e
(Re e G) ndo conseguiu identificar o angulo de 45°.

Durante a resolucdo desse problema os alunos solicitaram ajuda da

professora que deu as seguintes orientagoes:

= reconstruir a figura dada e identificar os elementos congruentes (angulos e lados).

» Identificar o angulo E (AZ D . Lembrar da atividade feita na placa quadriculada, em que
ndo era possivel construir um triangulo.

= Retornar a questdo do problema e identificar o triangulo formado BCD e suas
propriedades.

A resolucdo a seqguir é da dupla (El e A), que ao final da gravacao diz:
"Tivemos dificuldades. A professor ajudou, falou para rotacionar ABC de 90° para
achar CDE. A gente viu as medidas que a gente tinha e completou o resto".
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Fig. 135

Essa dupla identificou de imediato o angulo de 80 ° e o triangulo isosceles,

bY

mas nao respondeu a questdo. Fez uma associacdo com 0 caso LAL sem

necessidade. Talvez observando os dois lados congruentes BC e CD e o angulo
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de 90°. Outras intervencdes foram feitas pela professora: "Se daqui até aqui tem 90 e

daqui até aqui tem 80 esse angulo é quanto?", "identifiguem os lados congruentes com

tracinhos..."

A resolucdo da atividade estabeleceu-se em torno do nivel G1 e G2, pois
os alunos recorreram a reconstru¢do da figura dada. Depois, mantiveram-se no
nivel G2, ao usar as propriedades dos angulos de um triangulo e do triangulo
isésceles. A essas caracteristicas, pode-se associar a categoria de Balacheff da
experiéncia mental. Pode-se dizer que alguns alunos atingiram parcialmente os

objetivos da questao.

18. Um tridngulo isosceles € um triangulo que tem dois lados congruentes. Prove que os angulos

da base de um tridngulo isdsceles séo congruentes.

Era esperado que os alunos pudessem aplicar a bissetriz ou a mediana
para resolver este problema. De fato, os alunos tentaram resgatar a bissetriz e a

mediana, porém, ndo utlizaram corretamente. O resultado é apresentado na

tabela abaixo:

Grupo Categoria Procedimentos

EveD Empirismo Usou erradamente a mediatriz, como se fosse uma
ingénuo bissetriz ou mediana, relacionou ao caso LAL

Ree G Experiéncia Usou a mediana, ndo apresentou o caso de congruéncia.
mental

Vae Ro Empirismo Usou erradamente a mediatriz, como se fosse uma
ingénuo bissetriz ou mediana, relacionou ao caso LAL

Rs e Gi Experiéncia Usou dados de quando se usa uma mediatriz e de uma
crucial bissetriz e tomou um tridngulos retangulo com angulos

de 45°, 45° e 90°

Ele A Empirismo Usou informacdo de quando se usa mediatriz e de
ingénuo guando se usa bissetriz.

Ma e Da | Empirismo Usou erradamente a mediatriz, como se fosse uma
ingénuo bissetriz ou mediana, relacionou ao caso LAL

Tabela 10 — Resultado da atividade 7, bloco 3

A dupla (Re e G) parece ter identificado corretamente, utilizando a mediana

do lado AB, mas néo identificou o caso LLL de congruéncia de triangulos.
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Fig. 136

A dupla (Rs e Gi) apresentou uma resolucao do tipo experiéncia crucial:

o

Fig. 137
A dupla considerou a semi-reta com origem em A uma bissetriz. Depois, ao
separar os triangulos congruentes, apresentou o lado AC como se fosse originado
de uma mediatriz, indicando o angulo de 90°. Acredita-se que a dupla nio tenha
se apropriado da propriedade da bissetriz e da mediana no estudo dos triangulos,
considerando elementos de uma como de outra propriedade. Por fim, a validacao
ocorreu por meio de um caso particular possivel, isto €, um triangulo isdsceles

com os angulos: 90°, 45°, 45°, O mesmo ocorreu com as duplas (EL e A) e (Ev e

A p
o T A&Bl
Ri hoo Ny Az @)

AC =

D). A seguir a resolucéo de (EL e A).

-'-C CI

Fig. 138
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A andlise geral dessa atividade leva aos seguintes pareceres:

« Os alunos tiveram dificuldades em utilizar corretamente as propriedades da
bissetriz e da mediana nos triangulos. Acredita-se que essa dificuldade tenha
ocorrido devido a nao familiarizacdo nos triangulos, pois, por exemplo, a semi-
reta formada pela bissetriz do angulo C, ndo garante a perpendicularidade
dessa semi-reta com o lado AB.

« Os alunos, de forma geral tentaram utilizar elementos da categoria experiéncia
mental, pois tentaram recorrer a propriedade da bissetriz, mas néo atingiram o
objetivo por ndo terem devidamente se apropriado dessas propriedades nos

triangulos.

19. Seja o triangulo ABC e M o ponto médio do lado AC. Uma semi-reta com origem em B
passando por M é tracada. P e Q sdo pontos da semi-reta. AP e CQ sédo perpendiculares a

semi-reta dada. Prove que AP =QC.

Na andlise a priori esperava-se que o0s alunos interpretassem e
representassem uma figura conforme os dados do problema. Como estratégia
inicial, foi previsto que o aluno escolheria um tridngulo equilatero ou isoésceles

para obter a seguinte uma idéia inicial de prova (Fig. 139):

B Nesse caso o aluno
podera notar que o ponto
M coincide com P e Q.
Como M é ponto médio,
AP=QC

Fig. 139

A dupla (Da e Ma) utilizou essa estratégia e justificou usando o caso ALA.
A principio a dupla teve dificuldade em identificar os pontos P e Q. Depois,
separando os triangulos, pode-se dizer que: se a dupla tivesse utilizado a
propriedade "em todo triangulo isésceles, a mediana relativa & base também é bissetriz e
altura”, ndo provada nessas atividades, a resolucdo poderia ser considerada
correta. Mas a dupla ndo mencionou se o triangulo era isésceles, ou equilatero,
ou escaleno e por fim, de acordo com 0s elementos congruentes selecionados, 0

caso de congruéncia deveria ser LAAO.

166



]
2

\ o A -4
" Assace
= s = \
AP = @
- —'ﬁ::n-'
Pz 3 -
a=®
TAY: P
{ \
Fig. 140

Uma segunda estratégia poderia ser realizada da seguinte maneira:

Fig. 141

Com um tridngulo escaleno: A justificativa € que os
tridngulos APM e OQM séo congruentes pelo caso LAAO,
pois: AMP=CM Q - opostos pelo vértice; APM = CéM
(mediana do lado AC é perpendicular aos segmentos AP e

CQ); AM=MC (M é ponto médio).Portanto AP=QC.

Em geral, os alunos que representaram um triangulo escaleno foram

auxiliados na interpretacdo das posi¢cées dos pontos P e Q. Tiveram dificuldades

em localizar o angulo reto n&o identificaram o angulo AmMP=cmQ opostos pelo

vértice, consideraram o lado QP congruente ao lado PM, sem que pudessem

considera-los (Fig. 141a e 141b).

Fig. 141a
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Todos os grupos tiveram dificuldades em interpretar e resolver o problema.
Tentaram utilizar propriedades, mas a analise das respostas leva a concluir que
os alunos utilizaram mais, 0s aspectos visuais para estabelecer a congruéncia
dos elementos dos dois triangulos. Nesse caso, nao sera apresentada uma tabela
categorizando o tipo de prova, pois, pode-se dizer que os alunos utilizaram
exemplificaram prova crucial, pois apresentaram algumas propriedades. E
considerando-se 0s niveis de Parzsyz (2001), os alunos transitaram do nivel G2
para G1, pois utilizaram algumas propriedades, mas a validacdo de alguns

elementos congruentes foi perceptiva.

20. Dadas as retas r e s com ponto de intersecdo em O. B é simétrico do ponto A em relagdo a
reta r e C é simétrico do ponto B em relacédo a reta s. O ponto B esti na regido em que as
retas r e s formam o angulo 8 (teta).O que se pode dizer do angulo AOC e rela¢do ao angulo

0? Justifique.

c Fig. 142

O objetivo deste problema era retomar a simetria axial estudada no Cabiri,
de modo que se sobressaissem as propriedades dessa transformacgéo. Os alunos
deveriam visualizar retas perpendiculares, bissetrizes, mediatrizes, pontos

meédios, além de compor e decompor triangulos. A tabela a seguir mostra um
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resumo dos elementos,

representada por cada grupo:

possivelmente,

percebidos e

indicados na figura

(Ev e D) (Re e G) (Va e Ro) (Rs e Gi) (Ele A) (Ma e Da)
A dupla identificou: Sim | N&o || Sim | Nao || Sim | N&o || Sim | Nao || Sim | N&o |l Sim | Nao
retas perpendiculares X X X X X X
bissetrizes X X X X X X
mediatrizes X X X X X X
pontos médios X X X X X X
angulos congruentes X X X X X X
lados comuns X X X X X X
angulo AOC=2¢ X X X X X X

Tabelall — Resultado da atividade 9, bloco 3

A tabela mostra que a mediatriz e o ponto médio ndo foram identificados

por trés grupos, sendo que era importante, pois

indicava, por exemplo, a

congruéncia dos lados AR e BR dos triangulos ABO e BRO, respectivamente, e 0o

entendimento da transformacao simetria axial, sem a utilizacdo do Cabri. Os lados

comuns, OR e OS né&o foram percebidos por trés grupos e apenas um grupo

chegou na resposta desejada. A seguir, a resolugdo dos grupos (Ev e D) —

fig.142a, (Rs e Gi) — Fig. 142b e (El e A) — Fig.142c.

A dupla (Ev e D) justificou a

R TOR : congruéncia dos  triangulos
gReZARO ALA .
< BHL=ABR ARO e BRO e os triangulos
BOS e COS corretamente,
Lo Fm utilizando o caso ALA, porém,
Os = 0% ~ N ~
5}:‘1‘%& AL A ndo responderam a questao.
BO8=CaS
Fig. 142a
N 4 A dupla (Rs e Gi) ndo
AP A 19 CLNC .
hoR = £ g § relacionou a nenhum caso de
S p RROZDKP ' ~ congruéncia. Indicou a
W ' K=Y A
A% o HEHCRR congruéncia ARO=ORB
N 5 Hh0B=Zs50c T . : .
: Bins & 5 simbolicamente, mas  né&o
/ ( 525 indicou na representacdo. Nao
) respondeu a questéo.
Fig. 142b P g
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gﬁgg ROB A dupla (El e A) identificou alguns

36 62 %6 & elementos congruentes, mas nao
AR < QB relacionou corretamente ao caso de
Bs £ g congruéncia. Esta dupla n&o
a 6 B =BBC. relaciona as trés  condicBes

A , . A .
necessarias para a congruencia de
A0C, =~ 2.6 @ACS

triangulos. Chegou no valor 26 para

Fig. 142c 0 angulo solicitado.

Foi uma tarefa ardua para os alunos, pois eram varios os elementos que
deveriam identificar. Com isso, percebe-se que os alunos identificaram algumas
propriedades e outras ndo, prejudicando a conclusdo do problema. Com relacao a
congruéncia, a dupla (El e A) ainda ndo percebeu que as condicbes minimas de
congruéncia sédo trés e ndo duas. Geralmente, elas relacionam duas e na terceira
incluem os elementos que devem ser consequéncia. Os grupos apresentaram
respostas que podem ser categorizadas como sendo experiéncia mental, e de
nivel G2.

21. Considere uma circunferéncia de centro O e uma corda AB. Pelo ponto O trace uma reta
perpendicular ao segmento AB. Essa reta intersectara o segmento AB num ponto G. Complete
a frase usando as palavras sempre, nunca, as vezes. "G é ponto médio do segmento AB".

Justifique sua resposta.
Esperava-se que nessa questdo o0s alunos interpretassem e
representassem a figura conforme os dados do problema, identificassem

triangulos congruentes cujos elementos indiquem o caso LAAo de congruéncia de

triangulos.
Situacéo 1 O centro da circunferéncia pertence ao segmento AB
Sendo AB o didmetro da circunferéncia, temos que G coincide com
B
o centro O da circunferéncia; AO=BO s&o raios da circunferéncia.
Portanto G é ponto médio de AB.
" Como em todos os casos possiveis G é ponto médio, entéo,
podemos acrescentar a palavra sempre.
Fig. 143a
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Situacao 2

Fig. 143b

O centro da circunferéncia ndo pertence ao segmento AB.
Era esperado como justificativa: O triangulo AOB é isésceles, pois
AO=BO - raio da circunferéncia. Os tridngulos BOG e AOG séao

congruentes pelo caso LAAOo, pois, AO=BO - raio da circunferéncia

, OGB=0GA _¢dado gue OG é perpendicular a AB; B=A.
resultado da questédo 7. Portanto, AG=BG, e G estdentre AeBeé

ponto médio.

Conforme a analise a priori, a representacado da figura Fig. 143a foi a que

mais apareceu. As duplas (Ev e D), (Rs e Gi) interpretaram e representaram a

figura solicitada; ndo identificaram os elementos congruentes e a justificativa foi

pela visualizagdo. As respostas das duplas podem ser categorizadas como sendo
de nivel G1 de Parzysz (2001).
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Fig. 143d: Resolucéo de (Rs e Gi)
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A dupla (Rs e Gi) interpretou e representou a figura corretamente e
identificou alguns elementos inerentes a figura: a congruéncia do lado comum OG
e, 0 angulo reto formado pelo segmento AB e a reta perpendicular. Antecipou ao
informar que BG e AG séo congruentes. Parece ndo ter considerado esses dados
para a justificativa final: "sim, porque G é uma reta (na verdade, um ponto) que conta o
segmento BA". O aspecto geral da figura foi mais relevante para a dupla, sendo a
validacédo perceptiva (G1). No que se refere aos tipos de prova de Balacheff
(1988), pode-se considerar um exemplo de empirismo ingénuo, pois, a validacao
ocorreu com a verificacdo de alguns poucos casos, sem questionamento quanto
as particularidades. Se a dupla tivesse explorado mais a figura formada e
procurado encontrar triangulos congruentes e seu elementos, talvez tivessem
sucesso na concluséo do problema.

A figura a seguir, refere-se a resposta da dupla (El e A).

g
D

N
7

A dupla (El e A), parece ter considerado as duas situagdes previstas na

Fig.144

andlise a priori. Na situagéo 1, a dupla néo relacionou triangulos ao centro O, mas
as interseccdes da reta com a circunferéncia que formou 4 triangulos, sendo
congruentes dois a dois (isso € verificado nos triangulos representados
separadamente), formando um quadrilatero (figura ndo explorada neste trabalho).
Infelizmente a dupla ainda esta considerando dois elementos congruentes e um
terceiro, que deveria ser a concluséo para justificar e validar o resultado. A dupla
generalizou (exemplo genérico), mas nao conseguiu explicar porque escolheu o
caso LAL. Acredita-se que havendo um tempo maior para esclarecimento, a dupla
consiga resolver completamente o problema proposto. A tabela a seguir, resume

0s resultados apresentados pelas duplas.
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Grupo Procedimentos

EveD Respondeu sempre. Representou as duas situacdes previstas em numa so6
circunferéncia. N&o identificaram propriedades ou elementos congruentes.
Validacdo foi perceptiva.

Ree G Respondeu sempre, com validagdo perceptiva.Representou as duas situacdes
previstas em uma s0 circunferéncia.

Va e Ro [ Como Rs e Gi, e ndo conseguiram visualizar o caso de congruéncia.

Rs e Gi | Representou somente com AB menor que o diametro e tentou usar os critérios da
congruéncia.

Ele A Respondeu sempre, identificou as duas situacdes esperadas. Separou 0s
tridngulos congruentes, mas nao relacionou 0s elementos congruentes com o
caso devido de congruéncia de tridngulos.

Ma e Da | N&o conseguiram visualizar o segmento AB igual ao didmetro e ndo conseguiram

usar 0s casos de congruéncia.

Tabelal2— Resultado da atividade 10, bloco 3

Em virtude da complexidade do problema e do tempo que tinham

disponivel para resolver as questdes, os alunos ndo atingiram completamente a

resolucdo da questdo, apresentando provas com caracteristicas entre o

empirismo ingénuo e experiéncia mental.

22. Os Quadrilateros ABCD e AEFG sdo quadrados. Mostre que os segmentos DG e BE séo

congruentes.

A

E

F

Fig. 145

Conforme analise a priori, esperava-se que 0s alunos resolvessem de

forma intuitiva ou de forma dedutiva, utilizando os casos de congruéncia.

A figura abaixo, foi apresentada pela dupla (Da e Ma).

173



1/‘
v
h = e GD = BE
J L . AD T8¢
o i P
A / —
DY ¢ > - .
1 + 1 [ \a e AT L
¥ 5 PorsailRn pesinds o Qrannesaides,
y | \"v_'I;_._,_, x \ L s I
. : T > X k VT o
"."'?:E\__.'; L i i
@ i X YA R X =
LLA . - T g - E. \ A\ .;L,;'—_X
g SA = Qe
DA 2C ( LAAG)
( SD=CE
Fig. 146

Pode-se perceber que na tentativa 1 a dupla (Ma e Da) respondeu
visualizando o objeto, denotando um exemplo de empirismo ingénuo, pois as
particularidades nao foram consideradas e a validacéo foi perceptiva (G0O). Na
tentativa 2, a dupla usou como estratégia representar separadamente 0s
tridangulos AGD, BCE, ABE e novamente o triangulo AGD, que achou conveniente.

Também, pela visualizagdo a dupla concluiu que DG e BE eram congruentes: "DG
e BE sdo congruentes, percebemos isso repartindo os triangulos em 4 partes, separando as

partes iguais e ndo iguais...". Em seguida, desconsiderou totalmente a conservacao
das medidas e relacionou como congruentes os lados dos triangulos AGD e BCE,
e indicaram o caso LAAo como justificativa de congruéncia desses triangulos.
Pode-se dizer que a estratégia usada poderia levar a uma concluséo satisfatoria,
caso a dupla identificasse o0s elementos congruentes dos triangulos
representados separadamente. Fazendo isso, a dupla encontraria a congruéncia
dos triangulos AGD e ABE. Como resultado a dupla ndo conseguiu resolver o
problema.

Os demais grupos utilizaram o caso LAL de congruéncia de triangulos, mas
ndo sabiam explicar porque o angulo BAE era congruente ao angulo GAD. Essa

atividade foi exaustiva para os alunos, e ndo conclusiva.
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CONCLUSAO DO BLOCO 3 -PROVA

Ressalta-se que nesse bloco os alunos iniciaram a resolugdo das
atividades apresentando explicitamente o que foi estudado no Cabri, por meio da
linguagem natural, mencionando a simetria axial "lembrando-se da edicdo
numérica utilizada no Cabri e a simetria axial, podemos dizer..." (problema 1,
dupla (D e Ev)), ou por representacdo lembrando uma translacdo (problema 1,
dupla (Re e G)).

Algumas dificuldades que impediram a conclusdo das tarefas foram
identificadas, tais como: os grupos, (El e A), (Va e Ro), ndo identificaram o lado
comum ou o angulo comum nos triangulos congruentes; ndo souberam identificar
as condi¢cdes minimas de congruéncia de triangulos. Essas dificuldades podem
ser superadas com uma retomada nos problemas, visto que, a dificuldade com
relacdo ao lado comum, pode ser esclarecida se o0 aluno representar,
separadamente os triangulos congruentes e identificar os seus elementos
congruentes e ndo congruentes. Sobre as condicbes minimas para a congruéncia
de triangulos, deve-se rever com o0s alunos, a utlizacdo da condicao
"se...entdo...". Nesse caso, se trés elementos de um triangulo, pertencentes a um
dos casos de congruéncia de triangulos, forem congruentes aos outros trés
elementos respectivos de outro triangulo, entdo os dois triangulos sao
congruentes. Portanto, os outros elementos dos dois triangulos também sao
congruentes entre si.

Percebe-se que os alunos utilizaram provas de categoria empirismo
ingénuo (como nas atividades 3, 5 e 9) , crucial (como nas atividades 2, 5 e 7),
geneérico (como nas atividades 1 e 4) e experiéncia mental (como nas atividades
2, 3 e 6), segundo Balacheff, sendo que os ultimos problemas foram mais
complexos, exigindo dos alunos a utilizacdo e percepcdo de propriedades
relacionadas aos casos de congruéncia de triangulos, por exemplo, a mediatriz,
bissetriz, ponto médio, retas perpendiculares, elementos da circunferéncia, como

corda, didmetro, raio.
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CAPITULO 5

CONSIDERACOES FINAIS

Esta pesquisa contempla um estudo tedrico e experimental sobre o tema
Congruéncia. A escolha desse tema foi motivada pelos seguintes fatores: a
participacdo no projeto AprovaME que concilia a tecnologia as investigagoes de
argumentacdo e prova em matematica; os resultados de uma pesquisa realizada
em alunos da 12 série do Ensino Médio; e a caréncia de pesquisas especificas
sobre esse tema. Ademais, uma revisdo bibliogréafica foi realizada com o objetivo
de fortalecer e vincular esta pesquisa a outras investigacdes realizadas na area
de Educacédo Matematica.

O estudo historico da congruéncia como objeto mateméatico revelou a
importancia desse conceito matematico. Para isto, foram consultadas as obras de
Euclides, Clairaut, Legendre, Hadamard, Hilbert e Birkhoff e feito um estudo sobre
as isometrias.

Esta pesquisa foi fundamentada nos trabalhos de Parzysz (2001), sobre os
niveis de desenvolvimento do pensamento geométrico; Balacheff (1988), sobre os
tipos de prova; Machado (2005), sobre a rede de conhecimentos; Freudenthal
(1973), sobre a organizacdo local num processo dedutivo. Para a analise da
congruéncia em 3 livros didaticos indicados pelo Programa Nacional do Livro
Didatico (PNLD), foi utilizada a organizacéo praxeolégica de Chevallard (1999). A
parte experimental da pesquisa, trata de uma sequéncia de atividades sobre a
congruéncia, concebida em 3 blocos: o bloco 1 com atividades exploratorias no
concreto, o bloco 2 que explorou a geometria espaco-grafica, e o bloco 3 relativo
a problemas cujas solucdes necessitam de provas tedricas.

Os resultados das atividades permitem apresentar alguns elementos de
resposta para a primeira indagagéao dessa pesquisa: Em que medida o processo
de transicdo do concreto para o espaco-grafico contribui para a apropriacao
do conceito de congruéncia?

A questao esta relacionada as atividades dos blocos 1 e 2, que tinham por
objetivo a construgdo do significado de congruéncia por meio de atividades de

manipulacdo e visualizacdo dos objetos bidimensionais e tridimensionais, bem
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como de atividades de sobreposicao de figuras e de construcao de triangulos para
a verificacao dos critérios de congruéncia.

No bloco 1, os alunos procuraram em objetos tridimensionais, selecionados
previamente, regularidades que caracterizavam a congruéncia em seu aspecto
geral. A validagéao ocorreu de forma perceptiva (G0). Nas atividades desse bloco,
os alunos utilizaram vocabulos como “igual’, "semelhante", "idéntico" para
substituir, explicar ou designar o termo congruéncia (ver dupla D e G na atividade
1 do bloco 1). Os alunos entenderam a congruéncia de objetos como tendo a
mesma forma e mesmo tamanho, visualizando, medindo, sobrepondo uma figura
em relacdo a outra: "Porque as duas tém medidas iguais. Eu peguei uma fita e
medi com uma linha na fita marcando os cm de cada figura"; "Elas sao
congruentes porque uma tem o mesmo tamanho e formato da outra. Recortamos
a figura 2 e colocamos uma sobre a outra". Mencionaram conceitos estudados
anteriormente como simetria axial, eixo de simetria, como a dupla (Gi e RS)
comentou: "E como se tivesse um eixo de simetria, onde as figuras se espelham".
A sobreposicdo de figuras e coincidéncias de seus respectivos pontos foram
sendo percebidos no bloco 1, como o trio (El, a e Ro) comentou na situacdo 2 da
atividade 2: "Porque elas se encaixam. Se invertermos a figura 4 e colocarmos
por cima da figura 3.", e ( D e G) "Mesmo as figuras sendo de forma curva, elas
sdo do mesmo tamanho. Se colocarmos uma figura em cima da outra, elas seréo
iguais". Entretanto, no bloco 2, a sobreposicdo de figuras e coincidéncia de seus
respectivos pontos formaram as condigcdes necessarias nas atividades com o
Cabri. A congruéncia foi explorada por meio das transformacfes como a dupla D
e G comenta: "Usamos a simetria central e novamente sobrepomos a figura.
Tentamos varias vezes de formas variadas como: translacéo e rotacdo. Tentamos
também usar a translacdo sem o vetor, mas néo funcionou". Essas observacdes
sdo um exemplo de como se processou a transi¢do do concreto (manipulagéo de
objetos do cotidiano) para a espaco-grafica, explorada no Cabri.

Os alunos realizaram todas as tarefas no Cabri, porém, uma dificuldade
encontrada foi a utilizacdo das composicdes de transformacdes, pois em algumas
atividades, os alunos desejavam utilizar uma Unica transformacdo para sobrepor
duas figuras congruentes. Nas atividades 2, 3 e 11, do Cabri, os alunos
recorreram as medi¢Bes dos lados das figuras como no bloco 1, resgatando a
condicdo de congruéncia através de medidas e comparacfes. Destaca-se a

atividade 1 em que os alunos perceberam que a congruéncia estava relacionada
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com o deslocamento e movimento das figuras ao expressarem palavras como:
"levamos”, "transladamos”, "transferéncia”. Comecou-se a formar uma idéia de
prova, util para o bloco 3, e da congruéncia por superposicao. Isso foi constatado
quando um grupo afirmou: "fazendo isso, provamos que eles eram do mesmo
tamanho porque o barco azul cobriu o amarelo”.

Para a construcdo e representacdo dos triangulos congruentes e nao
congruentes na placa quadriculada, os alunos ja consideravam o tamanho e
forma para decidirem sobre o objeto construido, como constatado no diadlogo da
dupla (EL e A), na construcéo 6, do bloco 2: "mas pode ser maior..."," ja deixa de
ser congruente”. 0s alunos a partir de atividades exploratdrias verificaram o0s
“casos de congruéncia’ de triangulos de maneira empirica. As estratégias
utilizadas estavam situadas no nivel G1 (construgcdo e comparacdo entre 0s
retangulos construidos) e, em alguns casos aplicaram propriedades anteriormente
estudadas transitando para o nivel G2: "Ndo d& porque se for 30° vai dar aqui.
Primeiro, a gente tem que ver que a soma (das medidas) dos angulos tem que dar
180°". Ainda nesse bloco, ocorreu a institucionalizacdo dos casos de congruéncia
de tridngulos.

Dessa forma, os resultados das atividades nos blocos 1 e 2 revelam que o
processo de transicdo do concreto para o espacgo-gréafico contribuiu para que os
alunos se apropriassem do conceito de congruéncia.

A segunda questdo: E em que medida esse processo favorece a
passagem do empirico para o dedutivo?, esta relacionada as atividades de
prova do bloco 3. Foram apresentados problemas com ou sem representacoes,
de modo que, deveriam ser interpretados pelos alunos. Depois, 0s alunos
deveriam reconhecer os elementos congruentes das figuras e associa-los aos
casos de congruéncia de triangulos. Nos problemas mais complexos, os alunos
deveriam reconhecer também, outros elementos geométricos ou propriedades.

Na utilizacdo dos casos de congruéncia de triangulos, as producdes dos
alunos mostraram que houve a passagem de validacbes empiricas (nivel G1)
para validagcbes dedutivas (nivel G2) e vice-versa. Os alunos utilizaram
informacgdes de atividades dos blocos anteriores para resolver alguns problemas,
em outros recorreram diretamente aos casos de congruéncia. Detectamos nos
protocolos dos alunos analisados, os tipos de provas segundo a classificacao de
Balacheff (1988): empirismo ingénuo (7), experiéncia crucial (8), exemplo

genérico (7) e experiéncia mental (14).
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A analise das producdes dos alunos revelou aspectos favoraveis a
passagem do empirico para o dedutivo e outros desfavoraveis. A exploracdo dos
blocos 1 e 2 auxiliou na interpretacdo dos problemas propostos, e os alunos
apresentaram justificativas em linguagem natural ou simbdlica, de forma a
resgatar informacdes das atividades do concreto, do Cabri e da placa
quadriculada. Isso ocorreu, por exemplo, na atividade 1 do bloco 3: A dupla (Ev e
G) utilizou a linguagem natural para explicar como resolveriam no Cabri, s6
depois resolveram o problema usando o0s casos de congruéncia, enquanto que a
dupla (Re e D) deslocou para a esquerda um dos triangulos dados, indicando a
translacdo de figuras. Nas provas dos problemas 6 e 9, os alunos utilizavam
conceitos geomeétricos tais como reta perpendicular, mediatriz, bissetriz, ponto
médio, de forma bastante natural. Julgamos que o trabalho com o software Cabri
no bloco 2 favoreceu o uso espontaneo de tais conceitos.

Outro aspecto favoravel foi que as atividades resolvidas na placa
quadriculada ajudaram os alunos na compreensao dos 4 casos de congruéncia de
triangulos e favoreceram o uso da organizacao local proposta por Freudenthal na
resolucao das atividades do bloco 3.

Entre os fatores desfavoraveis a passagem do empirico para o dedutivo,
pode-se apontar algumas dificuldades ocorridas na experimentacdo que
impediram a conclusdo de algumas tarefas: para alguns grupos foi dificil a
identificacdo do lado comum ou do angulo comum nos triangulos congruentes.
Em outros problemas, os grupos ndo souberam identificar as condicdées minimas
de congruéncia de triangulos, identificavam somente dois elementos e como
terceiro indicavam o resultado que deveria ser provado (por exemplo: problema 1,
dupla (El e A), fig. 121d). Uma terceira dificuldade que surgiu foi com o uso do
“se...entdo”. ApOs verificar as condicdes minimas de congruéncia de dois
triangulos, havia uma dificuldade em concluir que o0s restantes elementos
correspondentes dos dois triangulos eram respectivamente congruentes entre si.

Em virtude dessas dificuldades pode-se dizer que o processo de transicao
do concreto para o espacgo-grafico favoreceu, em parte, a passagem do empirico
para o dedutivo. Outros complementos na sequéncia didatica se tornam
necessarios para que a passagem do empirico ao dedutivo se concretize mais

amplamente.
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Anexo 1: Questionario do observador

Atividades do bloco 1 - concreto

= O aluno percebeu a congruéncia de objetos tridimensionais? Houve dificuldade na

identificagdo?

= O aluno percebeu a superposicdo de figuras congruentes?

= Quantas vezes solicitou ajuda?

Atividades do bloco 2

= Utilizando o Cabri-géometre

= O aluno identificou as ferramentas de transformagé&o do Cabri?

= O aluno entendeu o enunciado do exercicio?

= O aluno lembrou de criar vetores quando para usar a translacdo, um eixo de simetria

para usar a simetria axial e um &ngulo e um ponto fixo para usar a rotagdo?

= Quantas vezes solicitou ajuda?

= Utilizando a placa quadriculada

= O aluno entendeu como preencher a tabela para a construgcéo de triangulos e seus

congruentes?

O aluno entendeu o enunciado das questfes?

A régua e o transferidor, foram utilizados? Houve dificuldade em utilizar esses
instrumentos?

O aluno percebeu que nem sempre é possivel construir tridangulos?

Houve dificuldade em construir outros tridngulos congruentes nos casos em que era

possivel a construgdo?

= Institucionalizacéo

O aluno conseguiu preencher associando os lados e angulos congruentes de cada
caso de congruéncia de triangulos?

O aluno associou a atividade da placa quadriculada com os casos de triangulos
congruentes?

Foi facil a aceita¢édo dos casos?

Solicitou ajuda? Quantas vezes?

« Atividades do bloco 3 - Prova

O aluno interpretou os enunciados? Construiu figuras?

Precisou reconstruir as figuras?

Utilizou os casos de congruéncia?

Utilizaram argumentos a partir do que experimentaram nos blocos anteriores, ou
seja, justificaram a partir de observacdes ou construgdes?

Quantas vezes solicitou ajuda?
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Anexo 2: Questdes sobre Congruéncia de Figuras

Pontificia Universidade Catdlica de S&o Paulo
Programa: Mestrado Profissional de Ensino de Matematica
Responsavel: Benedita Natsuko Tojo

Nome: No série; data:

1. Expligue o que séo figuras congruentes.

2. Desenhe duas figuras congruentes.

3. Construa uma figura congruente a figura dada.

188



Anexo 3: Lista de Materiais da atividade 1 do Bloco 1

Lista de Materiais contidos na sacola de objetos congruentes
Botdo com 4 furos — cor creme
Botdo com 2 furos — cor creme
Bola de ping-pong
Peca de brinquedo de montar tipo Lego — cores diferentes
Colher de pléstico — cor branca
Copo de brinquedo- cores diferentes
Copo de plastico de 180 ml — cor branca
Copo de plastico de 80 ml — cor branca
Colher de sorvete — cores diferentes
Clips
Alfinete
Parafuso sextavado ¥ x 1"
Parafuso francés % x 1"
Porca Ya
Porca °/16
Porca /16
Cabide — cores diferentes
Palito com colchetes presos nas extremidades — mesmo lado
Palito com colchetes presos nas extremidades —lados opostos
Fita 11,5 cm — cores diferentes
Fita 15 cm — cores diferentes

Luva
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Anexo 4: Atividades do Bloco 1

Pontificia Universidade de Sdo Paulo Data:

Programa de P6s-Graduacdo Educacdo Matemética

Orientador: Aplicadora: Observador:

Prof. Dr. Vincenzo Bongiovanni Prof? Benedita Natsuko Tojo Prof. Anderson José da Silva
Assunto:

Curso de Cabri-Géomeétre e Congruéncia de Figuras Planas

Nome: Identificacao:

Nome: Identificacao:

Estudo da Congruéncia - Concreto
Atividade 1. Sacola com objetos congruentes
1.0s objetos contidos na sacola sdo congruentes dois a dois.

Procure regularidades nos objetos e identifique os pares de objetos congruentes.

Cole, lado a lado, com fita adesiva, os pares de objetos congruentes na folha dada.

2.Se vocé fosse explicar para um colega de classe 0 que sé@o objetos congruentes, o que vocé
diria a ele?
Atividade 2. Figuras planas

O que vocé acha das figuras abaixo. Sdo congruentes? O que vocé faria para decidir se as figuras
s&o ou ndo congruentes.

Situacdo 1: Figuras 1 e 2;

As figuras 1 e 2 sdo congruentes? ( )sim ( )néo
Justifique.

Explique o que vocé fez para justificar sua resposta.
Figura 1

Figura 2
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| Situacéo 2. Figura formada por segmentos.

Os segmentos da figura 3 sdo congruentes aos segmentos da figura 4?
( )sim ( )nao
Justifique.

Explique o que vocé fez para justificar sua resposta.

Figura 3
A figura 3 é congruente a figura4? ( )sim ( )nao
Justifique.
Explique o que vocé fez para justificar sua resposta.
Figura 4

3. Se vocé fosse explicar para um colega de classe como identificar duas figuras congruentes, o
que vocé diria a ele?

Atividade 3: Jogo da Congruéncia

No verso de cada um dos retangulos que aparecem no quadro ha figuras congruentes duas a
duas. O obijetivo € identificar esses pares congruentes.

1. Identifique abaixo as figuras séo congruentes duas a duas. Como vocé identificou?

2. Com que jogo tradicional esse "jogo da congruéncia" se assemelha? Qual o objetivo do jogo
tradicional?
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Manipulacdo de objetos - atividade 2 do Bloco 1

3. Decida se as figuras sao congruentes.

Figura 1

Figura 2
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Manipulacéo de objetos - atividade 2 do Bloco 1

4. Decida se as figuras sdo congruentes.

Figura 3

Figura 4
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Anexo 5: Atividade do Bloco 2 — Cabri-Géometre

Pontificia Universidade de Sao Paulo Data:
Programa de Pés-Graduacdo Educacdo Matematica

Orientador: Aplicadora: Observador:
Prof. Dr. Vincenzo Bongiovanni Prof? Benedita Natsuko Tojo

Assunto: Curso de Cabri-Géomeétre e Congruéncia de Figuras Planas
Congruéncia de triAngulos — Cabri Il

Nome: Identificacdo:

Nome: Identificacao:

As ferramentas de transformacdes geométricas estdo na caixa de ferramenta
transformacdo do Cabri. Abra os arquivos abaixo e resolva as atividades

propostas.

Lembre-se de fazer os comentarios e gravar o arquivo no final de cada atividade.
Atividade 1. Abra o arquivo barco_vela.

Atividade 2. Abra o arquivo hélice.

Atividade 3. Abra o arquivo: tridngulo

Atividade 4. Abra o arquivo: tridngulo2

Atividade 5. Abra o arquivo congruéncial

Atividade 6. Abra o arquivo congruéncia2

Atividade 7. Abra o arquivo congruéncia3

Atividade 8. Abra o arquivo congruénciab

Atividade 9. Abra o arquivo congruéncia6
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Anexo 6: Atividades do Bloco 2 - Malha quadriculada

Utilizando os resultados dos experimentos da folha 1:

Explique a possibilidade e a ndo possibilidade de construgéo de triangulos com as
medidas dos experimentos 1, 2 e 3 (LLL)

1. Explique a possibilidade e a ndo possibilidade de construgédo de triangulos com as
medidas dos experimentos 6, 7 e 8 (AAA).

2. Analise os resultados da tabela e escreva abaixo os casos em que foi possivel
construir apenas um triangulo, ou seja, a construcao foi Unica.

Institucionalizacdo: Casos de congruéncia
Condi¢des minimas para a congruéncia entre dois tridngulos.

Dois triangulos sdo congruentes quando eles tém os lados respectivamente congruentes e
0s angulos respectivamente congruentes.
N&o precisamos comparar todos os lados e angulos de dois triangulos para reconhecer

que sdo ou nao congruentes. Basta verificarmos as condigces minimas de congruéncia.

Simbolo de congruéncia: =
Simbolo do triangulo ABC: AABC

Nos triangulos abaixo, cada tracinho indica a congruéncia de lados ou de angulos.

Caso Lado, éngulo lado (LAL)

) ~ " | entdo:
Se | — 7 — | AABC=APQR

12

1

B

Caso Angulo, Iado angulo (ALA)

A Se 1 —=__ |entdo: A=A
. _=_

1R

3

Caso Lado Iado Iado (LLL)

/\ Se\—=_ |entdo: =

R

A

A

Caso Lado, angulo angulo oposto ( LAAo)

//@\ Se 1 —=__ |entdo: __ =A

R

:

Se dois tridngulos apresentam uma dessas condi¢des entédo os dois triangulos séo congruentes.

195




Anexo 7: Atividade do Bloco 3 — Prova

Pontificia Universidade de S&o Paulo Data:
Programa de Pds-Graduacdo Educacdo Matematica

Orientador: Aplicadora: Observador:
Prof. Dr. Vincenzo Bongiovanni Prof? Benedita Natsuko Tojo Prof. ....

Assunto: Curso de Cabri-Géometre e Estudo da Congruéncia de Figuras Planas

Congruéncia de triangulos - Prova

Nome: Identificacao:

Nome: Identificacédo:

Utilize os casos de congruéncia de triangulos para justificar e responder as questfes a seguir:

23. Uma reta é perpendicular ao segmento AB passando pelo ponto médio M. Seja P um ponto

gualquer da reta, diferente de M. Prove que PA=PB. Justifique.

24. Rafael quer ir da cidade A para a cidade B. Porém a estrada que liga diretamente as duas

25.

26.

cidades esta interditada. Ele tem de optar, entdo, por dois caminhos possiveis, veja a figura.
Qual o menor caminho a ser percorrido: ir de A para C e depois B ou ir de A até D e depois B?
Justifique sua resposta.

D

Situacéo real Modelo matematico

Um avido levanta voo para ir da cidade A a cidade B, situada a 500km de distancia. Depois de
voar 250 km em linha reta, o piloto descobre que a rota esta errada e, para corrigi-la, ele altera
a direcéo do véo de um angulo de 90°. Se a rota n&o tivesse sido corrigida, a que distancia ele
estaria de B apds ter voado os 500km previstos. Justifique a sua resposta.

O solo é considerado a base de todas as outras provas da Ginastica Olimpica. Os rolamentos
sao os primeiros elementos a se aprender.

Na ilustracdo a ginasta realiza um dos movimentos basicos. Considere o alongamento
perpendicular AB inicial igual ao final EF. Considere, também, que BC é congruente a DE. O
que vocé pode dizer sobre a distancia CF e DA? Justifique.
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

Rolamento de costas carpado

Considere uma circunferéncia de centro O e uma corda AB. Seja M o ponto médio da corda.
Complete a frase abaixo usando as palavras sempre, nunca, as vezes. "O segmento OM é
perpendicular ao segmento AB." Justifique sua resposta.

Um tridngulo CDE pode ser obtido pela rotacdo de 90° do tridngulo ABC, sentido anti-horario,

ao redor do ponto C. Podemos afirmar que o angulo C D B tem medida igual a:
Justifique sua resposta.

C

B
A%
D
6D "
A0 *
E

Um tridngulo isGsceles é um triangulo que tem dois lados congruentes.
Prove que os angulos da base de um triangulo is6sceles sdo congruentes.

Seja o triangulo ABC e M o ponto médio do lado AC. Uma semi-reta com origem em B

passando por M é tracada. P e Q sdo pontos da semi-reta. AP e CQ sdo perpendiculares a
semi-reta dada. Prove que AP =QC.

Dadas as retas r e s com ponto de interse¢do em O.

B é simétrico do ponto A em relacdo a retar e C é simétrico do . B
ponto B em relacdo areta s.

O ponto B esta na regido em que as retas r e s formam o angulo .

0 (teta). Q] s
O que se pode dizer do angulo AOC e relacdo ao angulo 6? /

Justifique. “

Considere uma circunferéncia de centro O e uma corda AB. Pelo ponto O trace uma reta
perpendicular ao segmento AB. Essa reta intersectara o segmento AB num ponto G. Complete
a frase usando as palavras sempre, nunca, as vezes.

"G é ponto médio do segmento AB". Justifique sua resposta.

Os Quadrilateros ABCD e AEFG sao quadrados. Mostre que 0s A

segmentos DG e BE s&o congruentes. .B
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Anexo 8 — Convite

&) & Gupso Celbri-Geométre [ 6
Intrecucdo & Geometria Plana - Conerueneia

Aos alunos da 12 série do Ensino Médio
E.E. Prof. Francisco Feliciano Ferreira da Silva — Chico Ferreira

Convidamos vocé a participar do curso Cabri-Géometre Il e Introducéo a
Geometria Plana — Congruéncia para atualizar e aprimorar seus conhecimentos
sobre a Geometria Plana.

Este curso é parte integrante da Dissertacdo de Mestrado da professora
Benedita Natsuko Tojo da Pontificia Universidade Catélica de Séo Paulo — PUC.

O curso contara com atividades praticas e teoricas e também sera utilizado
o programa Cabri-Géometre Il, software destinado ao estudo da Geometria.

O curso sera realizado no més de marco, nessa escola.

Semana 1 6/mar/06 seg 13h00~15h00
7/mar/06 ter 13h00~15h00
10/mar/06 sex 13h00~15h00
Semana 2 13/mar/06 seg 13h00~16h00
14/mar/06 ter 13h00~16h00
17/mar/06 sex 13h00~16h00
Semana 3 20/mar/06 seg 13h00~16h00
21/mar/06 ter 13h00~16h00
24/mar/06 sex 13h00~16h00

Agradecemos e esperamos contar com a sua participacgao.

Ficha de o Curse Cabri-Geemetre [ @

'Nnicng - Ingrecgdo & Geemetrta Plana - Congruencla
Nome: dade:

Série: Telefone contato:
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Anexo 9 - Certificado

Certificamos que

participou do curso “Introducdo a Geometria com énfase nos estudos
sobre congruéncia, usando o software Cabri-Géométre II', proferido
pela Professora Mestranda Benedita Natsuko Tojo da Pontificia
Universidade Catdlica de Sdo Paulo, realizado na £. £. Prof. Francisco
Feliciano Ferreira da Silva - Chico Ferreira, no periodo de 06/03/2006 a
27/03/2006, carga hordria de 24 horas.

Jacarei, 27 de margo de 2006

Judith Raymundo da Silva Benedita Natsuko Tojo

Diretora de Escola Professora
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Anexo 10: Atividades e familiarizacdo com o Cabri-géometre

Parte 1

"Curso Cabri-Geometre e Geometria - Estudo da Congruéncia”

A primeira parte que antecede a sequéncia de ensino deste trabalho foi
desenvolvida segundo os itens: 1) Introducdo e Apresentacdo das ferramentas do

Cabri II; 1) Ferramenta Construir; Ill) Ferramenta Transformar.

[) Introducéo e Apresentacédo das ferramentas do Cabri II: Como motivagao
para o inicio do curso, uma atividade foi realizada com palitos de sorvete para
formar poligonos, de modo a mostrar para os alunos que o triangulo é o poligono
mais simples, em termos de numero de lados e angulos se comparado com
outros poligonos, mas que apresentam propriedades como, por exemplo, a rigidez
de sua forma. Esses palitos foram confeccionados com colchetes de presséo nas
extremidades (colados), para facilitar a conexdo de um palito com outro, e

possibilitar modificar a forma dos poligonos.

Atividade 1: Construcdo de poligonos com palitos de sorvete

Vocé esta recebendo 10 palitos de sorvete com colchetes de presséo colados nas extremidades.
Construa poligonos de 3 lados, 4 lados, 5 lados, etc, de modo que cada palito represente um lado

do poligono construido.

1. Sem desconectar os palitos experimente, em cada poligono construido, obter novos formatos.
Comente os resultados.
2. Ao tentar obter novos formatos, o que ocorre com os angulos e os lados de cada poligono?

3. Como na figura, por que é usual reforcar portas ou portées com traves na diagonal?

Atividade 2: com palitos de sorvete.
Conecte os dois palitos de sorvete movimente as extremidades. Observe a abertura formada a

partir do vértice. O que vocé percebe?
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Em seguida, foi apresentado sucintamente, um contexto historico sobre a
geometria euclidiana e as transformacdes, ressaltando o papel de Euclides, de
Hilbert e de Klein.

A Geometria Euclidiana e a Geometria das Transformagdes

David Hilbert {1862 — 1943)

Fundamentos da Geometria
Felix Klein (1849 - 1925)
Programa de
Estudo da Geometria através

-Euclides (365 a.C - 300 a.C)
-Geometria Euclidiana

- Obra classica da Geometria: “Os Elementos™. das Transformagbes.
= Conjunto de 13 livros.
« Edifica a G ia com definigh i e Tela 5

Figura Al: Contexto histérico da geometria

) Ferramenta Construir : A familiarizacdo com as ferramentas do Cabri-
Géometre |l, foi realizada com atividades de construcdo, que possibilitou aos
alunos reverem ou construirem conceitos, por si mesmos: ponto, angulo, retas,
segmentos, e suas relacbes e figuras geométricas, algumas propriedades das

figuras, como a mediana, bissetriz, ponto médio, mediatriz.

Construgao de poligonos

e Introdugéo ao Cabri-Géomeétre Il Caixas de ferramentas

sl » Atividade 2: Vamos iniciar nossos
¢ Atividade 1: (grupo) do Cabri-géométre I, Conhega as 11 caixas de ferramenta do Cabri-Géoméatre ||

Utilizago de material
manipuldvel para

construgéio de E - | ,l 5£| u X_-:l == .All ﬁl
poligonos.
Fomem | l T
Fort Ret Exibir
“Cahler Broulllon Interactif — Medh
Caderno de Rascunho Interative Warifloar
Censtrir i prepriedades
Transtorn
. 4 af
Tala 6
Tela7

As seguintes atividades foram propostas:

Atividade 1:  Criando pontos e segmentos sobre o plano

1. Acione a ferramenta ponto e clique no plano. Chame de A.

2. Crie outros pontos e nomeie com uma letra maiuscula qualquer.

3. Para desativar a ferramenta, clique na parte cinza ou na ferramenta ponteiro.

4. Agora, construa o segmento com extremidades A e B. Construa outros segmentos.

Atividade 2:  Abrir 0 arquivo Quadrado.

Com os palitos de sorvete verificamos que os tridngulos sao considerados estruturas rigidas
porque quando definidos os lados, os angulos ndo se alteram. No Cabri, uma figura é considerada
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robusta se suas propriedades sdo mantidas mesmo quando seus lados e vértices sao

movimentados. Nessa atividade explore as seguintes ferramentas: distancia e comprimento,

angulo.

1. Somente observando: As duas figuras podem ser chamadas de quadrados? Por que?

2. Agora, movimente os lados e os vértices das figuras. Que figura vocé escolheria para
representar o quadrado? Justifique.

Atividade 3: Nomeando os itens criados.

1. Crie um ponto e chame de A.

Construa um segmento com extremidades B e C.

Clique em "ponto sobre objeto" e crie o ponto D sobre o segmento BC.
Movimente os pontos A e D e explique a diferencga entre eles. Grave o arquivo.

PO

Atividade 4:  Abra o arquivo Segmento.

Dados os segmentos AB e CD. Construa um segmento EF de medida igual a AB+CD.

1. use a ferramenta "distancia e comprimento” para medir os segmentos AB e CD.

2. Acione a ferramenta "calculadora”. Some as medidas de AB+CD. Arraste o resultado da soma
para fora da calculadora.

3. Acione a ferramenta "transferéncia de medidas" e crie um segmento EF com medida AB+CD
(para isso, clique no resultado da soma de AB+CD e no ponto E). Movimente as
extremidades dos segmentos AB e CD. Comente. Grave 0 arquivo.

Atividade 5:  Angulos O.P.V. — opostos pelo vértice.

1. Desenhe abaixo, como vocé imagina ser a representacdo da seguinte situacdo: Duas retas
concorrentes r e s dividem o plano em quatro regides. O ponto O € o ponto de interse¢do das
retasres. Tem-se que Pere Q es.

2. Abra o arquivo opv.

Movimente os pontos P e Q. Comente a relagéo entre os angulos POQ formados com o
movimento dos pontos em cada regido. Sugestéo: Abaixo, vocé pode criar uma tabela
comparando as regiées com os angulos formados e fazer seus comentéarios. Grave o0 arquivo.

3.  Movimente as retas e responda: Quando as duas retas concorrentes r e s formam quatro
angulos iguais?

Atividade 6: Reta perpendicular

1. Dada uma retar e um ponto P fora dela.
Acione a ferramenta "reta perpendicular" e clique em P e num ponto qualquer de r.
Com isso vocé tem um ponto P que pertence a uma reta concorrente a reta r. Descubra as
medidas dos angulos formados pelas 4 regies. Comente a sua resposta. Grave 0 arquivo.

Atividade 7:  Reta paralela
1. Dada uma retar e um ponto P fora dela. Construa uma reta s que passa pelo ponto P e é
paralela aretar.

Atividade 8:  Ponto médio.

1. Construa um segmento AB.

2. Acione a ferramenta "ponto médio" e obtenha o ponto Q, médio de AB.
3. Qual arelacéo do ponto Q com as extremidades A e B?

Atividade 9:  Abra o arquivo pto_medio.

1. Seja o segmento AB. O ponto P é mével.

2. Q é ponto médio de AP e R é ponto médio de PB.
3. O que se pode dizer sobre o segmento QR?

Atividade 10: Soma dos angulos internos de um triangulo é
Passo 1: Construa um triangulo ABC.
Passo 2: Utilize a ferramenta "angulo” e obtenha as medidas de 4 g ¢ internos do triangulo ABC.

Passo 3: Acione a ferramenta "calculadora” e some os angulos internos do tridngulo ABC. Arraste
o resultado para a tela do computador.
Passo 4: Movimente os vértices e 0s lados e some 0s novos angulos.
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Passo 5: Repita mais vezes o procedimento e responda:Com movimentos nos vértices e nos
lados, o que se altera e 0 que nao se altera?

Atividade 11: Tridngulo equilatero.

Construa um triangulo equilatero.

Passo 1: Construa um segmento AB.

Passo 2: Construa uma circunferéncia de raio AB, com centro em A.

Passo 3: Construa uma circunferéncia de raio AB, com centro em B.

Passa 4: Obter o ponto C que € a interse¢do das duas circunferéncias.

Passo 5: ligar os segmentos AC e BC. Medir os angulos e os lados. Comente. Grave o0 arquivo.

Atividade 12: Mediatriz de um segmento

1. Construa um segmento AB. Utilize a ferramenta "mediatriz" e marque o ponto M, que é
intersecdo da mediatriz com o segmento AB. Que relagdo existe entre o ponto M e as
extremidades A e B?

2. Crie um ponto P sobre a mediatriz e movimente-0. Que relacdo existe entre o ponto P da
mediatriz e as extremidades A e B do segmento?

Atividade 13: Triangulo isGsceles
Sabendo que: Um triangulo isdscele tem dois lados iguais, construa o triangulo is6scele ABC.
O que se pode dizer sobre os angulos da base do tridngulo iséscele?

Atividade 14: Obtendo as medianas de um tridngulo.
Chama-se mediana de um tridangulo o segmento cujas extremidades séo o vértice e o
ponto médio do lado oposto.
Construa um triangulo ABC. Obtenha o ponto médio M do lado AB.
Ligue M ao vértice oposto C. (o segmento MC é mediana relativa ao lado AB).
Obtenha a mediana NB relativa ao lado AC. Obtenha a mediana PA relativa ao lado BC.
Movimente os lados e vértices do triangulo ABC.
Chama-se Baricentro o ponto de intersecdo das trés medianas do tridngulo.

Bl

Atividade 15: Bissetriz de um angulo

Determinar trés pontos nédo colineares (n&o alinhados).

Tracar a reta definida pelos pontos A e B e a reta definida por A e C.
Acione a barra de ferramenta e construa a bissetriz BAC.
Determinar um ponto D sobre a bissetriz.

Medir os angulos BAD e DAC. Defina bissetriz.

akrwbdE

Atividade 16: Bissetriz de um angulo

1. Utilizando a mesma construcéo do item anterior, trace uma perpendicular a reta AB pelo ponto
D. Obtenha o ponto R de intersecdo dessas duas retas.

2. Pelo ponto D, trace uma perpendicular a reta AC. Obtenha o ponto S de intersecdo dessas
duas retas.

3. Determinar as medidas DR e DS e observa-las ao movimentar o ponto D. Comente. Grave o
arquivo.

Atividade 17: Obtendo as bissetrizes de um tridngulo.
Chama-se bissetriz de um triangulo o segmento da bissetriz de um angulo do triangulo
cujas extremidades sao o vértice do angulo e a intersecdo com o lado oposto.
Construa um triangulo ABC.
2. Acione a ferramenta "bissetriz" e clique em A, B e C. Vocé obtera a bissetriz BN relativa ao
angulo B. Obtenha as bissetrizes relativas aos angulos C e A.
Chama-se incentro o ponto de intersecdo das bissetrizes de um triangulo.
3. ldentifique o incentro do tridngulo que vocé construiu.

=

Atividade 18: Utilize o que vocé aprendeu até agora — lembre-se que as figuras devem ser
robustas.

1. Construa um quadrado de 6cm de lado.

2. Construa um retangulo.
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Atividade 19: Abra o arquivo paralelogramo.
Um quadrilatero é um paralelogramo quando seus lados opostos sdo paralelos.
1. Utilize a ferramenta "reta paralela” e continue a constru¢ao do paralelogramo ABCD.
2. Movimente os vértices. O que se pode escrever sobre os angulos e lados do paralelogramo?

[lI) Ferramenta Transformar: As atividades a seguir deverdo levar os alunos a
estudarem, de modo intuitivo, a nocdo de vetor e descobrir que ele esta
associado a translacdo. Na simetria axial o eixo de simetria se faz necessario e

gue na rotacdo ha a necessidade do angulo e um ponto como centro de rotacao.

Explorando a ferramenta Translacdo

1. Abra o arquivo: Translacdo_1: Utilize a ferramenta "Translacdo" para transladar :
¢ O ponto A e obter o transladado A', segundo o vetor v.
¢ O segmento PQ e obter o transladado P'Q’, segundo o vetor v.
e O poligono F e obter o transladado F', segundo o vetor v.
Movimente os pontos, segmentos e o vetor v e descubra onde estdo os pontos transladados.
O que ocorre com uma figura quando € aplicada a translacao?

2. Pavimentacéo
e Construa um retdngulo de 4cm de base e 2cm de altura.
e Crie um vetor v sobre a base e translade o retangulo, segundo esse vetor.
¢ Repita 0 processo algumas vezes com o novo retangulo, segundo o vetor v.
e Crie um vetor w sobre a altura, com sentido para baixo e translade o retdngulo segundo o
vetor w. Repita 0 processo com os demais retangulos. Qual foi o resultado?

3. Abra o arquivo cao.
Utilize a ferramenta translacdo e leve o céo para o interior da casinha. Quais foram os
procedimentos?

4. Abra o arquivo paralelogramo?2.
Utilize a ferramenta translacdo para a construgcdo do paralelogramo. Quais foram os
procedimentos?

Explorando a ferramenta Simetria Axial

5. Abra o arquivo R_basico_1.
¢« Acione a ferramenta "simetria axial" e obtenha as imagens das figuras dadas segundo o
eixo de simetria (reta s).
¢ Movimente as figuras, os pontos das figuras, o eixo de simetria e descubra as imagens de
cada um dos pontos e homeie-os com A', B',C', etc.
e Como é o transladado em relacéo a figura original?

6. Continue com as figuras da questéo 6.

e Ligue os pontos das figuras iniciais com suas respectivas imagens. (ex.. construa o
segmento AA', BB', etc).

¢ Movimente as figuras, a reta s e descubra propriedades e faca seu comentario sobre:
0 arelacdo entre a reta s e o0s pontos ligados,
0 as medidas dos quatro angulos formados ente a reta r e 0 segmento construido.
0 Pelo que vocé estudou até agora, que nome vocé daria para o ponto de intersecéo da

reta s e os segmentos construidos? Por qué?

o0 E aretas, que nome vocé daria?

7. A partir de dois pontos A e B recupere o eixo de simetria.
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8. Construa um triangulo ABC e um eixo de simetria. Sem utilizar a ferramenta simetria axial,
obtenha a imagem simétrica do triangulo ABC em relagéo ao eixo de simetria.

9. Abra o arquivo Letra_F.
Utilizando a ferramenta "simetria axial" obtenha as imagens de F segundo as diagonais do
hexagono. Em seguida, movimente o desenho original e escreva sobre os resultados obtidos.

10. Bissetriz de um angulo.
Edite o nimero 36. A seguir, construa um angulo de 36 graus. Finalmente, usando a simetria
axial construa um angulo de 72 graus.

Explorando a ferramenta Simetria Central

11. Realize os seguintes experimentos:

a) crie os pontos A e O. Acione a ferramenta simetria central e obtenha o simétrico de A em
relacdo a O. Movimente os pontos e comente o resultado.

b) Construa um segmento AB e um ponto O. Use a ferramenta simetria central e obtenha o
segmento A'B' que é simétrico de AB em relacdo ao ponto O. Identifique os pontos A' e
B'. Comente os resultados.

c) Construa um poligono qualquer e um ponto O. Use a ferramenta simetria central e
obtenha o simétrico do seu poligono em relagéo ao ponto O.

12. Construa um tridngulo ABC. Acione a ferramenta simetria central e clique em um dos vértices.
Comente sobre os resultados obtidos.

13. Construa um tridngulo retangulo com os catetos medindo 5cm cada.
¢ Encontre o ponto médio da hipotenusa.
¢ Acione a ferramenta simetria central e clique na sequéncia: no triangulo, depois no ponto
médio. Que figura vocé obteve? Justifique.

Explorando a ferramenta Rotacao

14. Ferramenta Edi¢cdo numérica
e Construa um segmento AB.
e Acione a ferramenta "edigdo numérica" e digite 90.
e Acione a ferramenta "rotacdo" e clique na sequéncia: no segmento, depois, 90 e
finalmente no ponto A.
e« Comente os resultados.

15. Construa um quadrado usando a ferramenta rotacéo.
16. Construa um triangulo equilatero utilizando a ferramenta rotacao.

17. Utilize a ferramenta rotacdo e construa um triangulo retdngulo com as medidas dos catetos
6cme 4 cm.

18. Construa um angulo AOB qualquer. Usando a ferramenta "rotagédo", construa um angulo DOB
de modo que o OA seja bissetriz de DOB.

19. Considere um triangulo ABC. Realizando uma rotacao de 90° no sentido anti-horario em torno
do vértice A. O que se pode dizer sobre o0 segmento AB?

20. Centro de rotagéo.
e Abra o arquivo Barco_rotacao. Clique em edicdo numérica: digite 50
e acione a ferramenta rotacéo e clique na sequéncia: figura, 50, centro O da circunféncia.
e repita o processo clicando sempre na nova figura formada.
e Movimente o ponto O. Faga 0 seu comentario.
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