PONTIFICIA UNIVERSIDADE CATOLICA DE SAO PAULO

Rubens Vilhena Fonseca

NUMEROS PRIMOS E O TEOREMA FUNDAMENTAL DA ARITMETICA:

Uma Investigacado Entre Estudantes de Licenciatura em Matematica

Sao Paulo
2015






Rubens Vilhena Fonseca

NUMEROS PRIMOS E O TEOREMA FUNDAMENTAL DA ARIMETICA:

Uma Investigacado Entre Estudantes de Licenciatura em Matematica

Tese apresentada a Banca Examinadora
da Pontificia Universidade Catdlica de
Séo Paulo, como exigéncia parcial para
obtencdo do titulo de DOUTOR EM
EDUCACAO MATEMATICA, sob a
orientacdo, do Professor Dr. Gerson
Pastre de Oliveira.

Sao Paulo
2015



Banca Examinadora




Autorizo a reproducao e divulgacéo total ou parcial desta dissertacdo por qualquer

meio convencional ou eletrénico, para fins de estudo e pesquisa, desde que citada
a fonte.

Assinatura local e Data




A DEUS: Toda Honra e Gléria
A minha familia: motivac&o para continuar sempre

A todos que de forma direta ou indireta me ajudaram a chegar até aqui

Vi



Vii

AGRADECIMENTOS

A Deus, por tudo o que Ele significa na minha vida.

Ao meu orientador, professor doutor Gerson Pastre de Oliveira sem o qual grande

parte desse desafio ndo seria cumprido.
Aos professores e todos os funcionarios da PUC.

Aos professores doutores que atuam em nosso querido Estado do Para Joseé
Messildo, Natanael Cabral que gentilmente aceitaram participar da Banca, e que
muito contribuiram com seus valiosos conhecimentos, para o enriguecimento desse
trabalho. Sem as suas contribuicbes, certamente este trabalho nao teria sido

concretizado.
A professora doutora Cileda de Queiroz Silva Coutinho

Ao Prof. Dr. Saddo, coordenador do programa, que a todo o momento criou

condicBes para que eu pudesse concluir este grande desafio.
A minha familia, que sempre me incentivou e me apoiou nesta ardua caminhada.
Aos colegas da UEPA, pelo incentivo e amizade verdadeiros.

A todas as pessoas que fizeram parte da minha trajetéria académica e que de

algum modo contribuiram para a realizacdo deste trabalho.



viii

SUMARIO

INTRODUGAO ..ottt ae et s e te s aeete e neeaeeaenn e 17
CAPITULO Lottt ettt sttt b et et ss e en s 24
PROBLEMATIZACAOQ ..ottt e e e e 24
CAPITULOD 2 ..ttt 30
NUMEROS PRIMOS: UM PANORAMA .......cviieieeeeete et 30
2.1  Breve percurso historico: a importancia dos numeros primos para a Matemética30
2.1.1 (@ 1S3 o) = To o] [T 30
2.1.2 T o 2RSSR 31
2.1.3 NUmeros Famosos e o Teorema Fundamental da Aritmética ..................... 36
2.2 O teorema doS NUMETOS PriMOS. .....cceevereiiiiiiieeeeeeeeeerrea e e e e e e e eeera e e e 42
2.3 DT -1 (o 45
2.4 Um problema importante..........ooooeeeeeeoeeeeeeeeeee e 50
2.5 AS CONtrIDUIGOES 08 IMEISENNE. ... uuiiiiiiiiiiieiiiiiitiiiie e 52
2.6 Euler e a teoria doS NUMEIOS .........uuuuuuuuurnnniiiiiinenennnnnnnrnnnenennnnnerneneeneees 52
2.7 L 10 L PSP 53
2.8 Mordell e a dedicag@o Por UMa EQUAGAD ............uuruermuumrrninnnnnniiiiiinninennnnenes 54
2.9 Crivo de primalidade de EratOSthenes...........cccceevvvvviiiiiiiiie e 56
CAPITULOD 3 ..ttt 59
QUADRO TEORICO ..ottt ettt ete e ae e 59
TN S (A - (ol o b= W 1] T = (UL SR 59
3.1.1 B IS PP TP 60
3.1.2 0L SRR 63
3121 Learning and Teaching Number Theory: Research in Cognition and
Instruction. S. R. Campbell e R. Zazkis (editores), Ablex Publishing, 2002.................... 63
31211 Uma Visao panoramica do lIVI0.........oooeeeeeeeeeeeeeeeeeeee 64
31212 A contribuicao de cada Capitulo ..........oeeveieiiiiiiiiiiiiiiiee e 65
3.1.22 Number Theory in Mathematics Education: Perspectives and Prospects. R.
Zazkis, e S. R. Campbell, (Editores), Routledge Taylor & Francis Group, 2006............... 76
3.2  Representacfes numeéricas, conceitos, significados e Notagoes. .........cccceeeeeeueeneee. 82
CAPITULOD 4 ..ottt 94
APORTES METODOLOGICOS .......ciiiiiiiiaiiieieeeieie et seenenens 94
4.1  Descricao dos sujeitos e do ambiente da PeSQUISA. ..........uuuurrrrrrrvmmiriiniiiiiiiiiiiiiinns 96
4.2 Categorias de @NAlISE .........covuuuuiiiii e e aaaaa 98
4.3  Descricdo da sequéncia dIdAtiCa ..........cceevuuuiiiiieee e e 98
CAPITULO 5.ttt ettt 102
ANALISES. ... .ottt ettt ettt ettt ettt sttt ettt nn e 102
5.1 Respostas dos estudantes e respectivas desSCriGOES ..........uuvuuiiriereerieeeiiiiiiinneeenn 102
T80t 11 1= > T 0 U 102
5111 RESPOSTA A8 ATUNO L....uuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii e 102
51.1.2 ReSPOSta de AIUNO 2......eeieiii e e 102
51.1.3 Resposta de AlUNO 3....... oo 103
5114 RESPOSTA 08 ATUNO 4 ...t 103
5.1.15 ReSPOSta de ATUNO 5....uiiiiiiiiiiiiiiiiii e 104
51.16 ReSPOSta de AIUNO B.......oeieiiiceee e e 104
5.1.1.7 ReSPOSta A8 AIUND 7 ...vveieeiiie e 104

5.1.1.8 ReSPOoSta de ATUND 8........uuiiiiiiiiiiiiiiiiiiii e 105



iX

5119 Resposta de ATUNO 9 ......uiiiiiiiiiiiiiiiii 105
5.1.1.10 Resposta de AIUNO 10.......cooieeiiiiieiicee e e 105
51.1.11 Analise das respostas da qUESTAO 1 ........coveeeeeiiiiiiiiiiiiie e 106
TN O © 10 -] (o 12U 107
5121 Resposta de AIUNO L .......iiiiiieeeeec e e e e e e eeanes 107
5122 Resposta de AIUNO 2 .......ieeieeeeeee e 108
5123 Resposta de AIUNO 3 ... 108
5124 Respostas de AIUNO 4 ... 109
5125 Respostas de AlUNO 5 ...... e e 109
5.1.2.6 ReSPOStas de AlUNO B ......eeeeeiiieeeiiice e e e e eaaens 110
5.1.2.7 Resposta de AIUNO 7 ... 110
51238 Resposta de AIUNO 8 ........cooe i 110
5129 Resposta de AIUNO 9 ......uiii e e 111
5.1.2.10 Resposta de AIUNO 10.......coooeeieiieeeeeeeeee e 111
51211 Analise das respostas da QUESEAD 2........cceeeriiiiiiiiiiiiieee et 111
5.1.3 L@ U= 7 T 1 RPN 112
5.1.3.1 Resposta de AIUNO L .......ooi i e e e e e eenees 113
5132 Resposta de AIUNO 2 ... 113
5.1.3.3 Resposta de AIUNO 3 .......iiieeeee e e 115
5.1.3.4 Resposta de AIUNO 4 ... 115
5135 Respostas de AIUNO S ..o 116
5.1.3.6 ReSpOSta A8 AIUNO B ... 116
5.1.3.7 Resposta de AIUNO 7 ......eee e e 117
5.1.3.8 Resposta de AIUNO 8 .......cooeeiiiieeece e e 118
5.1.3.9 Resposta de AIUNO O ... 119
5.1.3.10 Resposta de AIUNO L10.......cccooiiiiiiiiiie e e e e e eenees 119
5.1.3.11 Andlise das respostas da qUESLAD 3.........ceeeeeeiiiiiiiiiiiiee e 120
514 L@ 1= - Lo U 121
5141 Resposta de AIUNO 1 ... 121
5.1.4.2 Resposta de AIUNO 2 .......eeeeieeeee e e 122
5.1.4.3 Resposta de AIUNO 3 ....... i 122
5144 Resposta de AIUNO 4 ... 123
5145 Resposta de AIUNO S ... 123
5.1.4.6 Resposta de AIUNO 6 .......cooeeiiiieece e 123
5.14.7 ReSpOSta de AIUNO 7 ... 124
51438 Resposta de AIUNO 8 ... 124
5.1.4.9 Resposta de AIUNO 9 .......ii i e e 124
5.1.4.10 Resposta de AIUNO 10.......cccooiiiiiiiiiee e 125
51411 Analise das respostas da QUESEAD 4.........cceeeiiiiiiiiiiiiieee e eeiieeeee e 125
515 L@ 1= - Lo < P 126
515.1 Resposta de AIUNO L ..ouee e 126
5152 Resposta de AIUNO 4 ... 127
5153 ReSPOSta 08 AIUNO B ... 127
5154 e 0101 = o (3 N U] o N AP 128
5155 Resposta de AIUNO 9 ....ee e 128
5156 Resposta de AIUNO 10......ccoooeiieiiieieeeeeeeeee 129
5.15.7 Analise das respostas da qUESTED 5.........uuuuuururriiiriiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieiiiiiiiieaees 130
5.1.6 QUESTAD Bt et e et e et e e e e e e e e e aa e e e e e raaaaes 132
516.1 Resposta de AIUNO 1 ... 132



5.16.2 Resposta de AIUNO 2. 132
5.1.6.3 Resposta de AIUND 3.......cooiiiiiicie e 132
5.1.6.4 Resposta de AIUNO 4........coooiieieie e 132
5.165 Resposta de AIUNO 5. 133
5.1.6.6 Resposta de AIUNO B........ccovvviiiiiiie e 133
5.1.6.7 Resposta de AIUNO 8........ccoiiiiiiiiie e 133
5.16.8 Resposta de AIUNO ... 134
5.1.6.9 Resposta de AIUNO 10 ... 134
5.1.6.10 Andlise das respostas da qUESLA0 6 ...........cceeveeruiiiiiiieeee e e e eeeeanns 135
5.2  Sobre as analises do iNStFUMENTO..........ccvviiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeee e 135
CONSIDERAGOES FINAIS ..ottt 142

REFERENCIAS ..ottt ettt ettt ettt ettt ne v s nnanas 149



Xi

LISTA DE FIGURAS

Figura 1 - NUmeros primos em uma abordagem CUMTICUIAN .........cccveverviereeieerieeerie e e e 27
Figura 2 — Representagies SODIE PriMOS........cueererererierieieieieie st sttt ettt sb e e e se e eneenes 34
Figura 3: Triangulo FELANQUIO ......ocveeieieeee ettt s st e sae e 48
Figura 4 - Configuragles 2 X 2 € 3 X 5 .uueeieiiieeieceeeeseetete sttt sttt sreeraebesreenne s 73
Figura 5: Protocolo de resolucéo do problema 3 — AIUNO L........ccooeviienienieiininereereeeeeeeens 113
Figura 6: Protocolo de resolucdo do problema 4 — AIUNO L.......c.ocveviiieieiiiieeseeeee e, 122
Figura 7: Protocolo de resolucdo do problema 4 — AlUNO 4.........ccveveieieieniceeeseeeee e 123
Figura 8: Protocolo de resolucéo do problema 5 — AlUNO L........ccooiviriiienieieinineeseeeeeeeens 127

Figura 9: Protocolo de resolucdo do problema 6 — AlUNO 8..........ccoeveviieieniieecececee e, 134



Xii
LISTA DE QUADROS

Quadro 1 — Euclides e a teoria dos NUMEros (IIVro VI ......ooeeveiiieieeeeeeeeeeceeee e 32
Quadro 2 — Euclides e a teoria dos NUMEros (lIVro IX).......ccoveerieireinieinieireerieeseeeeeee e 32
Quadro 3 — DiViISOreS MENCIONAUOS ......c.eeeueeerierieereeereeeteeeteeereeereeeteesteesteeeseeseenseenseesseesseesssseseesseens 70



xiii
LISTA DE TABELAS

Tabela 1 — Primos menores que 100 identificados pelo Crivo de Eratosthenes
Tabela 2 — Participantes efetivos da PeSQUISA ..........ccvevrererrerienierieneeeeieieeeenne



Xiv
RESUMO

Este trabalho tem como objetivo analisar uma sequéncia didatica
diretamente ligada a questdo de pesquisa, que pretendeu proporcionar aos
estudantes um percurso investigativo em busca de solucbes para os problemas
levantados, que estdo no dominio da Teoria dos Numeros, e sdo relativos aos
NUumeros Primos e ao Teorema Fundamental da Aritmética, objetos desta
pesquisa, desenvolvida com alunos do curso de licenciatura em matematica da
Universidade do Estado do Para. Realizaram-se estudos preliminares, de ordem
tedrica, e uma revisdo bibliografica para a formulacdo da questdo de pesquisa e
identificacdo de ferramentas conceituais para a andlise dos protocolos. Foram
aplicadas seis questdes envolvendo nameros primos e o teorema fundamental da
aritmética a dez estudantes. Com base, principalmente, em estudos que
consideravam as representacées numeéricas e suas caracteristicas transparentes
ou opacas, em uma abordagem qualitativa de pesquisa, analisaram-se as
respostas dadas pelos alunos. Os estudos preliminares permitiram a elaboracao de
uma problematizacdo em torno da seguinte questado de pesquisa: quais saberes e
dificuldades acerca dos conceitos/propriedades dos numeros primos e do teorema
fundamental da aritmética sdo evidenciados por licenciandos em Matematica da
Universidade do Estado do Para quando submetidos a uma sequéncia didatica que
pretendeu inserir 0S mesmos em percursos investigativos, formatados a partir de
pressupostos tedricos ligados a representacdes numeéricas e suas caracteristicas
transparentes/opacas? O trabalho justifica-se pela escassez de pesquisas
relacionadas com a Teoria dos NUmeros na area da Educacao Mateméatica. Os
resultados revelaram a necessidade de um dominio mais amplo dos licenciandos
no que se refere as questdes relacionadas a compreensdo dos temas em tela;
especificamente, ficaram evidenciadas dificuldades atinentes ao trabalho com
certas representacdes numeéricas, e, principalmente, em relacdo aos conceitos de

nameros primos e do teorema fundamental da aritmética.

Palavras-chave: NUmeros primos; Teoria dos Numeros; Educacdo Matematica; Formacdo de
Professores de Matematica; Teorema Fundamental da Aritmética; Contrato Didatico.
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ABSTRACT

This work aims to analyze a didactic sequence directly linked to the
research question, which sought to provide students an investigative route in order
to find solutions to the problems raised, which are in the field of number theory, and
are related to prime numbers and Fundamental Theorem of Arithmetic, objects of
this research, developed with students of the degree course in mathematics of the
Para State University. There were theoretical studies and a literature review for the
formulation of the research question and identification of conceptual tools for
analyzing protocols. Six questions were applied to ten students, involving prime
numbers and the fundamental theorem of arithmetic. Based primarily on studies that
considered the number representations and their transparent or opaque
characteristics, in a qualitative study, the answers given by the students were
analyzed. Preliminary studies allowed the development of a problematic around the
following research question: What knowledge and difficulties about the concepts /
properties of prime numbers and the fundamental theorem of arithmetic are
evidenced by undergraduate students in Mathematics of the Para State University
when subjected to a didactic sequence that intended to involve them in investigative
routes formatted from theoretical assumptions related to numerical representations
and their transparent / opaque features? The work is justified by the scarcity of
research related to number theory in mathematics education in Brazil. The results
revealed the need for mastery of undergraduates with regard to issues related to
understanding research themes; specifically, difficulties relating to work with certain
numerical representations were highlighted, especially in relation to the concepts of

primes and the fundamental theorem of arithmetic.

Keywords: Prime numbers; Number theory; Mathematics Education; Mathematics Teachers
Education; Fundamental Theorem of Arithmetic.
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INTRODUCAO

A pesquisa aqui apresentada procurou fornecer elementos para a compreensao acerca
dos saberes acerca dos numeros primos que podem ser evidenciados por estudantes de
licenciatura em matematica. Evidentemente, dito desta forma, o tema delineado para este
trabalho poderia parecer inabordavel. Entretanto, um refinamento desta ideia mais geral pode
ser fornecido quando se pensa na questdo de pesquisa, apresentada mais adiante de maneira
formal, e que se relaciona com a aprendizagem do conceito e propriedades dos numeros
primos e do Teorema Fundamental da Aritmética (TFA) pelos futuros professores de
Matematica da Universidade do Estado do Pard. Os objetos de estudo, deste modo, séo o
namero primo e o TFA em relacdo a compreensdo sobre esses topicos da teoria dos nimeros
pelos alunos no curso de licenciatura. De outro modo, pode-se dizer que esta investigacao
procura, em conexdo com a teoria subjacente, identificar a aquisi¢do de saberes relativos a

aritmética, concentrando-se em dois de seus topicos centrais.

Para dar conta da proposta supramencionada, leva-se em consideracdo um cenario
formado por estudos realizados anteriormente em universidades canadenses, tendo como
sujeitos os chamados preservice teachers, cujos relatos estdo contidos nos artigos Prime
decomposition: understanding uniqueness (ZAZKIS; CAMPBELL, 1996) e Understanding
primes: the role of representation (ZAZKIS; LILJEDAHL, 2004). Nestes estudos, descritos
mais adiante de forma pormenorizada, os pesquisadores dirigiram questbes acerca da
primalidade e de elementos tedricos fundamentais ao entendimento da divisibilidade de
nameros inteiros que poderiam ser respondidas a partir de conhecimentos consolidados acerca
do TFA e das propriedades essenciais dos numeros primos. Na investigacdo aqui descrita, as
questdes empregadas nos relatos supramencionados séo repercutidas com estudantes de uma
universidade publica do estado do Pard, com o intuito de comparar as respostas encontradas,
as caracteristicas peculiares dos dois estudos e eventuais contribuicGes adicionais aos aportes
tedricos. Servem de base as analises, além dos trabalhos supramencionados, outros trabalhos
de origem semelhante, como Zazkis e Gadowsky (2001) e Zazkis (2005), bem como o estudo
de Lesh, Behr e Post (1987), entre outros, descritos mais adiante. Em termos institucionais,
este estudo foi desenvolvido no ambito do grupo PEA-MAT (Processo de Ensino e
Aprendizagem em Matematica), da Pontificia Universidade Catolica de Sdo Paulo, como

parte do trabalho com o conhecimento matematico relativo ao projeto “Tecnologias e
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educacdo matematica: investigacGes sobre a fluéncia em dispositivos, ferramentas, artefatos e

interfaces”, apoiado pelo CNPq.

Em relacdo a esta pequena descri¢do inicial, seria justo a qualquer um perguntar a
origem destas inquietacbes, ou seja, de onde viriam tais perplexidades, o que se tenta

descrever agora’.

Como professor ha mais de uma década da disciplina Teoria dos NUmeros, a sala de
aula tem sido um ambiente que pude empregar para produzir empiricamente muitas questdes
sobre o abandono prematuro dos métodos aritméticos em prol dos métodos algebricos.
Cogitava se tal fato ndo se devia a uma formacdo matematica basica que se caracterizava por
apresentar de modo muito superficial certos topicos que sempre foram centrais na histéria da
matematica, como 0s nimeros primos. Essa suposta abordagem superficial parecia se refletir
em uma atitude de desinteresse pela aritmética no ensino superior, € sempre me causaram

muitas inquietagdes sobre a futura pratica do licenciando em Matematica na escola bésica.

Muito embora tenha observado que, a rigor, o desinteresse por Teoria dos NUmeros
ndo tenha a ver necessariamente com o aluno, o que percebi em sala é a falta de uma
aprendizagem conceitual e ndo apenas procedimental nesta disciplina, abordagem esta
sobremaneira dificultada pela pouca experiéncia que a maioria dos estudantes apresenta com
manipulacdes aritméticas. Percebi, tambeém, da parte dos estudantes, uma falta de informacoes

histéricas sobre a influéncia da teoria dos niimeros no desenvolvimento da matematica.

Esses questionamentos e inquietagdes motivaram leituras e estudos no ambito do
grupo de pesquisas PEA-MAT (Processos de Ensino e Aprendizagem em Matematica), 0s
quais, por sua vez, conduziram a elaboracdo dos procedimentos que culminaram nesta
pesquisa, realizada em meu local de trabalho, a Universidade do Estado do Pard (UEPA). De
maneira mais precisa, permitiram elaborar a questdo de pesquisa, que antecipo aqui, para mais
tarde melhor explica-la: quais saberes e dificuldades acerca dos conceitos/propriedades dos
nlimeros primos e do teorema fundamental da aritmética sdo evidenciados por licenciandos
em Matematica da Universidade do Estado do Para quando submetidos a uma sequéncia
didatica que pretendeu inserir os mesmos em percursos investigativos, formatados a partir de
pressupostos tedricos ligados a representacbes numeéricas e suas caracteristicas

transparentes/opacas?

1 Em funcédo do carater pessoal da descricdo, troca-se, neste ponto, a narrativa para a primeira pessoa do singular
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As reflexdes provocadas por esta questdo acabaram suscitando outras perguntas em
relacdo aos (potenciais) futuros professores de Matematica da UEPA: o que aprendem quando
se deparam com o0s contetdos da disciplina Teoria dos NUumeros? Que conhecimentos prévios
sdo utilizados? Que tipo de contribuicdes este trabalho poderia trazer para area da Educacao
Matematica, sobretudo para a formacéo de professores que ensinam Matemética? Como 0s
futuros professores de Matematica realizam suas a¢fes de ensino, quanto aos conceitos mais
profundos da Aritmética? Como organizam, argumentam e avaliam 0s topicos dessa
disciplina? Existem outras pesquisas que investigam o desenvolvimento da formacéo
profissional a partir do envolvimento com conteGdos da Teoria dos Numeros? Que
aproximagoes e distanciamentos podem ser estabelecidos entre essas pesquisas e a que se
desenvolve aqui? O que os futuros professores acreditam poder aprender com essa disciplina e
que poderia, de alguma forma, contribuir para uma visao critica do ensino de Aritmética na

educacao basica?

Esta pesquisa ndo responde todos estes questionamentos, uma vez que procurou ser
guiada pela questdo central jA& mencionada. Entretanto, pareceu-me relevante indicar que
veredas se abriram a busca por elementos que sinalizassem a importancia da Teoria dos
Numeros na formacdo dos licenciandos em Matematica. Da mesma forma, considero

importante uma pequena descricdo acerca dos caminhos que até aqui me trouxeram.

Fui formado em matematica em um contexto educacional onde predominava a ideia de
que esta disciplina era para poucos. Durante muito tempo, o orgulho meio inocente em pensar
que quem estudava matematica era melhor do que os outros era algo comum. Esse tipo de
atitude se refletiu em minha préatica profissional como docente. Ndo existia nenhum tipo de
preocupacdo de minha parte com as dificuldades dos alunos. Tudo se resumia a entender que
aquele individuo ndo “nasceu para a matematica”. Jamais imaginava que muitos daqueles
fracassos se deviam aos meus erros. Sempre acreditei que ampliar meus conhecimentos em
matematica seria suficiente para fazer meu trabalho, que julguei se resumir em apresentar e
explicar o contedo em sala. Os resultados negativos, portanto, deveriam ser considerados

como “culpa” dos alunos, sem “base” matematica.

De igual maneira, julguei que cumprir rigidamente meus horarios, respeitando todos
os alunos e as determinacfes académicas da instituicdo de ensino fariam com que meu
trabalho como professor de matematica estivesse absolutamente correto. Tudo se resumia a

ministrar os conteudos e aplicar as avaliagdes correspondentes. Qualquer reclamacao de aluno
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sobre seu fracasso era facilmente rechacada, sob o argumento de que explicagdes detalhadas
sobre o assunto tinham sido feitas em sala, no lapso temporal correto e absolutamente rigido.
Nesta época, minha atitude e postura como professor nunca eram objetos de reflexdo, de
modo a avaliar o quanto contribuiriam como um dos fatores que poderiam levar o aluno ao

fracasso.

Com uma formacdo que valorizava a matemética pela matemética, durante a
graduacdo fui adquirindo um grande preconceito por tudo que terminasse em “ia”, isto &,
pedagogia, filosofia, sociologia, por exemplo. Coisas de um jovem universitario sem uma
capacidade critica sobre alguns discursos. Ndo conseguia perceber a importancia de outros
saberes na qualificacdo de um futuro professor de matematica, ou seja, ndo tinha a
compreensdo necessaria para perceber que no exercicio da profissdo de professor de
matematica, conhecimentos transversais sdo extremamente relevantes e compdem de

multiplas formas, o complexo processo de aprendizagem.

Por volta do ano 2000, apds ceder as indicacdes de bons colegas da area de educacéo
matematica, comecei a ler os livros emprestados por eles e que me indicaram onde deveria
buscar respostas para a minha pratica profissional que, de alguma forma, ja ndo me agradava
mais. Com certeza, havia algo errado. N&o sabia dizer o que era, mas ndo era mais tao
ingénuo para creditar apenas no desinteresse dos alunos toda a culpa. Incomodava-me fazer
tantos cursos, tentar me aperfeicoar cada vez mais, matematicamente falando (por duas vezes
ingressei no IMPA, mas devido a problemas financeiros de manter no Rio de Janeiro, tive que
desistir), e perceber, ao mesmo tempo, meu desconforto na execucdo das aulas. Enquanto
isso, meus colegas que discursavam sobre educacdo matematica pareciam sempre motivados e
extremamente ativos. Resolvi entender o que eles tinham de fato a me dizer, deixando de lado

anos de preconceitos.

Entre outras coisas, percebi que estava preso a estere6tipos, como aquele que diz
respeito a ideia de que sO a nota de matematica seria importante e que bastaria repetir, como
professor, algumas das mesmas praticas as quais eu havia sido submetido na escola bésica e
na universidade. Ou seja, para mim, reproduzir praticas que um dia achei boas, mesmo
aquelas das quais ndo gostei, e forcar outras pessoas, muito diferentes de mim, a aceita-las,
era 0 que eu considerava ser tudo o que eu precisava fazer como professor. Ndo havia reflex@o

sobre o que eu fazia.
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Desta maneira, foram os diadlogos com os colegas da Educacdo Matematica que me
levaram a considerar a necessidade de mudangas em minhas praticas. Essas conversas, além
de alguns cursos, viabilizaram meus primeiros passos em uma pratica educacional reflexiva.
As referéncias da Educacdo Matematica vieram, entdo, a inspirar minha préatica educativa. Ao
comegar a interagir com meus colegas da area de educacdo matematica percebi o quanto isso
foi fundamental para as mudangas que comecaram a ocorrer, tanto em relacdo a pratica de

sala de aula quanto em relacdo a motivacéo pessoal que eu sentia estar perdendo.

Claro que apenas tomar consciéncia que algo deveria ser feito em minha pratica como
professor da disciplina Teoria dos NUmeros por si s6 ndo permitiria investigar de modo
cientifico o que eu poderia fazer. Em 2009, por meio de uma colega que havia feito mestrado
na PUC-SP, tomei o primeiro contato com as teorias francesas sobre a educagdo matematica.
Ainda tenho muito a aprender sobre essas teorias. Percebi que precisava sair de um empirismo
gue ndo se mostrava suficiente na busca dos meus objetivos. Entdo, aceitei o desafio de fazer
algo totalmente novo em minha vida académica, mesmo sabendo que ndo tinha a menor ideia
sobre os contetdos que seriam cobrados no doutorado em Educacdo Matemaética pela PUC-SP
em 2010.

Quanto ao interesse especifico denotado nesta investigacdo, apesar da vasta literatura
sobre muitos topicos de matematica que encontrei nas pesquisas em portugués, infelizmente,
com respeito a teoria dos nimeros, os textos em educacdo matematica sdo quase inexistentes
neste idioma. Mesmo assim, com toda a dificuldade de alguém que ainda estava dando os
primeiros passos nessa area e com a pouca literatura disponivel sobre o assunto, aceitei o
desafio de fazer um trabalho no sentido de obter algum tipo de resposta para a minha questao
de pesquisa, recorrendo, principalmente, a textos produzidos a partir de pesquisas realizadas

no exterior.

Em todo este trabalho esta um pouco da paixdo e dedicacdo que tenho em relacdo aos
nameros primos ao longo da minha carreira como professor de Teoria dos NUmeros.
Realmente, ainda fico sem saber a razdo da abordagem superficial dada a um assunto tao
importante na histéria da matematica, principalmente nos livros didaticos do ensino médio.
N&o acredito que nameros primos devam ser explorados de modo profundo neste contexto,
pois, provavelmente, ndo haveria condi¢cdes para isto; todavia, sua compreensdo permitiria
sempre um retorno importante ao pensamento aritmético, este também, ao que me parece,

abandonado muito cedo.
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De acordo com Nery e Possani (2001), é possivel dar alguns exemplos sobre o
emprego do conceito de numeros primos ao longo dos anos de escola basica. Em torno disto,

elenco algumas situacGes simples:

e Que condicBes se poderia analisar com respeito as raizes de uma equagdo quadrética
se os coeficientes dessa equacgdo fossem todos primos?

e As medidas, em uma mesma unidade, dos lados um tridngulo retangulo podem ser
nameros primos?

e Para quantos pontos da circunferéncia x? + y?> = 461, sendo que 461 é um ndmero
primo, as duas coordenadas sdo nimeros inteiros?

e Quantos divisores positivos possui 0 numero 2420?

e Osnameros a, b e logs a podem ser todos primos?

e Existe algum nimero natural n menor do que 30 para o qual o valor numeérico p(n) do
polindmio p(n) = x? + x + 41 ndo seja um nimero primo? Apresente algum ndmero
natural n para o qual o valor numérico de p(n) ndo seja um ndmero primo;

e Quantos poligonos regulares, com nimero par de lados, podem ter todas as diagonais

expressas, em uma mesma unidade, por nUmeros primos?

Além disso, com algumas poucas informacgdes adicionais, pode-se usar numeros
primos no contexto de matrizes e cdnicas para encobrir mensagens e verificar a primalidade

de um namero inteiro positivo.

Assim, de alguma forma, a pesquisa aqui apresentada reflete a busca por evidenciar
como um grupo de licenciandos mobiliza saberes essenciais da teoria dos nimeros. Assim, no
texto que segue, procuro caracterizar 0s elementos que constituiram as inquietacdes iniciais
como um problema de pesquisa, as bases histdricas e matematicas dos objetos “numero
primo” e “teorema fundamental da aritmética”, os elementos teodricos subjacentes, a
organizacdo didatica adotada em raz&o das escolhas metodoldgicas, entre outros topicos de
relevo. De maneira mais organizada, entdo, o presente estudo apresenta a organizacdo que

segue:

O capitulo um discorre sobre a problematizacdo construida como escopo justificador
das questdes e objetivos desta investigagcdo, com foco na relevancia didatica e na formacao de
professores de Matematica relativa aos temas numeros primos e teorema fundamental da

aritmética;
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O capitulo dois discorre sobre um dos objetos matematicos tomado como base para a
pesquisa, 0S numeros primos, e, mais especificamente, sobre as questdes educacionais e

historicas referentes ao objeto em questdo;

O capitulo trés traz o quadro tedrico da investigacdo, composto, essencialmente, pelos
trabalhos de Zazkis e Campbell (1996) e Zazkis e Liljedahl (2004), além de outros, tomados
em caréter subsidiario. Também aqui sdo alinhados os trabalhos consultados e que de alguma

forma colaboraram com as reflexdes e procedimentos da investigacao;

O capitulo quatro traz aportes sobre a metodologia empregada, incluindo a descricéo
dos sujeitos e do ambiente da pesquisa, bem como a abordagem adotada nas anélises, o
instrumento empregado na coleta de dados e a correlacdo enfocada com as teorias de base por

meio das categorias eleitas;

O capitulo cinco contém as analises, realizada a partir da descricdo do trabalho dos

sujeitos ao longo da situagdo didatica. Fechando este texto, vém as consideragdes finais.
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CAPITULO 1
PROBLEMATIZACAO

De maneiras diversas, o percurso histdrico?, responsavel pela consolidacio de temas
relativos a teoria dos ndmeros, aportou na escola, por meio de insercdes curriculares. Em
perspectiva, entdo, era de se esperar que a formagdo dos professores em cursos de
Licenciatura em Matematica permitisse um amplo contato com elementos relativos a teoria
dos nimeros, mas ndo tem sido assim. Em sua investigacao de temas correlatos aqueles aqui
tratados, Resende (2007) menciona que as possibilidades de formacao abertas por este ramo
da Matematica tém sido negligenciadas nos mais diversos segmentos escolares. Na visdo de
Machado, Maranhdo e Coelho (2005), trabalhar com a teoria dos nimeros no ambito escolar
pode, entre outras possibilidades,

auxiliar a reconhecer e compensar limitages de estudantes em seu
entendimento conceitual da aritmética dos numeros inteiros; criar
oportunidades, através da abordagem de topicos como decomposi¢do
em primos e divisibilidade, para propor problemas fecundos que
desenvolvam a compreensdo conceitual da Matematica; instigar as
habilidades de estudantes para generalizar e fazer conjecturas e para
encontrar maneiras de justificar estas conjecturas; promover o
desenvolvimento de estratégias de provas indutivas e dedutivas
(MACHADO,; MARANHAOQ; COELHO, 2005, p.26).

A Teoria dos Numeros, que tem parte do seu conteldo conhecido na escola basica
como Aritmética, assim como as primeiras no¢des de Geometria, sdo as portas de entrada das
pessoas para a matematica. Em que pese a pouca evidéncia dada ao tema, sua importancia é
inegavel, uma vez que se pode identificar elementos da Aritmética basica por toda parte. Por
isso, o trabalho inicial com os ndmeros esta intimamente relacionado com as questdes

matematicas mais praticas da vida diéria, como aventa Resende (2007):

Tépicos de Teoria dos Numeros estdo presentes na educacao basica, sendo
que 0s nUmeros naturais e os inteiros ocupam grande parte dos curriculos
de matematica nesse nivel e 0 seu ensino tem questdes préprias que ndo
podem ser desconsideradas na formacdo do professor; a Teoria dos
NUmeros é um espago propicio para o desenvolvimento de ideias
matematicas relevantes relativas aos nimeros naturais e algumas também
estendidas aos inteiros, presentes na matematica escolar, como a
recorréncia, a indugdo matematica, a divisibilidade; a Teoria dos NUmeros

2 Neste trabalho, os elementos historicos (e matematicos) considerados relevantes para a pesquisa estdo
consolidados no capitulo 2.
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€ um campo propicio para uma abordagem mais ampla da prova, porque
oferece ricas oportunidades para a exploracdo dos diferentes tipos de
provas, permitindo ao licenciando perceber que a prova tem diferentes
funcBes e que, no ensino, ndo deve ser compreendida da mesma forma que
na pesquisa em matematica. (RESENDE, 2007, p. 7).

Apesar da sua relevancia para a formacdo de futuros professores de matemaética,
Rezende (2007) observa que a Teoria dos NUmeros ndo € muito considerada nas pesquisas em
Educagdo Matemaética, mesmo,

(...) a Teoria dos Numeros ser um campo propicio para a investigacdo
matematica, porque permite a exploracéo de padrdes e relagdes numéricas, 0
uso da recurséo e da indugdo matematica, oportunizando o desenvolvimento
das habilidades de conjecturar, generalizar, testar e validar as conjecturas.
Essas potencialidades sustentam a concepcdo de uma disciplina, que esta
sendo denominada Teoria Elementar dos Numeros, que tem como fonte o
saber cientifico, mas também os saberes escolares e as demandas que 0 seu
ensino apresenta ao professor. (RESENDE, 2007, p. 7).

A justificativa desta pesquisa repousa, essencialmente, na relevancia do tema no
ambito da aprendizagem dos numeros naturais e a necessidade de apropriacdo destes
elementos, e de estratégias pertinentes de ensino, por parte de professores de Matematica em
formacdo. Neste aspecto, em um primeiro momento, € preciso considerar que as criangas, ao
chegarem a escola, ndo encaram 0s nimeros e as operacdes elementares relativas a eles como
fatos inéditos, o que permitiria que seu ensino considerasse esta premissa, em carater

progressivo. Justamente neste sentido, afirmam Friederich, Kruger e Nehring:

As criangas ao chegarem & escola, j& possuem certa nogdo dos numeros e
algumas operacOes basicas, portanto o estudo dos numeros, como objeto
matematico, precisa envolver o reconhecimento da existéncia de diferentes
tipos de numeros e de suas representacOes e classificacdes, exemplo os
nlmeros primos, compostos, pares, impares, fracionarios etc. E importante
salientar que partir dos conhecimentos que as criangas possuem n&o significa
restringir-se a eles, pois é papel da escola ampliar esse universo de
conhecimento e dar condicdes a elas de estabelecerem vinculos entre o que
conhecem e 0s novos contetdos que vdo construir, possibilitando uma
aprendizagem significativa (FRIEDERICH,; KRUGER; NEHRING, 2009,

p. 4).
Justamente, para trabalhar com os exemplos e problematizac6es elencadas na fala dos
autores supramencionados, faz-se imprescindivel apresentar dominio sobre os temas em
questdo. Desta forma, o trabalho com a Teoria dos NUmeros, no &mbito desta investigacgéo,

pretende identificar, por meio de problematizagcbes, os conhecimentos e dificuldades
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evidenciados por um grupo de alunos de um curso de licenciatura em Matematica da
Universidade do Estado do Para acerca dos conceitos/propriedades dos numeros primos e do
teorema fundamental da aritmética. Como potenciais futuros professores, esta investigacdo
tem grande parte de sua importancia ligada a atuacdo destes sujeitos nos ambientes escolares,
e na sala de aula, em particular, no que se refere ao trabalho didatico com os nimeros primos.
A compreenséo sobre saberes e dificuldades neste ponto pode auxiliar, eventualmente, no que
se refere a acOes que interfiram positivamente na formacéo de professores de matematica para

o trabalho com topicos da teoria dos nimeros.

Estes objetos matematicos surgem bem cedo na vida escolar dos estudantes. Os
sistemas escolares preveem a introducdo do conhecimento relativo aos nimeros primos, por
exemplo, geralmente no sexto ano do ensino fundamental. De fato, os Parametros
Curriculares do Ensino Fundamental (Brasil, 1998) recomendam, naquilo que chamam de
terceiro ciclo (os atuais sexto e sétimo anos) um trabalho continuado com os nimeros naturais
“em situagdes de contagem, de ordenagdo, de codificagdo em que tenha oportunidade de
realizar a leitura e escrita de numeros ‘grandes’ e desenvolver uma compreensdo mais
consistente das regras que caracterizam o sistema de numeragao que utiliza” (BRASIL, 1998,

p.66).

Neste contexto, a introdu¢do dos numeros primos ndo pode surgir de forma descolada
em relacdo ao principio multiplicativo, nem exposta sem a contextualizacdo proposta por

situacOes problema:

Conceitos como os de ‘multiplo’ e ‘divisor’ de um numero natural ou o
conceito de ‘nimero primo’ podem ser abordados neste ciclo como uma
ampliagdo do campo multiplicativo, que ja vinha sendo construido nos ciclos
anteriores, e ndo como assunto novo, desvinculado dos demais. Além disso,
é importante que tal trabalho ndo se resuma a apresentacdo de diferentes
técnicas ou de dispositivos praticos que permitem ao aluno encontrar,
mecanicamente, 0 minimo multiplo comum e méximo divisor comum sem
compreender as situagdes-problema que esses conceitos permitem resolver
(BRASIL, 1998, p.66).

Em atencéo a esta proposicao, observa-se que o que se apresenta nos livros usados nas
escolas do Para ndo difere dos PCNs e é muito semelhante ao Curriculo do Estado de Sao

Paulo® (2010) que propde a introducio do conceito de niimeros primos no 6° ano do Ensino

3 Infelizmente ndo conseguimos junto a Secretaria de Educacédo do Para informagdes ou documentos oficiais.
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Fundamental. Como é possivel observar na Figura 1, o conteido esté relacionado ndo a mera

identificacdo dos primos, mas ao seu significado.

Figura 1 - Nameros primos em uma abordagem curricular

52 série/62 ano do Ensino Fundamental
| | Conteidos Habilidades

Nameros ¢ Compreender as principais caracteristicas
do sisterna decimal: significado da
base e do valor posicional

MNUmeros naturais
+ Conhecer as caracteristicas e propriedades

* Multiplos e divisores 1ieties €
P dos ndmeros naturais: significado dos

;. Nameros primos ndmeros primos, de maltiplos e de divisores
'E * Operagties basicas (+, —, ., <) * Saber realizar operagdes com nlmeros
E . naturais de modo significativo (adigdo,
a * Introducao as poténcias subtracio, multiplicagiio, divisio,
- potenciagao)
Frages + Compreender o significado das fragtes na
* Representagsio representagdo de medidas ndo inteiras e da

equivaléncia de fragbes
+ Comparagao e ordenagao
* Saber realizar as operagfes de adigdo e

* Operagdes subtragio de fracees de modo significativo

Fonte: Curriculo do Estado de Sdo Paulo (Matematica e suas Tecnologias — Ensino Fundamental Ciclo 11
e Ensino Médio), p.57

Em relacdo ao conceito de primalidade, as situacOes de aprendizagem devem fornecer
condicBes didaticas para que os estudantes percebam que alguns nimeros sédo o produto de
outros, como 6 =2x 3, 30 =5 X% 6, etc., ou seja, que sdo numeros compostos. Neste
contexto, devem os estudantes compreender que 0s demais nimeros sdo aqueles que ndo tém
outros fatores além deles mesmos e da unidade. Em outras palavras, é importante que 0s
discentes registrem que primo é todo niumero, maior do que 1, que é divisivel somente por si
mesmo e pela unidade, compreendendo que 0s primeiros numeros primos séo 2, 3, 5, 11, 13,
17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, etc. Outra compreensao valiosa neste sentido é aquela por meio da
qual se pode afirmar que, quando um nimero nao é primo, 0 mesmo pode ser decomposto em
fatores primos, como 12 =2 x2x 3, 30 =2Xx3Xx 5,935 =5 x 11 x 17. Pelo seu caréater
basilar no estudo dos numeros inteiros, essa propriedade é conhecida como o Teorema
Fundamental da Aritmética (TFA). Ela significa que os numeros primos séo, por assim dizer,

os “atomos” ou “tijolos” da constru¢ao numérica pela multiplicacao.

Assim, é preciso pensar na maneira como podem ser construidos elementos didaticos
que estimulem o trabalho com os numeros primos com os futuros professores, do ponto de

vista da formagdo matemaética dos mesmos. A construcdo da aprendizagem relacionada a estes
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objetos representa um desafio para o professor, a medida que 0s processos relacionados ao
significado deste tema precisam fornecer elementos para que o estudante ndo apenas
compreenda as caracteristicas intrinsecas destes nimeros e a importancia da apropriacdo do
conhecimento relativo aos mesmos no ambito da aritmética, como também desenvolvam
competéncia para 0o emprego das propriedades dos primos em situagdes matematicas
contextuais, caracterizadas por argumentagdes, demonstragdes, provas e usos especificos
(compreensdo de cddigos criptograficos é um caso tipico) e, também, fundamentalmente, em

situacBes em que se solicite a resolucdo de problemas (COUTINHO, 2000).

Uma vez que a descricdo sobre os nimeros primos e sua insercdo na aprendizagem de
elementos da teoria dos nimeros tenha sido exposta, uma questdo importante a pensar é em
como este conceito é mobilizado pelos licenciandos. Como poucas pesquisas no ambito da
teoria dos numeros foram conduzidas sob a égide da Educacdo Matematica h4, portanto,
espaco para discutir questdes relativas aos objetos que lhe sejam associados, como 0s
nimeros primos e o teorema fundamental da aritmética. Neste aspecto, muitas construcoes
conceituais sobre a primalidade, as propriedades referentes aos nimeros primos e sobre o
TFA tém se mostrado frageis na formacdo dos professores de Matematica (ZAZKIS;
CAMPBELL, 1996).

Sobre este segundo ponto, Zazkis e Campbell (1996) efetuaram um estudo, essencial
para a pesquisa aqui descrita, com professores em formacdo, no intuito de levantar e analisar
dados sobre a compreensdo dos mesmos acerca do teorema fundamental da aritmética. A
investigacgdo, realizada por meio de questionarios e entrevistas contendo elementos objetivos,
concluiu que os professores apresentam substancial dificuldade na compreensao da unicidade
da decomposicdo de numeros inteiros em fatores primos. Quando confrontados com as
questdes objetivas, os professores em formacdo recorreram a diversos recursos, como
aplicacdo de regras de divisibilidade, célculo de raizes, verificacdo do fato de determinada
divisdo ser exata, entre outros. Entretanto, se compreendido e aplicado o teorema aqui
mencionado, este esforco em aplicar operagdes sucessivas e por vezes demoradas poderia ser

dispensado.

Em outro estudo, também crucial para esta investigacdo, Zazkis e Liljedahl (2004)
trataram de tema que pode ser visto como ainda mais basico, buscando investigar a
compreensdo dos professores de escolas basicas em formagéo acerca dos nimeros primos e de

suas propriedades. Aqui, os autores identificaram uma série de dificuldades conceituais por
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parte dos professores em formacédo, entre as quais a dificuldade de aplicagdo do proprio
conceito de primalidade, que surgiu quando alguns sujeitos ndo conseguiram determinar (ou o
fizeram de forma errénea) se m(2k + 1) poderia ser um ndmero primo, com m e k inteiros.
Desta forma, considerando a escassez de estudos desta natureza, achou-se pertinente abordar
este tema sob o enfoque da compreenséo e uso do conceito de nimero primo e do teorema

fundamental da aritmética.

Assim, esta pesquisa, de carater qualitativo, procura investigar como 0s conceitos e
propriedades dos numeros primos, elementos essenciais da teoria dos numeros, e 0s conceitos
do Teorema Fundamental da Aritmética sdo apropriados por potenciais professores em
formacdo, que sdo estudantes de licenciatura em Matematica da Universidade do Estado do
Para, e a maneira pela qual tais professores compreendem e resolvem problemas relativos a
estes temas. O esforco desta investigacdo é norteado pela seguinte questdo: quais saberes e
dificuldades acerca dos conceitos/propriedades dos numeros primos e do teorema
fundamental da aritmética sdo evidenciados por licenciandos em Matematica da
Universidade do Estado do Pard quando submetidos a uma sequéncia didatica que pretendeu
inserir 0S mesmos em percursos investigativos, formatados a partir de pressupostos tedricos

ligados a representacdes numéricas e suas caracteristicas transparentes/opacas?

Com o intuito de responder a este questionamento, a sequéncia didatica a qual os
licenciandos foram submetidos pretendeu inserir 0S mesmos em percursos investigativos,
formatados a partir de pressupostos ligados a representacfes numéricas e suas caracteristicas
opacas/transparentes. As analises sdo conduzidas com aportes ligados ao constructo teérico
mencionado e direcionadas pelo uso de um instrumento, representado por uma sequéncia de
questdes problematizadas, tomadas entre aquelas utilizadas nos estudos de Zazkis e Campbell
(1996) e Zazkis e Liljedhal (2004), de modo a aprofundar as questdes relativas a primalidade,
tendo por foco o teorema fundamental da aritmética. Desta forma, um objetivo secundario
pode ser alinhado, consistindo na comparagdo entre os resultados obtidos nos estudos

originais e aqueles obtidos neste trabalho.

Descrita a problematizacdo, os proximos capitulos se encarregam de melhor
esclarecer a organizacdo aqui anunciada. Em particular, o capitulo dois indica os elementos

historicos e matematicos pertinentes, logo a seguir.
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CAPITULO 2
NUMEROS PRIMOS: UM PANORAMA

Este capitulo, pretende-se constituir um estudo a respeito dos objetos matematicos que
representam o foco desta pesquisa, “niimeros primos” e “teorema fundamental da aritmética”.
Deste ponto de vista, apresentam-se alguns aportes histéricos relativos a teoria dos nimeros,
ilustrando como problemas aparentemente simples neste ambito desencadearam profundas
pesquisas e descobertas. De igual forma, procura-se trazer elementos para uma discussao

epistemolodgica da constituicdo destes objetos no ambito da teoria dos nimeros.

Além disto, este capitulo também tem a funcdo de evidenciar os obstaculos que os
conceitos de nimero primo e o TFA impuseram aos estudiosos da Matematica ao longo da
historia e as contribuicdes de cada a um deles no desenvolvimento, refinamento e
ramificacdes pelos quais 0s conceitos passaram, bem como 0s percursos cumpridos até se
estabelecerem como parte do conhecimento matematico. As questdes historico-
epistemolodgicas contribuiram para a selecdo da sequéncia didatica, de modo a diagnosticar a

apropriacédo dos objetos desta pesquisa pelos licenciandos.

2.1 Breve percurso historico: a importancia dos nimeros primos para a Matematica
2.1.1 Os pitagoricos

Eves (2011) afirma que os primeiros passos no sentido do desenvolvimento da teoria
dos nimeros foram dados por Pitagoras e seus seguidores. O autor relata que Jamblico (320 d.
C.), um filésofo neoplatonico, atribui a Pitdgoras a descoberta dos nimeros amigos, aqueles
cujas somas dos divisores de um resulta exatamente no outro. Apesar de nem todos 0s
historiadores concordarem, “se atribuem aos pitagéricos os niimeros perfeitos, deficientes e
abundantes” (EVES, p. 99, 2011). Quanto aos numeros figurados, que representam uma
ligacdo entre a geometria e a aritmética, parece haver concordancia quanto a sua origem se

dever aos pitagoricos.

Uma grande descoberta numérica atribuida aos pitagoricos é da relagdo entre
intervalos musicais e razdes numéricas. S80 0s primeiros registros que permitiram aos
pitagoricos produzir estudos matematicos das escalas musicais (EVES, 2011). Neste sentido,

0 numero tinha para os pitagoricos (...) um cardter metafisico. N&o
pretendiam explicar o universo por meio dos nimeros usando uma algebra

universal utilizavel em qualquer &rea do conhecimento, como Descartes
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(1596-1650), mas acreditavam que a origem e o principio das coisas eram 0
ndmero em si, por sua vez criado por uma fuséo do ilimitado com o limitante
(CLIMACO, p. 3, 2011).

Para além deste carater inicial dos nimeros, interessa compreender como alguns dos

elementos da teoria dos nimeros foram constituidos, o que é apresentado a seguir.

2.1.2 Euclides

A primeira apresentacdo sistematizada do que viria a ser a Teoria dos NUmeros
aparece nos Elementos de Euclides (360-295 a.C). Os livros VII-1X s&o dedicados a este tema,

por meio de tépicos como a divisibilidade de inteiros, a adicdo de séries geométricas, algumas

propriedades dos nimeros primos e a prova da irracionalidade do nimero \/5 Al se encontra
tanto o “algoritmo de Euclides”, para achar o maximo divisor comum entre dois niimeros,

como o “teorema de Euclides”, segundo o qual existe uma infinidade de nimeros primos

(EUCLIDES, livro IX, proposi¢édo 20, 2009).

De fato, inicialmente, os conceitos de mdc e mmc devem estar bem estabelecidos para
que o Crivo de Eratosthenes e o Algoritmo de Euclides possam ser compreendidos. Hefez
(2006) lembra gue esses conceitos se encontram no Livro VII dos Elementos e, apesar de mais

de dois mil anos desde sua escrita, eles continuam atuais.

Dados dois numeros naturais a e b, ndo simultaneamente nulos, diremos que

0 nimero natural de IN* é um divisor comum de a e b se dja e d|b.

Diremos que d é um maximo divisor comum (mdc) de a e b se possuir as

seguintes propriedades:
i) d é umdivisor comumdeaedeb, e
ii) d é divisivel por todo divisor comum de a e b (HEFEZ, p. 53, 2006)

Aventa-se, neste ponto, por exemplo, que os futuros professores conhecam o
Algoritmo de Euclides. Além da importancia imediata para o calculo do mdc, ele é o método
mais usual para determinar uma solucdo inteira da equacgéo difantina linear ax + by = c, onde

mdc(a,b) divide c e a, com b e c inteiros.

O algoritmo de Euclides demonstra, de forma construtiva, a existéncia do mdc. Sobre

esse algoritmo, Hefez observa que “0 meétodo, chamado de Algoritmo de Euclides, é um
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primor do ponto de vista computacional e pouco conseguiu-se aperfei¢coa-lo em mais de dois
milénios” (HEFEZ, p. 56, 20006).

As muitas definigdes, propriedades, teoremas e corolérios presentes nesses assuntos se
constituem um momento Unico na formacéo dos futuros professores com relacéo a conteudos
que estdo muito presentes na educacdo basica. Em nenhuma outra disciplina o futuro
professor terd a oportunidade de discutir matematicamente essas questfes da Aritmética.
Como Resende (2007) apontou, a Teoria dos Nimeros deve ser vista como um saber a ensinar
voltado para a formacdo inicial do professor da escola bésica, procurando levantar

possibilidades para ressignificar essa area nos curriculos da licenciatura em matematica.

Cabe, entretanto, discutir outros conceitos importantes relacionados a teoria dos
nlmeros e aos primos, e opta-se aqui por fazé-lo em um contexto histoérico. Assim, como se
disse, os livros VIl a IX sdo dedicados a conceitos sobre teoria dos nimeros. Destaca-se

alguns resultados importantes nos quadros 1 e 2 (EUCLIDES, 2009).

Quadro 1 — Euclides e a teoria dos numeros (livro VI1)

Livro VI

VI1.1-2: Algoritmo de Euclides

VI1.30 : Se um primo p divide ab, entdo p|aoup|b

VI1.31: Todo nimero composto € divisivel por um nimero primo

Livro VII — Teoria das Proporc¢des

Fonte: O autor

Quadro 2 — Euclides e a teoria dos numeros (livro 1X)

IX.14: Teorema fundamental da aritmética (todo nUmero inteiro maior que 1,

decompdem-se de forma Unica, exceto pela ordem dos fatores, em produto de fatores primos)
IX. 20: (Teorema da infinidade dos Primos): N&o existe 0 maior nimero primo
IX.35: A soma dos termos de uma progressado geomeétrica

IX.36: Teorema sobre os nimeros perfeitos

Fonte: O autor
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Os quadros 1 e 2 destacam importantes proposi¢des contidas nos Elementos
(EUCLIDES, 2009). Sendo os nimeros primos o objeto principal desta pesquisa, mostra-se a
seguir quatro demonstracdes sobre a infinidade dos numeros primos (IX 20) que ilustram
muito bem os grandes avancos que esse conceito vem produzindo na matematica ha milhares

de anos.

A primeira demonstracdo, com atualiza¢des na linguagem, € a mesma que se encontra
em “Os Elementos”. Ela é considerada universalmente pelos matematicos como um modelo
de elegancia matemaética. Euclides emprega o método conhecido como reducdo ao absurdo
(EVES, 2011).

A segunda demonstracdo reescreve a primeira utilizando as notaces e linguagem

matematica atuais.

A terceira demonstracao, trazida aqui em carater ilustrativo, é devida a Leonhard Euler
(1707-1783) e mostra uma transicdo importante pela qual passou a teoria dos numeros.
Métodos da andlise matematica comecaram a ser usados para dar respostas aos seus
problemas. Os métodos usados por Euler iniciaram um novo ramo na matematica chamado

Teoria Analitica dos NUmeros.

A quarta demonstracdo, também de carater apenas ilustrativo, é devida a Hillel
Furstenberg e foi publicada pela primeira vez em 1955. E a quinta das seis demonstracdes
sobre a infinidade dos nimeros primos que aparecem no livro Proofs from THE BOOK
(AIGNER, ZIEGLER, 2010). Ficou famosa por ser chamada de “demonstragdao topologica”.

Os conceitos subjacentes a demonstracdo podem ser vistos em Lipschutz (1971).

Demonstracdo 1. Teorema de Euclides (Proposicdo 20, livro 1X), propde que 0s
nameros primos sao mais numerosos do que qualquer quantidade que se tenha de nimeros

primos.

Sejam, entdo, A, B e C 0s numeros primos propostos. Diga-se que ha mais nimeros

primos que A, B e C.
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Figura 2 — Representacdes sobre primos

Fonte: Euclides, 2009 (adaptado)

Para tanto, tome-se 0 menor numero medido por A, B, C, chamando-o de DE, e
acrescentando-se a DE a unidade EF, como indica a figura 2. Entdo, DF é primo ou ndo.
Supondo que seja primo, entdo terdo sido encontrados os numeros primos A, B, C e EF, que

sdo mais que A, B, e C.

Suponha-se, entretanto, que EF ndo seja primo; entdo, é medido por algum nimero
primo: seja, assim, medido por um nimero primo G. Diga-se que G ndo é 0 mesmo que
nenhum dos numeros A, B, C, pois, se fosse possivel, seria. Mas A, B, C, medem o DE, entéo
G medird também o DE. E também mede o EF; e G, sendo um numero, medird também a
unidade restante DF; o que é um absurdo. Logo, G ndo é o0 mesmo que nenhum dos nimeros
anteriores A, B, C. E foi suposto que era primo. Por conseguinte, hdo sido achados mais

naimeros primos do que a quantidade proposta dos nimeros A, B e C.

Demonstracdo 2. A segunda demonstracdo para o Teorema de Euclides, entendido
como “existem infinitos nimeros primos”, utiliza um raciocinio indutivo: considerando que a
afirmacéo seja verdadeira, entdo, basta mostrar que, sendo p um primo qualquer dado, entéo
sempre vai existir um primo maior que p. Seja 2, 3, 5, ..., p a lista completa de todos os
primos até p. Forma-se 0 nUmero P =2x3x5x7x...x p+1. Fica claro que p < P e também
que P ndo é divisivel por quaisquer dos primos 2, 3, 5, ..., p. Entretanto, P ou € primo ou é
divisivel por algum primo g < P. No @ltimo caso, a observacdo anterior implica que q > p.

Assim, em qualquer caso, existe um primo maior que p (RIMBENBOIM, 2012).

Demonstracdo 3. A terceira demonstracdo, desenvolvida por Euler, considera a

identidade (I), provada por ele mesmo, que liga a fungé@o zeta com 0s nimeros primos:

=1 1
I |
Z ; Hl_ps()
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Onde:

=1 1 1 1 1 . «
o Z—=1+—+—+—+—+...,eafungaozetaqueconvergeparas>1.
n:1ns 25 35 45 55
1 1 1 1
B e e e
p 1= P - - -

, produto com todos 0s nimeros primos.

Se houvesse apenas um namero finito de primos, entdo o produto do segundo membro de

(1) seria um produto finito e teria um valor finito para s>0, inclusive para s=1.

Faca-se, em (I), s = 1:

21 1
>—=[l—=m

na N p 1_p

O primeiro membro de (Il) é a série harm(‘)nicaz1 que diverge a infinito. Essa
n=1

contradicdo mostra que existe um namero infinito de primos (SIMMONS, 1988)

Demonstracdo 4. Considere-se a quarta demonstracdo devida a Firstenberg: seja a

seguinte topologia no conjunto z dos inteiros: para a,b € Z, b>0, tem-se:
N,,={a+nb:neZ}

Cada conjunto N, €& uma dupla progressdo aritmética infinita, uma vez que,

ordenando seus elementos Xx>b, obtém-se uma progressdo aritmética de termo inicial b e

razéo |a|; a outra ordenagéo dos elementos X<b nos da uma progresséo aritmética de termo

inicial também b, mas de razédo -|a|.

Seja 0 conjunto Q c Zaberto se cada Q € vazio, ou se para todo a € Q existe algum

b>0com N,, Q. E a unido de conjuntos aberto é aberta. Se €,,Q, sdo abertos, e
aeQ,NnQ,comN,, cQ e N,, cQ,,entdo aeN,, , cQ NQ,.
Assim, pode-se concluir que qualquer intersecdo finita de conjuntos abertos é

novamente aberta. Logo, essa familia de conjuntos abertos fornece uma interessante topologia

em Z.
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Seguem, ainda, dois fatos:

(A) Qualquer conjunto aberto ndo vazio € infinito.

(B) Qualquer conjunto N, , € fechado tambem.
Na verdade, o primeiro fato decorre da defini¢do. Para o segundo, observa-se que
b-1

N,, =Z/[JN

i=1

a+ib !

0 que prova que N € o complementar de um conjunto aberto e, portanto, fechado.

Uma vez que qualquer nimero n=1,—1 tem um divisor primo p, e, portanto, esta

contido em N, , concluimos

0,p’

ZI{-13=N,,

peP

Agora, se P for finito, entdo U Ny, seria uma unido finita de conjuntos fechados
peP

(pela condicdo B), e, portanto fechado. Consequentemente, {-1, 1} seria um conjunto aberto,
uma violagdo da condigdo A (AIGNER; ZIEGLER, 2010).

Ribenboim (2012) apresenta outras provas além das apresentadas aqui, e comenta

aspectos e curiosidades interessantes sobre determinadas demonstracoes.

Igualmente importante no ambito deste trabalho € o TFA. De fato, dentre todos os
teoremas que devem fazer parte da bagagem matematica do futuro professor, este €
indispensavel. Por meio dele, deve-se compreender que todo nimero natural maior que 1 ou é
primo ou se escreve de modo Unico (a menos da ordem dos seus fatores) como um produto de
nimeros primos. A compreensdo deste teorema, como ja indicado no capitulo anterior,
deveria permitir conexdes envolvendo os conceitos de fatoragéo, divisibilidade, primalidade,

entre outros.

2.1.3 Numeros Famosos e o0 Teorema Fundamental da Aritmética

Ao provar que todo nimero natural composto € igual a um produto de numeros

primos, outra questdo surge: de quantas maneiras pode um ndmero natural composto ser
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escrito como um produto de nimeros primos? A experiéncia sugere que a resposta deva ser
“de uma tinica maneira”. A prova de que esta € a resposta correta € muito mais interessante do
que a prova de que cada nimero natural composto pode ser escrito como o produto de primos
(STEIN, 1969)

Aqui estd o que se quer provar: se for possivel outra maneira para expressar um
ndmero natural como produto de n nimeros primos — por exemplo, o produto A; X Az X...X
An,, — e se alguém conseguisse expressar 0 mesmo numero como o produto de m ndmeros
primos — por exemplo, como o produto Bix Bz X...x Bm — entdo, n deve ser igual a m e os B’s
devem ser apenas um rearranjo dos A’s. Em outras palavras, o que se quer provar ¢ este
teorema, normalmente chamado de Teorema Fundamental da Aritmética (STEIN,1969).

Se A1, Az,..., An e By, Ba,..., Bm S0 primos, escritos em ordem crescente, e se Ay X
Az X..X An=B1x B2 X...X Bm, entdo, A1= By, A2= Ba,..., e n=m. Seria razoavel provar primeiro
que A1 = Ba.

A partir do que esta dito acima, pode-se dizer que A1 é um divisor do produto de
todos os A’s e, consequentemente, de todos os B’s. Se se soubesse como forgar A; a ser um
divisor de, pelo menos, um dos B’s, haveria um bom caminho para uma prova. Se A1 divide,
por exemplo, B1, entdo, uma vez que B1 é um primo, Az teria que ser igual a B1. Isso seria um
bom comeco. Infelizmente, ndo se tem certeza, neste momento, se um primo que divide 0
produto de varios outros numeros naturais tem de dividir pelo menos um deles. Afinal, a
definicdo de um primo depende da maneira como 0s numeros naturais o dividem, ndo na
forma como ele divide os outros numeros naturais (STEIN, 1969).

Para verificar se um numero natural é primo, teoricamente, deve-se olhar para os
ndmeros naturais menores que esse nimero e maiores que 1 e verificar se algum deles o
divide. Agora, verificar a forma como um determinado nimero natural divide um produto de
nimeros parece ser uma tarefa bem mais complicada teoricamente. Justamente por isso,
Zazkis e Campbell (1996) comentam que se deve elaborar alternativas pedagdgicas com
relacdo a prova do TFA. Em atencdo a este fato, a seguir, apresenta-se o “nimero famoso” e
sua relacdo com a definicdo de nimero primo e a prova do TFA.

Para tanto, considere-se que um numero natural maior do que 1 é famoso se, sempre
que ele divide o produto de dois nUmeros naturais, entdo, ele divide pelo menos um deles. Por
exemplo, para provar que 2 ¢ famoso, deve-se mostrar que, sempre que o0 numero 2 divide A

X B, entdo 2 divide pelo menos um dos fatores, A ou B. Ou seja, quer-se provar que se A x B
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é par; entdo, pelo menos um dos fatores A ou B é par. Além disso, provar que o produto de
dois numeros impares deve ser sempre impar.

Neste caso, se A é impar, pode-se escrever A como 2a + 1, onde a € um numero
natural. Se B é impar, pode-se escrevé-lo como 2b + 1, onde b € um nimero natural. Para o

produto A x B, tem-se:
AxB=(a+1)x(2b+1)=4ab+2a+2b+1,
onde 4ab + 2a + 2b é claramente um numero par; assim, A x B é impar. Assim, 2 é famoso.

E claro que é bem mais dificil provar que um niimero é famoso do que provar que o
mesmo é primo (apesar que determinar a primalidade de um inteiro também é bem dificil).
Novas consideracOes teriam que ser feitas se se quiser provar, por exemplo, que 3 é famoso
ou que 5 é famoso. Além disso, é menos trabalhoso mostrar que um nimero natural ndo é
famoso do que mostrar que ele €. Por exemplo, 6 divide 3 x 4, mas ndo divide nem trés e nem
quatro, logo 6 ndo é famoso. Na verdade, de maneira mais Obvia, 6 divide 2 x 3 e ndo divide
nem 2 e nem 3. Este segundo argumento sugere que nenhum ndmero natural composto pode
ser famoso. Dai, segue o teorema 1.

Teorema 1. Todo ndmero famoso é primo.

PROVA. Seja N famoso. Suponha-se, por um momento, que N também é composto. Entdo, N
pode ser escrito como um produto Q x A, onde Q e A sdo ambos menores do que N. Desde
que N divide N, vé-se que N divide Q x A; mas, como Q e A sdo menores do que N, N néo
pode dividir nem Q nem A. Assim, N ndo é famoso, o que leva a crer que N ndo deve ser

composto. Como corolario, todo nimero famoso é primo.

Isso ndo permite concluir, de forma apressada que todo primo é famoso. Vale
lembrar que foi feito algum esforco s6 para provar que 2 é famoso, e em nenhum lugar da
prova se faz uso do fato de que 2 é primo. Além disso, 10 ndo é famoso, pois divide 4 x 25 ¢
ndo divide nem 4 e nem 25. Como se V€, a prova de que todos os primos sao famosos ganha

maior importancia.

Antes de encarar o problema de saber se todos os primos sdo famosos, deve-se
recapitular o que levou a definir os nimeros famosos. O interesse, neste sentido, repousa na
questdo se um primo divide o produto de varios nimeros naturais, entdo ele divide pelo

menos um deles?
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Teorema 2. Se um numero famoso divide um produto de varios nimeros naturais, entdo ele
divide pelo menos um deles.

PROVA. Argumente-se para 0 caso em que 0 numero famoso ocorre numa divisdo do
produto de trés nimeros naturais. Seja S um namero famoso que divide A x B x C. Quer-se

provar que S divide pelo menos um dos fatores A, B e C.

E claro que a S divide o produto de dois nimeros naturais a A e B x C. Uma vez que
S é famoso, ele divide pelo menos um dos termos A e B x C. Se S divide A, caso encerrado.
Entretanto, se S divide B x C, entdo, uma vez que S é famoso, S divide pelo menos um dos
fatores B e C. Assim, vé-se que, sempre que um numero famoso dividir o produto de trés
nameros naturais, entdo ele tem de dividir pelo menos um deles. O mesmo argumento pode
ser aplicado ao produto de mais de trés nUumeros naturais e 0 Teorema 2 pode ser

generalizado.

Até aqui, a adicdo ndo foi usada. Nem as no¢des de primo e famoso, nem 0s
Teoremas 1 e 2 e as suas demonstracdes fizeram qualquer mengdo a adicdo. No entanto, a
prova de que cada primo é famoso se baseia fortemente em adicdo. Assim, o TFA € realmente
um teorema sobre a multiplicacéo e a adicéo.

A prova aqui apresentada €, basicamente, a mesma que aparece no Livro 7 de
Euclides, publicado cerca de 300 A.C, e é, provavelmente, o trabalho de toda uma escola de
matematicos. Deve-se observar cuidadosamente onde exatamente a adi¢do faz a sua aparicéo
em cena e onde ela existe; ela ndo aparece em nenhum lugar da declaracdo do TFA, mas
apenas na prova que antecedeu a ele (STEIN, 1969).

Para provar que cada primo é famoso, tem-se que quebrar a prova de Euclides em
varios pedacos. Para perceber todo o argumento, é preciso ver como cada peca (Lema) se
encaixa. Entendendo os detalhes das varias provas, pode-se ver como os lemas separados
formam um grande resultado. Essa € uma atitude muito sensata para que ndo se deixe de ver a
floresta por causa das arvores. Ver-se-4 que 0S argumentos principais estdo na seguinte
sequéncia: Lema 3, Algoritmo de Euclides, Lema 4 e Teorema 3. A adi¢do se apresenta nos
Lemas 3 e 4 (KALUZHNIN,1979).

Lema 1. Para todo nimero inteiro A, diferente de zero, mdc (A, 0) = 0.

Lema 2. Se A é primo e A néo divide B, entdo mdc (A, B) =1.

Lema 3. Se A, B, Q e R sdo nimeros naturais na relacdo B = QxA + R (onde A e B néo séo
iguais a zero), entdo mdc (B, A) = mdc (A, R).
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O Lema 3 é a base para o conhecido Algoritmo de Euclides para o célculo do
mdc(A, B). O Algoritmo de Euclides envolve repetidas divisdes pelos restos até se encontrar
um resto igual a zero (KALUZHNIN,1979). Cada passo produz um resto menor que o resto
da etapa anterior. Esse processo levara a obter um resto igual a zero. O resto antes de zero € 0

maximo divisor comum. Esta é a técnica.

O proximo Lema serd o principal instrumento para provar que cada primo é famoso.
Sabe-se que o mdc(2, 3) =1 e 1 pode ser expresso em termos dos nimeros 2 e 3 como (- 1) X
2+ 1x3.0mdc (72, 20) = 4 e 4 pode ser expresso em termos dos numeros 72 e 20 como 2 X
72 + (-7) x 20. O Lema 4 afirma que o mdc(A, B) para quaisquer nimeros naturais A e B, em
que ambos sejam diferentes de zero, pode ser expresso em termos de A e B.
Lema 4. Para qualquer numero natural A e B (ambos diferentes de zero) existem inteiros M e
N tal que

mdc (A, B)=M x A + N x B.

O Algoritmo de Euclides é um processo que auxilia a determinar os valores de M e

De posse do Lema 2 e do Lema 4 pode-se provar o

Teorema 3. Todo nimero primo é famoso.
PROVA. Seja P um primo que divide A x B. Quer-se provar que P deve dividir pelo menos
um dos termos A e B. Para fazer isso, vai-se provar que, se P ndo dividir A, entdo P deve
dividir B.
Uma vez que P ndo divide A, tem-se, pelo Lema 2,
mdc(P, A) = 1.

O Lema 4 afirma que existem M e N tais que

1=MxP+NXxA.
Multiplicando ambos os lados desta equacao por B, obtém-se a nova equacao

B=MxPxB+NxAXxB.

Agora, P divide M x P x B, e uma vez que P divide A x B, tem-se que P divide N x A x B.

Entdo, P divide a soma
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MxPxB+NxAxB=B(MxP+NxA)=B.

A soma é igual a B; portanto, P divide B e o Teorema 3 esta provado (STEIN, 1969).
Observe-se onde precisamente a adicdo foi utilizada. Esta prova foi muito mais simples do

que a reciproca "todo numero famoso é primo™. Com essa demonstracao, é possivel provar o

Teorema Fundamental da Aritmética. Se A1, Az, ...,An € B1,B2,....Bm S80 primos, escritos

em ordem crescente , e se
() AirxA2X.X An=B1x B2 X...X B,
entdo, A1= B1, A= B>,..., e n=m.

Assim, vé-se, pela l6gica apresentada, que o TFA é uma consequéncia imediata do
fato de que cada primo ser famoso. Alguém pode nao se conformar com esse fato e perguntar
"- O fato de que cada primo é famoso é uma consequéncia imediata do TFA?" De fato, essa
pessoa estd perguntando: "- Sdo as duas afirmacdes equivalentes? Devo esperar que qualquer
prova do TFA envolvera algum novo passo engenhoso? Se eu pudesse de alguma forma
provar o TFA sem usar o fato de que cada primo é famoso, poderia entdo ir para provar a
partir disso que cada primo é famoso?" Se o que apresentamos nédo é o suficiente para saber o
que é verdadeiro, vamos apresentar o Teorema 4 (STEIN, 1969)

Para provar o Teorema 4, desconsidera-se todo o trabalho feito aqui. E ndo ha
nenhum interesse neste momento se o TFA é verdadeiro ou se cada primo é famoso. Estuda-

se, neste ponto, apenas a influéncia de uma especula¢do em cima de outra.

Teorema 4. Se o Teorema Fundamental da Aritmética é verdadeiro, entdo todo nimero primo

¢ famoso.

PROVA. Esta prova pode ser obtida, em principio, por meio do Teorema do Cancelamento.
Se Ay, Ay, ..., An e By, By, ..., Bm s30 todos famosos (com os A’s e B’s em ordem crescente)

e, seus produtos sdo iguais,

A1XAX...XAn = B1xB2X...XBm,

entdo A1=B1, A>=B,, e assim por diante.
O Teorema do Cancelamento, de modo semelhante ao TFA, é bastante simples de

provar. Téo simples, que, na verdade, ndo é necessario usar adicdo. Em linhas gerais da prova,
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deve-se lembrar que todos os primos sdo famosos (Teorema 3, cuja prova ndo envolve
adicdo). Em seguida, com o auxilio de Teorema 2 (onde a prova ndo envolve adi¢do), podem-
se retirar 0s mesmos argumentos usados para o TFA.

Sem o uso de adicdo, pode-se provar os teoremas que indicam I. Que cada nimero
famoso é primo; Il. Que cada nimero natural composto pode ser escrito pelo menos de uma
forma como um produto de nameros primos; Ill. Que cada nimero natural pode ser escrito
como o produto de nimeros famosos de uma Unica forma.

Com o auxilio de adicdo, pode-se, entdo, provar IV, que todo nimero primo é
famoso.

Em Aritmética, entdo, vé-se que 0s nimeros primos sao 0s mesmos ditos famosos.
Com esta informacdo, pode-se mesclar os Teoremas 2 e 3 em um resultado elegante: todo
namero natural composto € igual a um produto Unico de nameros primos. Em outras
palavras, todo nimero natural composto pode ser decomposto em um produto de nimeros

primos, e esta decomposicao € Unica, a ndo ser pela ordem.

Outra discussdo que interessa a esta pesquisa diz respeito ao teorema dos numeros

primos, trazida a seguir.

2.2 O teorema dos nUmeros primos.

Ainda que a questdo da infinidade dos nimeros primos tenha sido tratada de forma
adequada ao longo do tempo, o comportamento da sua distribuicéo entre os inteiros positivos
e como determinar se um inteiro qualquer é primo, principalmente a partir de certo tamanho,

séo problemas que permanecem até hoje.

Em teoria dos numeros, perguntas simples podem desencadear investigacfes
profundas. Se escolhermos, ao acaso, um numero de 10 algarismos, qual a probabilidade de

que seja um primo? Quantos primos com exatamente 10 algarismos existem?

Questdes como essas necessitam de investigacdes sobre como os primos se distribuem
entre 0s inteiros positivos. Foram questdes como essa que levaram Carl Friedrich Gauss

(1777-1855) e Adrien-Marie Legendre (1752-1833) a tentarem conseguir uma resposta.

Gauss procurou uma maneira de contar todos os primos até 10" digitos ou encontrar

formas de fazer essa aproximagdo para dar respostas as perguntas supramencionadas. Essas
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aproximac0es feitas por Gauss e muitos outros matematicos, sdo conhecidas como Teorema
do Numero Primo (AVILA, 1991)

Evidentemente, um tratamento dessa questdo do ponto de vista da demonstragdo
implica em conhecimentos mais sofisticados em matematica e ndo constitui elemento de
preocupacao direta deste trabalho, mas julga-se importante discutir estes postulados, uma vez

que se faz referéncia ao teorema do nimero primo em alguns momentos das analises.

Frequentemente, o teorema do numero primo é confirmado em termos da fungéo z(x),
que nos da o numero de primos menores que ou iguais ao numero real X. Por exemplo,

7(x/28) =3, uma vez gue 0S primos menores que V28 s30 2,3 e 5. Assim, a quantidade de

todos os primos com 10° digitos ou menos seria dada por 7(10') e a resposta exata para a

7(10")

primeira questdo seria 109

Outra fungéo usada nesse contexto € a fungdo P(n), que representa 0 n-ésimo numero

primo. Assim, P(1) = 2, P(2) = 3, P(3) =5, P(4) = 7 e assim por diante.

Se restringirmos as duas funcgdes aos inteiros positivos e aos primos, respectivamente,

uma funcéo serd o inverso da outra, isto é, z(P(n))=n e P(z(p))=p, onde n & um inteiro

positivo e p um primo.

Diz-se que duas fungdes f(x) e g(x) sdo assintoticas, isto &, f (x) ~g(x), quando

. f(x . . . . L
Im% =1. Em uma linguagem informal, diz-se que duas fungdes séo assintdticas, se, para
X—»00 g X

valores muito grandes, elas apresentam quase 0 mesmo comportamento. Dessa forma, é

possivel estimar valores de uma usando a outra dentro de certas condicdes.

O teorema do namero primo fornece expressdes assintoticas para as fungbes z(x) e

P(n). Coloca-se, a seguir, diferentes formas do teorema do nimero primo:

1
1. Modelo de Gauss: 7(X) = det
2

X

2. Modelo de Legendre: 7(X) » —————
In x—1,08366
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3. Modelo atual: 7(x) ~ ——
In x

4. Modelo atual para P(n): P(n) = n.In x

O gréfico 1, feito no @Mathematica, d4 uma ideia do comportamento das fungdes

supramencionadas.

Gréfico 1 — Comportamento das funcgdes
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Fonte: Wolfram MathWorld

O mais impressionante é que, apesar dos nomes de Gauss e Legendre estarem
conectados com o teorema, nenhum deles o provou. Ambos fizeram essas incriveis
conjecturas, mesmo com 0S escassos recursos tecnoldgicos do século XVIII. Essas
conjecturas provocaram um grande desenvolvimento da Analise Real e Complexa no século
XIX. O teorema foi provado de forma independente por J. S. Hadamard (1865-1963) e Vallée
Poussin (1866-1962), justamente no final do século XI1X. Em 1949, Atle Selberg (1917-2007)
e Paul Erdos (1913-1996) produziram uma nova prova que utiliza apenas os conhecimentos
de Calculo (Garbi, 2000).

Por outro lado, Euler deu sua demonstracdo sobre a infinidade dos nimeros primos em
1737 e inaugurou um novo ramo da matematica chamado teoria analitica dos nimeros. Em
1859, Bernhard Riemann (1826-1866) apresentou seu Unico trabalho em teoria dos nimeros
dedicado ao teorema dos numeros primos. O esforco empreendido nesse trabalho provocou
um tremendo impacto em todos os ramos da matematica pura. Segundo Simmons (1987), a

influéncia desse trabalho seria sentida por mais de mil anos.

O ponto de partida do trabalho de Riemman foi a notavel identidade (1) descoberta por

Euler:
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ISR | =10
n=1 n’ p 1- p—s ’
A funcéo zeta lado esquerdo de (I) é uma funcdo da variavel real s>1: a identidade nos

mostra uma relacdo entre o comportamento da fungéo zeta e propriedade dos primos*.

Riemman ampliou essa conex&o fazendo a variavel s assumir valores complexos. Para

s complexo, ele denotou a fungéo resultante por £(s), ou seja, a fungéo zeta de Riemman.

Riemman levava 0s numeros primos a um universo nunca antes imaginado. Os
problemas propostos por ele a partir dos estudos feitos nessa funcdo criaram importantes
ramos da Anélise. Além disso, Riemman deixou para a posteridade um problema famoso, até
0 momento ndo solucionado, que possui intima relacdo com a distribuicdo dos numeros

13

primos, a hipotese de Riemman. Sobre essa hipOtese, Simmons (2004) escreve: “ela
permanece como o problema em aberto mais importante da Matematica, e provavelmente é o

problema mais dificil que a mente humana jamais concebeu” (SIMMONS, p. 749, 1987).

Todas essas questdes, envolvendo esse ramo tdo prolifico da Matematica, que séo 0s
nameros primos, indicam a importancia deste elemento conceitual, inclusive para a formacéo
do professor de Matematica da escola basica, condicdo potencial dos sujeitos desta pesquisa,
licenciandos em Educacdo Matematica. Outros elementos, entretanto, sdo igualmente
relevantes, agora em um ponto de vista mais préximo do publico que se menciona aqui. Neste

caso, retoma-se o fio condutor desta narrativa a partir de Diofanto.

2.3 Diofanto

De fato, a Aritmética de Diofanto (+200-2284 a.C) é outro trabalho que merece ser
lembrado. E um tratado, originalmente escrito em treze livros, dos quais s6 foram preservados
0s seis primeiros. Essa obra ndo é uma exposicao sobre as operagdes algébricas ou as fungdes
algébricas, mas uma colecéo de 130 problemas, dos quais ndo se sabe 0s que eram originais e
0s que eram emprestados de outras cole¢bes (HEALTH, 1910). Diofanto € o pioneiro na

solugdo das equacdes justamente chamadas de diofantinas. Esse tipo de equagdo, ao ser

4 Esta conexdo diz respeito a prova que a soma dos reciprocos primos diverge.
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aplicada pelos mateméticos modernos a analise dos nimeros inteiros, produziu um grande
desenvolvimento da teoria dos nimeros. Em particular, Pierre de Fermat (1601-1665) foi
levado a um teorema célebre quando procurou generalizar um problema que tinha lido
na Arithmetica de Diofanto: dividir um quadrado dado em dois outros quadrados (SINGH,
2008).

Em funcdo da conex&@o com as reflexdes aqui trazidas, retoma-se, neste ponto, a obra
de Euclides. A partir de uma perspectiva historico-critica, de acordo com Roque (2012), o tipo
de organizacgdo dos Elementos de Euclides € objeto de extensas pesquisas, pois 0s resultados
dos primeiros livros ndo sdo necessariamente 0s mais antigos, ou seja, a obra nao é organizada
de modo cronoldgico. Segundo a autora, acredita-se que os livros VII a IX — os livros
aritméticos dos Elementos, atribuidos aos pitagéricos — sejam 0s mais antigos. Nesses livros,
0s numeros sdo tratados como segmentos de reta: uma linguagem ingénua de razdes e
proporcOes é empregada e estaria presente desde épocas muito remotas, antes da descoberta
dos incomensuraveis (ROQUE, 2012). Assim, os livros VI a IX seriam 0s primeiros tratados

organizados sobre Teoria dos NUmeros.

E importante também destacar, como a autora indica, que, nos Elementos, o
tratamento dos numeros (arithmos) é separado do tratamento das grandezas (mégéthos).
Observa-se gue tanto as grandezas quanto os numeros sao simbolizados por segmentos de
reta. Apesar disso, 0s numeros sdo agrupamentos de unidades que ndo sdo divisiveis; ja as
grandezas geomeétricas sdo divisiveis em partes da mesma natureza (uma linha é dividida em
linhas; uma superficie, em superficies, etc.). Em qualquer dos casos, a medida esta presente,
porém as proposicées sobre medidas sdo demonstradas de modo diferente mesmo quando

possuem enunciados semelhantes para nimeros.

Roque (2012) continua descrevendo sobre o fato de um nimero menor ser uma parte
de outro nimero maior quando pode medi-lo, ou seja, 0s numeros sdo considerados
segmentos de reta com medida inteira. Isso significa dizer que um segmento de tamanho 2
ndo seria parte de um segmento de tamanho 3, mas sim de um segmento de tamanho 6.
Apesar da funcdo dos nimeros ser relacionada a contagem, antes que sejam usados para tal, €
preciso saber qual a unidade a ser considerada. No caso das grandezas, a unidade de medida
deve ser também uma grandeza. Para 0s numeros, entretanto, a unidade ndo é nimero nem

grandeza. Euclides define a “unidade” como aquilo que possibilita a medida, mas ndo ¢ um
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namero. Entdo, segundo o exposto nos Elementos, é inconcebivel que a unidade possa ser
subdividida.

Aristoteles ja havia exposto a mesma questao quando escreveu: “O Uno nao tem outro
carater do que servir de medida a alguma multiplicidade, e o niUmero ndo tem outro carater do
que o de ser uma multiplicidade medida e uma multiplicidade de medidas. E também com
razdo que o Uno ndo é considerado um ndmero, pois a unidade de medida ndo é uma
pluralidade de medidas” (ROQUE, 2012). Desta forma,

Vemos, assim, que o Um ndo é um ndmero, pois o numero pressupde uma
multiplicidade, ou seja, uma diversidade que o Um nédo possui, uma vez
que € caracterizado por sua identidade em relagdo a si mesmo. As técnicas
de medida que ocupam um lugar preponderante nas praticas euclidianas
sobre os nimeros eram realizadas pelo método da antifairese, razdo pela
qual esse procedimento, no caso dos numeros, € conhecido hoje como
“algoritmo de Euclides” (ROQUE, 2012)

Por sua vez, Diofanto de Alexandria é considerado (ndo sem contestacfes), 0 pai da
algebra. Sem que se possa assegurar, ele pode ter trabalhado no Egito sob o império Romano,
no terceiro século de nossa era. Também, ndo se pode garantir que ele fosse grego, pois
muito pouco se sabe sobre sua vida. Alguns historiadores como H. Hankel conjecturam que
ele fosse arabe (Roque, 2012). Sua colecdo de livros chamada Aritmética é um trabalho
marcante na historia da Algebra e da Teoria dos Nimeros com a introducio das chamadas
equacdes diofantinas. Struik (1997) afirma que a obra de Diofanto resgatou e melhorou as
contribui¢des dadas na Babilonia e na india nas solucdes de determinadas equagdes. Na obra
de Diofanto se encontra pela primeira vez o uso sistematico de simbolos algébricos. Na
realidade, os sinais sdo mais abreviacfes do que de fato simbolos algébricos como se
considera hoje (STRUIK, 1997).

A contribui¢cdo mais conhecida de Diofanto é ter introduzido uma forma de
representar o valor desconhecido em um problema, designando-o como
arithmos, de onde vem o nome “aritmética”. Ele introduz simbolos, aos
quais chama “designagdes abreviadas”, para representar 0S diversos tipos de
quantidade que aparecem nos problemas. O método de abreviacdo

representava a palavra usada para designar essas quantidades por sua
primeira ou ultima letra de acordo com o alfabeto grego (ROQUE, 2012).

Sob este ponto de vista, Roque (2012) considera Diofanto como um importante
personagem do relato tradicional, ocupando um lugar intermediario entre Euclides e 0s

renascentistas europeus.
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Considere-se, entdo, a partir daqui, duas equacdes diofantinas em particular, a equacéo
y? + 2 = x3, conhecida como equacéo de Bachet-Mordel, e a equagdo x"+y" = z", que ficou
associada ao famoso problema conhecido como ultimo teorema de Fermat, para discorrermos
sobre alguns personagens que fazem parte da historia da Teoria dos Numeros (SINGH, 2008).
Ainda se permanece, neste aspecto, no intuito de mostrar um recorte de como se deu o
desenvolvimento da teoria dos nimeros ao longo dos séculos e como o conceito de nimero

primo sempre foi fundamental nesse percurso.

H& um problema em particular na Arithmetica de Diofanto (HEALTH, 1910, p. 241)
que produziu grandes avancos na aritmética ao longo dos séculos. O interesse de Fermat por
esse problema indiretamente levou a Teoria dos NUmeros até um dos seus momentos mais
sublimes que viria a ocorrer no ano de 1995 com a demonstracdo do chamado ultimo teorema

de Fermat, por Andrew Wiles.

O problema ao qual se refere neste ponto tem o seguinte enunciado, adaptado para a
linguagem atual: Determine um triangulo retangulo cuja area adicionada a hipotenusa seja
um gquadrado e o perimetro seja igual a um cubo (BROWN, 1995).

Diofanto considerou o triangulo retdngulo mostrado na figura 3:

Figura 3: Triangulo retédngulo

Fonte: Brown, 1995 (adaptado)

Sendo a area desse triangulo a, entdo adicionada a hipotenusa, tem-se y?, satisfazendo
a primeira condicdo. Para satisfazer a segunda condicdo, o perimetro y? + 2 dever ser igual a

um cubo, isto é, y? + 2 = x5,

Para resolver a equacéo, Diofanto usa um artificio ndo explicado no seu texto — e nao

ha como saber as raz6es que o levaram a isso.

Diofanto fezy = m+1 e x =m -1, obtendo
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m?+2m+1+2=m*-3m’*+3m-1lm*-4m’+m-4=0

Sem nenhuma justificava, ele afirmou que m = 4. Desse modo, tem-se a solucdo
inteira de Diofanto para o problema com y = 5, x = 3. Apenas no século XVII, Leonhard
Euler (1707-1783) provaria definitivamente, usando ndmeros complexos, que esse par de

nameros primos € a Unica solucéo inteira positiva da equacdo (HEATH, 1910).

Por outro lado, Claude Gaspar Bachet de Méziriac (1581-1638) foi um escritor de
livros sobre enigmas e truques que formaram a base para quase todos os livros posteriores
sobre recreacOes matematicas. Bachet também trabalhou em teoria dos nimeros. Ele é mais
famoso por sua tradugdo em 1621 para o latim do livro Arithmetica de Diofanto (BROWN,
1995).

Bachet se interessou pelo problema de Diofanto supramencionado. Por esse motivo, a
equagdo passou a ser chamada de equagio de Bachet. Uma vez que 52 + 2 = 33, ele pensou em
conseguir outras solugdes a partir dessa. Considerou o caso mais geral y? = x® + k, onde k#0 é
um inteiro, e apresentou uma propriedade surpreendente desta equacdo que ficou conhecida

como Férmula da Duplicacéo de Bachet.

Se (X, y) é uma soluc¢do racional para a equacdo y2 = x3 + k, entdo

x* —8kx —x°®—20kx® +8k?
4y? ' 8y?

é uma outra solugéo (SOYDAN, DEMIRCI, IKIKARDES E CANGUL, 2007).

Novamente, tem-se um fato ndo explicado relacionado a essa equacao. Como Bachet
descobriu essa formula? Em Randrianarisoa (2011), pode-se ver uma demonstracdo da

férmula da duplicacdo de Bachet.

Mencionou-se o trabalho de Bachet para falar de outro matematico célebre. Kleiner
(2005) considera Pierre de Fermat o fundador da moderna Teoria dos NUmeros. Fermat foi
advogado, juiz e oficial do governo em Toulouse, Franca. Jurista e magistrado por profisséo,
dedicava a Matematica apenas as suas horas de lazer e, mesmo assim, foi considerado por
Blaise Pascal (1623-1662) o maior matematico de seu tempo. A influéncia de Fermat foi
limitada pela falta de interesse na publicacdo das suas descobertas, conhecidas principalmente

pelas cartas a amigos e anotacfes na sua copia da Arithmetica de Diophanto. Fermat gostava
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de trocar e resolver desafios. Dedicou grande parte de seus esforgos matematicos em analisar
os problemas contidos na tradugdo latina, feita por Bachet, da Arithmética de Diofanto
(SINGH,2008).

A aritmética exerceu um grande fascinio em Fermat. Na sua edicdo de Diofanto,
escreveu notas e comentarios sobre numerosos teoremas de elegancia consideravel. A maioria
das suas provas nao foram encontradas, e € possivel que algumas delas ndo existissem. Quem
sabe algum tipo de inducdo por analogia e sua intuicdo foram o bastante para leva-lo a
resultados corretos (SINGH, 2008).

2.4 Um problema importante

O problema 8 do livro Il Diofanto viria a dar origem ao problema mais famoso na
histdria da Teoria dos NUmeros. O enunciado € o seguinte: decompor o quadrado 16 em dois
quadrados. Colocado de outra forma, pede a solugdo da equacdo x> + y? = 16 (KLEINE,
2005).

Singh (2008) comenta que, por volta de 1637, estudando esse problema, Fermat trocou
a poténcia de 2 para 3, pensando em decompor um cubo em dois. Como aparentemente esta
nova equacdo ndo tinha solucdo, ele a alterou mais ainda, trocando a poténcia da equacédo por
nameros maiores que 3, e igualmente parecia ndo haver solugdes para elas. Isso levou Fermat
a intuir que ndo existia uma terna de inteiros positivos (X, Yy, z) que satisfizesse a equacao para

valores maiores que 2:
X"+y"=z",n>2

Fermat, entdo, generalizou o problema 8 em um enunciado extremamente simples que
ficou conhecido como O Ultimo Teorema de Fermat: N&o existe nenhum conjunto de inteiros

positivos (X, y, z) com n inteiro maior que 2, que satisfaca a equacao x"+y" = z".

O teorema foi escrito nas margens do seu livro Arithmetica, que era a traducao latina,
feita por Bachet, seguido de uma frase que assombraria 0s matematicos por mais de trés
séculos: “Eu tenho uma demonstra¢ao realmente maravilhosa para esta proposi¢do, mas esta
margem € demasiado estreita para a conter” (KLEINE, 2005). Essa demonstracdo

maravilhosa nunca foi encontrada e levou mais de 350 anos para ser resolvida.
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Uma importante contribuicdo na busca por uma solucdo desse problema que tinha se
tornado o santo graal da teoria dos nimeros foi dada pela matematica francesa Marie-Sophie
Germain (1776-1831). Ainda bem jovem, se interessou por Teoria dos NUmeros, 0 que a
levou a escrever cartas para Carl Friedrich Gauss. Com medo de ndo ser levada a sério pelo

fato de ser mulher, assinava suas cartas como Monsieur Le Blanc.

O nome de Sophie Germain ficou ligado a um caso especial do Ultimo Teorema de
Fermat. Sophie provou, por volta de 1825, que, se p e 2p+1 sdo primos impares, entdo ndo
existem inteiros positivos X, y, zcom MDC (X, y, z) =1 e p ndo dividindo xyz, tais que x° + yP
+ 7 = 0 (MARTINEZ; MOREIRA; SALDANHA; TENGAN, 2013).

Andrew Wiles, matematico britanico, conseguiu demonstra-lo definitivamente em
1995 (Singh, 2008). Essa equacdo é o problema mais famoso relacionado a Fermat e, por ter
produzido grandes avangos na teoria dos nimeros, acabou ofuscando para o publico em geral

seu interesse pela equacédo de Bachet.

Existem dezenas de livros e diversos artigos sobre o ultimo teorema de Fermat. Por
esse motivo, observa-se aqui nas contribuicdes dadas pela outra equacdo menos divulgada,

mas sem menos importancia.

Com variacOes da equacdo de Bachet, Fermat desafiava repetidamente os matematicos
europeus, em particular os ingleses, enviando-lhes problemas que ele alegava ter resolvido e
pedindo provas. Esses problemas geraram uma grande controvérsia e cartas nada amistosas
(TANNERY; HENRY; WAARD, 1891).

Em uma carta de 1659 a Pierre de Carcavi (1600 - 1684), Fermat afirmou que podia
provar que a unica solucdo inteira da equagdo y?> + 2 = x3 era (3, 5) e as Unicas solucdes
inteiras da equacio y? + 4= x3 eram (2, 2) e (5, 11) (TANNERY; HENRY; WAARD, 1891).

Assim como no caso do Ultimo teorema, pode ser que Fermat ndo tivesse de fato uma
prova, ou que levou para o timulo o segredo das suas descobertas. A ferramenta matematica
que seria usada para responder essa questdo sO seria inventada no século seguinte: o
computador.

Como se pode, as equacgdes propostas na Arithmetica de Diofanto foram criando novos
problemas e deixando, no decorrer dos seculos, desafios que permitiam & aritmética avancar e

ampliar seu campo de estudo.


http://fr.wikipedia.org/wiki/Paul_Tannery
http://fr.wikipedia.org/wiki/Cornelis_de_Waard
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2.5 As contribuicgdes de Mersenne

Entre os poucos amigos que Fermat teve, Singh (2008) destaca o padre Marin
Mersenne (1588-1648), que era um admirador da matematica. Mersenne era filsofo, te6logo,
matematico e tedrico musical. Pertenceu a um dos mais importantes grupos de intelectuais
franceses da sua época, e lutava contra a cultura de segredos que caracterizava 0s matematicos
daquela época. Por isso, agia como uma “central de informagdes” ao trocar correspondéncias
como VAarios matematicos, encorajando-os a publicar suas ideias. Estava sempre atento a
novas descobertas, com o intuito de divulga-las. Era sua forma de tentar acabar com a cultura
do sigilo entre os matematicos. Infelizmente, seus esforcos para que Fermat publicasse seus
trabalhos foram em véo.

O nome de Mersene ficou associado aos numeros primos da forma 2P -1, onde p é um
primo. Em 1644, apresentou uma lista incorreta de valores de p menores ou iguais a 257 para
0s quais 2P-1 é primo, 1, 2, 3,5, 7, 13, 17, 19, 31, 67, 127 e 257 (Mersenne considerava primo
0 namero 1). Desconsiderando o 1, a lista de Mersenne esta incorreta para os valores 67 e
257. N&o se sabe como Mersenne conseguiu essa lista. A verificacdo da exatiddo dela sé se
deu 200 anos depois (RIBENBOIM, 2012).

2.6 Euler e a teoria dos nimeros

Os problemas e afirmac@es de Fermat viajaram no tempo e chegaram até os dias de um
grande matematico suico nascido no seéculo XVIII e que passou a maior parte da vida na
Russia e na Alemanha. Ele é o criador de uma ferramenta matematica chamada de Numeros
Algébricos, que retine nimeros inteiros e nimeros complexos. O matematico, que, segundo
Pierre Simon Laplace (1749-1827), é o mestre de todos nos, Leonhard Euler (DUNHAM,
1999).

O interesse de Euler em Teoria dos Numeros se deu por meio de suas
correspondéncias. Ele nunca escreveu um livro sobre o assunto. Euler foi o primeiro a dar
uma demonstracdo para o chamado pequeno teorema de Fermat, que diz que se p € um

primo e a um inteiro positivo, entdo aP — a é divisivel por p. Boyer (2012) escreve:

A prova de Euler, que apareceu em Commentarii de Petersburgo em 1736, é
tdo surpreendentemente elementar que a descrevemos aqui, prova por
indugdo sobre a. Se a = 1, o teorema vale, evidentemente. Agora mostramos

que se o teorema vale para qualquer valor inteiro positivo de a, seja a = k,
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entdo vale para a= k+1 Para isso, usamos o0 teorema binomial para escrever
(k+1)? como kP + mp +1, onde m é um inteiro. Subtraindo k + 1 de ambos
os lados, vemos que (k +1)P - (k +1)= mp+ (k” - k). Como o ultimo termo do
segundo membro por hipdtese € divisivel por p, resulta que o segundo
membro é divisivel por p, e portanto o primeiro membro da equagio
também, o teorema portanto vale, por indugdo matematica, para todos os
valores de a. (BOYER, p. 216, 2012)

Os métodos da Anélise Matematica passaram a desempenhar um papel fundamental na
pesquisa em Teoria dos NUmeros. Essa parceria entre Andlise e Teoria dos NUmeros tem suas
origens no trabalho de Euler e teve um amplo desenvolvimento pelo matematico aleméo
Lejeune Dirichlet (1805-1859).

Euler foi o primeiro matematico a aplicar as ideias da Analise a problemas de Teoria
dos Numeros. Na verdade, como se observou posteriormente, ele estava utilizando técnicas da
Teoria das Funcbes Complexas. Dessa forma, atacou dois problemas fundamentais da Teoria
dos NUmeros. O primeiro problema da Teoria dos Numeros em que Euler aplicou os métodos
analiticos diz respeito a solugbes inteiras de equacdes diofantinas. O outro problema se
relacionava com o comportamento da sequéncia de nimeros primos no conjunto dos nimeros
inteiros positivos (BOYER, 2012).

Fazendo uso da ferramenta criada por ele, Euler provou que Fermat estava correto em

sua afirmacéo sobre a solucgéo inteira positiva da equagéo y? = x3 -2.
2.7 Gauss

Outro aporte histérico relevante para esta descricdo pode ser posicionado no século
XIX, mais precisamente em 1801, ano em que Carl Friedrich Gauss publicou um dos livros
mais importantes da histéria da matematica, Disquisitiones Arithmeticae (InvestigacGes em

Aritmética); esse livro influenciou todas as areas da matematica (Singh, 2008).

Wolfgang Waltershausen (1809-1876) publicou, em 1862, um livro com a biografia de
Carl Friedrich Gauss. Esse é livro a fonte da citagdo mais famosa atribuida a ele: A
matematica € a rainha das ciéncias e a Teoria dos NUumeros é a rainha da Matematica
(MORITZ, 1958). Para Singh (2008), “Gauss ¢ reconhecido como o mais brilhante
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matematico que ja viveu. Enquanto E. T. Bell se refere a Fermat como o ‘Principe dos
Amadores’, ele chama Gauss de ‘Principe dos Matematicos’(SINGH, p. 120, 2008).

Disquisitiones apresenta seis secdes dedicadas a teoria dos nimeros, dando a mesma
uma estrutura sistematica e definitiva. Este livro, escrito em latim, sintetiza e aperfei¢oa todos
os trabalhos anteriores nesta area. Antes de sua publicacdo, o que hoje se conhece como teoria
dos numeros se caracterizava por resultados isolados, desconexos e com notacdes que
deixavam muito a desejar.  Desta forma, Disquisitiones Arithmeticae unificou o0s
conhecimentos nesta area e, por esse motivo, a obra pode ser vista como um marco na histéria

da matematica e é considerada o ponto de partida da moderna Teoria dos NUmeros.

Nessa obra Gauss demonstra, de maneira completa, a proposicdo 14 do livro IX dos
Elementos de Euclides, conhecido como o Teorema Fundamental da Aritmética, que diz que
todo ndmero inteiro positivo composto é igual a um produto de fatores primos, e que esta

multiplicagdo € Unica.

Assim, a publicagdo de Gauss, por ter sido um trabalho com um novo conceito e com
outras notagdes — portanto, uma obra com um desenvolvimento inovador — foi, em sua época,
compreendida por poucos matematicos. Entre eles, um seguidor fervoroso: o matematico
alemdo Gustav Lejeune Dirichlet (1805 — 1859).

Conforme E. E. Kummer (1810-1893) observou, "Dirichlet ndo estava satisfeito em
estudar as Disquisitiones de Gauss uma vez ou varias vezes, mas por toda a sua vida
conservou um contato proximo com a riqueza de pensamentos matematicos profundos que ele
continha, estudando-o sempre". De fato, Dirichlet foi o primeiro que ndo somente entendeu
completamente esta obra, mas que tambeém a tornou acessivel aos outros (BOYER, 2010, p.
345).

Sobre Dirichlet é importante registrar que ele apresentou, em 1837, a prova de um dos
resultados mais importantes em teoria dos numeros, a existéncia de infinitos nameros primos

da forma an+b, com n natural e a e b relativamente primos.
2.8 Mordell e a dedicacao por uma equacao

Finaliza-se esta descricdo dos elementos histéricos, que permitiram abordar
importantes conceitos matematicos relativos aos objetos da pesquisa aqui descrita, com a
contribuicéo de Louis Joel Mordell (1888-1972), que nasceu na Philadelphia, USA. Ganhou
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uma bolsa para estudar em Cambridge, na Inglaterra. Em 1929, recebeu a cidadania britanica

e por isso € considerado um matematico britanico.

Depois de se formar, Mordell comecou seu trabalho como pesquisador, com especial
interesse sobre determinadas equacgdes diofantinas. De fato, dedicou grande parte da sua vida
de investigador matematico a equacdo y2=x3+k, a qual, devido as suas descobertas, é
atualmente conhecida como equacao de Bachet-Mordell.

Em Algebra, uma curva de Mordell é uma curva eliptica da forma y>=x3+k, com k
inteiro e diferente de zero. Mordell apresentou novas propriedades dessas equacgdes a partir
da determinagé@o dos pontos inteiros das curvas. Para ele, a equacdo de Bachet desempenhou

um papel fundamental no desenvolvimento da teoria dos nimeros.

Em 1922, Mordell apresentou um resultado surpreendente (EVEREST; HARD, 2011),
provado em 1929 por Carl Ludwig Siegel (1896 —1981):

A equacdo y? =x3+k, com k inteiro e diferente de zero, se tiver solugdo, terd uma

quantidade finita de soluges inteiras.

Mais de mil anos depois de Diofanto e séculos depois de Bachet, Fermat, Euler e
Gauss, a questéo sobre a finitude ou ndo do nimero de solugdes inteiras dessa equacdo havia

sido respondida.

A recuperacdo feita até aqui, envolvendo temas relativos a teoria dos nimeros, cumpre
dois papéis bastante relevantes nesta investigacdo. O primeiro deles diz respeito a construcao
de um relato que procura articular contedos indispensaveis para a formagdo do professor de
Matematica, e que tém grande ligagdo com a ideia de primalidade, com seu contexto histdrico.
O segundo, ligado ao primeiro, refere-se a possibilidade de argumentar em favor da
importancia do conteudo “nimeros primos”, visto como desprovido de interesse, por meio da
indicacdo da complexidade de certos problemas que o envolvem, bem como a atencéo dada a

tais desafios por matematicos celebres.

A proxima segéo fecha este capitulo, e refere-se ao crivo de Eratosthenes. Apesar de o
mesmo ndo ser empregado nas atividades relativas a esta pesquisa, julgou-se pertinente falar
sobre eles, uma vez que seu estudo é frequentemente realizado no Ensino Fundamental
guando do trabalho didatico com nimeros primos. Em razdo disto, mantém-se este contetdo

no fechamento do capitulo, com menor compromisso com a sequéncia cronologica.


http://en.wikipedia.org/wiki/Diophantine_equation
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2.9 Crivo de primalidade de Eratosthenes

Na apresentagdo dos nimeros primos uma questdo habitual é a de determinar todos 0s
nameros primos até certo limite dado. Um procedimento simples, mostrado no ensino
fundamental, é o chamado Crivo de Eratosthenes®. Ha que se indicar, também, a relevancia,
no ensino superior, ndo apenas de se determinar certa quantidade de primos usando 0s crivos,
como também a questdo fundamental de se discutir a primalidade de um inteiro positivo
impar como estratégia de trabalho didatico e de resolucdo de problemas, no a@mbito de
situacdes didaticas.

O teorema que diz “se um inteiro positivo a > 1 é composto, entdo N possui um divisor

primo p < [\/EJ” e seu corolario: “se um numero ndo possui nenhum fator primo p, tal que 2 <

p< |Va| , entdo o niimero ¢ primo” (FONSECA, 2011), fornecem um processo que permite
reconhecer se um dado inteiro a > 1 € primo ou € composto, para 0 que basta dividir a

sucessivamente pelos primos que ndo excedem o valor [\/E] Tal resultado é a base do

chamado Crivo de Eratosthenes. |va| é denominado de piso do nimero real a e indica o

menor inteiro maior ou igual a a.

Coutinho (2000), escreve que Nicdmaco, em sua Aritmética, publicada por volta do
ano 1000 d.C., introduz o crivo de Eratosthenes da seguinte forma:

O método para obter nimeros primos é chamado por Eratosthenes uma
peneira, porgue tomamos nimeros impares misturados de maneira
indiscriminada e, por este método, como se fosse pelo uso de um
instrumento ou peneira separamos 0s primos ou indecomponiveis dos
secundarios ou compostos. (COUTINHO, 2000, p. 62)

A construcdo de uma tabela de ndmeros primos que ndo excedam um dado inteiro
impar n usando o Crivo de Eratosthenes consiste no seguinte: escrevem-se, na ordem natural,
todos os inteiros impares a partir de 3 até n (s6 os impares sdo listados, pois 2 € o Unico primo
par). O primeiro nimero da lista € 0 3; risca-se 0 mesmo (0 que equivale a eliminar) os
multiplos de 3 maiores que ele préprio. Em seguida, procura-se 0 menor elemento da lista,
maior que 3, que ndo tenha sido riscado, que é 0 5. Risca-se os multiplos de 5 maiores que ele

proprio. Em seguida, procura-se 0 menor elemento da lista, maior que 5, que ndo tenha sido

5 O crivo de Eratosthenes ndo é o Gnico existente, no que se refere a identificagdo de ndmeros primos, mas é o
mais conhecido na cultura escolar. Entre outros constructos bastante interessantes desta natureza, podem ser
mencionados os crivos de Sundaram (HONSBERGER,1970) e de Atkin (ATKIN;BERNSTEIN, 2004).
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riscado, que € o 7. Risca-se os multiplos de 7 maiores que ele proprio. Depois, localiza-se o
menor elemento da lista, maior que 7, que ndo tenha sido riscado, que € o 11. E assim por

diante, até chegar a n; por fim, adiciona-se o 2 a lista.

Como exemplo no método supramencionado, indica-se como obter 0s nimeros primos
existentes entre 1 e 100: uma vez que [V100| = 10, basta eliminar sucessivamente todos os
numeros que sdo multiplos dos primos p menores que ou iguais a 10, ou seja, 3, 5e 7 e
restardo os seguintes primos: 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67,
71,73, 79, 83, 89, 97. A tabela 1 destaca os primos nas quadriculas brancas apds o processo

de peneira-los.

Tabela 1 — Primos menores que 100 identificados pelo Crivo de Eratosthenes

P 2 [3]as]e|7]8]9]10
11 [12]13] 14| 15[ 16| 17] 18] 19 20

2122|2324 |25|26|27| 28| 29| 30
311323334 |35|36|37|38|39]|40
4114243144 145|146 (47|48 |49 50
51|52 |53 |54 |55|56|57|58|59]|60
61| 62| 63|64 |65|66|67|68|69]|70
71|72 |73 |74 | 75|76 |77 |78 | 79| 80
81|82 (83|84 |85|86|87|88|89]|90
9119293194 |95|96|97|98 |99 |100

Fonte: elaborada pelo autor.

Considerando o objetivo de usar os crivos como critério para testar a primalidade, o
crivo de Eratosthenes pode ser usado da seguinte maneira: se n € um impar em relacdo ao qual

se pretende verificar se € ou ndo primo, o crivo sugere o0 seguinte procedimento:

e Extrai-se o piso da raiz quadrada de n: [vn/;
e Divide-se n por todos 0s primos p menores que ou iguais ao piso da raiz quadrada de
n;

e Se n ndo for divisivel por nenhum dos primos p, entéo n é primo.

De outro modo, para responder se um nimero qualquer é primo (por exemplo, 1073),

@ preciso possuir acesso a uma determinada quantidade de primos, mais especificamente
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aqueles anteriores ao piso da raiz quadrada do nimero em questdo. Ou seja, ao se obter 0 piso
da raiz quadrada de 1073, |[V1073| = 32, deve-se conhecer todos os primos menores ou
iguais a 32: 2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31. Caso 1073 ndo seja divisivel por nenhum
desses primos, entdo ele é primo. Como 1073 = 29 x 37, ou seja, € divisivel por 29; logo,
n&o é primo. Note-se que o outro fator, 37 > [V1073|, ndo chega a ser testado.

Esta descricdo do crivo encerra este capitulo, destinado a recuperacao historica e ao
estudo dos elementos matematicos envolvidos. O proximo capitulo traz outra importante parte
deste estudo: o quadro tedrico.

A relevancia do panorama aqui feito se justifica, nesta pesquisa, pelos elementos de
discussdo das teorias correlatas aos objetos matematicos considerados neste trabalho. De
forma subjacente, alguns destes elementos foram Uteis para a construcdo e analises feitas,
tomando por base as respostas dadas a sequéncia didatica. Além disso, pode-se considerar
importante para localizar os objetos da pesquisa no seu contexto historico.
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CAPITULO 3
QUADRO TEORICO

Neste capitulo, apresenta-se um quadro que se configura como base teodrica para as
argumentacBes mais tarde destacadas, principalmente, nas anélises. A revisdo da literatura,
seguem apontamentos ligados a um constructo tedrico relativo as representacbes numéricas
transparentes e opacas, bem como a substituicdo de conceitos (e seus significados) por
notacdes, com destaque para os trabalhos de Zazkis e Campbell (1996) e Zazkis e Liljedahl
(2004).

3.1 Revisdo da literatura

Segundo Gil (2009), é da revisdo bibliografica que emergem as ideias que
influenciardo a definicdo do problema. Uma questdo natural, depois de se pensar sobre o
problema de pesquisa, foi procurar saber que pesquisas ja tinham sido realizadas de modo a
posicionar teoricamente este trabalho. Entretanto, o nimero de pesquisas que se aproximam
dos interesses aqui tratados € bastante reduzido. Desta forma, considera-se, além de teses e
dissertac@es, artigos cientificos e capitulos de livros, tendo como critérios, nestes casos, a
selecdo de periddicos com rigida politica editorial e de livros de autores com producéo vasta e
conhecida, o que lhes transforma em referéncias. Assim, seleciona-se e descreve-se a

importancia de cada um destes trabalhos para o este texto.

Conforme ja se mencionou, uma dificuldade neste ponto ocorreu devido a pouca
quantidade de trabalhos académicos que lidam com temas relativos a teoria dos nimeros na
area da Educacdo Matematica no Brasil. A escassez é ainda maior quando se considera o
trabalho didatico com nameros primos, quer na aprendizagem dos estudantes da educacéo
basica, quer na formacdo de professores de Matematica. Esta revisdo procura, entdo, nos
trabalhos encontrados e comentados, evidenciar a abordagem de seus autores em relacdo a
teoria dos numeros e aos numeros primos, em especial, além de apontar as fragilidades nos

saberes dos professores em formagéo sobre estes temas.

Zazkis e Campbell (2006) comentam que a Teoria dos Numeros, apesar de representar
a esséncia da matemaética, ndo tem recebido a devida atencdo nas pesquisas educacionais.
Segundo eles, a natureza formal da teoria dos niUmeros permite que ela seja analisada nas mais

diferentes perspectivas. Esta teoria, nas palavras dos autores, possui mistica e beleza, além de
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praticidade; apesar disto, ndo é vislumbrada como importante, e nem recebe lugar de destaque
do ponto de vista pedagdgico no processo de ensino de Matemaética. Para estes autores, na
teoria dos numeros residem lado a lado as questdes mais triviais da aritmética com o0s

mistérios mais profundos e perenes.

De modo geral, as obras pesquisadas informam sobre as aplicagdes da teoria dos
nimeros em &reas mais avancgadas, como criptografia e na ciéncia da computacédo, e essas
aplicagdes podem ndo ser perceptiveis quando se estuda seu contetudo. Os estudos da teoria
dos nimeros podem ndo ter aplicacdo imediata, ou seja, para ajudar no calculo de impostos ou
dos juros do cartdo de crédito. Por outro lado, esta teoria oferece uma formalizacdo algébrica
consistente para a aritmética dos nimeros inteiros. Significativamente, os futuros professores
que mostram interesse pelo assunto percebem nela a esséncia da matematica. O interesse pode
gerar fascinio em vez de aversdo. Assim, pela literatura pesquisada, apreende-se a utilidade da
teoria dos numeros a partir de uma perspectiva diferente - a sua importancia para o ensino e

aprendizagem da matematica.

Tépicos da teoria dos numeros, tais como fatoracdo, divisores, multiplos, e
congruéncias fornecem meios para desenvolver e solidificar o pensamento matematico, para o
desenvolvimento de uma apreciacdo enriquecida da estrutura numérica, especialmente no que
diz respeito a identificacdo e reconhecimento de padrdes, bem como para formular e testar
conjecturas, para fomentar o entendimento dos principios e respectivas provas, permitindo
justificar a verdade de teoremas de forma disciplinada e fundamentada. Considerando-se a
importancia deste ramo da matematica na histéria e filosofia da disciplina, a quantidade pouco
uma ampla e coordenada de pesquisas em educacdo matematica nesta area é de causar
surpresa - e considerando as ricas possibilidades para a investigacdo nesta area, causa mais

ainda.

A "rainha da matematica”, que, segundo Waltershausen, era como Gauss se referia a
Teoria dos Numeros (MORITZ, 1958) ainda tem que estabelecer um lugar proprio nas
pesquisas em educacdo matematica (Zazkis e Campbell, 2006). E o que se pode perceber no

levantamento que resultou na reviséo que agora se apresenta.
3.1.1 Teses

No Brasil, a Teoria dos Numeros, até o ano de 2014, quando foi feito o levantamento

no repositorio da CAPES em funcdo da construgdo deste trabalho, recebeu atencdo em apenas
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uma tese de doutorado na &rea da educagdo matematica: a tese intitulada Re-significando a
disciplina de Teoria dos Numeros na formacéo do professor de Matematica na Licenciatura,
do Programa de Estudos P6s-Graduados em Educacdo Matematica da Pontificia Universidade
Catolica de Séo Paulo, concluida em 2007 sob a orientacdo da Profa. Dra. Silvia Dias

Alcantara Machado.

Desde a pesquisa de Resende até o0 momento em que esta investigacdo foi feita (2014),
ndo se encontrou qualquer outra tese na area de Educacdo Matematica em Teoria dos
NUmeros no Brasil. Em razdo disso, da importancia do trabalho e por ser uma tese de

referéncia para qualquer nova pesquisa na area, passa-se a descrevé-la.

Em sua tese, Resende (2007) procura responder a seguinte questdo de pesquisa: “Qual
Teoria dos NUmeros é ou poderia ser concebida como um saber a ensinar na licenciatura em
matematica, visando a pratica docente na escola basica? ” (RESENDE, 2007, p. 34).

Desta forma, o trabalho de Resende (2007) se insere na problematica que questiona
qual algebra deve ser ensinada na formacdo de professores de matematica que atuardo na
basica. O objetivo foi demonstrar o que pensam os pesquisadores que trabalham com a Teoria
dos Numeros, bem como os educadores matematicos envolvidos com o campo de
conhecimento, além dos professores da disciplina a respeito da problematica abordada.

Em se tratando de um saber a ensinar, a autora buscou em autores como Chevallard,
Perrenoud, Chervel, Lopes e Macedo, entre outros, o referencial tedrico para discutir a
constituicdo das disciplinas cientificas (saber sabio), das disciplinas académicas e das
disciplinas escolares (saberes a ensinar), abordando o processo de transposicdo didatica do
saber “sabio” para o saber a ensinar. Utilizou os trabalhos de Shulman para discutir os
conhecimentos dos professores: conhecimento do conteddo, conhecimento pedagégico do
contetdo e conhecimento curricular.

Quanto aos procedimentos adotados, foram realizadas sete entrevistas
semiestruturadas com profissionais da area, sendo trés pesquisadores em Teoria dos NUmeros,
um doutor em Algebra, além de professor da disciplina na licenciatura em matematica, um
doutor em Educacdo, envolvido com educacéo algebrica; um doutor em Matematica, cujo
trabalho de mestrado versou sobre Teoria dos Numeros, e um doutor em Matemaética,
professor da disciplina na licenciatura. Todos os entrevistados concordaram que a Teoria dos
NUmeros tem um papel central na matematica e na historia da matematica, e que é pouco

enfatizada nos curriculos, especialmente no da licenciatura em matematica.
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O trabalho discute a valorizacdo da Aritmética pela utilizagdo do discreto, o que
segundo a autora, corrobora o que afirma Gimenez (1997), ao considerar que ha hoje um
interesse pela matematica discreta no ambito curricular, pois, para a resolugédo de certos tipos
de problemas aplicaveis a vida cotidiana, sdo necessarias estratégias que ndo se resumem a
simples calculos, mas incluem métodos importantes da matemaética, como a inducdo e o
tratamento recursivo, presentes na Teoria dos Numeros. O discreto € importante
tecnologicamente, pois os aparelhos digitais trabalham neste dominio. Aparece em estruturas
combinatdrias, no uso de padrdes iterativos ou recursivos, na analise de redes, em codigos e
em elementos probabilisticos.

A autora indica que o uso de senhas e de codigos em geral levou a necessidade de
desenvolvimento de sistemas de seguranca de comunicacdo e, desse modo, a aplicacdo da
Teoria dos NUmeros na criptografia, ao considerar que o sistema mais conhecido de
criptografia € chamado de RSA e esta baseado na fatoracdo em primos, e que qualquer pessoa
pode entender, se tiver um conhecimento basico de Teoria dos NUmeros. Isto da significado
ao estudo dos nimeros primos no ensino, ja que esse conceito é também central na Teoria dos
Numeros enquanto saber cientifico. Ainda que as atividades constantes dos procedimentos
levados a efeito nesta investigagdo ndo envolvam o conceito de criptografia, este é um
exemplo de aplicacdo em contexto complexo dos conhecimentos relativos a primalidade.

O que se pode concluir pelas entrevistas, de acordo com o trabalho, é que o0s
entrevistados apresentaram elementos que podem justificar uma maior presenca da Teoria dos
Numeros no ensino de Matematica nos diferentes niveis da escolaridade, em especial no curso
de licenciatura em matematica, embora o modo de ver alguns aspectos nao seja consensual.

O trabalho considera que a educacdo aritmética realizada hoje precisa ampliar o
conjunto de atividades e habilidades tendo em vista o desenvolvimento do sentido numérico, e
a educacdo algébrica deve promover a producdo de significados ndo apenas dentro da
matematica e conduzir o aluno a pensar 0 mundo em numeros. Essa visdo também é
partilhada pelo Grupo de Educacdo Algébrica da PUC-SP, que entende que ndo ha passagem
da aritmética para a algebra, pois 0 pensamento algébrico esta imbricado no aritmético, o que
0s torna inseparaveis mas, “a maioria dos alunos de licenciatura ndo esté transferindo seus
conhecimentos de Algebra Superior para a justificativa de resultados de Matematica
Elementar que eles deverdo ensinar.” (p. 29)
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Considerando as avaliagdes realizadas na sua tese e as sugestdes apresentadas, a autora
elege alguns topicos como essenciais, que constituiriam o nacleo dos conteldos a serem
abordados na disciplina Teoria dos Numeros:

e Numeros Inteiros: evolugdo historica e epistemolégica do conceito de nimeros
naturais e inteiros;

e Representagdes dos nimeros naturais, operacfes, algoritmos e propriedades,
definigcdo por recorréncia (poténcias em N, sequéncias, progressdes aritméticas
e geométricas) e principio da inducéo finita;

e Divisibilidade: algoritmo da divisdo, maximo divisor comum, minimo maultiplo
comum, algoritmo de Euclides, nimeros primos, critérios de divisibilidade, o
Teorema Fundamental da Aritmética;

e Introducdo a congruéncia médulo m: definigdes, propriedades e algumas
aplicacoes;

e Equac0es diofantinas lineares.

Percebe-se que o tema “ntimeros primos” tem lugar na proposta resultante do trabalho
de Resende (2007), integrado em uma frente que tem como tema central a ideia de
divisibilidade. Levando em consideracdo esta proposta, nas analises procurou-se destacar se
os conhecimentos relativos aos contetdos destacados pela pesquisadora no terceiro item por
ela sugerido surgem como saberes correlacionados aos conceitos de primalidade necessarios
para o levantamento de conjecturas e as propostas de resolucdo das atividades apresentadas
aos sujeitos.

A autora encerra sua pesquisa concluindo que, neste trabalho, procurou compreender a
Teoria dos NUmeros enquanto saber a ensinar, voltado para a formacdo inicial do professor da
escola béasica, de modo a levantar possibilidades para resignificar essa area nos curriculos da
licenciatura em matematica.

Além dos aspectos indicados nesta sintese, é interessante salientar que a questdo da
divisibilidade, um dos tdpicos levantados pela autora, foi discutida nas analises.

3.1.2 Livros

3.1.2.1 Learning and Teaching Number Theory: Research in Cognition and Instruction.
S. R. Campbell e R. Zazkis (editores), Ablex Publishing, 2002.
O livro € uma coletanea de artigos sobre trabalhos em teoria dos numeros na area de

educacdo matematica. Os editores deixam claro que é uma primeira tentativa de preencher o
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vazio existente de estudos nessa area. Essa caracteristica torna o livro uma leitura obrigatoria

para os pesquisadores em educagéo que tem interesse sobre o assunto. Segundo os autores,

the main goal of this monograph is to identify and demonstrate some of the
different kinds of problems and ways of thinking that can be investigated in a
program of research into learning and teaching number theory and its
implications for cognition and instruction. In so doing, we hope to begin
charting out a few directions in which this work can progress (CAMPBELL;
ZAZKIS, 2002, p. 2)°

Em uma traducdo proxima da afirmacdo dos autores, nota-se que 0s mesmos tém
como objetivo principal o de identificar e demonstrar alguns dos diferentes tipos de problemas
e formas de pensar que podem ser investigados em programas de pesquisa sobre
ensino/aprendizagem da teoria dos numeros e suas implicacfes para a cogni¢do e instrucao.
Ao fazé-lo, esperam comecar a apontar algumas dire¢cdes em que o trabalho com este tema
possa progredir. Selden e Selden indicam que as pesquisas nessa area podem mostrar questes
e NoVOS rumos para a investigacdo em educacdo, “alguns que vdo bem além da prépria teoria
dos numeros” (CAMPBELL; ZAZKIS, p.214, 2002).

3.1.2.1.1 Uma visdo panoramica do livro

O livro possui onze capitulos, cuja tbnica comenta-se a seguir. Os autores afirmam que
varios topicos da teoria dos nameros podem ser apropriados pela escola béasica, e que 0s
estudos apresentados visam, principalmente, a cognicao e instrugdo de futuros professores,
pois apresentam uma variedade de diferentes dimensdes da aprendizagem e do ensino da

teoria dos numeros (p. 9).

Pode-se dizer que o primeiro e o Ultimo capitulos tém como objetivos explicitar e
discutir o papel que a teoria dos numeros pode e deve desempenhar no curriculo de
matematica da escola basica, enquanto os nove capitulos restantes discutem questdes
relacionadas a aprendizagem e ao ensino de teoria dos numeros, e podem ser agrupados da
seguinte forma: quatro capitulos sdo dedicados principalmente as concepgdes dos alunos,
imagens, dificuldades e imprecisdes linguisticas quando lidam com questdes elementares da
teoria dos numeros (enderecados a futuros professores nos capitulos 2, 3, 4, e graduados em

ciéncia da computacdo, no capitulo 5). Trés capitulos enfocam consideracfes didaticas sobre

6 O principal objetivo deste texto é identificar e demonstrar alguns dos diferentes tipos de problemas e maneiras
de pensar que podem ser investigadas em um programa de pesquisa sobre aprendizagem e ensino da teoria dos
numeros e suas implicagdes para a cognicdo e a educacdo. Ao fazé-lo, esperamos comecar a tracar alguns
caminhos pelos quais este trabalho pode progredir (traducdo nossa).
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0 projeto de instrucdo e ensino elementar e avancado dos problemas em teoria dos numeros
para futuros professores (discutindo critérios gerais para a escolha de tarefas a serem
apresentadas em classe no capitulo 6, vantagens didaticas da utilizacdo de provas genéricas no

capitulo 9 e analisando uma tarefa especifica, no capitulo 7).

Os dois capitulos restantes estdo preocupados principalmente com conexdes entre o
ensino e a aprendizagem da teoria dos numeros, tendo como referéncia o papel de conjecturas

e provas de inducdo em classe (conjecturas no capitulo 8, e inducdo no capitulo 10).

Pode-se ver que o livro, por meio de seus artigos, fornece variadas informag6es nos
aspectos cognitivos e educacionais sobre os futuros professores.
Faz-se, a seguir, uma sintese do que cada capitulo apresenta, considerando aqueles que

podem contribuir com este estudo.
3.1.2.1.2 A contribuicdo de cada capitulo

Os autores apresentam, no Capitulo 1, “A respeito da teoria dos nimeros como um
campo conceitual”, ideias bastante semelhantes aquelas contidas na tese de Resende (2007).
Vale salientar que os autores definem a teoria dos nimeros como um campo conceitual e 0s
artigos apresentados tém como finalidade contribuir para as pesquisas em educacao

matematica nessa area ainda em fase emergente.

Desta forma, os autores discutem, de forma concisa, 0s principais elementos da teoria
dos nimeros como uma area de estudo da matematica, caracterizando a teoria elementar dos
nimeros como distinta da sua versdo avancada. A proposta dos autores consiste em rever o
papel da teoria elementar dos numeros na educacdo basica, com referéncia as formas
explicitas e implicitas com que o ensino e aprendizagem da teoria dos numeros sdo abordadas

nos documentos oficiais do NCTM’, em suas versdes de 1989 e 2000.

Além disso, Campbell e Zazkis, os autores, comentam sobre algumas questfes
relativas aos artigos contidos em obras de referéncia. Discutem sobre os estudos tedricos,
como, por exemplo, os de Vergnaud e de Dubinsky, que sdo usados para analisar os dados.

Em seguida, eles definem a teoria dos nimeros como um campo conceitual e sugerem que 0s

7 National Council of Teachers of Mathematics, algo como “Conselho Nacional dos Professores de Matematica”
(Estados Unidos).
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artigos do livro podem contribuir para esta area emergente de pesquisa em educagdo

matematica.

O capitulo encerra ressaltando as contribuicGes que tdpicos da teoria dos nimeros
podem trazer para as pesquisas sobre os conhecimentos aritmeticos de alunos e futuros
professores.

O capitulo 2, “Chegando a um acordo sobre a divisdo: O entendimento dos futuros
professores”, ¢ bastante esclarecedor a respeito de situacdes nas quais chega-se a pensar que
ndo hé problemas em relagdo a compreensdo sobre o tema, aparentemente muito simples, mas
que podem causar grandes surpresas quando analisadas de forma mais profunda. Neste
capitulo, indica-se como um grupo de vinte futuros professores sentem dificuldades em
chegar a um acordo sobre a divisdo de numeros inteiros e nimeros racionais. Campbell
(2002), seu autor, analisa as ideias corretas e incorretas na hora de se resolverem questdes

envolvendo os dois conjuntos mencionados.

Os erros cometidos no entendimento do algoritmo da divisdo sdo descritos em termos
peculiares neste capitulo. O autor comenta que os resultados indicavam que, geralmente, o0s
acertos dos participantes em relacdo as questbes de divisibilidade ocorrem com base em
calculos, ou seja, raramente com base em critérios de divisibilidade. Por exemplo, os futuros
professores tiveram dificuldades quando se fez a exigéncia de que na divisdo entre nimeros
inteiros o resto e o quociente fossem também numeros inteiros (quando perguntado sobre a
divisdo de 21 por 2, por exemplo, geralmente respondiam que o quociente seria 10,5). Eles
também encontravam dificuldades com a exigéncia de que o resto fosse maior que o divisor
(ndo conseguiam chegar a uma solucdo na qual o quociente fosse 9 e o resto 3, uma vez que 2
X 9=18¢e 18 + 3 = 21 (p. 20-21). Desta forma, este capitulo acionou a percep¢do sobre um
problema andlogo com respeito a divisdo, quando as condic¢Bes do algoritmo de Euclides para
divisdo eram impostas. O teorema da divisdo, usado por Euclides no seu livro Elementos,
estabelece uma divisdo com resto. E um teorema que pode ser provado por meio de um
algoritmo que explica como se processa a divisdo — por esse motivo, entdo, ficou conhecido
como Algoritmo de Euclides. O teorema afirma que se a e b s&o dois inteiros, com b # 0,
entdo existem e sdo Unicos os inteiros q e r que satisfazem as condi¢Bes: a=bg+r; 0 <r <
b.
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Nos exemplos dados em que a e b eram positivos, os futuros professores ndo tinham
dificuldades em encontrar o quociente e o resto (a =59; b =14, entdéo 59 =14 x4+ 3,qer
satisfazem as condicdes). Também, ndo havia grandes problemas quando b era negativo (a =
59; b = -14, entdo 59 = (-14) x (-4) + 3, g e r novamente obedecem as condi¢des). Entretanto,
quando a era negativo como, por exemplo, em a = -79 e b = 11, sempre havia serias
dificuldades em encontrar ¢ e r que obedecessem as condic¢des do algoritmo (-79 = 11 (-8) +
9).

O capitulo contém, ainda, indicacBes para o que seriam as razfes para 0S erros na
divisdo com restos. Um deles seria o fato de um contetdo ser tdo familiar, mas seus
pressupostos estarem equivocados devido a dependéncia excessiva no formalismo aritmético,
0 que ndo permitiria resolver situacdes novas. Deixa aos leitores questfes que podem levar a
futuras pesquisas, quais sejam, o estudo identificou e descreveu, a partir de uma perspectiva
empirica, uma variedade de fendmenos linguisticos, processuais e conceituais associados com
entendimentos dos futuros professores da divisdo aritmética dentro de contextos abstratos.
Esses fendmenos todos parecem, de uma maneira ou de outra, estarem relacionados a (1) um
desconhecimento das ligacGes entre numeros inteiros, fracionarios e racionais e suas
expressdes simbolicas; (2) uma dependéncia excessiva das interpretacdes formais da divisdo
aritmética usando linguagem informal ; (3) uma propensdo para 0 excesso de generalizar e
aplicar mal procedimentos familiares; e (4) a falta de discernimento entre nimero inteiro e
namero racional e uma subsequente vulnerabilidade quanto as diferencas conceituais e de

procedimentos ocasionando ambiguidades nos termos formais envolvidos.

No capitulo 3, “Concepg¢des sobre a divisibilidade: sucesso e entendimento”, os
autores Anne Brown, Karen Thomas e Georgia Tolias também analisam a questdo da
compreensdo de operacdes matematicas e suas propriedades sobre a estrutura multiplicativa
do conjunto dos nimeros naturais, tendo por sujeitos dez professores do ensino basico. Os
autores estavam interessados nas habilidades dos individuos em progredir a partir das
respostas de agdes orientadas para o raciocinio inferencial explicito, que pode refletir uma
compreensdo de operacfes matematicas e propriedades sobre a estrutura multiplicativa do
conjunto dos nimeros naturais, usando a seguinte caracterizacdo da estrutura multiplicativa
fornecida por Freudenthal (1983): a estrutura multiplicativa de N é o conjunto das relacdes a
x b = ¢, podendo também expressa como ¢ + b = a, complementadas poraxb xc=d,ax b=

d + ¢, e, sobretudo, 0 que se pode pensar neste contexto. Em um nivel mais elevado, inclui
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experiéncia, e, em um nivel ainda mais elevado, inclui conhecimentos formulados sobre
propriedades como a comutatividade, associatividade, distributividade, e equivaléncia de a x

b=cec+a=hb, além de outras propriedades deste tipo (Campbell e Zazkis, p.41, 2002).

As mudangas no raciocinio dos participantes sdo ilustradas e descritas como passando
de fase 1, isto é, realizacdo de acBes com sucesso, com pouca consciéncia de mecanismos
gerais (aprender fazendo), para a fase 2, onde as agdes e a conceituacdo se influenciam
mutuamente, mas o individuo ainda ndo pode fazer inferéncias sobre o sucesso ou o fracasso
de acBes sem realmente executé-las; e, finalmente, para a fase 3, quando as ac¢les sdo
conscientemente guiadas e o raciocinio ocorre por meio da aplicacdo de conceitos sobre as
tarefas — o trabalho nesta fase inclui a capacidade de fazer previsdes de sucesso das acdes
futuras sem experimentagdo direta. Ao concluir sobre os resultados dos seus estudos, os
autores colocam a necessidade premente de mais pesquisas para ampliar 0 que ja existe nessa

area.

No capitulo 4, "A linguagem da Teoria dos Numeros: Metafora e Rigor”, novamente o
assunto “divisibilidade” ¢ discutido. Zazkis (2002), chama a atencdo da comunidade de
educadores matematicos para que se conscientizem sobre os erros cometidos pelos
professores devido ao uso de uma linguagem matematica sem rigor e o papel crucial que deve
ter a precisdo de semelhante linguagem para que os futuros professores possam expressar

ideias matematicas.

Em relacdo ao estudo conduzido por ela, as observacGes indicam que a maioria dos
participantes utiliza uma mistura de terminologia matematica informal e formal. A linguagem
utilizada pelos entrevistadores durante suas entrevistas era consideravelmente diferente da
linguagem utilizada pelos entrevistados, embora eles estivessem familiarizados com as cinco
declaragdes matematicamente equivalentes que expressam a no¢éo de divisibilidade, a partir

de seus livros didaticos e das discussdes em classe.

Os futuros professores alegaram, por exemplo, que um ndmero "ndo pode ser
dividido" ou "ndo pode ser dividido igualmente por 2”, o que significa que ele ndo era
divisivel por 2, e, ocasionalmente, chegavam ao ponto de inventar palavras dizendo “estd

‘dobrado’ por 6, significando que era um multiplo de 6.
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Zazkis (2002) também mostra que a terminologia utilizada pelos participantes pode
refletir a sua compreensao da divisdo. Isto é, a fala dos futuros professores de que um nimero
"pode ser dividido igualmente” reflete imagens ¢ processos consistentes com um ponto de
vista particular da divisdo, e ao dizerem que um numero “entra”, “encaixa”, ou “pode ser
colocado em” um outro niimero demonstra um ponto de vista sobre a divisdo como algo em
pedacos ou como medida. Além disso, varios dos futuros professores mencionaram que
resultado "sem deixar resto” apontava para o pensamento sobre a divisdo de nimeros inteiros,

ao passo que outros futuros professores mencionaram que a divisdo “sem decimais” se referia

a nimeros racionais.

Como o capitulo 5 néo tinha relacdo direta com este trabalho, ndo sera discutido nesta
revisdo. Ja o capitulo 6, “Integracdo entre conteido e processo em uma aula de matematica”
se diferencia dos anteriores pelo aspecto didatico. Nele, a autora Anne R. Teppo descreve uma
atividade em sala de aula com base em novas ideias sobre como apresentar a teoria dos
nimeros. A autora tem a proposta de superar, na sala de aula descrita, 0 mero dominio de
procedimentos relacionados a conteudos matematicos desconexos, substituindo-o por um
conjunto complexo e interligado de conceitos, processos e habilidades a ser realmente
compreendido, de forma que todos os alunos tenham acesso a um ensino de matematica de

alta qualidade.

A articulista comenta que “processos sdo aprendidos enquanto se foca no conteudo ¢ o
conteudo ¢ aprendido dentro de uma énfase no processo” (p. 117). A autora mostra como o0s
futuros professores acreditam que a matematica é basicamente um roteiro de memorizacao de
formulas e regras. Ela se serviu desses processos para discutir e formular nog¢bes pertencentes
a teoria dos numeros, tais como fatoracdo, divisibilidade, nimeros primos e compostos, bem

como 0s processos de fazer e testar conjecturas e expressar generalizagoes.

A atividade descrita no capitulo faz uma introducéo a topicos da teoria dos nimeros
por meio de uma investigacao de padrdes em numeros naturais que tém exatamente dois, trés,
quatro ou cinco divisores. Essa investigacao incluiu o trabalho com os conceitos de fatores,
divisibilidade e numeros primos e compostos, bem como 0s processos de fazer e testar
conjecturas e expressar generalizagdes. A atividade também se destinou a ajudar os alunos a
fazer a transicdo do trabalho anterior com estruturas aditivas (adi¢éo, subtragdo, multiplicagéo

e divisdo de nameros inteiros) para as estruturas multiplicativas subjacentes razao, proporc¢ao
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e fragdes. A atividade foi projetada para ser concluida dentro de um periodo de aula de 50
minutos. Durante esse tempo, os alunos trabalharam individualmente, em pequenos grupos, e,
finalmente juntos em uma discussdo com toda a classe. O instrutor forneceu uma fala
introdutoria, coordenou o trabalho nos grupos de estudantes e orientou as discussdes na

classe.

No inicio da atividade, os procedimentos para a identificacdo de fatores de
determinados nimeros e os termos "fatores”, "divisores”, e "divide" sdo introduzidos ao se
pedir aos alunos para encontrar os 4 divisores diferentes para o numero 15 e 6 divisores para o
45. Em grupos de quatro, os alunos, em seguida, tentaram encontrar varios nimeros que
tivessem exatamente 2 divisores, 3 divisores, 4 divisores ou 5 divisores por meio do uso de

padrdes que os ajudassem a adicionar nimeros as suas listas.

Um quadro vazio foi desenhado na lousa com titulos para 2, 3, 4 e 5 divisores.
Estudantes de diferentes grupos foram convidados a preencher cada coluna com os ndmeros e
listar os fatores que haviam encontrado (veja quadro 3). Os resultados foram compartilhados e
formaram a base para uma discussdo com toda a turma no sentido de focar em determinados
fatos numéricos da teoria dos nimeros por meio dos processos de generalizar, conjecturar e

abstrair.

Quadro 3 — Divisores mencionados

2 divisores 3 divisores 4 divisores 5 divisores
2 1,2
4 11,24 6 [1,2,3,6 16 [1,2,4,8,16
3 11,3
9 (1,39 8 (1,248 811(1,3,8,9,27
5 |15
2511,5,25 10 |1,2,5,10
7 (1,7
15 |1,35,15

Fonte: Campbell e Zazkis, 2002, p.117

Durante o trabalho em grupo, os alunos ndo tiveram dificuldades em identificar os

nimeros com exatamente 2, 3 ou 4 divisores, mas muitos foram incapazes de encontrar
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qualquer outro nimero além de 16 e 81 com 5 divisores. O quadro 3 é um exemplo do tipo de
informagdes fornecidas pelos grupos nessa fase da atividade. Outros numeros foram

adicionados ao quadro durante as discussées com o0s alunos.

A autora finaliza ilustrando ferramentas didaticas e abordagens que podem ser Uteis

para os professores que visam motivar e criar uma atmosfera de debates em suas aulas.

O capitulo 7, “Padrdes de pensamento e decomposi¢do em fatores primos” apresenta
um artigo de Anne Brown que mostra como topicos da teoria dos nimeros podem provocar
situacOes bastante intrigantes a partir de problemas simples. A autora inicia com o que ela
denomina de “um problema provocante”, envolvendo decomposigdes em fatores primos. A
intencdo era de examinar a decomposicdo para identificar, comparar e contrastar com as

propriedades multiplicativas dos nimeros naturais (p. 131).

O problema foi aplicado num simpésio sobre a teoria dos nimeros e nas palavras da
autora:

O que aconteceu me surpreendeu - a maioria dos futuros professores a quem
solicitei para resolver teve um blogueio em reconhecer que o problema
representava um fragmento de nimeros compostos consecutivos. Embora o
problema fosse elementar e sua solucdo trivial, ninguém conseguiu resolver
completamente. Apesar de trivial ou 6bvia, a busca pela solucéo induziu a
uma variedade de estratégias (p. 133).

O problema instigante mencionado foi o seguinte: sabendo que ha um padr&o nos seis
termos iniciais da sequéncia 22 x 3%, 23x 34, 22x 3°, 24x 3% 22x 3*x 5, 23x 3°, ..., escrever 0s
proximos seis termos dessa sequéncia decompostos em fatores primos. Tendo feito isso,
escreva 0 200° termo decomposto em fatores primos, e descreva um método que ira fornecer

a fatoracdo em primos do enésimo termo da sequéncia.

A expectativa era que se examinasse a fatoracdo em primos para identificar, comparar
e contrastar as propriedades multiplicativas dos numeros naturais que deveriam ser
desenvolvidas por meio das experiéncias e conhecimentos matematicos adquiridos a respeito

de assuntos como mdc, mmc e divisibilidade.

A autora relata que as pesquisas de Zazkis e Campbell (como em Zazkis e Campbell,
1996) indicam que alguns estudantes universitarios, particularmente os futuros professores
nos cursos de licenciatura, ainda tém dificuldades em reconhecer e explicar as relacGes de

divisibilidade para nimeros expressos na forma de decomposicdo em fatores primos. A
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continuacdo de investigacBes sobre a aprendizagem destes tdpicos é urgentemente necessaria
para a autora, com o objetivo de melhorar a capacidade dos professores em orientar seus
alunos no atendimento das expectativas acima. A questdo especifica que foi discutida no
artigo foi a de estudar como os professores da escola basica explicariam um problema
envolvendo o uso da decomposicdo em fatores primos. Em seguida, ela explica, por meio
deste problema e de outros similares, que € possivel acionar o exame da fatoracdo em primos
para identificar, comparar e contrastar as propriedades multiplicativas dos nimeros naturais e

questiona porque este problema parece enigmatico, pelo menos inicialmente.

A autora aventa que o motivo de semelhante dificuldade poderia repousar no fato de
os professores ndo estarem acostumados a considerar duas coisas simultaneamente: a
decomposicdo em fatores primos e uma sequéncia aritmética de numeros naturais. Afinal de
contas, a fatoracdo de n tem pouca relagdo com a fatoracdo em primos de n + 1, além do fato
de que um contém pelo menos um fator 2 e o outro ndo. Uma vez que o dominio de uma
sequéncia é o conjunto de niimeros naturais, € possivel que a sequéncia 1, 2, 3, 24,5, 2 x 3, 7,
23,32, 2 x5, ..., pudesse desempenhar um papel sempre que uma sequéncia ¢ apresentada na
forma de decomposicdo em fatores primos. Mesmo quando é combinada com algo tdo simples
como a multiplicagdo por um fator comum, tal como em 2°, 2% 2% x 3,27, 25x5,26x 3, ..., a

tendéncia a mascarar padrdes € evidente.

Brown (2002) ilustra como resolveu o problema didatico sobre os participantes
sentirem dificuldade em explicar a l6gica por tras da regra do "maior expoente" para
determinar o mdc e 0 mmc. Reconhecendo que a l6gica por tras do método de criar sucessivos
multiplos de um numero por meio da verificacdo de divisibilidade seria muito facil, ela
encorajou 0s estudantes a estender este método para nimeros representados por meio de sua
decomposicdo em fatores primos. Com um ligeiro refinamento, o algoritmo resultante é o
seguinte: para encontrar o mmc(A,B), multiplica-se A apenas por aqueles fatores primos de B
"desaparecidos” da decomposicdo em fatores primos de A (com suas multiplicidades
apropriadas). Este processo cria, obviamente, um maltiplo de A, porque a comparagdo entre A
e B resulta em uma ou mais multiplicagcdes de A por nimeros naturais. Uma vez que se tenha
multiplicado A por todos os fatores ocultos de B, é evidente que o maltiplo final de A também
é divisivel por B. A autora conclui sua proposta, apresentando uma lista de problemas

similares para aplicacGes sobre o assunto discutido no artigo.
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No capitulo 8, “Como os alunos fazem conjecturas? Generalizagdes dos futuros
professores em questdes de teoria dos numeros”, Edwards e Zazkis (2002) apresentam um
problema sobre diagonais em um retangulo e solicitam uma generalizacdo. A solucédo requer
topicos de teoria dos numeros como o0 maximo divisor comum, por exemplo. O problema
solicitou que se desenhasse, em um papel quadriculado, um retdngulo e se tragasse uma
diagonal. Em seguida, a seguinte pergunta deveria ser respondida: “quantos quadradinhos sdo

cortados pela diagonal?”. A figura 4 ilustra 0s casos 2 x 2 e 3 x 5.

Figura 4 - Configuracdes 2x2e3x5

Fonte: Campbell e Zazkis, p. 144

Nos dois casos mencionados, basta contar os quadradinhos. Em continuacdo, 0s
autores solicitaram que os participantes expliquem que decisdes irdo tomar para contar os
quadradinhos nos retangulos 100 x 167 e 3600 x 208. E, por fim, pedem uma generalizagédo
para a quantidade de quadradinhos cortados pela diagonal de um retangulo N x K.

O artigo chama a atencdo para a natureza das solucBes dos futuros professores, suas
estratégias de resolugdo de problemas de teoria dos nimeros e as conjecturas de cada um
sobre possiveis regras ou formulas apesar de, como o artigo informa, eles ndo serem
"fluentes” no uso de técnicas para gerar e testar conjecturas para problemas cujas respostas

sdo padrdes (expressos algebricamente), e ndo resultados numéricos.

Primeiramente, os autores discutiram sobre a natureza das solucfes dos participantes,
suas estratégias de resolucdo de problemas e as conjecturas especificas descritas como
respostas ao problema em seus cadernos. Na busca de uma solugdo para o problema, os
futuros professores geraram varias conjecturas, desenharam tabelas resumindo diferentes
numeros de exemplos. O numero de conjecturas usadas para a resolucao dos problemas variou
de 2 a 8, com média de 5 conjecturas diferentes. O nimero total de exemplos variou de 4 a 44,

com média de 25 diferentes.
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As respostas finais foram caracterizadas como "completas e corretas" ou “'parciais”.
Completas eram as respostas corretas com solugdes gerais que representavam todos 0S
retangulos possiveis, enquanto que as solugdes parciais foram conjecturas que poderiam ser
aplicadas apenas em alguns casos (um fato que pode ou pode néo ter sido observado pelo
participante). Solugdes completas e corretas foram de dois tipos: o aluno podia apresentar
uma Unica formula ou regra ou poderia apresentar um conjunto de regras que, juntos,

cobririam todos 0s casos

Examinando os trabalhos dos futuros professores sobre este problema desafiador, os
autores obtiveram como solucGes completas e corretas apenas oito das vinte e sete entregues.
Por outro lado, quando os autores também perguntaram "o que fazem os futuros professores
com provas que ndo se mostram verdadeiras?”, a grande maioria (vinte e dois dos vinte e sete
participantes) aceitaram adequadamente algumas evidéncias que encontraram, mas que nao
confirmavam a suas conjecturas. Ou seja, ou eles ndo rejeitaram suas conjecturas
completamente, ou a restringiam, e procuravam uma nova conjectura para trabalhar em outros
casos. Cinco estudantes fizeram declaracbes que sugeriam que eram muito relutantes em
abandonar suas conjecturas, e na verdade ignoravam ou possivelmente analisavam os dados

de maneira mais seletiva, a fim de dar mais apoio as suas formulas.

Uma das dificuldades em resolver este tipo de problema desafiador € saber quais
caracteristicas da situacdo sdo relevantes e quais ndo sdao. A maior parte dos futuros
professores atacou o problema de uma forma impulsiva e numérica, em vez de empregar a
andlise das caracteristicas visuais ou estruturais que poderiam ajuda-los. Muito poucos
notaram os pequenos retangulos semelhantes inseridos dentro de um retangulo cujos lados
tinham fatores comuns. De fato, alguns participantes puderam observar fatores ou multiplos
como um aspecto saliente em suas solucBes. Poucos consideraram o fato dos lados serem
nameros impares ou pares. Essa distingdo "par / impar" seria muito importante, e os futuros
professores tiveram dificuldades em generalizar a partir da questdo da paridade, para
examinar a divisibilidade por outros inteiros, uma observacdo que teria sido muito eficaz no

problema.

Edwards e Zazkis (2002), observaram que existem poucos estudos sobre a
investigacdo de provas e conjecturas entre futuros professores de matematica. Segundo esses
autores, 0 que eles apresentam como pesquisa pode ser descrito como sendo o "territdrio

antes da prova" (p. 141). Nas palavras dos autores:
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O "territorio antes da prova" é um rétulo metaforico para um “espago” de
potenciais precursores intelectuais para a prova: modos de pensar, falar e
agir que suportam o objetivo de buscar e estabelecer uma certeza
matematica. Este espago inclui atividades como perceber e descrever
padrdes matematicos ou generalizacBes, gerando conjecturas de que
determinadas generalizacbes sdo sempre verdadeiras, verificar uma
conjectura, e gerar tanto um argumento indutivo ou dedutivo para confirmar
sua verdade. (p. 141)

O capitulo 9, "Provas genéricas em Teoria dos Numeros", escrito por Tim Rowland,
chama a atencdo para a relativa facilidade com que o dominio da teoria dos nimeros presta-se
ao argumento genérico. Ele afirma que o potencial do exemplo genérico como uma
ferramenta didatica € praticamente desconhecido e inexplorado no ensino da teoria dos
nlmeros, e por esse motivo pede uma mudanca neste estado de coisas.

O autor apresenta e analisa varios problemas interessantes que ilustram como
exemplos genéricos podem apontar para argumentos gerais. Estes exemplos fazem referéncias
a topicos da teoria dos nimeros, como o método que Gauss usou para encontrar a soma dos
100 primeiros nameros impares consecutivos, funcdo de Euler e o teorema de Wilson.
Finalizando, hd uma secdo de sugestdes e propostas pedagdgicas no intuito de incentivar
novas pesquisas.

E, finalmente, o capitulo 11, “Reflexdo sobre a pesquisa em educacdo matematica:
Perguntas em teoria elementar dos nimeros”, ¢ uma espécie de conclusio sobre tudo o que foi
apresentado no livro. Annie Selden e John Selden identificam, pelos trabalhos apresentados,
0 potencial da teoria dos nimeros para as pesquisas sobre o ensino e aprendizagem de
resolucdo de problemas; raciocinio e prova em questdes com narrativas, representaces de
imagens e divisibilidade; posturas filosoficas assumidas; referenciais tedricos utilizados; e as

implicacdes para o ensino.

Os autores também fazem algumas consideragdes particulares a respeitos de provas e
raciocinios. Eles descrevem sua prépria experiéncia no ensino de algebra abstrata para futuros
professores do ensino médio e indicam que, embora provas sdo sejam parte integrante dos
cursos de algebra abstrata, nestes cursos os alunos muitas vezes encontram-se lutando em
duas frentes, envolvendo questdes relacionadas com a abstracdo e com a construcdo das
provas. Em contraste, na Teoria Elementar dos Numeros, os futuros professores lidam com
objetos (os numeros inteiros) e operacBes (tipo multiplicacdo e adi¢do) que lhes séo

familiares. Assim, “eles podem concentrar-se na descoberta e constru¢do de provas sem se
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distrair por ter que, simultaneamente, estender as suas concepg¢des das operacdes e dos objetos

que eles estdo estudando” (p. 215).

Os autores sugerem que, a fim de promover o desempenho dos alunos com provas
matematicas, teoremas da teoria elementar dos numeros que ndo envolvam abstracfes
excessivas devem ser apresentados. Os autores indicam ter aplicado com sucesso esta
proposta com seus estudantes universitarios, e apontam as principais razdes pelas quais a
teoria dos nimeros é ideal para introduzir os alunos ao raciocinio de prova: (1) os alunos
lidam com objetos familiares, reduzindo assim o nivel de abstracdo; (2) quando
adequadamente selecionados, tais provas sdo acessiveis, ou seja, 0s alunos precisam apenas de
motivacao sobre 0s primeiros principios, juntamente com uma certa dose de engenhosidade; e
(3) muitas vezes o numero de provas tedricas tém versdes genéricas, permitindo aos alunos
ver, ou até mesmo provar por conta prépria um resultado geral, depois de ter considerado um

caso particular adequado.

3.1.2.2 Number Theory in Mathematics Education: Perspectives and Prospects. R.

Zazkis, e S. R. Campbell, (Editores), Routledge Taylor & Francis Group, 2006.

Neste segundo livro, organizado novamente por Rina Zazkis e Sthephen Campbell, os
autores tentam mais uma vez demonstrar que a aritmética tem um grande potencial para atrair
futuros professores e pesquisadores a experimentar as riquezas de uma descoberta
matematica. Essa ¢ a argumentagdo presente no capitulo 1, “A teoria dos numeros nas
pesquisas em educacao matematica: Perspectivas e panorama”.

Apesar da teoria dos numeros desempenhar um papel significativo no processo de
ensino e aprendizagem da matematica, os autores afirmam que essa contribuicdo tem sido
largamente ignorada nas pesquisas educacionais. Em funcdo da sua estrutura, que fornece
muitas oportunidades para novas conjecturas, prova e analises, muitas questdes de pesquisa
sobre ensino e aprendizagem podem ser buscadas na teoria dos nimeros.

Como seus grandes resultados sdo construidos nos inteiros positivos, 0os cursos de
licenciatura podem incentivar os futuros professores a iniciar suas analises, pesquisas e
formulacdo de conjecturas com poucos conhecimentos prévios, uma vez que a teoria dos
numeros é um contexto poderoso para a realizagdo de pesquisas em diferentes areas (p. 8).

O capitulo 2, “Compreendendo a teoria elementar dos numeros em relacdo a aritmética
e a algebra”, apresenta a delicada questdo da transi¢dao da aritmética para a dlgebra e o papel

da teoria dos numeros na educacdo basica. Campbell (2006) critica o fato de que muitos
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educadores vém a teoria dos nimeros como ndo sendo parte da continuidade aritmética-
algebra, talvez pelo fato da teoria dos numeros estudar os inteiros e a aritmética-algebra
considerar conjuntos como dos racionais positivos. Um dos problemas com este ponto € a
dificuldade de uma clara distincdo entre opera¢Ges com o0s inteiros € com 0s racionais.
Campbell coloca que a teoria dos nimeros deveria desempenhar um papel mais central e ndo
apenas de coadjuvante.

O autor coloca que se deve compreender a teoria elementar dos ndmeros como
centrada nos nameros inteiros e que na escola basica existem duas aritméticas distintas sendo
processadas, criando confus@es pelo fato de ndo haver distingdo entre a aritmética com os
inteiros e a aritmética com os racionais positivos. Segundo o autor, a ligacdo conceitual entre
namero inteiro e a aritmética com nimero racional, com respeito a divisdo, ndo é trivial.

No capitulo 3, “O que torna um exemplo exemplar: Questbes pedagogicas e didaticas
na apreciacdo de estruturas multiplicativas”, Mason (2006) comega com uma importante
pergunta: “o que torna um exemplo exemplar?”. Essa questdo provoca uma importante
reflexdo a respeito de exemplos eventualmente “fracos”, que deveriam dar lugar aqueles nos
quais os alunos poderiam perceber o ato de "exemplificar algo”, de modo a indicar uma boa
direcdo, produzir desdobramentos mais profundos e matematicamente interessantes. De todo
0 modo, os exemplos apresentados em sala ndo devem privar os alunos da oportunidade de
deduzir propriedades e de encontrar o seu proprio caminho para o entendimento.

O autor indica que seu método consiste em identificar fenébmenos que deseja estudar e
procurar exemplos dentro de sua propria experiéncia. Em seguida, busca construir exercicios
e tarefas para as quais se espera reconhecimento autdbnomo, ou que permitam um
direcionamento para que se as reconhecam (p. 43). Alguns estudos de caso ilustram como se
pode comecar com uma pequena questdo e envolver-se com o aumento da sofisticacdo para

questdes mais importantes.

Um exemplo no artigo de Mason (2006) ilustra a postura supramencionada. Em uma
secdo de um curso de aperfeicoamento, ele ofereceu o seguinte conjunto de equacdes

numéricas:
1+2=3
4+5+6=7+8

9+10+11+12=13+14+15
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Os participantes ndo acharam fécil chegar a qualquer generalizagdo: muitos nédo
conseguiram ver as trés equagdes em conjunto como parte de um fendmeno maior. Neste
caso, entdo, o autor dirigiu 0s sujeitos a ver os principais atributos que conduziriam a uma
generalizacdo. Este exemplo particular podia ainda ser mais explorado: podia-se pedir,
inicialmente, para os participantes observarem em que situacdo um Gnico termo do lado
direito de uma equacdo numérica seria 0 quadrado do nimero de termos da adi¢do do lado
esquerdo, e de que modo isso revelaria a razdo pela qual tais equagdes seriam, de fato,

verdadeiras.

Uma maneira de adaptar esse raciocinio para a questdo colocada por Mason (2006) era
fazer a seguinte conjectura nas equacGes numéricas propostas, observando que o primeiro

termo é um quadrado perfeito:
12+ 2 =2+ 1 =3 (adicionar & parcela 2 o valor da base)
22+5+6=(5+2)+(6+2) =7+ 8 (adicionar as parcelas 5 e 6 o valor da base)
32+10+11412=(10+3)+ (11 +3)+ (12+3)=13+14+15

Isso serviria para deduzir os termos de uma soma de numeros consecutivos que
comecam com um quadrado perfeito. De fato, este parece ser um bom exemplo do
pensamento algébrico sem o uso de incdgnitas e de apreciar, da estrutura de um exemplo, uma

situacdo geral.

No capitulo 6, “Aprendendo pelo ensino: O caso do crivo de Eratosthenes e uma
professora de escola primaria”, Leikin (2006) demonstra que, no preparo do material de
ensino, o professor pode aumentar o seu conhecimento e compreensdo sobre determinado
tema. Ela descreve o caso de uma professora de escola priméaria que tinha que preparar um
material desconhecido por ela para ensinar nimeros primos e compostos usando o crivo de
Eratosthenes. Enquanto fazia consultas, a professora foi se familiarizando com o crivo e
aumentando a sua compreensdo. Mesmo assim, alguns pontos ndo ficaram muito claros para
ela. O estudo deixa a entender que, para alguns professores, novos procedimentos e
conhecimentos levam tempo para serem interiorizados e colocados em pratica.

Em outras palavras, 0 artigo apresenta uma pesquisa que analisa o desenvolvimento do
conhecimento dos professores evidenciado no estudo de caso de uma professora do ensino

fundamental (Nurit) que foi convidada a ensinar uma ligdo sobre numeros primos usando o
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Crivo de Eratosthenes. O estudo baseia-se no pressuposto de que os professores aprendem ao
ensinar. Destina-se a divulgar os mecanismos dessa aprendizagem e das relacdes entre trés

dimens@es do conhecimento dos professores: os tipos, as formas e suas fontes.

Leikin (2006) enumera varias fontes para sustentar o fato de que os professores
aprendem com a experiéncia de ensino. Da mesma maneira, menciona estudos em torno da
comparagdo entre professores experientes e novatos, bem como o desenvolvimento de
conhecimentos de professores estagidrios. Segundo a autora, estes trabalhos atestam o
fendmeno da aprendizagem por meio do ensino. Leikin (2006) menciona que o raciocinio
pedagdgico dos professores comega com uma compreensdo que consiste do entendimento
critico de um conjunto de ideias. Além disso, os professores estdo envolvidos em um processo
de transformacdo associada com planejamento e projeto, atividades de instrugéo, avaliacdo e
reflexdo. Como resultado, os professores alcangam nova compreensdo, que € enriquecida por
um novo entendimento e reforcada por uma maior conscientizacdo sobre as finalidades da

educacdo bem como sobre o papel de seus participantes (professores e alunos).

As principais caracteristicas do processo de aprendizagem por meio do ensino, como
apresentadas nas fontes de Leikin (2006), séo a interacdo professor com o0s alunos e materiais
didaticos, bem como a reflexdo. Neste sentido, varios modelos enfatizam o fato de que
conhecimento do professor se desenvolve por meio da préatica de ensino como resultado das
interacdes dos professores com seus alunos. Leikin (2006) sugere um modelo de interacdes
instrucionais dos professores que permite uma andlise detalhada das interacbes dos mesmos
em um sistema de seis qualidades: (1) a finalidade pela qual um professor pode interagir com
os alunos; (2) o inicio de interacdo pelo professor ou pelos alunos; (3) motivos para interagir,
gue podem ser externos, se sdo prescritos por um dado sistema educacional, ou internos,
sendo, neste caso, a maioria de ordem psicoldgica, incluindo conflitos cognitivos, incertezas,
desacordos ou curiosidades; (4) reflexdo sobre professores e alunos e suas experiéncias
anteriores; (5) medidas de apoio ao processo interativo; e (6) o foco da interagdo, que pode ser

matematico ou pedagdgico.

Embora amplamente contemplado, Leikin (2006) afirma que o fenémeno da
aprendizagem por meio do ensino ndo foi examinado cuidadosamente no que diz respeito ao
desenvolvimento de diferentes tipos de conhecimento dos professores. Assim, nas
consideracdes da autora, a comunidade educativa tem compreenséo relativamente limitada

sobre as mudancas em diferentes tipos de conhecimentos dos professores, ou como essas
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mudancas surgem, especialmente no campo do conhecimento matematico em uma situacéo

real de sala de aula.

As tarefas matematicas elaboradas por Leikin (2006) para os professores participantes
estavam relacionadas ao curriculo que os professores ensinaram naquele periodo; entretanto,
0s docentes ndo estavam familiarizados com o tipo das mesmas. Assim, com uso de tarefas
matematicas desconhecidas, foi possivel intensificar a nebulosidade das situacdes em que 0s

professores aprendiam matemaética ao ensinar seus alunos.

Em geral, o estudo foi baseado em uma colecdo de casos que focavam diferentes
professores, em diferentes graus, e sobre diferentes temas matematicos. O relato baseia-se,
contudo, em um caso especifico, focado no ensino ndmeros primos com o Crivo de
Eratosthenes no ensino fundamental por uma professora, identificada pelo pseudénimo de
Nurit. Segundo Leikin (2006) esse caso ilustrou varias regularidades na aprendizagem dos
professores por meio do ensino, em especial no que se refere a aprendizagem do professor ao

planejar a aula.

Nurit era uma professora de escola primaria com sete anos de experiéncia, com
especializacdo em Matematica. Ela ensinava a disciplina em todas as séries na escola
primaria, e participou do experimento de pesquisa com seus alunos da quarta série. Foi
apresentado a ela um conjunto de instrugdes e materiais para ensinar o topico ‘“nimeros
primos e compostos”. A participante do estudo foi convidada a escolher os materiais que
considerava mais adequados para suas aulas e que combinavam com suas preferéncias
pessoais. Entre outros materiais, ela escolheu o Crivo de Eratosthenes para introduzir nimeros
primos para seus alunos. Este foi um dos temas do curriculo da quarta série que Nurit ainda
ndo havia ensinado. Para Leikin (2006), este topico oferece oportunidades para enriquecer a
linguagem matematica dos alunos, fazer conexdes com outros temas relacionados, como a
decomposicdo em fatores primos e divisibilidade, discutir o desenvolvimento histérico da
Matematica, explorar conteidos relacionados ao tema na Internet e ganhar ainda mais
compreensdo matematica de topicos j& apresentados (e de outros ainda a apresentar). A autora
afirma que o Crivo de Eratosthenes é uma das formas de desenvolver a compreensdo do
conceito de primalidade dos numeros pelos alunos, que podem ser convidados a identificar
nimeros primos utilizando esta ferramenta. No texto, Nurit admitiu que apresentar nimeros

primos atraves do crivo era para ela uma ideia completamente nova. Embora tivesse estudado
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nameros primos em seu programa de formacdo de professores e ja tivesse trabalhado com o

tema alguns anos antes, ela precisou fazer uma reviséo.

Ao longo do artigo, Leikin (2006) vai mostrando que o conceito de primalidade dos
nameros inteiros positivos ndo foi facil para Nurit. De forma ampla, a participante indicou
que precisava entender melhor o conceito em geral, e a estrutura do crivo em particular. A
autora relata que a participante ficou surpresa ao descobrir que o conceito ndo era tao fécil

quanto se poderia pensar no inicio.

A autora conclui reafirmando sua a premissa de que os professores aprendem ao
ensinar, justamente porque desenvolvem diferentes tipos de conhecimento e se tornam mais
eficientes. Em seu trabalho, Leikin (2006) empreendeu uma analise de ensino de um tema

matematico negligenciado ora pelos professores, ora pelo curriculo: nUmeros primos.

A revisdo da literatura realizada neste trabalho permitiu constatar alguns pontos em
comum entre os diversos trabalhos analisados. Entre estes, os que mais pareceram ter

relevancia para a investigacdo aqui relatada séo:

e Uma percepcado errbnea acerca de uma pretensa (e ndo real) irrelevancia do tema,
quer por sua aparente obviedade, quer por uma suposta falta de utilidade na
continuidade dos estudos;

e Professores em formagédo — e seus alunos, por extensdo — tendem a tratar o tema
com falta de formalismo e rigor, 0 que pode ser constatado pela dificuldade em
recuperar (ou constituir) conceitos como o de primalidade e do teorema
fundamental da aritmética;

e As acdes perpetradas pelos sujeitos em torno da resolucdo de eventuais problemas
propostos seguem mais uma espécie de intuicdo que leva, por sua vez, ao recurso a
algoritmos ou regras diversas, que seriam dispensaveis se existisse o dominio dos
aspectos teoricos/conceituais envolvidos;

e Os sujeitos, professores em formagdo predominantemente, tendem a produzir
acertos com base em calculos, adotando, muitas vezes, percursos longos,
cansativos, precarios e constantemente com alto custo cognitivo;

e Algumas vezes, dificuldades em temas correlatos também surgiram, como, por
exemplo, aquela que impede de reconhecer e explicar as relagdes de divisibilidade

para numeros expressos na forma de decomposic¢ao em fatores primos.
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Estes topicos foram, desta forma, considerados nas anlises, conforme se vera mais

adiante.
3.2 Representagdes numéricas, conceitos, significados e notagdes

Em um ambito mais amplo, diversos pesquisadores citados ao longo deste trabalho
alertam para a questdo do abandono da teoria dos nimeros nas investigagdes educacionais ao
mesmo tempo que demonstram a riqueza dos seus assuntos para analises nos processos de

ensino ou de aprendizagem (Resende, 2007; Campbell e Zazkis, 2006).

J4

A questao de pesquisa aqui apresentada ¢ “quais saberes e dificuldades acerca dos
conceitos/propriedades dos numeros primos e do teorema fundamental da aritmética sdo
evidenciados por licenciandos em Matematica da Universidade do Estado do Pard quando
submetidos a uma sequéncia didatica que pretendeu inserir 0S mMesmos em percursos
investigativos, formatados a partir de pressupostos tedricos ligados a representagdes
numéricas e suas  caracteristicas  transparentes/opacas? 7. A  digressao
histdrica/epistemoldgica e as reflexdes sobre elementos dos objetos matematicos tratados
nesta pesquisa, realizada no capitulo dois, permitem negar o carater simplista da questdo de
pesquisa, bem como afastar a pecha de assunto menos valioso, por assim dizer, dos temas
relativos & teoria dos niimeros. Alids, sobre a “aparéncia simples” da aritmética, Avila (2010)

escreve:

Uma das coisas que primeiro aprendemos ai por volta dos 3, 4, 5 anos de
idade é a contagem. Os nameros 1, 2, 3, 4, 5, ..., vdo sendo aprendidos de
maneira tdo espontanea e natural que os matematicos chamam esses numeros
de nimeros naturais. Seria de se esperar - € muita gente pensa assim, sejam
eles leigos ou mesmo professores de matematica — que a ciéncia que estuda
esses numeros fosse o ramo mais simples e mais facil da matematica. Ledo
engano! A Aritmética também conhecida como Teoria dos Ndmeros, é uma
das mais dificeis de todas as disciplinas matematicas. Isto porque, embora o
enunciado dos problemas seja muito inteligivel, as técnicas empregadas em
seu tratamento, em geral, sdo bastante sofisticadas e envolvem muita
matematica avancada. (AVILA, p.108, 2010)

Ainda assim, em que pesem as apresentacdes e provas indicadas ao longo deste texto,
pode-se imaginar que o tema, em Sseu ambito escolar, tem o dominio epistemologico e

didatico por parte de professores e futuros professores. Por isso, vale trazer aqui, como
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elemento deste quadro tedrico, observacdes sobre pesquisas que tiveram por base 0s nUmeros
primos e/ou o teorema fundamental da aritmética. Entre estes apontamentos, o principal
destaque, quer pela relevancia dos autores, quer pela cobertura do trabalho, deve ser dado as
investigacOes relatadas em Zazkis e Campbell (1996) e Zazkis e Liljedahl (2004). A descricédo
sobre estas pesquisas é fundamental para destacar a relevancia dos objetos matematicos
eleitos, até porque as questdes empregadas nos instrumentos originais destes autores s&o

reutilizadas no presente trabalho, como mais adiante se esclarecera.

De fato, questbes didaticas envolvendo conhecimentos acerca da Teoria dos NUmeros
representam importantes possibilidades de intervencdo em Educacdo Matematica, sobretudo
guando se considera a importancia da construcdo destes conhecimentos por parte dos alunos,
por um lado, e a relevancia na formagdo dos professores para trabalharem com assuntos
ligados a este conteudo, por outro. Em sua investigacdo, Zazkis e Campbell (1996)
conduziram um estudo envolvendo professores de Matematica em formacdo, futuros
militantes da chamada “educa¢do elementar” (equivalente ao ensino fundamental no Brasil),
com foco na Teoria Fundamental da Aritmética (TFA). Para os autores, o pablico a partir do
qual foram tomados os sujeitos da pesquisa conhece e compreende semelhante teorema, sendo
capaz de articular seu significado e mesmo explica-lo (a decomposi¢do de um ndmero inteiro
maior do que um existe e é Unica, exceto pela ordem escolhida para os fatores), mas falha em
aplica-lo em situagbes diversas envolvendo resolugdo de problemas. A finalidade da
investigacdo conduzida por Zazkis e Campbell (1996), entdo, consistia em contribuir para
investigar este fenbmeno e contribuir para melhorar a compreensao didatica da construgédo do
conhecimento relativo aos nimeros naturais e a sua estrutura multiplicativa, com especial
atencdo acerca da compreensdo, por parte dos professores em formacdo, acerca de topicos
elementares da Teoria dos NUmeros, como é o caso do TFA. Como estrutura tedrica, 0s
autores elegeram questbes relativas a natureza do desenvolvimento do conhecimento
matematico, principalmente por meio de conceitos como encapsulamento (DUBINSKY,
1991) ou reificacdo (SFARD, 1992), os quais, segundo 0s mesmos, expressam teoricamente a
transicdo desde o conhecimento procedural até a compreensdo conceitual. Os autores
asseveram, ainda, que investigac0es desta natureza devem procurar justificar como o
tratamento de entidades matematicas como objetos cognitivos contribui para a compreensdo
matematica dos estudantes e leva ao avango no desenvolvimento de ideias matematicas em

geral.
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Do ponto de vista metodoldgico, a pesquisa aqui referida recolheu dados a partir de
questionarios e entrevistas com 54 futuros professores de escolas puablicas em nivel
fundamental (preservice elementary school teachers), no ambito da disciplina “Fundamentos
de Matematica para Professores”. Os instrumentos utilizados na pesquisa foram aplicados
logo apo6s os sujeitos terem trabalhado, na disciplina, com os conteudos relativos a parte
elementar da teoria dos numeros, inclusive o teorema fundamental da aritmética, regras de
divisibilidade, maximo divisor comum, minimo multiplo comum, entre outros. As questfes
empregadas pelos autores em trés distintas sessdes, no periodo de duas semanas, eram as

seguintes:

1. Considere o nimero M = 3% x 52 x 7 e decida se 0 mesmo é divisivel por cada um dos
nameros da lista formada por 7, 5, 3, 2, 15, 11, 9 e 63;

2. Considere o nimero K = 16199 = 97 x 167 (onde 97 e 167 sdo reconhecidos como
numeros primos) e decida se K pode ser divisivel por 3, 5, 11, 13 e 17;

3. Examine uma lista de niimeros, tais como 82, 172, 178, 2343, 234° 52 x 172, 53 x 72, 5°
x 172, p® com p® primo, C3 com C3 composto, e decida quais niimeros da lista sdo, ou
poderiam ser, quadrados perfeitos.

As perguntas deviam ser respondidas pelos sujeitos sem o auxilio de quaisquer
instrumentos, inclusive lapis e papel ou calculadora. Além disso, ndo havia, principalmente
para as questdes 1 e 3, instrugdes especificas sobre possiveis estratégias que levariam a

solucéo.

Em relacdo as entrevistas, cujas respostas foram gravadas, 0s conjuntos de perguntas

tinham as seguintes configuracdes:

1. Considere o nimero M = 3% x 52 x 7. M é divisivel por 7? Por favor, explique. M é
divisivel por 5, 2, 9, 63, 11, 15? Por favor, explique.
2. 391 e divisivel por 23? Por favor, explique. 391 é divisivel por 46? Por favor,

expligue.

Toda a analise foi posteriormente procedida, de acordo com os autores, “em termos das
compreensdes procedurais e conceituais dos estudantes acerca da decomposi¢cdo em primos,
de acordo com o teorema fundamental da aritmética” (ZAZKIS E CAMPBELL, 1996, p. 209-
210).
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Os resultados indicaram que os participantes, ainda que tenham sido capazes de decompor
nameros relativamente grandes em fatores primos, exibiram poucos exemplos a partir dos
quais se pode perceber aplicagcdes consistentes do teorema fundamental da aritmética. Outras
dificuldades especificas foram levantadas e destacadas nas analises realizadas. Por exemplo,
em relacdo a primeira questdo, 16 dos 54 professores em formagdo ndo conseguiram indicar
que M n&o era divisivel por 2 ou 11, mesmo sabendo que tais nimeros ndo apareciam na
decomposicdo de M em fatores primos. As respostas negativas surgiram apenas quando tais
sujeitos realizaram a divisdo de M pelos ndmeros indicados. Os autores indicaram, neste
ponto, que as respostas poderiam indicar que os estudantes acreditavam haver alguma outra
decomposicdo possivel em primos que ndo estava relacionada, além de revelarem

incompreensdes acerca da relacédo entre os fatores primos e a divisibilidade.

O mesmo se viu em relagdo a segunda questdo: varios participantes responderam com
facilidade que 16199 ndo era divisivel por 3 ou por 5 usando as regras de divisibilidade
especificas, mas afirmaram que o mesmo numero poderia ser divisivel por 11, 13 ou 17,
mesmo sabendo que sua decomposicdo em fatores primos era dada por 97 x 167. Ainda aqui,
entdo, ficou evidente que estes sujeitos acreditavam que poderia haver outra decomposicédo
em primos ndo exposta na questdo. Note-se, além de tudo, que apenas 13 estudantes
justificaram a ndo divisibilidade de qualquer nimero da lista por meio da unicidade da
decomposi¢do em fatores primos. Uma resposta em especial chamou a atencdo dos
pesquisadores, por revelar outra incompreensao, ligada ao conceito de primalidade: “estes
nameros ndo poderdo dividir 16199, porque 16199 é o produto de dois ndmeros primos,
formando, assim, ele mesmo um ntimero primo” (ZAZKIS E CAMPBELL, 1996, p. 211).
Outras respostas, ainda que corretas, como ndo € o caso desta Ultima, evidenciaram a auséncia
de construcfes conceituais de nivel mais alto, ao indicarem a impossibilidade da fatoracdo de
97 e 167 como estratégia. Também surgiram casos de estudantes que apresentaram a resposta

correta, mas insistiram em realizar as divisdes para confirma-las.

Nas outras questdes, dificuldades conceituais também surgiram. Uma das mais notaveis
foi a de que apenas 5 estudantes afirmaram que p® ndo poderia ser um quadrado perfeito, uma
vez que p era um ndmero primo, mas que C3 poderia ser, ja que era um nimero composto.
Entre os remanescentes, 47 estudantes afirmaram que tanto p® quanto C3 ndo poderiam ser
quadrados perfeitos; 2 outros disseram que precisariam de numeros especificos para

responder. Além disso, alguns estudantes nio foram capazes de reconhecer B® como quadrado
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perfeito, nem, tampouco, A?B?. Neste aspecto, os autores acreditam que a notagdo B? serve
como uma substituta para a entidade conceitual “quadrado perfeito”, uma vez que apenas B2
foi reconhecido por estes estudantes desta forma. Outra observacdo dos autores ocorre em
torno dos conceitos de nimeros primos e de nimeros compostos, 0s quais necessitariam de
maiores refinamentos. Tais observagdes levam os autores a indicar que, “se os conceitos de
nameros primos e compostos ndo estiverem adequadamente construidos, isto ird certamente
inibir qualquer conceituagdo significativa da decomposi¢do em primos” (ZAZKIS E
CAMPBELL, 1996, p. 217). Em relacdo a decomposicao, os autores enfatizam, também, a
possibilidade de existirem dificuldades em torno da compreenséo da decomposigéo de fatores
quaisquer e em fatores primos, 0 que mereceria, para os professores em formacéo, mais
atencdo didatica, bem como o fato de os sujeitos demonstrarem uma tendéncia em acreditar
que a decomposicdo em fatores primos deva envolver, obrigatoriamente, ndmeros primos

pequenos (2, 3, 5, por exemplo), e ndo nimeros como 167.

Entre as principais conclusdes deste estudo seminal, pode-se arrolar que os autores
inferiram, por meio da analise dos dados, que o conceito de decomposicao em fatores primos

é indispensavel para a compreenséo da estrutura dos nimeros inteiros. Além disso, os dados

demonstram que o teorema fundamental da aritmética ndo tem sido
adequadamente compreendido por um grande ndmero de professores em
formagdo do ensino fundamental. Considerando que a existéncia da
decomposicdo em fatores primos pode ser tida como certa, a unicidade da
decomposicdo em primos aparenta ser ndo intuitiva; assim, frequentemente,
h& a possibilidade de que diferentes decomposi¢des em fatores primos seja
assumida (ZAZKIS E CAMPBELL, 1996, p. 217).

Os autores ainda admitem que had a possibilidade de que os sujeitos ndo tenham
entendido a importancia ou mesmo o significado do conceito de teorema. Argumentam que,
em funcdo de a demonstracdo para o teorema fundamental da aritmética ser frequentemente
omitido nos cursos de formacdo de professores, seria importante lancar méo de alternativas
didaticas, e, entre elas, por exemplo, as questfes utilizadas na pesquisa aqui apresentada, as
quais podem oferecer meios para que os professores em formagéo venham a compreender as

dimensdes procedurais e conceituais da decomposic¢ao em fatores primos.

Conceitos relativos a primalidade (ou ndo) de um numero inteiro sdo frequentemente

vistos como triviais; da mesma forma, as questdes eventualmente suscitadas a partir dos
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mesmos ndo sdo consideradas importantes, por serem aparentemente desprovidas de
complexidade. N&o é o que se vé nos elementos indicados no trabalho de Zazkis e Campbell
(1996). A importante investigacdo aqui relatada indica que professores em formagdo nem
sempre compreendem temas centrais para a compreensao matematica esperada na escola
basica, como, por exemplo, o teorema fundamental da aritmética e suas consequéncias
didaticas. Esta compreensdo nos sujeitos da pesquisa aqui relatada serd apreciada nas analises,

por meio de uma das categorias eleitas para este fim.

Em continuidade, o estudo de Zazkis e Liljedahl (2004) utiliza os resultados de Zazkis
e Campbell (1996) para discutir o papel das representacdes no ambito dos nimeros naturais.
Em seu trabalho, os autores discutiram os dados obtidos a partir de uma investigacdo também
realizada com professores de ensino fundamental em formag&o, com foco na compreensao dos
mesmos acerca dos nimeros primos, de modo a detectar os fatores que influenciam este
entendimento. A argumentacdo empregada nas analises dos dados coletados € que a falta de
transparéncia da representagdo dos ndmeros primos representa um obstaculo para a

compreensdo dos estudantes sobre 0s mesmos.

Esta ideia é apropriada a partir do trabalho de Lesh, Behr e Post (1987) acerca de
nameros racionais. Referindo-se a multiplas representacGes dos nimeros racionais, 0s autores
indicam que as mesmas “incorporam” as estruturas matematicas, no sentido de que as
representam em termos materiais. Desta forma, os sistemas representacionais podem ser
vistos como opacos ou transparentes. Neste sentido, para 0s autores, uma representacao
transparente teria nem mais, nem menos significado do que as ideias ou estruturas que
representa, enquanto uma representacdo opaca enfatiza alguns aspectos das ideias ou
estruturas e esconde outros. De posse de variadas possibilidades representacionais, caberia a
uma estratégia didatica, por exemplo, capitalizar os pontos fortes de um determinado sistema
representacional e minimizar suas fraquezas — tais fatores seriam, segundo os autores, de

extrema importancia para a aquisicao e o uso de ideias matematicas.

A partir da proposta de Lesh, Behr e Post (1987), Zazkis e Gadowsky (2001), focando
as representacfes numeéricas, introduzem a nogdo de transparéncia e opacidade relativas. Os
autores sugerem, em seu trabalho, que todas as representacdes relativas a nimeros séo opacas,
justamente no sentido em que, de alguma forma, sempre escondem algumas caracteristicas de
um numero, embora possa revelar outras, em relagéo as quais podem ser transparentes. Como

exemplo, em seu trabalho, os autores indicam uma lista com 0s seguintes componentes: (a)
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2162, (b) 362, (c) 3 x 15552, (d) 5 x 7 x 31 x 43 + 1, (e) 12 x 3000 + 12 x 888. Os autores
indicam que tais expressdes ndo aparentam representar mesmo numero, 46656, e citam Mason
(1998 apud Zazkis e Gadowsky, 2001, p. 45) para indicar que “cada representacao desloca a
atencdo para diferentes propriedades do nuimero”. Quanto a transparéncia e opacidade
representacionais, as autoras indicam que a representacdo (a) é transparente em relacdo ao
fato de o nimero em questdo ser um quadrado perfeito, enquanto a representacdo (b) é
transparente no sentido de evidenciar que 46656 ¢ um cubo perfeito. A representacéo (c), por
sua vez, indica, de forma transparente, que o numero é multiplo de 3 e de 15552. De outro
modo, ainda que (a) e (b) também permitam concluir que 46656 é multiplo de 3, nada revelam
a respeito de 15552 — ou seja, as representacdes (a) e (b) sdo opacas quanto ao fato de 46656

ser um multiplo de 15552.

Outro exemplo significativo sobre a opacidade invaridvel das representacoes
numéricas refere-se a extensdo do conceito feita por Zazkis e Liljedahl (2004), partindo de
nimeros especificos para conjuntos de numeros que possuam a mesma propriedade
verificdvel por meio de uma notacdo algébrica. Por exemplo, 17k é uma representacdo
transparente para um multiplo de 17, no sentido de que esta propriedade estd embutida (ou
“pode ser vista”) nesta forma de representacdo; todavia, ndo ¢ possivel determinar se 17k €
multiplo de 3 considerando tdo-somente esta representacdo. Neste caso, aponta-se que tal

representacdo é opaca no que se refere a divisibilidade por 3 (Zazkis, 2005).

Desta forma, pode-se considerar que o trabalho de Zazkis e Liljedahl (2004)
representa um marco importante no conceito de representagdes transparentes e opacas
utilizado nesta pesquisa. Como mencionado, no artigo em questdo, os autores defendem que
uma representacdo transparente ndo tem nem mais nem menos significado do que aquele
fornecido pela ideia ou estrutura representada. Por outro lado, uma representacdo opaca
enfatiza alguns aspectos das ideias ou estruturas apresentadas, em detrimento de outros. A
partir da apropriacdo deste conceito na representacdo numérica, 0s autores argumentam que
todas as representacfes desta natureza sdo opacas, mas que possuem caracteristicas
transparentes. Para exemplificar semelhante afirmacdo, os autores indicam que a
representacdo do nimero 784 como 282 enfatiza que 0 mesmo é um quadrado perfeito, mas de
certa forma oculta a divisibilidade deste nimero por 98. Ou seja, ao representar 784 como
282, a propriedade de 784 como quadrado perfeito ¢é transparente, enquanto que a propriedade

da divisibilidade deste nimero por 98 é opaca. Para os autores, ainda, 0s niUmeros primos sao
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frequentemente representados por p, mas esta representacdo é sempre opaca, em qualquer

contexto.

Para avaliar a influéncia da opacidade da representacdo mencionada, Zazkis e
Liljedahl (2004) promoveram um estudo com 116 professores de ensino fundamental em
formagdo, os quais cursavam a disciplina “Principios de Matematica para Professores” em
quatro horas-aula semanais. Os dados foram coletados ap6s os estudantes terem superados as
etapas de ensino referentes aos temas béasicos da teoria dos ndmeros, incluindo regras de
divisibilidade, decomposi¢do em fatores primos (e o teorema fundamental da aritmética),
méaximo divisor comum, minimo multiplo comum, entre outros topicos. Neste aspecto, 0s
autores consideram que a compreensdo acerca dos numeros primos que deve ser apresentada
por um professor do ensino fundamental deve incluir pelo menos os seguintes aspectos
(ZAZKIS; LILDEJAHL, 2004, p. 169):

a) Consciéncia de que qualquer nimero natural maior do que 1 é primo ou composto, € a
habilidade de citar e explicar a definicdo de nimeros primos;

b) Compreensdo de que, se um numero € representado como um produto, entdo ele é
composto, a menos que os fatores sejam 1 e um nimero primo; e

c) Consciéncia de que numeros compostos tém uma Unica decomposicdo em fatores
primos, e que o nimero de primos € infinito (0 que ndo inclui necessariamente, neste

nivel, a habilidade de prover uma prova matematica destas afirmacées).

Desta forma, para os propésitos do estudo aqui trazido, os autores submeteram as

seguintes questdes, as quais foram, posteriormente, objetos de analise:

1) Como vocé descreve um namero primo? E um namero composto? Qual é a relagédo
entre nameros primos e compostos?

2) Considere F = 151 x 157. F é um nimero primo? Indique SIM ou NAO e explique sua
deciséo;

3) Considere m(2k + 1), onde m e k sdo numeros inteiros. Este numero é primo? Ou,

poderia, de alguma forma, ser primo?

A correlacdo entre os elementos fundamentais mencionados e as questdes séo tais que 1
diz respeito a (a) e 2 e 3 estdo ligados a (b) e a alguns aspectos de (c). A primeira questdo,
dada sua aparente facilidade, foi usada como um ‘“aquecimento”, na visdo dos autores, € uma

forma de estimular a conversacdo e uma atmosfera de cooperacdo. A segunda questdo ndo
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requeria qualquer trabalho, visto que F estava representado como um produto de dois
nimeros naturais, mas possibilitaria, para Zazkis e Lildejahl (2004) perceber “em que grau
esta representacdo exerceria um papel nas respostas dos participantes” (p. 170). O mesmo

pode ser dito acerca da questéo 3.

Em relacdo a primeira questdo, os autores indicaram que, como esperado, todos os 116
participantes conseguiram prover uma razoavel descri¢do sobre nimeros primos e compostos.
Entretanto, em varios casos, observaram que as definicbes vinham acompanhadas do que
chamaram de referéncias negativas acerca dos primos. Por exemplo, adicionam estes sujeitos

que os primos “nao podem ser divididos” ou “nao podem ser fatorados”.

A segunda questao foi respondida incorretamente por 42 sujeitos, um nimero considerado
bastante alto, dada a forma como a mesma foi apresentada, ou seja, evidenciando a
decomposicdo em fatores primos. Entre as causas de erro, além da aplicacdo errénea do
algoritmo da divisdo ou das regras de divisibilidade, consta, também, predominantemente, a
conviccao infundada de que o produto de dois nimeros primos é, também, um ndmero primo.
Além disso, mesmo entre 0s que responderam corretamente, varios sujeitos apresentaram
dificuldades na compreensdo do teorema fundamental da aritmética, pois o fizeram gracas a
aplicacdo de algoritmos e por meio de exemplos de divisibilidade, revelando um grande (e
desnecessario) esforco, motivado por auséncia de consolidacdo do conhecimento pertinente

acerca de primalidade.

Entre os que erraram a segunda questdo, alias, algumas respostas chamam a atencéo pela
evidéncia de dificuldades tipicas que os alunos do ensino fundamental tendem a apresentar.
Por exemplo: “E primo [o niimero F, dado por 151 x 157] porque o Gltimo digito (sic) do
mesmo € 7e a soma dos digitos resulta 19. O nimero 19 é primo e € divisivel somente por ele
mesmo e 1. Assim, F é primo” e “O produto de dois nimeros impares é sempre impar. Isto
faz com que F também seja impar” (ZAZKIS E LILJEDAHL, 2004, p. 176). No segundo
exemplo, preocupa a confuséo evidente entre o conceito de primalidade e de imparidade de

um ndmero natural.

Na questdo 3, os autores puderam observar que visdes incompletas sobre 0s numeros
primos conduziram a respostas incorretas. Segundo os mesmos, ficou evidenciado que a
representacdo m(2k + 1), ou seja, como um produto, representou, para alguns participantes,

“uma distracdo, no lugar de uma pista” (idem, p. 177). Como restava uma visao de que
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nameros primos ndo podiam ser fatorados, houve um descuido ao ndo considerar o que 0s
autores chamaram de fatoracéo trivial, ou seja, p X 1, com p primo. E, ainda uma vez, entre 0s
que responderam corretamente (0 nimero em questdo pode ser primo), a maioria justificou a
argumentacdo por meio de exemplos, ou seja, sem o emprego de elementos conceituais

ligados ao dominio de teoremas, por exemplo.

Assim, em relacdo aos resultados obtidos na anélise dos dados, os autores indicaram que,
consoante com as teorias utilizadas, os professores em formacao, apesar de serem capazes de
prover definigdes razoaveis acerca de nimeros primos e compostos, e mesmo da relagdo entre
0s mesmos via fatoracdo, ndo sdo, em sua maioria, capazes de empregar este conhecimento,
que inclui o teorema fundamental da aritmética, em situac6es praticas (ou problematizadas, se
quisermos ver assim). Desta forma, para os autores, a falta de representacfes que pudessem
ser vistas pelos sujeitos como transparentes criou obstaculos importantes que, por sua vez,
criaram dificuldades adicionais para o trabalho de construcdo do objeto em suas mentes,
entendendo, como Dubinsky e Sfard, tedricos mencionados na investigacdo, que a
aprendizagem pode depender da capacidade dos sujeitos em tratar 0s conceitos matematicos
como objetos conceituais, ou seja, representagdes formais dos objetos mentais estruturados
pelos individuos (ZAZKIS; LILJEDAHL, 2004, p. 180). Desta forma, para os autores, as
estratégias empregadas pelos professores em formacdo incluiram, no ambito da investigacédo

relatada, trés possibilidades:

e A primalidade como um resultado da fatoracdo: esta abordagem levou 0s sujeitos a
buscarem afirmacGes em torno da inexisténcia de qualquer outra fatoracdo de um
namero em primos, além da trivial, para afirmar que 0 mesmo é primo. Esta estratégia,
muitas vezes, levava 0s sujeitos a efetuar sucessivas divisdes pelos primos menores
que a raiz quadrada de um numero dado, muitas vezes acreditando que um ndmero
primo ¢ sempre “um numero pequeno” (idem, p. 181), 0 que levou a algumas
conclusdes incorretas. Em outros casos, mesmo com a resposta correta em maos,
alguns estudantes, inseguros de suas opg¢oes, fizeram todas as divisdes antes da raiz
quadrada, depois da raiz quadrada, incluindo primos, compostos e até numeros
maiores do que o numero investigado quanto a primalidade, um trabalho extensivo e
desnecessério;

e A conclusdo pela primalidade de um nimero por meio de exemplos: para os autores, a

falta de representagdes transparentes para um numero especifico dificulta a abstracéo e
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a generalizacdo em torno de uma propriedade, como é o caso do estudo em questéo.
Este fato levaria os estudantes a buscar generalizacOes a partir de exemplos. Ainda que
tal estratégia ndo seja ruim, na visao dos autores, muito em funcédo das representagdes
disponiveis, ela pode conduzir a algumas imprecisdes, como a crenca de que todos 0s
ndmeros primos sdo pequenos e outra, ainda mais grave, que revela uma confuséo
entre os conceitos de primalidade e imparidade, que pode levar a pensar que todos 0s
impares sdo primos;

e Primalidade por exclusdo: o que os niUmeros primos ndo sdo: esta categoria representa
uma consequéncia do que os autores chamaram de definicdes negativas, do tipo
“nimeros primos sdo aqueles que ndo podem ser divididos por qualquer outro nimero,
exceto 1 e ele mesmo” e “niimeros primos Nd0 podem ser fatorados”. Deste ponto de
vista, 0s primos sdo nimeros que ndo sdo compostos. Uma imprecisdo importante,
deste ponto de vista, pode ser aquela que leva a ignorar, mediante uma representacao
opaca, como m(2k + 1), a fatoracdo trivial, excluindo erroneamente a possibilidade de

tal nimero ser primo.

O trabalho de Zazkis e Liljedahl (2004) aqui discutido tem fundamental importancia
nas analises efetuadas sobre os dados relativos a esta pesquisa, uma vez que confirma alguns
dos resultados encontrados por Zazkis e Campbell (1996), assim como estende 0s conceitos
de Lesh, Behr e Post (1987) e de Zazkis e Gadowsky (2001). Assim, o instrumento desta
investigacao, relativo as assercdes ja consolidadas em Zazkis e Campbell (1996) e Zazkis e
Liljedahl (2004), reproduziu algumas questdes propostas naqueles estudos, vistas como
adequadas como suportes para responder a questdo de pesquisa aqui construida. Dada a
natureza por assim dizer inusitada do contetdo e a forma como as questdes foram estruturadas
(propostas pouco usuais no contexto da aprendizagem de tdpicos da teoria dos ndmeros,
mesmo entre licenciandos em Matematica), o carater problematizador das mesmas pareceu
garantido: permitia a elaboracdo de estratégias, ndo tinham carater dbvio, ndo traziam todos o0s
elementos de forma direta, de modo que a solugdo fosse garantida por mera recuperacoes

algoritmicas, nem era dificil demais de modo a inviabilizar qualquer construcéo estratégica.

Os sujeitos em relagdo aos quais as situacdes foram propostas séo alunos de
licenciatura em Matematica da Universidade Estadual do Para, ou seja, futuros professores de
Matematica, pelo menos potencialmente, que deverdo, quando concluida a formag&o inicial,

por sua vez, ter conhecimentos suficientes para trabalharem com os contetdos relativos aos
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nameros primos e o TFA no Ensino Basico. As interagdes e respostas obtidas sdo analisadas
sob a abordagem qualitativa, por meio de uma proposta descritiva e interpretativa, que
considera a importancia do processo mais do que de resultados quantitativos, propriamente
ditos, ainda que leve estes ultimos em consideracdo (BOGDAN; BIKLEN, 1994).

Este foi o contexto no qual os futuros professores de Matematica, sujeitos desta
pesquisa, trabalharam. Entretanto, seus conhecimentos ndo deveriam ser limitados aqueles
compativeis com os estudantes do Ensino Fundamental e Médio, mas serem mais amplos,
permitindo a elaboragéo de atividades que venham a estimular a investigacdo que leve, por
sua vez, a apropriacdo, por exemplo, dos conhecimentos relativos aos nimeros primos, aos

nimeros compostos e ao TFA, por parte de seus futuros alunos.

E justamente neste sentido que a organizacdo metodoldgica da pesquisa dard conta

destas ultimas observagdes, como se vera a seguir.
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CAPITULO 4
APORTES METODOLOGICOS

O trabalho aqui descrito tem carater qualitativo, caracterizando-se, desta forma, por
dados descritivos, por um planejamento aberto e pelo foco na realidade de maneira complexa
e contextual (LUDKE; ANDRE, 1986). Em sua pesquisa, ao descrever a abordagem
qualitativa na pesquisa educacional, Oliveira (2007) assim se expressa:

A opcdo pela pesquisa qualitativa mostrou-se, desde os estagios iniciais do
planejamento, aquela que me parecia mais adequada. As questbes que
surgiam e que causavam o impulso em direcdo da busca de sentidos e
elucidagdes tinham caréter particular, ndo podiam ser generalizadas em torno
de quantidades sempre aplicaveis e de percentuais infaliveis, pedindo, antes,
descricbes que apontassem na busca das respostas direcionadas pelo
problema e pelas hipdteses substantivas (OLIVEIRA, 2007, p. 27).

No mesmo estudo, Oliveira (2007) indica que existe uma complementaridade entre
dados qualitativos e quantitativos. Para o autor, em que pese o carater descritivo desta
abordagem, cuja finalidade é compreender o significado que as pessoas atribuem aos
fendmenos em estudo, os dados quantitativos podem completar o quadro, considerando que 0
processo tem ampla importancia. No caso desta pesquisa, serd possivel observar, nos
protocolos produzidos pelos sujeitos e em suas falas, indicativos das compreensdes e
dificuldades acerca dos conceitos de primalidade e do TFA. Estas indica¢es, levantadas nas
andlises e destacadas a partir das categorias eleitas — e mais adiante apontadas — tém natureza
qualitativa, em que pesem respostas e desenvolvimento de carater aritmético, que podem ser

vistas como quantitativas em certa medida.

De outro modo, Bogdan e Biklen (1994) apontam importantes caracteristicas
delimitadoras em relacdo a pesquisa qualitativa, que podem ser relacionadas aos propdsitos

desta investigacao:

e O pesquisador é o principal instrumento relacionado a coleta de dados. Além disso, 0
ambiente natural representa a fonte preferencial de dados. No caso desta pesquisa, de
fato, as descrigdes e resolucbes providas pelos sujeitos consideram o ambiente natural
dos mesmos, ou seja, a sala de aula;

e Existe uma predominancia de descri¢des nos dados coletados — esta caracteristica pode
ser vista nos protocolos dos estudantes e na relevancia atribuidas as interagdes de outra

ordem, como os dialogos, por exemplo;
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e Maior importancia deve ser atribuida ao processo, em relacdo aos resultados — em que
pese, nesta investigacdo, a verificagdo necessaria dos resultados apresentados, o
processo de obtencdo dos mesmos, revelador do conhecimento acrisolado até aquele
momento sobre primalidade e o TFA, tem peso decisivo nas anélises e permite que as

inferéncias dai resultantes sejam alinhadas.

Além disso, a op¢do pela abordagem qualitativa, neste estudo, segue a premissa
indicada por Alves-Mazzotti e Gewandsznajder (1999) de que ndo existe um modelo Unico
que seja capaz de construir o que chamam de “conhecimentos confidveis”, de forma que,
segundo os autores, “ndo ha modelos ‘bons’ ou ‘maus’ em si mesmos, ¢ sim modelos
adequados ou inadequados ao que se pretende investigar” (ALVES-MAZZOTTI,
GEWANDSZNAJDER p. 109, 1999).

Do ponto de vista da modalidade — ou género investigativo, se se preferir — esta

pesquisa se caracteriza como um estudo de caso, do ponto de vista indicado por Ponte (2006):

Um estudo de caso visa conhecer uma entidade bem definida como uma
pessoa, uma instituicdo, um curso, uma disciplina, um sistema educativo,
uma politica ou qualquer outra unidade social. O seu objetivo é compreender
em profundidade o “como” e os “porqués” dessa entidade, evidenciando a
sua identidade e caracteristicas proprias, nomeadamente nos aspectos que
interessam ao pesquisador. E uma investigacio que se assume como
particularistica, isto €, que se debruca deliberadamente sobre uma situagdo
especifica que se supde ser Unica ou especial, pelo menos em certos
aspectos, procurando descobrir a que ha nela de mais essencial e
caracteristico e, desse modo, contribuir para a compreensdo global de um
certo fendmeno de interesse (PONTE, 2006, p.2)

O mesmo autor assevera gque o0s estudos de caso tém sido usados para, entre outros
topicos, analisar as iniciativas de formacdo inicial ou continua de professores, justamente o
cenario que se tem nesta pesquisa. Do ponto de vista do paradigma metodolégico, o estudo
aqui evidenciado tem por base a proposta interpretativa em torno dos fenbmenos estudados
(Kilpatrick, 1988 apud Ponte, 2006).

Em uma pesquisa que trata sobre a compreensdo de licenciandos em Matematica
sobre 0s numeros primos, julgou-se essencial propor aos estudantes (participantes da
investigagdo), que em seguida s&o descritos, a resolucido de atividades contidas em uma
sequéncia didatica elaborada diretamente a partir dos trabalhos de Zazkis e Campbell (1996) e
Zazkis e Liljedahl (2004).
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4.1 Descrigdo dos sujeitos e do ambiente da pesquisa

Em relacédo aos sujeitos, convidou-se 19 licenciandos em Matemaética da Universidade
Estadual do Para (UEPA), com idades entre 20 e 25 anos, para participarem, de forma
voluntéria, das atividades propostas. Desses dezenove, dez participaram de todos 0s
encontros, e foram relacionados, por meio de designacdes genéricas, na Tabela 2. Ainda em
relacdo ao perfil académico dos sujeitos da pesquisa, trés alunos estavam cursando o terceiro
ano e ja estavam estudando a disciplina Teoria dos NUmeros; dois alunos estavam cursando o
segundo ano e ja haviam estudado, anteriormente, Fundamentos da Matematica | e Geometria
Analitica Vetorial, além de estudarem, no momento da pesquisa, Fundamentos da Matematica

Il e Célculo I.

Tabela 2 — Participantes efetivos da pesquisa

PARTICIPANTE TURMA IDADE
Aluno 1 3° ANO 20
Aluno 2 2° ANO 19
Aluno 3 3° ANO 23
Aluno 4 3° ANO 20
Aluno 5 2° ANO 19
Aluno 6 3° ANO 21
Aluno 7 3° ANO 20
Aluno 8 3° ANO 22
Aluno 9 3° ANO 20
Aluno 10 3° ANO 20

Fonte: O autor

Nenhum dos dez participantes lecionava oficialmente no ensino fundamental e médio.
A maioria declarou, em conversas na sala, que trabalhar com o conjunto dos inteiros positivos
ndo parecia ser algo dificil e que um assunto dentro desse conjunto, como 0s ndmeros primos,
nédo seria objeto de muita atencdo e chegaria mesmo a ser negligenciado em circunstancias
comuns. Foram destinados dois sdbados pela manhd para a aplicacdo das questdes e trés
manhas de sadbados para a discussdo das questdes e suas solucBes. Os participantes tiverem
duas horas nos dois primeiros sadbados para resolverem trés questdes, totalizando, desta

maneira, seis questdes. Nas outras trés manhas de sabado, foram feitos encontros de uma hora
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para discussao das propostas apresentadas e solucdes das questdes pelo pesquisador. Essa fase
ndo consta desta pesquisa, que se ateve aos procedimentos direcionados pela questdo
norteadora. Foram recolhidos os dados a partir da sequéncia didatica aplicada e didlogos
informais ocorridos durante as sessées com o0s 10 participantes. Os dados foram coletados,
desta forma, por meio das resolugdes providas pelos sujeitos aos problemas componentes da
sequéncia, das anotac¢fes que produziram e por meio de alguns registros dos didlogos.

O instrumento utilizado na pesquisa foi aplicado no segundo semestre de 2014. Os
alunos do terceiro ano ja haviam visto, diretamente, os conteddos de divisibilidade, maximo
divisor comum, nameros primos, TFA, entre outros, na disciplina Teoria dos NUmeros.
Entretanto, conforme declararam, os temas matematicos tratados nesta pesquisa eram
conhecidos por todos. De fato, como se pode perceber, a maioria dos estudantes cursa o
terceiro ano, sendo que apenas dois deles cursam o segundo ano. Como os temas da pesquisa,
nameros primos e o TFA, foram trabalhados na trajetoria escolar pregressa dos estudantes,

esta distincdo ndo foi considerada importante.

Ao escolher os alunos de licenciatura que iriam participar da pesquisa, pensou-se em
um grupo que mesclasse alunos com e sem experiéncia na docéncia. Infelizmente, alunos que
ja atuavam de alguma forma em alguma atividade de ensino, devido ao tempo, ndo aceitaram
participar. Outras desisténcias foram impostas pelo contexto social e pela grande dificuldade

de mobilidade urbana.

Todos os dez alunos estudaram por um tempo em escolas publicas, mas segundo a
opinido deles, para obterem um melhor ensino, foram transferidos para escolas privadas.
Mesmo ao informar seu interesse em serem professores, ndo demonstraram muito entusiasmo
pela prética da profissdo, apesar de declararem seu amor pela matematica. Deixam bem claro
que trocariam a profissdo de professor ao serem aprovados em algum concurso publico que

pagasse melhor, por exemplo.

Todos os participantes residem em Belém, sdo solteiros e obtiveram sucesso entre a
primeira e a segunda tentativas de ingresso na instituicdo por meio do vestibular. Ndo sao
participantes efetivos da vida econémica familiar, recebem ajuda financeira da familia ou de
outras pessoas, ndo sendo responsaveis pelo proprio sustento. Nenhum dos participantes
achou que a sua formacdo prévia recebida foi suficiente, como base, para preparé-los para o

ensino superior.
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O local escolhido para os encontros foi o Laboratério de Ensino e Educacdo
Matematica (LABEM), cedido pela coordenacdo curso. Ha anos, o LABEM é um espago que
funciona como centro de discusséo e desenvolvimento de novos conhecimentos dentro do
curso de licenciatura em Matematica da UEPA. A intencdo dos que trabalham no LABEM ¢é
que ele contribua para o desenvolvimento da formacao profissional do futuro professor e a sua
iniciacdo em atividades de pesquisa. De todo o modo, dada a relativa simplicidade dos

instrumentos necessarios a consecucao das atividades, o espaco foi mais do que adequado.

Constituidas as descri¢des necessarias, indicam-se, a seguir, as categorias principais

consideradas nas analises.
4.2 Categorias de analise

Podem-se alinhar, em relacdo as andlises, as categorias principais que as direcionam.
Considerando o quadro tedrico consolidado no capitulo pertinente, e as caracteristicas do

instrumento de pesquisa, as categorias mencionadas seriam as seguintes:

e A natureza das caracteristicas representacionais numéricas que surgem do trabalho dos
alunos ao longo da sequéncia didatica — transparentes ou opacas (ZAZKIS;
LILJEDAHL, 2004);

e A relacdo conceito/notacdo, ligada a representacdo numérica adotada, no sentido de
perceber se os alunos preservam o significado conceitual ou se ficam restritos as
formas de representacao por eles conhecidas;

e As estratégias adotadas na resolucdo dos problemas componentes — de que forma se
conectam com o conceito de nimeros primos, compostos e 0 TFA — e se sdo adotados

outros procedimentos operatorios/algoritmos.

4.3 Descricdo da sequéncia didatica

A sequéncia didatica utilizada nesta pesquisa, conforme ja apontado, foi constituida a
partir de problemas empregados nos trabalhos de Zazkis e Campbell (1996) e Zazkis e
Liljedahl (2004), e é composta por seis questdes problematizadas, ou seja, pensadas para que
0s estudantes se responsabilizassem pela resolucdo das mesmas sem a intervengdo do
professor/pesquisador. A ideia € que se engajassem em um processo investigativo que 0s
conduzisse a evidenciar saberes e/ou dificuldades, cuja descri¢do fornecesse subsidios para o

encaminhamento de respostas a questdo de pesquisa.
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Consequentemente, esta sequéncia esta diretamente ligada a questdo de pesquisa, ja
que pretende submeter os estudantes a um percurso investigativo em busca de solugfes para
0s problemas levantados, que estdo no dominio da Teoria dos Numeros, e sdo relativos aos

nameros primos e ao TFA.

As questdes componentes da sequéncia didatica utilizada na pesquisa podem ser vistas

em seguida.

1. Como vocé descreve um numero primo? E um numero composto? Qual € a relagdo entre
nameros primos e compostos? (ZAZKIS;LILJEDAHL, 2004).

Nesta questdo, esperava-se que o0s estudantes indicassem especificamente uma
defini¢do para numeros primos no &mbito dos nimeros naturais como sendo aqueles nimeros
que sdo divisiveis apenas por si mesmos e por um — ou, ainda, aqueles nimeros cuja Unica
decomposicdo em fatores admitida é a trivial, contendo, como fatores, o proprio nimero e o
um. Definic¢des parciais e/ou incompletas poderiam surgir, como a indicac¢ao de que 0s primos
tém apenas dois divisores (sem especificar quais), ou que tém apenas a Si mesmos como

divisores (ignorando o 1).

Os ntmeros compostos possuem, além deles mesmos e do 1, como divisores, outros
nimeros menores do que ele mesmo e pertencentes ao conjunto dos nimeros naturais. De
forma mais completa, diz-se que o0s ndmeros compostos sdo aqueles que podem ser

decompostos em fatores primos de forma Unica, a ndo ser pela ordem.

2. Considere F = 151 x 157. F é um namero primo? Indique SIM ou NAO e explique sua
decisdo (ZAZKIS; LILJEDAHL, 2004).

Para esta questdo, os estudantes deveriam anotar, como resposta, a alternativa “Nao”,
uma vez que a representacdo indicada, pretensamente transparente, indica que F é composto,
relacionando, inclusive, os fatores primos componentes. Os estudantes deveriam recorrer ao

TFA para concluirem que a referida decomposicéao € Unica, a ndo ser pela ordem.

De outro modo, os sujeitos poderiam efetuar o produto indicado, obtendo 23707, uma
representacdo opaca quanto a deteccdo do carater composto do nimero. A partir desta outra
representacdo, apesar de isto ndo ser necessario, 0 aluno poderia efetuar testes com os fatores
para cogitar se este nimero seria primo ou ndo. Pode ocorrer, inclusive, de o sujeito tentar

efetuar divis6es pelos primos a partir de 3, desistindo quando perceber que os fatores menores
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que 151 ndo sdo divisores do numero, podendo, inclusive, declarar erroneamente que o

namero é primo.

3. Considere o nimero M = 3% x 5% x 7 e decida se 0 mesmo ¢ divisivel por cada um dos
numeros da lista formada por 7, 5, 3, 2, 15, 11, 9 e 63 (ZAZKIS; CAMPBELL, 1996);

Espera-se que 0 sujeito, ao observar a decomposicdo de M em fatores primos, e
considerando que a mesma é unica, pela simples observacdo dos fatores primos componentes
consiga decidir corretamente quais seriam os divisores (todos da lista, com exce¢do do 2 e do
11, que ndo fazem parte da decomposicdo de M em primos). Uma estratégia alternativa — e
desnecessaria — pode ser a de multiplicar os fatores componentes, obtendo 4725, e tentar
dividir por cada um dos numeros candidatos da lista, constatando individualmente quais deles

seriam divisores.

4. Considere 0 nimero K = 16199 = 97 x 167 (onde 97 e 167 sdo reconhecidos como
nameros primos) e decida se K pode ser divisivel por 3, 5, 11, 13 e 17 (ZAZKIS;
CAMPBELL, 1996);

Da mesma forma que a questdo anterior, considerando a representacdo pretensamente
transparente disponivel, era de se esperar que 0 sujeito constatasse que 97 e 167 sdo os fatores
primos Unicos nos quais o humero se decompde, descartando, desta maneira, quaisquer outros
numeros candidatos a divisores. Da mesma forma que na questdo anterior, pode ser que 0
estudante tente efetuar todas as divisGes, 0 que seria desnecessario e teria um maior custo

operatério.

5. Examine uma lista de nimeros, tais como 82, 172, 173, 2343, 234°, 52 x 172, 5% x 72, 5° x
172, p® com p primo, C* com C composto, e decida quais nimeros da lista s&o, ou
poderiam ser, quadrados perfeitos (ZAZKIS; CAMPBELL, 1996);

Aqui, espera-se que 0 sujeito reconheca como quadrados perfeitos todas as
representacdes que possam ser escritas em fungdo da forma n?. Para isto, espera-se, também,
que o estudante perceba os conceitos de primos e compostos, e as possiveis decomposic¢des
em primos dos candidatos. Pode ocorrer a substitui¢do, por parte dos estudantes, do conceito
de quadrado perfeito pela notacdo n?, o que levaria os sujeitos a ndo reconhecerem

representacfes numéricas em outras formas.
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6. Considere m(2k + 1), onde m e k sdo nimeros inteiros. Este nimero é primo? Ou, poderia,
de alguma forma, ser primo? (ZAZKIS; LILJEDAHL, 2004).

Aqui, espera-se que 0 sujeito primeiramente reconheca que o nimero dado possui dois
fatores, m e (2k+1). A partir dai, que recorra ao fato que, se um numero p é primo, seus
unicos fatores sdo p e 1. A partir dessas informacdes, espera-se, também, que ele estabeleca

m como um inteiro positivo e k como um inteiro ndo-negativo e faca a seguintes conjecturas:

a) Se k=0, restaria m x 1, o que lhe permitiria admitir qualquer valor primo para m para
gue o numero dado fosse primo;

b) Se k>0, o nimero impar (2k+1) seria sempre maior que 1, 0 que obrigaria, para que o
candidato fosse primo, fixar m = 1 e admitir 2k+1 primo;

c) Sek>0em>1, restaria um nimero cujos fatores seriam maiores que 1; logo, ndo

seria um ndmero primo.

Esclarecidos os aportes metodoldgicos desta investigacdo, o proximo capitulo, a seguir,

trata das analises.



102

CAPITULO 5
ANALISES

Neste capitulo, sdo realizadas as andlises relativas as producdes dos sujeitos, que

responderam as questfes alinhadas no instrumento de pesquisa, anteriormente explicado.

5.1 Respostas dos estudantes e respectivas descri¢oes
5.1.1 Questdo 1

O enunciado da questdo 1, conforme se encontrava no instrumento que materializava a
sequéncia didatica, era o seguinte: “como vocé descreve um numero primo? E um nimero
composto? Qual ¢ a relag@o entre numeros primos e compostos?”’. As respostas dos estudantes

e suas analises locais aparecem a seguir.

5.1.1.1 Resposta de Aluno 1
Aluno 1 indicou, em seu protocolo, a seguinte resposta a questdo 1:

NUameros primos sdo aqueles que sé podem ser divididos por 1 e por eles
mesmos. Numeros compostos sdo aqueles que possuem mais de dois
divisores diferentes no campo dos numeros naturais. A relacéo existente
€ que 0s nuameros primos podem ser encontrados na decomposicdo de

nameros compostos.

Ainda que néo registre a ideia de decomposi¢do dos compostos em fatores primos,
Aluno 1 responde corretamente, evidenciando compreender os conceitos de nimeros primos e
compostos, bem como a relacdo entre 0os mesmos. Também ndo chega a enunciar o0 TFA
diretamente, mas, a0 menos em parte, seus elementos se encontram presentes na resposta

provida.

5.1.1.2 Resposta de Aluno 2
Por sua vez, Aluno 2 deu, como resposta a questdo: “numero primo € o0 ndmero
divisivel por ele mesmo e nimeros compostos sdo numeros amplos (sic) que podem ser

divididos por qualquer outro numero”.

Aluno 2 fornece uma descrigdo conceitualmente incompleta dos nimeros primos, ndo
indicando que os mesmos sao divisiveis, também, por 1. Da mesma forma, sua definicéo

sobre numeros compostos enuncia uma classificagdo particular para os mesmos (“numeros
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amplos”), talvez se referindo ao fato de que os mesmos tém mais divisores do que os primos;
entretanto, ao fazé-lo, indicam que os ndmeros desta natureza podem ser divididos por
“qualquer outro nimero”, o que nao corresponde ao conceito em tela, j& que, para numeros
compostos especificos, ha uma decomposicdo em fatores primos que € unica (muito longe de
qualquer). Além disso, mesmo quando se tratar de uma decomposicdo em fatores quaisquer

(ndo em primos), a mesma ndo admitird nimeros indistintos, mas ndmeros especificos.

5.1.1.3 Resposta de Aluno 3
A resposta de Aluno 3 para a questéao 1 foi:

NUmero primo é aquele que possui apenas dois divisores, o0 préprio
nimero e a unidade. NUmero composto possui mais de dois divisores. A
relacdo é de oposicdo, enquanto os primos possuem dois, 0S compostos

possuem mais.

Aluno 3 d& uma definicdo correta para 0s nimeros primos, mas a que prové para 0s
compostos é incompleta, limitando-se a dizer que possuem mais de dois divisores. Usa seu
postulado acerca do numero de divisores de primos e compostos para assinalar que a relagéo

entre 0s mesmos se limita a opor a quantidade de divisores de um e de outro.

5.1.1.4 Resposta de Aluno 4

Em relacdo a questdo 1, Aluno 4 anotou:

Namero primo € dado por varias formas de obtencdo, porém a mais
frequente em sala de aula, é aquela que diz que um ndmero primo s6
possui dois divisores, no caso, 1 e ele mesmo. Numero composto ja é um
numero natural que possui mais de dois divisores, de maneira que todo
nimero composto pode ser decomposto em um produto de dois ou mais

ndmeros primos;

Ainda que as definigdes de Aluno 4 estejam corretas em relagédo aos conceitos de
nlmeros primos € compostos, o estudante procura assegurar outras eventuais “formas de
obtengdo”, indicando que sua propositura € tipica de sala de aula — eventualmente, entéo,
deixa o aluno aberta a possibilidade de outras defini¢cdes de primalidade, ou, ainda, de outras

formas de “obter” niimeros primos. Em relagdo aos nimeros compostos e o TFA, o sujeito
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indica ter ciéncia da decomposi¢cdo em fatores primos, ainda que ndo mencione a unicidade da
mesma.

Chama a atencéo o fato de o estudante ndo compreender o significado embebido na
ideia de teorema, o que se percebe quando indica que a “obtencao” de niimeros primos pode

ser feita de maneira diversa.

5.1.1.5 Resposta de Aluno 5
A resposta de Aluno 5 para a questdo 1 trazia a seguinte argumentagdo: “nUmero
primo € aquele que pode ser divisivel por 1 e por ele mesmo. Em relacdo aos nameros

compostos, nunca ouvi falar, portanto, ndo tenho como relacionar os dois”.

Aluno 5 indica, peremptoriamente, desconhecer a definicdo de nimeros compostos.
Sua definicdo acerca dos primos esta apresentada corretamente. E razoavel pensar, neste

ponto, que o estudante desconhece o TFA.

5.1.1.6 Resposta de Aluno 6
O participante da pesquisa Aluno 6 anotou sua resposta da seguinte maneira: “ndmero
primo: admite apenas a si mesmo como divisor; Ndmero composto: é o produto entre dois ou

mais nimeros, ou seja, admite, além de si mesmo, outros niimeros como divisores”.

Assim como Aluno 2, Aluno 6 ndo relaciona 0 1 como um dos divisores dos nimeros
primos, ignorando, assim, a fatoracdo trivial. Na sua definicdo de nimeros compostos, além
de ndo evidenciar de forma clara a referéncia ao TFA, o estudante cria uma definicdo que
admite alguma confusdo com o préprio conceito de primalidade, ao indicar que tais nimeros
sdo produtos de dois ou mais nimeros (na categoria, por assim dizer, “dois numeros”, um
namero primo p qualquer estaria incluido, pois p x 1 = p, que é primo). N&o indica qual seria

a relacdo entre nimeros primos e compostos.

5.1.1.7 Resposta de Aluno 7

Aluno 7 indicou, em seu protocolo, a seguinte resposta a questéo 1:

Ndmero primo € todo nimero natural que possui como divisores apenas
0 1 e ele mesmo. Logo, 0 1 ndo é numero primo, pois ele possui apenas
um divisor, que € ele préprio; o nimero 2 é 0 Unico nimero primo par.
Os numeros compostos também sdo nimeros naturais, que possuem mais

de dois divisores, ou seja, podem ser divididos por outros nimeros além
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de um e eles mesmos. A relacdo entre eles é que qualquer ndmero
natural que ndo seja primo, € um ndmero composto, com exce¢do do

ndmero 1;

Aluno 7 mantém, como critério de identificacdo de um nimero composto, o fato de o
mesmo poder ser dividido por outros nimeros além do 1 e o proprio nimero. Ndo ha
referéncias & decomposicéo de tais numeros em fatores primos, muito menos a unicidade de
tal decomposicdo. A relagdo indicada entre os nimeros primos e compostos, para o aluno, é
de exclusdo muatua, o que permitiria que se pense que esta definicdo ndo se conecta com 0s

pressupostos do TFA.

5.1.1.8 Resposta de Aluno 8
Como resposta a esta questdo, Aluno 8 anota simplesmente “acho que nédo tem relacéo

entre os dois nimeros™.

Aluno 8 ndo traz as definigdes solicitadas, e indica ndo ver qualquer relagdo entre os

ndmeros primos e 0s compostos.

5.1.1.9 Resposta de Aluno 9
Em relagdo a questdo 1, Aluno 9 escreveu:

NUmero primo é um nimero que apenas pode ser divisivel por 1 e por ele
mesmo. Por exemplo, 3, 5, 7. Um nimero composto é um ndmero que
possui dois ou mais divisores naturais. A relacdo entre eles é que

qualquer ndmero que seja primo nao é composto;

O conceito de primalidade é enunciado corretamente por Aluno 9. O conceito de
namero composto indicado pelo estudante se limita ao nimero de divisores (dois ou mais),
sem assinalar maior compreensao acerca do TFA. Além disso, da forma como se encontra, a
definicdo de compostos incluiria 0os numeros primos, que tém dois divisores. Aluno 9,

também, limita-se a mostrar uma oposi¢éo entre os dois tipos como relagéo entre 0s mesmos.

5.1.1.10 Resposta de Aluno 10
Para esta questdo, Aluno 10 trouxe a seguinte resposta:

Um numero primo é aquele divisivel apenas por si mesmo, além do

nimero 1. Um numero composto é aquele divisivel por mais de dois
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nameros distintos. A relagdo entre eles é que 0s nimeros compostos
podem ser decompostos em um produto de dois ou mais fatores primos,

ndo necessariamente distintos.

Aluno 10 traz defini¢bes corretas acerca de nimeros primos e compostos, alem de
expor de forma coerente o fato de os nimeros compostos poderem ser decompostos em

fatores primos. Entretanto, ndo indica a unicidade de tal decomposicéo.

51.1.11 Analise das respostas da questéo 1

Na maioria das respostas indicadas pelos dez sujeitos, 0 conceito de numeros primos
parece claro — apenas dois deles ndo mencionaram o fato de que 0s nimeros primos podem
ser divididos por 1. De outro modo, entretanto, apenas trés estudantes (Aluno 1, Aluno 4 e
Aluno 10) indicam, quando se referem aos nimeros compostos, que 0s NUMeros primos estdo
presentes na decomposi¢do dos mesmos em fatores. Nenhum dos estudantes indica que a
decomposicdo dos compostos em fatores primos é Unica, exceto pela ordem dos fatores. A
dificuldade em relacionar o conceito de nimero composto com sua Unica decomposicdo em
fatores primos indica o carater opaco deste conceito e de sua representacdo, como
mencionado por Zazkis e Liljedahl (2004), do ponto de vista do TFA. Trata-se, na verdade, de
uma extensdo do argumento dos autores, que indicam ndo haver representagdo transparente
para 0s nimeros em geral, e 0s primos, em particular — ainda que possam haver caracteristicas
transparentes em algumas representacdes, caracteristicas estas ligadas a determinadas
propriedades. Deste ponto de vista, uma vez que a relacdo entre 0s nimeros primos e
compostos, e a propria representacdo dos compostos, depende daquela relativa aos primos,
por extensdo, entende-se que existem representacdes para 0s nimeros compostos que nao sao
vistas como transparentes do ponto de vista do TFA. Assim, em relacdo a eventuais
problemas envolvendo tais conceitos, a resolucdo dos mesmos pode depender de outros
instrumentos, como a divisibilidade, o que pode concorrer por aumentar o custo cognitivo das

resolucGes ou torna-las menos acessiveis.

Por outro lado, considerando que o TFA ja foi tema de estudo para os sujeitos em suas
trajetdrias de aprendizagem, a incapacidade relacionar este conhecimento em um contexto de
aplicacdo pode sugerir a adocdo daquilo que Molina e Okta¢ (2007) chamam de modelos
intuitivos. Tais modelos tendem a reduzir a complexidade de um conceito por meio da
reducdo da abstracdo envolvida. Originalmente, esta argumentacdo € usada no ambito da

algebra linear, mas podem ser percebidas ideias correlacionadas, a medida que os estudantes
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indicam outra caracteristica tipica de tais modelos: a substituicdo dos conceitos por criagcdes
particulares, utilizadas para dar respostas locais a certa categoria de problemas.

5.1.2 Questédo 2
A segunda questdo do instrumento de pesquisa estava disponivel para o trabalho dos
sujeitos da seguinte forma: “considere F = 151 x 157. F € um nimero primo? Indique SIM ou

NAO e explique sua decisio”.
5.1.2.1 Resposta de Aluno 1

A resposta anotada para a segunda questao por Aluno 2 foi:

A multiplicag&o destes dois valores d& 23707. Utilizando alguns critérios
de divisibilidade, percebi que nenhum se adequara e para ser mais
preciso seria necessario continuar fazendo testes, logo acredito que este

resultado é primo.

A resposta de Aluno 1 esta, evidentemente, errada, ja que F ndo é um namero primo.
Ainda que na resposta anterior o estudante tenha enunciado o conceito de nimeros compostos
relacionado a decomposicdo em nameros primos, tal ideia ndo é levada em consideracao para
a resposta. Desta forma, pode-se inferir que o conceito ndo possui significado para o aluno em
questdo ou que o mesmo acredita que pode haver outra fatoragdo em ndmeros primos que
decomponha o nimero, resultado este também obtido por Zazkis e Campbell (1996). Além
disso, destaca-se 0 método empregado: o0 sujeito recorre aos critérios de divisibilidade que
conhece, que ndo sdo suficientes, e para, provavelmente, algoritmos de divisdo, 0s quais
representam um custo cognitivo bastante alto, ja que o primeiro divisor de F é 151, um dos

fatores primos de sua decomposicao.

Outra suposicdo autorizada pelos comentarios do estudante € a prevaléncia de uma
crenca, segundo a qual, “a decomposi¢do em fatores primos significa, na verdade, a
decomposi¢do em fatores primos pequenos” (ZAZKIS E CAMPBELL, 1996, p. 215). Os
nameros envolvidos na decomposicao de F em fatores primos sdo 151 e 157, e ndo sdo vistos
como primos por nao serem suficientemente “pequenos” — OU, a0 Menor, por ndo constarem
entre os primeiros primos habitualmente empregados em testes de divisibilidade (2, 3, 5, 7, 11

e 13, geralmente).
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5.1.2.2 Resposta de Aluno 2

Como resposta a questdo de niamero dois, Aluno 2 anota, simplesmente, “sim, pois F

s0 é divisivel por ele mesmo”.

A resposta provida por Aluno 2 da poucas pistas sobre 0 método utilizado para sua
conclusdo, errada. Apesar da representacdo utilizada buscar alguma transparéncia no que se
refere @ decomposicdo de um ndmero em fatores primos, do ponto de vista de Zazkis e
Liljedahal (2004), ao mostrar tais fatores primos, o aluno ignora solenemente esta
caracteristica para afirmar que o nimero € primo, indicando ainda, em conformidade com sua
definicdo incompleta para a resposta a questdo 1, que o namero seria divisivel apenas por si
mesmo. Em outras palavras, o fato de o nimero poder ser escrito como uma multiplicacéo de
outros numeros ndo o convenceu a considerar os fatores em questdo como divisores do

ndmero candidato F.

Outra possibilidade que parece bem consistente neste caso € a de 0 estudante ter, por
um critério qualquer, decidido que F seria um namero primo e recorrido a sua definicdo de
primalidade para justificar a resposta, ignorando a representacdo fornecida com a questao.
Neste caso, 0 conceito incompleto ou errdneo funciona como um substituto para o significado,

que seria, por sua vez, portador de validade matematica.
5.1.2.3 Resposta de Aluno 3

Aluno 3 anota, como resposta a esta questdo, “sim, pois ele possui apenas dois

divisores para ter um nimero inteiro como resultado .

Da mesma forma que o seu colega anterior, Aluno 3 indica a resposta incorretamente.
N&o e possivel entender se o aluno considera que 151 e 157 sdo os Unicos divisores do
namero F, descartando o prdprio nimero e o 1, ou se, apesar de ter disponivel a Unica
fatoracdo de F em primos, ndo relaciona os fatores como divisores do nimero candidato, a
exemplo de Aluno 2. De todo modo, o conceito de nimeros compostos apresentado pelo
sujeito na resposta a primeira questdo o induz a procurar por divisores de F, e ndo por
considerar sua decomposi¢cdo Unica em fatores primos. Assim, ao ndo construir a correlacao

conceitual, a resolugéo do problema fica prejudicada.
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Outra hipotese que pode ser levantada aqui pode ocorrer em torno de uma possivel
generalizacdo indevida: uma vez que a fatoracéo trivial esta disponivel para todos os nimeros,
mas € a Unica existente para 0s primos, o estudante pode ter estendido esta propriedade para
quaisquer nameros cuja fatoracdo em primos resulte em dois fatores além de 1 e o proprio

ndmero.
5.1.2.4 Respostas de Aluno 4

Em relacdo a esta questdo, o estudante responde: “sim, posto que entre 0s nimeros 0 e
9, tal valor ndo possui divisdo exata. Sendo assim, s6 existem dois valores possiveis de
divisdo exata, 1 e 23707 .

A resposta errada de Aluno 4 assemelha-se, de certo modo, aquela provida por Aluno
1, deixando, entretanto, mais pistas sobre as dificuldades conceituais existentes. O aluno
evidentemente aplicou testes de divisibilidade, tendo o ndmero 9 como limite para os
mesmos. Desta forma, parece acreditar que este seria o limite a descoberta de um namero
primo. Mais uma vez, ao ignorar o conceito advindo do TFA, o aluno erra em sua resposta.

Outro detalhe um tanto aflitivo é a inclusdo do zero na lista de possiveis divisores de F.

Zazkis e Liljedahl (2004) indicam que alguns estudantes podem julgar que nimeros
vistos por eles como “grandes” devem possuir fatores primos “pequenos”, ou seja, nimeros
até um certo — e reduzido — limite. Ao encontrarem um nimero composto cuja fatoracédo
resulta em componentes maiores do que 100, por exemplo, os alunos tendem a considerar o

ndmero como primo.
5.1.2.5 Respostas de Aluno 5

A resposta trazida por Aluno 5 foi a seguinte:

F = 151 x 157F, néo, pois estamos diante de uma equacédo nao somente
de um numero, e mesmo que resolvendo a multiplicacdo, ainda restaria

uma incdgnita F, a qual ndo temos como saber o resultado.

No caso de Aluno 5, a representacdo supostamente transparente provida para F
pareceu concorrer para que o estudante confundisse o0 numero representado por uma
multiplicacdo com uma equacdo. O mais espantoso é que a representacdo da multiplicacéo

surge como opaca para o estudante, na definicdo de Zazkis e Liljedhal (2004), pois, enquanto
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os fatores 151 e 157 aparecem mediados pelo simbolo “x”, significando multiplicagdo, o
simbolo F do lado direito da “equagdo” parece multiplicar apenas o 157, o que,
aparentemente, impediu o aluno de “simplificar” a “equacao” usando o valor F como critério.
Assim, o aluno em questdo ndo chega sequer a alinhar qualquer ferramenta conceitual para,

efetivamente, prover uma resposta a quest&o.
5.1.2.6 Respostas de Aluno 6

A resposta de Aluno 6 para esta questdo foi anotada por ele assim: “F ndo € primo,

pois 0 produto entre 2 nUmeros ndo gera um primo, poisa, b = 0e # 1”.

A resposta de Aluno 6 utiliza indiretamente seu conceito sobre nimeros compostos,
anunciado na questdo 1, ou seja, 0 nimero deve ter divisores além dele proprio e do 1. Ainda
que a resposta sobre F esteja correta, Aluno 6 parece acreditar que o numero zero poderia
estar entre os fatores que comporiam um numero — ou que um dos fatores poderia ser F e 0

outro, zero ou 1.
5.1.2.7 Resposta de Aluno 7

Nesta questdo, Aluno 7 escreve “ndo, porém nao sei explicar o motivo”.

Aluno 7 “arrisca” uma resposta, coincidentemente correta, a respeito da primalidade
de F, alegando nédo saber o motivo de tal escolha. Tal dificuldade permite aventar a hipétese
de que os conceitos indicados na questdo 1 (corretos, apesar de ndo se referirem diretamente
ao TFA) ndo tém significado para o sujeito, que ndo consegue utiliza-los como conhecimentos

de base para a eles recorrer na resposta ao problema.
5.1.2.8 Resposta de Aluno 8

A resposta trazida por Aluno 8 continha o seguinte arrazoado: “sim, eu considerei
apenas o ultimo numero, “7”, por ele ser um primo, entdo considerei 23707 um numero

primo”.

A resposta de Aluno 8 traz um tipico modelo intuitivo, como indicado por Molina e
Oktac (2007), o qual, neste caso, apresenta-se completamente desligado de conceitos
coerentes e de formalismo matematico. Este tipo de erro foi considerado no trabalho de
Zazkis e Liljedahl (2004), ocorrendo sob a classificagdo misapplication of an algorithm. Além
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disso, o aluno chama o algarismo 7, componente de F, de “numero”. Recorre a um critério
pessoal, por assim dizer, ao relacionar o fato de o ultimo algarismo do nimero ser primo
como base para afirmar, erroneamente, que o0 numero é primo. Aqui, também, a representacédo

que pretendia ser transparente do numero por meio de seus fatores primos néo foi utilizada.
5.1.2.9 Resposta de Aluno 9

Para a segunda questdo, Aluno 9 anota: “ndo, porque como F é uma multiplicacdo de

2 numeros sendo eles primos ou nao, ele se tornard um ndmero composto”.

Ao contrério do que poderia sugerir a justificativa de Aluno 9, 0 mesmo ndo emprega,
pelo menos diretamente, o TFA. O estudante alude ao fato de F ser o produto de dois outros
nimeros, mas sua resposta ndo indica a compreensdo de que a decomposicdo em fatores
primos seria Unica. Por outro lado, poder-se-ia pensar que o estudante parece ndo ter certeza
de que 151 e 157 sdo nimeros primos, mas entende que o fato de F ser composto independe
disto, uma vez que, provavelmente, neste caso, compreenderia que, se os fatores nao fossem
primos, poderiam, eles mesmos, sofrer decomposicoes. A justificativa, entdo, ocorre por conta
da possibilidade de fatoracdo qualquer, e ndo aquela prevista no TFA. Assim, a resposta esta

correta, ainda que sua justificativa careca de maior precisdo e rigor matematicos.
5.1.2.10 Resposta de Aluno 10

Aluno 10 anota, como resposta a questao, “ndo, pois F pode ser dividido por 151 ou
157.

A resposta de Aluno 10 ndo emprega diretamente o conceito enunciado por ele mesmo
na questdo anterior, quando deixa de indicar que os fatores mencionados s&o os Unicos da
decomposicdo em primos de F — ou de indicar que os fatores sdo primos, a0 Menos.
Entretanto, ao afirmar que 151 e 157 sdo divisores de F sem considerar outros fatores, pode-se
entrever certa coeréncia com sua definicdo anterior. Trata-se, portanto, de uma resposta

correta, ainda que despreocupada com os aspectos formais.
51.2.11 Analise das respostas da questéo 2

Apenas quatro dos sujeitos cujas respostas foram analisadas acertaram a questdo 2.
Dentre estes alunos, apenas Aluno 10 recorreu, ainda que de forma indireta, ao TFA, por meio
da definicdo de nimeros compostos; um estudante (Aluno 9) recorreu a decomposic¢do do
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namero em fatores, ndo necessariamente primos; um estudante (Aluno 7) recorreu a definicéo
de nimeros primos, sem se referir ao TFA; e outro (Aluno 8) indicou a resposta correta sem
qualquer explicacdo. Também para estes sujeitos, com excecdo, talvez, de Aluno 8, a
representacdo pretensamente transparente de F, dada por 151 x 157, concorreu efetivamente
para a mobilizacdo do conhecimento necessario. Justamente neste sentido, funciona a
afirmacdo de Zazkis e Liljedahl (2004), segundo a qual “um importante papel da
representacdo em Matematica consiste em ser uma ferramenta para pensar e obter insights”
(p. 167). Resultados como estes também foram encontrados pelos autores supramencionados
em seu estudo. Em contrapartida, também nele, assim como na pesquisa aqui descrita,
existiram sujeitos que afirmaram erroneamente que F seria um nimero primo. Outro fato que
chama a atencdo nesta resposta é a estreita correlagdo com o significado que os alunos
atribuem aos conceitos que deram sobre nimeros primos e compostos (e a relacdo entre eles)

e a resposta provida pelos mesmos.

No caso da pesquisa que aqui se descreve, do mesmo modo, as causas de erros foram
semelhantes aos estudos de referéncia: enquanto Aluno 1 e Aluno 4 aplicam incorretamente
testes de divisibilidade, que tém, no caso, carater algoritmico — tipicamente, segundo Zazkis e
Liljedahl (2004), esta categoria de erros pode ser vista como misapplication of an algorithm.
Aluno 2 e Aluno 3 incorrem em erros conceituais, indicando desconhecerem, ou tratarem de
forma incorreta, o significado dos conceitos de nimeros primos e compostos. Aluno 5 é um
caso a parte, em relacdo as analises até aqui constituidas: a confusdo conceitual deste
participante da pesquisa € tal que 0 mesmo atribui o status de equacdo a representacao de F,
como se seu valor fosse desconhecido. Neste caso, 0 estudante sequer empregou a
multiplicacdo de forma simples, para obter o produto de 151 x 157, pois considerava que nédo
poderia fazé-lo. Percebe-se, assim, por meio destes resultados, uma relagdo muito estreita
entre a compreensdo das representacdes como ferramentas para subsidiar o raciocinio e o uso
de conceitos necessarios a resolucdo dos problemas — no caso, de ndmeros primos, de

nimeros compostos e do TFA.
5.1.3 Questdo 3

A terceira questdo do instrumento utilizado para a coleta de dados junto aos sujeitos da
pesquisa tinha o seguinte enunciado: “considere o nimero M = 3% x 5% x 7 e decida se o

mesmo € divisivel por cada um dos nimeros da lista formada por 7, 5, 3,2, 15, 11, 9 € 63”.
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5.1.3.1 Resposta de Aluno 1

Resolve as potenciagdes e as multiplicacfes para obter o numero 4725. Em relagéo a
cada nimero da lista, aplica os critérios de divisibilidade conhecidos, menos em relagdo ao
63, para o qual efetua a divisdo e a verifica como exata. Os critérios aplicados em relagcdo aos
numeros 15 e 9 ddo a entender que o aluno compreende que, como estes nimeros Sao
maltiplos dos fatores originais (9 = 3 x 3; 15 = 3 x 5), aplica-se a divisibilidade. Entretanto, o
mesmo raciocinio ndo avan¢a no sentido do uso do TFA. Este resultado foi encontrado por
Zazkis e Lildejahl (2004), que indicam que os estudantes, apesar de conhecerem o TFA, como
€ 0 caso de Aluno 1 (ver resposta a questdo 1), ndo tém seguranca a respeito de sua
aplicabilidade e efetividade, ja que se p6em a testar o numero por meio de critérios de

divisibilidade e/ou operagdes (ver Figura 5).

Ao ser questionado a este respeito pelo pesquisador, verbalmente, o aluno esclarece
que calculou valor de M, cujo produto € 4725. Indica usar critérios de divisibilidade para
obter as respostas procuradas. Em relacdo ao fato de M ser divisivel por 7, alega que usa o
critério especifico e, como o ultimo resultado € 42, que € divisivel por 7, conclui que M
também o é. Usando os mesmos critérios, indica que 5, 9, 63 e 15 também sdo divisores de M.
Indica que 2 e 11 ndo sdo divisores de M.

Figura 5: Protocolo de resolucéo do problema 3 — Aluno 1

Fonte: dados da pesquisa
5.1.3.2 Resposta de Aluno 2

Para Aluno 2, em relagdo a questdo trés, “M é divisivel por 5, 15 e ele mesmo”.
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Neste caso, Aluno 2 recorre a critérios de divisibilidade e prové uma resposta
incompleta. Tal qual a representacdo provida na questéo anterior, a representacao referente a
este problema também pretendia ter um carater transparente, ao evidenciar os fatores primos
decomponentes de M. Claramente, Aluno 2 ndo se valeu desta informacéo para subsidiar seu

processo de resolugéo.

Em diélogo informal com o pesquisador, Aluno 2 reafirma suas conclusoes, e reforga a
inferéncia acerca de incompreensdes conceituais que apresentou anteriormente, ao declarar
que “— Sim, é divisivel por 7, pois M é um numero primo que s6 pode ser divido por ele
mesmo ou por uma de suas unidades. O nimero M é divisivel por 5 também”. Claramente, o
conceito de primalidade, afirmado de maneira correta por este participante da pesquisa na
questdo 1, ndo agrega significado aos constructos cognitivos do sujeito. Pode-se perguntar
como alguém que supostamente detém o conceito a ponto de anuncia-lo pode fazer
afirmacdes tdo frontalmente contrarias. Se M é primo, e, evidentemente, ndo é igual a 5, como
poderia ser divisivel por 5? A respeito disto, é preciso destacar que Zazkis e Liljedahl (2004)
e Zazkis e Campbell (1996), nos estudos que realizaram, também encontraram respostas
corretas totais e/ou parciais que traziam justificativas matematicamente insustentaveis. O caso
de Aluno 2 é mais emblematico: escreve uma resposta parcialmente correta, ao menos quanto
aos numeros que seriam divisiveis por M, para depois, verbalmente, dar uma resposta

diferente.

A identificacdo de M como nimero primo reforga a percepcao acerca das dificuldades
conceituais deste aluno, além das inconsisténcias em relacdo a compreensao do significado de
suas proprias definicdes. Vale lembrar que Aluno 2 havia indicado, como resposta a questdo
1, que 0s numeros compostos seriam divisiveis por quaisquer nimeros. Apesar da imprecisao
de tal definicdo, ela, ao menos, deveria indicar que o fato de o nimero possuir fatores

componentes diferentes dele mesmo e de 1 o desqualificava como primo.

Vale ressaltar, por fim, que a dissonancia entre a conceituacdo de nimeros compostos
e sua aplicacdo em um problema tipico levam considerar o que Sierpinska (2000) chamou, em
um contexto algébrico, de falta de percepcdo do caréater sistémico do conhecimento cientifico,
ao indicar que estudantes de licenciatura em Matematica frequentemente davam respostas e
faziam observacOes que contrariavam assercfes anteriores corretas que eles mesmos teriam
feito, indicando a ndo percepcdo acerca do carater estavel da validade de teoremas, por

exemplo.
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5.1.3.3 Resposta de Aluno 3
A resposta de Aluno 3 a esta questdo assinalava que “s6 ndo € divisivel por 2 e 11”.

N&o é possivel indicar com precisdo, por meio desta afirmacdo, o método pelo qual
Aluno 3 chegou a resposta correta. Um maior esclarecimento, no entanto, pode ser obtido pela
resposta a questdo ao questionamento verbal feito pelo pesquisador: “— Sim, é divisivel por 7,
pois obtém-se um valor inteiro. Nao é divisivel por 2 e por 11, pois o resultado sdo valores
fraciondrios”. Estas afirmagdes indicam que o estudante realizou as divisdes pelos numeros
candidatos apds, provavelmente, obter o produto 4725 como valor de M, sem aplicar os
critérios provenientes do TFA. Para este aluno, entdo, ndo surtiu efeito a representacdo que
pretendia ser transparente no que se refere a primalidade, ao evidenciar a constituicdo do
nimero a partir de seus fatores primos — a caracteristica original de opacidade das
representacfes numéricas prevaleceu. Questbes representacionais parecem mesmo ser uma
dificuldade recorrente entre os estudantes. No caso de Aluno 3, na entrevista, 0 mesmo
caracteriza o quociente da divisdo por 2 e 11 como “valores fracionarios”, revelando um
paradoxo em relacdo ao dominio do conhecimento matematico, baseado, neste caso, nos
ndmeros naturais, e também um equivoco em relacdo a representacdo per se, uma vez que
dificilmente o resultado, mesmo que no d&mbito dos racionais, seria obtido e utilizado como

fracéo.
5.1.3.4 Resposta de Aluno 4

Como resposta a questdo ora analisada, Aluno 4 anotou: “M = 27 x 25 x 7; M = 4725.

Ele é divisivel, porém alguns valores ndo possuem divisédo exata, como 0 11”.

Aluno 4 realiza a operacao relativa a multiplicacdo por meio da qual o nimero M
aparece representado. Provavelmente, realiza algumas operacdes de divisdo para concluir que
alguns nimeros da lista ndo séo divisores de M, como o 11. Mais tarde, conversando com o
pesquisador, o estudante afirma que “— Podemos simplificar o 7 da expressdo por 7, logo
teremos M = 3% x 52 x 7 / 7, sendo M divisivel por 7. Ao desenvolver a questdo em M,
obteremos um nimero impar e na lista temos o valor 2, que é par, logo ndo é passivel de

divisdo exata”.

Evidentemente, o nimero é divisivel por 7 — e isto foi perguntado, inclusive.

Entretanto, o estudante chama este processo de “simplificacdo” quando se trata, na verdade,
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de uma verificagdo de carater operatdrio sobre a divisibilidade de M por 7 por meio da propria
operacdo de divisdo. Além disso, o estudante ndo menciona os nimeros 3, 5, 9, 15 e 63. Ao
eliminar os nimeros 2 e 11, no entanto, o aluno acerta a resposta, com maior esfor¢o do que

se empregasse 0 TFA, e com justificativas matematicamente inconsistentes.
5.1.3.5 Respostas de Aluno 5

Resolve as potenciacfes e as multiplicacdes para obter o nimero 4725. Usa cada
nimero da lista como divisor de 4725, testando quais divisdes apresentariam resto zero.

Conclui que o nimero “é divisivel por todos, exceto por 2 e por 9.

A resposta de Aluno 5 indica o uso da operacgdo de divisdo em relacdo a cada um dos
nameros candidatos, o que leva o estudante a eliminar o 2 e, erroneamente, 0 9. A
representacdo pretensamente transparente empregada no enunciado do problema néo
encaminha o estudante ao uso do TFA como recurso de resolucdo. Quando, entretanto, o
aluno é questionado pelo pesquisador, afirma: “— O numero ndo pode ser divisivel por
nenhum, pois trata-se de uma incognita”, repetindo a confusdo conceitual apresentada na
questdo anterior, ao tomar a representagdo de M como uma equagao, e 0 préprio M como
incégnita. Em sua pesquisa, Zazkis e Liljedahl (2004) identificaram diversas respostas erradas
dos estudantes que tinham como sujeitos, por motivos diversos, indicando dificuldade com
conceitos matematicos diversos (aplicacdo errada de algoritmos de divisibilidade ou de
divisdo, consideracdo da primalidade de um produto de primos, entre outras concepcoes

erroneas).

Ainda sobre estas respostas, percebe-se que o estudante ndo identifica que esta diante
da questdo que acabou de responder. Pode-se aventar que esta percepcao difusa, por assim
dizer, do carater sisttmico do conhecimento mateméatico concorre para o provimento de
respostas diversas em situacdes semelhantes (ou até iguais, como é o caso), da forma como
indicou Sierpinska (2000), revelando fragilidade conceitual em relacdo aos contetdos

abordados.
5.1.3.6 Resposta de Aluno 6

Na concepgao de Aluno 6, em relagdo a esta questdo, o nimero M “¢ divisivel por 3, 5,

7,9, 15 e 63, pois 0 produto 33 x 52 x 7 é multiplo destes nimeros”.



117

Aluno 6 acerta a resposta ao reconhecer que M é maltiplo dos nimeros candidatos que
indica, excluindo, provavelmente pelo mesmo motivo, 2 e 11. Em seu protocolo, o estudante
ndo registra qualquer operacdo, o que leva a crer que o mesmo utilizou o fato de que alguns

numeros aparecem em diferentes fatoracdes de M.
5.1.3.7 Resposta de Aluno 7
Aluno 7 traz as seguintes proposi¢des a guisa de respostas:

Como M possui um produto pelo algarismo 7, logo M é divisivel por 7;
Como M possui um produto pelo algarismo 5, logo M é divisivel por 5;
Como M possui um produto pelo algarismo 3, logo M € divisivel por 3;
Como M néo possui um produto pelo algarismo 2, ou por qualquer
numero par, logo M néo é divisivel por 2; Como M possui um produto
por 3 e 5, e 15 € mdltiplo de 3 e 5, logo M € divisivel por 15; Como M
nado possui um produto pelo algarismo 11, ou por qualquer outro
multiplo de 11, entdo M ndo é divisivel por 11; Como M possui um
produto pelo algarismo 3, e 0 9 € multiplo de 3, logo M é divisivel por 9;
Como M possui um produto por 7 e 9, e 63 é multiplo de 7 e 9, logo M é

divisivel por 63.

Aluno 7 responde de maneira detalhada — e correta — valendo-se da representacao
exposta no problema, do ponto de vista da evidéncia dos fatores que compdem M. Em outras
palavras, pode-se perceber o uso de fatoragdes de M, quando o estudante indica que “M
possui um produto ..”. Na verdade, deveria dizer que determinado numero integra a
decomposicdo de M em fatores primos — ou pode, por sua vez, ser decomposto, também, em
fatores primos (é o caso do 63, por exemplo). Outra observacdo que precisa ser feita é 0 uso
erroneo do termo “algarismo”, que ndo pode deixar de ser vista como uma questdao conceitual

que deveria receber maior atengdo nos processos de formacéo.

De outro ponto de vista, a estratégia empregada para prover uma resposta é longa e
desnecesséria, além de incluir verificagbes exaustivas. Em um primeiro momento, a
representacdo de M poderia ser classificada como transparente para Aluno 7 — e 0 é, mas
somente quanto a decomposicdo em fatores, mas ndo com relacdo a decomposicao Unica em
fatores primos, porque, se assim fosse, as verificagdes ndo teriam sido feitas. Neste sentido,

concordam Zazkis e Campbell (1996), quando afirmam:
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O numero 96, por exemplo, pode ser escrito como 16 x 6 ou como 8 x 12.
Obviamente, a decomposic¢do ndo é Unica. A unicidade, independentemente da
ordem, surge apenas quando o nimero estiver completamente decomposto em
fatores que sdo, cada um deles, primos. Esta parece ser a maior diferenca, a que
existe entre fatores e fatores primos, e que precisa de uma maior atengédo
didatica. O conceito de decomposi¢do em primos € o esquema unificador entre
0S numeros primos e compostos, ou seja, depende destes conceitos e da inter-
relacdo entre eles (ZAZKIS E CAMPBELL, 1996, p. 217).

Uma interpretacdo correta, do ponto de vista representacional, dependeria, segundo 0s
autores mencionados, da compreenséo da relacdo entre primos e compostos, justamente dada
pelo fato destes poderem ser expressos pela decomposi¢do em fatores primos, Unica a ndo ser

pela ordem.
5.1.3.8 Resposta de Aluno 8
A resposta de Aluno 8, longa como a de seu colega anterior, tem o seguinte contetdo:

M=3x3x5x5x7

Se no nimero M tem o valor 7, logo o valor de M é divisivel por 7;

Se no numero M tem o valor 5, logo o valor de M é divisivel por 5;

Se no numero M tem o valor 3, logo o valor de M é divisivel por 3;

Se no numero M n&o tem 2 nem um numero par, logo o valor de M néo é
divisivel por 2;

Se no nimero M tem os valores 3 e 5, logo o valor de M é divisivel por
15;

O valor de M néo é divisivel por 11;

Se no nimero M tem o valor 3, logo o valor de M é divisivel por 9;

Se no nimero M tem os valores 3 e 7, logo o valor de M é divisivel por
63;

Da mesma forma que o colega anterior, Aluno 8 emprega fatoracdes, ao se referir aos
primos presentes na decomposicdo de M como referéncias para a determinacdo da
divisibilidade. As dificuldades conceituais que aparecem na resposta deste estudante referem-
se a incapacidade de usar o significado do TFA, a partir de uma representacao transparente de
M quanto a decomposic¢do em fatores, para indicar que os “valores” referidos na resposta (por

exemplo, “M tem o valor 3”) sdo os fatores primos presentes na decomposic¢ao de M.
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5.1.3.9 Resposta de Aluno 9

As observagdes providas como respostas por Aluno 9 também sdo semelhantes
aquelas feitas pelos dois colegas anteriores:

M=33x52x7

Por 7, sim, pois M também pode ser escrito como 7 x 25 x 27, que é

multiplo de 7;

Por 5, sim, pois M também pode ser escrito como 52 x 7 x 27, que €

multiplo de 5;

Por 3, sim, pois M também pode ser escrito como 3* x 25 x 7, que é

multiplo de 3;

Por 2, M =2"x25x7 — M = 4725, ndo é divisivel por 2;

Por 11, ndo é divisivel por 11;

Por 15, € divisivel por 15 por que M também pode ser escrito por

3.3.3.5.5.7, 15.9.5.7, entdo é multiplo de 15;

Por 9, é divisivel porque o nimero também é multiplo de 9;

Por 63,4725/63=75; M=7.3%3.52

M = 63.3.52

Aluno 9 emprega raciocinio semelhante ao utilizado pelos dois estudantes anteriores,

ou seja, utiliza fatoragdes, ainda que mostre certa inseguranca em relacdo ao 63, ao ponto de
efetuar a divisdo para confirma sua conjectura. Como ja se havia assinalado antes, Zazkis e
Liljedahl (2004) e Zazkis e Campbell (1996) haviam identificado, entre os participantes de
suas pesquisas, sujeitos que, apesar de assinalar respostas corretas, insistiam em confirma-las

utilizando operacdes aritméticas ou outros procedimentos algoritmicos semelhantes.
5.1.3.10 Resposta de Aluno 10

O ultimo estudante, Aluno 10, também adota uma estratégia que evidencia longos
procedimentos de verificacdo:

M =33x52x7=4725

Por 7, sim, sua divisdo d& 675;

Por 5, sim, sua divisdo da 945. Todo numero terminado em 0 ou 5 é
divisivel por 5;

Por 3, sim, sua divisdo da 1575;
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Por 2, ndo, ndo é nimero par;

Por 15, sim, seu resultado d& 315. Para ser divisivel por 15, tem que ser
divisivel pelos fatores que o compdem, 5 e 3. Como ja verificado que M é
divisivel pelos dois numeros;

Por 11, néo;

Por 9, sim, sua divisao d& 525.

Aluno 10 prefere empregar uma resolucdo de maior trabalho cognitivo e operacional,
assim como o fizeram seus trés colegas anteriores, efetuando todas as divisdes pelos nimeros
candidatos, excluindo o 2, para o qual usa um critério de divisibilidade, e o 63, que foi
omitido. Nota-se que o estudante em questdo ndo consegue estender o raciocinio empregado
nas questdes 1 e 2, ainda que indique, no &mbito do proprio problema, que 15 é um divisor de
M, pois é composto pelos fatores 3 e 5, 0s quais, por sua vez, sdo divisores de M, revelando
alguma dificuldade em consolidar, em seu entendimento, o carater sistémico do conhecimento
matematico. Ao mencionar a relacdo com os fatores que compdem um divisor, o estudante
recorre a decomposicdo em fatores, sem que seja capaz de estendé-la para as demais
verificacbes, o0 que pode indicar uma dificuldade em empregar o significado de tal conceito e
de partir dele para compreender, por sua vez, o TFA a partir de uma representacdo que
pudesse considerar transparente.

51.3.11 Anélise das respostas da questao 3

Alguns elementos ja identificados nas anlises das questGes anteriores voltaram a
aparecer nos procedimentos desta ordem levados a efeito em relacdo a questdo 3. Por um lado,
registraram respostas incorretas apenas os estudantes Aluno 2 e Aluno 5. Dentre os estudantes
que acertaram a resposta, 0s participantes da pesquisa Aluno 1, Aluno 3, Aluno 4 e Aluno 10
ndo utilizaram o TFA para indicarem suas respostas, recorrendo, de outro modo, a critérios de
divisibilidade e/ou aplicacéo de algoritmos de divisdo. Os estudantes Aluno 6, Aluno 7, Aluno
8 e Aluno 9 também ndo utilizaram o TFA em suas respostas, limitando-se a mencionar a
decomposicdo em fatores dos nimeros candidatos, sem enunciar que a decomposicéo de M,
um ndmero composto, em fatores primos era Unica e ndo incluiria os numeros candidatos 2 e
11. De acordo com os argumentos indicados por Zazkis e Liljedahl (2004) e Zazkis e
Campbell (1996), apenas estes quatro Ultimos estudantes se valeram da representacao
transparente de M como nimero composto para o provimento de uma solugdo, trabalhosa, ja

que a representacdo do ponto de vista do TFA permanecia opaca. De forma semelhante aos
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sujeitos das pesquisas realizada pelos autores mencionados, estes alunos procuraram
confirmar suas respostas por meio de testes, ora efetuando uma divisdo, ora examinando uma

regra de divisibilidade.

Algumas respostas que poderiam ser consideradas ao menos parcialmente corretas
acabaram por revelar fragilidades conceituais arraigadas, como é o caso de Aluno 5, que
insistia em atribuir o status de incognita ao nimero M como fez com o nimero F, enxergando,
desta forma, uma impossibilidade de resolugéo. Deste ponto de vista, deve-se ressaltar que a
dificuldade em consolidar aprendizagens de temas da teoria dos numeros prejudica o
desenvolvimento, também, de conceitos posteriores, que passam a ser vistos pela Otica da

imprecisdo conceitual consolidada.

Outro ponto que merece comentario é a aparente incoeréncia entre definicdes corretas
de nUmeros primos e compostos, calcadas em elementos do TFA e o abandono deste
instrumento, de forma total ou parcial, na resolucdo dos problemas seguintes. Além de
indicarem pouca capacidade de usar os significados dos conceitos enunciados, podem revelar
dificuldade em assimilar o carater sisttmico do conhecimento matematico, questdo levantada
nos estudos de Sierpinska (2000). Enunciar um teorema deveria equivaler a entende-lo como
estavel, justamente o carater basilar deste tipo de constructo matematico, mas parece nao ser
assim entre estes estudantes. Quando buscam outras valida¢cdes ou ndo empregam o TFA, 0s
estudantes revelam um descolamento tedrico, por assim dizer, desde a presuncdo de que,

dadas as condic¢des de sua aplicacdo, 0 mesmo é sempre valido.
5.1.4 Questdo 4

A questdo 4 do instrumento de pesquisa exibia, como enunciado, o seguinte: “considere 0
nimero K = 16199 = 97 x 167 (onde 97 e 167 sdo reconhecidos como ndmeros primos) e

decida se K pode ser divisivel por 3, 5, 11, 13 ¢ 17”.
5.1.4.1 Resposta de Aluno 1

Utiliza critérios de divisibilidade para testar os numeros (cada um deles — figura 6).
Decide que 3 é um divisor de k, ja que soma os algarismos de 16199 e obtém, erroneamente,
24. Mais uma vez, a representacdo de K pretendia ser transparente do ponto de vista do TFA,
exibindo os fatores nos quais 0 mesmo pode ser decomposto, evidenciando, inclusive, que tais

fatores s@o primos. Ainda que enuncie corretamente a ideia que serve para definir um numero



122

composto na questdo 1, conforme j& exposto, o estudante ndo consegue apreender o
significado envolvido nesta defini¢do para estendé-lo a resolucéo de um problema tipico.

Figura 6: Protocolo de resolugédo do problema 4 — Aluno 1

Fonte: dados da pesquisa
5.1.4.2 Resposta de Aluno 2

Aluno 2 respondeu a questdo com uma observagdo sucinta: “K é divisivel por 3 e 11”.

Né&o é possivel determinar por qual razdo Aluno 2 indica que K seria divisivel por 3 e
11, ainda que a representacdo pretensamente transparente do mesmo tenha estado disponivel
para sua verificagio. E provavel que o mesmo tenha utilizado erroneamente alguns critérios
de divisibilidade que julgava dominar — para Zazkis e Liljedahl (2004), esta categoria de erro
é indicada como misapplication of divisibility rules. De todo o modo, esta dificuldade ja
apareceu na questdo 2 e evidencia, em relacdo a este sujeito, inconsisténcias de carater

conceitual.
5.1.4.3 Resposta de Aluno 3

Para Aluno 3, a unica anota¢do no protocolo apareceu da seguinte forma: “N&o é

divisivel”.

Da mesma maneira como feito na questdo anterior, Aluno 3 ndo deixa claro que meios

usou para chegar a conclusao apresentada. Pode ter observado os fatores nos quais o hiumero
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foi decomposto para concluir, diretamente, que ndo seria possivel efetuar qualquer divisdo

entre os numeros candidatos, mas é apenas uma suposicao.
5.1.4.4 Resposta de Aluno 4

Escreve “F = 97 + 167” e, referindo-se a 167, indica que “este valor ndo ¢é passivel de

divisdo por 17, sendo assim, k ndo pode ser divisivel exatamente por esta lista” (figura 7).

Figura 7: Protocolo de resolucéo do problema 4 — Aluno 4
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Fonte: dados da pesquisa

As conclusdes de Aluno 4 indicam que a resposta foi procurada sem considerar que a
representacdo de K (que chama de F) poderia remeter ao uso direto do TFA. Para o estudante,
teria sido necessario dividir os fatores de K por cada um dos numeros candidatos. Zazkis e
Liljedahl (2004) e Zazkis e Campbell (1996) indicam, de forma geral, que estratégias deste
tipo (reasoning by examples) nem sempre conduzem a respostas corretas, além de
concorrerem por estabelecer um conceito erréneo de que generalizar (ou até validar) consiste
em achar casos especificos nos quais certas condicdes se aplicam, ignorando os
contraexemplos. Além disso, deve-se considerar que a estratégia em questdo causa um
dispéndio cognitivo operacional desnecessario, chegando a ser quase impraticavel quando o

enunciado eventualmente trouxer um nimero maior de fatores ou de candidatos.
5.1.4.5 Resposta de Aluno 5

A resposta de Aluno 5 indica que “0 ndmero ndo pode ser divisivel por nenhum

namero da lista”.
Assim como Aluno 3, as conclusdes de Aluno 5 ndo trazem qualquer explicacéo.
5.1.4.6 Resposta de Aluno 6

Aluno 6, na resposta a esta questdo, apresentou as seguintes anotagdes:
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K ndo é divisivel por 3, pois 3 ndo divide 97 e 167;

K ndo é divisivel por 5, pois 5 ndo divide 97 e 167;

K néo é divisivel por 11, pois 11 ndo divide 97 e 167;

K néo é divisivel por 13, pois 13 ndo divide 97 e 167;

Por fim, K n&o é divisivel por 17, pois 17 ndo divide 97 e 167.

Aluno 6 emprega algoritmos de divisdo em relacdo a cada um dos fatores de K para
indicar a impossibilidade de divisdo por qualquer dos numeros candidatos. Como ja se
indicou nesta analise, a estratégia representa o que Zazkis e Liljedahl (2004) chamam de
“consideragdes que ndo sdo essenciais para responder” questdes deste tipo (p. 173), uma vez
que a aplicagdo direta do TFA bastaria, em funcdo da representacdo pretensamente
transparente de K, para refutar a possibilidade de divisdo pelos numeros candidatos. Isto
equivale a dizer que, de fato, a representacdo mostrou-se opaca para o estudante em relagéo a

caracteristica “decomposi¢do em fatores primos, de forma tnica, a ndo ser pela ordem”.
5.1.4.7 Resposta de Aluno 7

Para Aluno 7, a resposta fornecida indicou: “N&o, pois ao fatorarmos o ndmero
16199, vai resultar em 97 x 167, que sdo primos, mas nenhum dos numeros citados na

questdo é divisor de 16199”.

Trata-se de um caso de uso indireto do TFA. Aluno 7 vale-se da representacdo do
namero, que percebe como transparente, dada por sua decomposicdo em fatores primos, para
indicar que tais fatores ndo podem ser decompostos, por sua vez, por meio dos ndmeros
candidatos. Ao proceder desta forma, o estudante evita o emprego de algoritmos ou de regras

de divisibilidade, além de outros recursos de maior gasto cognitivo.
5.1.4.8 Resposta de Aluno 8
Aluno 8 fornece a seguinte resposta a questao: “K = 16199 = 97 x 167”.

Em sua Unica anotacdo sobre a questdo, Aluno 8 apenas reproduz a representacéo a
partir da qual o numero é indicado no enunciado do problema. Desta forma, considera-se que

0 mesmo nao respondeu a questao.

5.1.4.9 Resposta de Aluno 9
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Os numeros 97 e 167 ndo sdo multiplos de 3, 5, 11, 13 e 17, entdo k ndo pode ser

divisivel por eles.

A resposta de Aluno 9 tem as mesmas caracteristicas daquela dada por Aluno 7, ou
seja, a representacdo do numero, dada por sua decomposicao em fatores primos, foi utilizada
para concluir que os nameros candidatos ndo poderiam ser divisores de K. No sentido da
decomposicdo do nimero K em fatores, a representacdo parece ser transparente. N&o ha,
porém, indicacdo de que a decomposicdo Unica em fatores primos de K tenha sido empregada.

5.1.4.10 Resposta de Aluno 10

A resposta de Aluno 10 apontou: “K ndo € divisivel por 3, 5, 11, 13 e 17. K s6 é
divisivel por 97 e 167, uma vez que sdo os fatores que o compdem. E sendo primos, ndo

possuem outros divisores”.

Aluno 10 traz uma resposta em relacdo a qual é possivel evidenciar o uso direto do
TFA. Interessante que, na questdo anterior, cuja representacdo também era equivalente, o
estudante preferiu outra estratégia. Aventa-se, entdo, que o fato de o enunciado dizer,
claramente, que os fatores seriam primos tenha inclinado o estudante a lancar mao deste

conhecimento.
514.11 Anélise das respostas da questao 4

De forma geral, Aluno 1, Aluno 2 e Aluno 8 responderam incorretamente ao
problema. Os dois primeiros erraram na aplicacdo de regras de divisibilidade, o que acabou
por provocar erros que foram classificados por Zazkis e Liljedahl (2004) em uma categoria
chamada genericamente de misapplication of divisibility rules, ou seja, ‘aplicagdo erronea de
regras de divisibilidade”. Ainda que o erro possa revelar descuido ou distracdo, deve-se
reconhecer que o0 uso do TFA seria capaz de evita-lo, a medida que ndo solicitaria que
quaisquer regras fossem aplicadas individualmente aos nimeros candidatos. Ainda uma vez,
cabe destacar, principalmente no caso de Aluno 1 e Aluno 9, a incapacidade de conferir
significado a definicdo que os mesmos proveram em relacdo aos numeros compostos,
enunciada na questdo 1, fato que ndo foi, no caso destes estudantes, minimizado pela
representacdo do numero K. Retorna-se, aqui, as cogitacdes acerca da incapacidade de
perceber o carater sistémico do conhecimento matemaético, como indicado por Sierpinska

(2000), o que dificulta a aplicacdo consistente de regras e de saberes, em geral,
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aprendidos/usados em certos contextos em outros, no ambito de problemas distintos. Aventa-
se, também, pela concordancia as conclusdes de Zazkis e Liljedahl (2004), quando afirmam
que “ndo ha representagdes transparentes para os numeros primos” (p. 166), o que pareceu

dificultar sobremaneira as reflexdes de alguns estudantes.

A resposta de Aluno 4, por sua vez, pode ser classificada como incompleta (so tratou
sobre um dos nimeros candidatos da lista, 0 17) e reveladora de uma estratégia exaustiva, do
ponto de vista cognitivo: usar todos os candidatos como potenciais divisores de K, conferindo
0 resto da divisdo inteira. A esta estratégia, Zazkis e Liljedahl (2004) chama reasoning by
examples (raciocinio baseado em exemplos). Usada como meio para chegar a respostas no
problema em questdo, esta estratégia € muito pouco compensadora e pode chegar a ser
impraticavel, dependendo da quantidade de verificagdes necessarias, as quais seriam evitadas
pelo emprego do conhecimento advindo da compreensao do TFA.

Aluno 3 e Aluno 5 apresentaram respostas corretas que nao puderem ser analisadas
com maior profundidade, uma vez que, apesar das recomendacfes, 0S mesmos nhao

apresentaram justificativas.

Os estudantes Aluno 6, Aluno 7, Aluno 9 e Aluno 10 apresentaram respostas corretas
com as respectivas justificativas. Aluno 6 opta por uma estratégia exaustiva (e desnecessaria,
dado que o conceito de nimeros compostos lhe era familiar), procedendo as operacdes de
divisdo que julgou necessarias em relacdo a cada numero candidato. Aluno 7 e Aluno 9
aplicaram o TFA indiretamente, abolindo o uso de algoritmos e regras desnecessarias. Aluno
10 aplica o TFA diretamente, referindo-se a decomposi¢cdo de K em fatores primos de forma
unica. No caso destes ultimos trés alunos, as respostas foram concisas e diretas, uma vez que

seus criadores compreenderam a relagéo entre o significado do conceito e sua aplicagéo.
5.1.5 Questdo 5

A quinta questdo examinada e trabalhada pelos estudantes trazia, como enunciado, a
seguinte sentenca: “examine uma lista de nimeros, tais como 82, 172, 173, 2343, 234°, 5% x
172,53 x 72, 5% x 172, p® com p primo, ¢ com ¢ composto, e decida quais nimeros da lista s&o,

ou poderiam ser, quadrados perfeitos”

5.1.5.1 Resposta de Aluno 1



127

N&o ha resposta identificAvel no protocolo apresentado pelo estudante. Ao que parece,
o0 aluno tenta realizar alguns célculos, inclusive em relagdo a raiz quadrada dos numeros da
lista, tentando uma estratégia do tipo reasoning by examples (ZAZKIS; LILJEDAHL, 2000).
Pouco se pode inferir disto, a ndo ser a dificuldade que o aluno tem na aplicacéo da ideia de

decomposi¢do dos nimeros em fatores primos, conforme se pode ver na figura 8.

Figura 8: Protocolo de resolucéo do problema 5 — Aluno 1

Fonte: dados da pesquisa

Em relacéo a esta questdo, nenhuma resposta foi provida por Aluno 2 e Aluno 3.
5.1.5.2 Resposta de Aluno 4

Anota como possiveis nimeros quadrados perfeitos 82, 172, 56, 5% e 72, sendo que 0s
trés ultimos ndo compdem a lista dada. Tem a ideia de que nimeros elevados a poténcias
pares sdo quadrados perfeitos, mas ndo consegue avancar no sentido de assinalar nesta
categoria também os produtos de quadrados perfeitos, como 52 x 172. Zazkis e Liljedahl
(2004) e Zazkis e Campbell (1996) discutem que a representacdo dos numeros de forma
transparente ou opaca depende daquilo que se pretende em relagdo aos mesmos.
Especificamente, a representacdo na forma 5% x 172, que poderia ser transparente com relacio
a categoria “decomposicdo em fatores” surge como opaca quando se pretende avaliar se o
numero € quadrado perfeito. Além disso, o ndo reconhecimento de outros nameros que
poderiam ser representados na forma n? conduz a conclusdo de que, em alguns casos, as
notacbes podem agir como substitutas para as entidades conceituais, chegando mesmo a
“suplantar” a necessidade das mesmas (HAREL; KAPUT 1991 apud ZAZKIS; CAMPBELL,
1996). Adicionalmente, deve-se indicar que a decomposi¢cdo do numero em fatores primos
ndo foi considerada pelo estudante.

Aluno 5, que deveria ter sua resposta analisada em seguida, nada anotou nesta questéo.

5.1.5.3 Resposta de Aluno 6
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A resposta dada por Aluno 6 foi a seguinte:
Todo nimero elevado a expoente par gera um quadrado perfeito, entdo:
82, 172, 2433 = (18?)% = (18%)?2, 243°% = (183)2
52 x 172, pois pode ser escrito como (5 x 17)?
59 x 172 = (5° x 17)?

Portanto, somente 0s nimeros acima sdo quadrados perfeitos.

Aluno 6 parte de uma premissa que parece desconsiderar a decomposi¢do de um
ndmero em fatores primos. No caso, passa a tentar escrever os nimeros candidatos como
poténcias de expoentes pares e inclui, indevidamente, 2433 na lista. Se tivesse recorrido ao
TFA, poderia anotar 2432 x 243, ou, ainda, 243 x 243 x 243. Em seguida, poderia escrever
alguma forma do nimero 3°, o que indicaria ser esta a Ginica decomposicdo em fatores primos
admitida para 243. Além disso, o estudante aplica erroneamente algumas propriedades de
poténcias ao escrever 243% = (18%)° = (18%?2. O mesmo ocorre com 243°, que, apesar de ser
quadrado perfeito, deveria ser escrito como 2432 x 2432 x 2432, ou seja, (3°)? x (3%)? x (3%)?, e
ndo como (18%)%. Tais erros podem ser incluidos na categoria chamada por Zazkis e Liljedahl
(2004) de misapplication of alghorithms. A mesma tentativa é efetuada, com sucesso, em
relacdo a 5% x 172 e 5° x 172. Todavia, a estratégia em questdo é desnecessaria, ja que bastaria

constatar a decomposicao em fatores primos para concluir corretamente em todos 0s casos.
5.1.5.4 Resposta de Aluno 7

Para Aluno 7, “8% e 172 s&o quadrados perfeitos, porém n&o entendi o resto do

enunciado da questdo”.

Ainda aqui, Aluno 7 substitui o conceito de numeros quadrados perfeitos pela notacéo
n2, como Aluno 4, parecendo n&o ser capaz de avancar em relagio a correlagdes com niimeros
sob outros expoentes ou de usar o TFA para efetuar suas verificagbes. A substituicdo do
conceito pela notagdo denota sua gravidade: o aluno simplesmente nada faz além dos nameros
que, pela representagdo com caracteristicas transparentes, Ihe parecem explicitamente, por

assim dizer, quadrados perfeitos.

O proximo estudante desta analise seria Aluno 8, mas 0 mesmo nada anotou como

resposta.

5.1.5.5 Resposta de Aluno 9
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Para esta questdo, Aluno 9 preferiu listar sua resposta na forma de itens, como segue:

82 = ¢ um quadrado perfeito;

172 = é um quadrado perfeito;

173 = n&o é um quadrado perfeito;

2342 = ndo é um quadrado perfeito;

234% = ¢ um quadrado perfeito;

52 x 172 = é um quadrado perfeito;

5% x 72 = n&o é um quadrado perfeito;

5% x 172 = é um quadrado perfeito.

N&o consegui entender 100% o enunciado

As anotacdes de Aluno 9 ddo a entender que o mesmo preferiu dispender um maior
esforco operatorio ao verificar se 0os nimeros eram quadrados perfeitos, provavelmente por
meio de algoritmos ligados as operacfes de potenciacdo e multiplicacdo. Percebe-se que o
estudante ndo esta seguro acerca de sua resposta, anotando que seu entendimento a respeito da
questdo ndo seria “100%”. Mais especificamente, as representacdes opacas p° € ¢ nido

recebem qualquer tratamento.
5.1.5.6 Resposta de Aluno 10

A resposta de Aluno 10, a semelhanca de seu colega anterior, proveu uma lista com

suas propostas:

82 = 64 quadrado perfeito;

172 =289 quadrado perfeito;

173 = 4913 n&o ¢é quadrado perfeito;

2343 = 12812904 n&o ¢ quadrado perfeito;
234% = 164170508913216 quadrado perfeito;
52 x 172 = 7225 quadrado perfeito;

53 x 72 = 6125 n&o é quadrado perfeito;

5% x 172 = 4515625 é quadrado perfeito.

Aluno 10 indicou, por suas respostas anteriores, ter certa compreensdo acerca da
decomposicdo de numeros compostos em fatores e até sobre o TFA, bem como enunciou de

forma coerente 0s conceitos de numeros primos e de numeros compostos. Ainda assim, 0
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estudante prefere efetuar uma série de operacGes para confirmar se cada um dos numeros
candidatos poderia ser classificado como quadrado perfeito. Este resultado do afastamento,
por assim dizer, dos conceitos relacionados ao TFA também foi encontrado nos trabalhos de
Zazkis e Liljedahl (2004) e Zazkis e Campbell (1996). Da mesma forma, a possibilidade de
que algumas das representacdes disponiveis tenham carater opaco para os estudantes ganha
forga.

5.1.5.7 Analise das respostas da questao 5

De maneira geral, cinco sujeitos ndo deram quaisquer respostas a questao, denotando,
em um primeiro momento, dificuldades conceituais em relacdo aos topicos envolvidos. Deve-
se referir, em relagdo a isto, que alguns dos nimeros candidatos apresentados por meio de
representacdes vistas como opacas concorreram para que esta questdo apresentasse 0 maior
nimero de auséncia de respostas entre todas: para parte dos sujeitos, 5¢ x 172, por exemplo,
ndo se parece com o conceito de quadrado perfeito que detém, baseado na notagdo n?, a qual,
segundo Zazkis e Liljedahl (2004) atua como substituta para o conceito. Aluno 4, Aluno 6 e
Aluno 7 indicam respostas incompletas, algumas delas com erros conceituais em outros
topicos, como propriedades da potenciacdo, por exemplo. Além disso, estes alunos também
revelam dificuldades em perceber a representacdo de boa parte dos nimeros candidatos como
promissora no sentido de identificar quadrados perfeitos com o uso do TFA.

De outro modo, Aluno 9 e Aluno 10 testam, por meio de operacdes, a condi¢do de
quadrados perfeitos de cada um dos numeros candidatos, revelando um dispéndio operacional
e cognitivo desnecessario. Assim como 0s colegas, nesta questdo, tais estudantes ndo
empregaram, ao menos de forma identificAvel, o TFA: a decomposicdo dos numeros
candidatos em fatores primos ajudaria imensamente na visualizagcdo da possibilidade de os

mesmos serem ou ndo quadrados perfeitos.

Outra observacdo de carater geral se refere ao fato de nenhum dos sujeitos ter
respondido & parte que questionava se p®, com p primo, e ¢3, com ¢ composto, poderiam ser
quadrados perfeitos. Nitidamente, a opacidade da representacdo envolvida pareceu
desempenhar um papel fundamental na auséncia de propostas. Evidentemente, o uso do TFA
em outros numeros candidatos poderia levar os estudantes a perceberem uma resposta com
certa facilidade: p® = p? x p; como p € primo, ndo pode ser decomposto em outros fatores que

ndo sejam 1 e p, logo, como corolario do TFA, p® ndo pode ser quadrado perfeito; ¢ = ¢? x
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c; como ¢ é composto, pode ser decomposto em fatores primos, de forma Unica; sabe-se que
¢2 é um quadrado perfeito, logo, para que c seja quadrado perfeito, ¢ deve sé-lo, igualmente.

Logo, c®sera quadrado perfeito, se e somente se, 0 nimero ¢ for quadrado perfeito

Justamente aqui, entdo, cabe compreender em que medida as representagdes do
quadrado perfeito assumem caracteristicas opacas ou transparentes. Quando Zazkis e
Gadowsky (2001) ampliaram em relagdo aos numeros a no¢do de estruturas
opacas/transparentes introduzida por Lesh, Behr e Post (1987) originalmente para sistemas
representacionais de ordem mais ampla, indicaram, como ja se esclareceu, que todas as
representacdes numéricas sdo opacas, no sentido de que enfatizam certas propriedades,
caracteristicas e relacdes em detrimento de outras, que ficam menos evidentes (OLIVEIRA,
2015). Entretanto, ainda que opacas, as representacfes numéricas tém caracteristicas
transparentes, justamente em relacdo as caracteristicas que enfatizam — é o caso da
representacdo G = 2k, transparente em relacdo a paridade de G, mas opaca no que tange a
divisibilidade de G por 5.

Outra expansdo deste conceito vem de Oliveira (2015), quando indica que uma
representacdo numérica com caracteristicas transparentes depende da apropriacdo conceitual
dos sujeitos que a manipulam, o que equivale dizer que podem se tornar opacas quando isto
ndo ocorre (a apropriacdo). Uma razdo para tal fato, segundo o autor, pode ser encontrada em
casos nos quais as notacbes agem, para 0S sujeitos, como substitutas das entidades
conceituais, na forma apontada por Zazkis e Campbell (1996, apud HAREL; KAPUT, 1991).
De fato, estes autores comentam, ao analisar a mesma questio trazida aqui, que “a notagio B?

servia como substituta para a entidade conceitual relativa ao quadrado perfeito” (p. 211).

Consequentemente, como em alguma medida também ocorreu na pesquisa aqui
relatada, parte dos sujeitos reconheceu apenas nimeros na forma B? como quadrados
perfeitos, descartando representacdes como B2A? e B®. Para Oliveira (2015), s6 tem sentido
classificar a caracteristicas da representacdo como transparentes se 0 conceito que as mesmas
representam nado foi substituido por uma notacao pelos sujeitos envolvidos, ou se 0S mesmos
compreendem e sabem empregar 0s conceitos subjacentes a um problema, tarefa ou atividade.
Se ocorreu a substituicdo ou se as pessoas ndo construiram efetivamente o significado dos
conceitos, a representacdo, via de regra, € opaca. Isto explica o motivo pelo qual alguns
sujeitos reconhecem, por exemplo 5% x 172 como quadrado perfeito sem procederem

algoritmos operatdrios, enquanto outros néo.
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5.1.6 Questdo 6

O enunciado da questdo 6, Gltima do instrumento, continha a seguinte proposta:
“Considere m(2k + 1), onde m e k sdo ndmeros inteiros. Este niamero é primo? Ou, poderia,

de alguma forma, ser primo?”.
5.1.6.1 Resposta de Aluno 1

Para Aluno 1, “de imediato, ndo d& para saber, mas se fizermos m =1 e k = 9, por

exemplo, ou se adotassemos k =14 e m = 1, o resultado seria um nimero primo”.

Para Aluno 1, a representacdo de m(2k + 1) ndo favorece a generalizacdo, no sentido
de perceber em que casos 0 himero em questdo poderia ser primo. Assim, 0 estudante toma
dois exemplos e os alinha como casos nos quais 0 nudmero candidato poderia ser primo
(reasoning by examples). Ainda uma vez, Aluno 1 ndo estende um conceito (de nimero
primo, especificamente) de modo a deixar claro que compreendeu seu significado, pois
sempre que 2k + 1 for primo e m = 1, m(2k + 1) seré primo, pois 1 e o proprio nimero s&o 0s
Unicos fatores componentes de um numero primo. Ha, ainda, evidentemente, 0 caso m primo

e 2k +1 =1, se se admite k = 0.
5.1.6.2 Resposta de Aluno 2

Este nimero poderia ser um nimero primo.
Aluno 2 ndo esclarece como chegou a tal concluséo.

5.1.6.3 Resposta de Aluno 3

Aluno 3 anota, como resposta, “Sim, se m = 2 e k = 1, entdo seria um nimero primo”.

Assim como Aluno 1, Aluno 3 tenta usar um exemplo para chegar a uma resposta
(caso particular), sem estender sua concluséo de forma genérica. Em todo o caso, a proposta
do aluno contém um erro, pois, no caso mencionado, ter-se-ia 2.(2.1 + 1) = 6, que nao &
primo. O estudante pode ter querido escrever 1.(2.2 + 1) = 5, que é primo. Ainda assim,
levando-se em conta um eventual engano ou descuido, 0 estudante ndo recorre ao quadro
conceitual tipico do TFA, procurando um caso particular que apresenta a conta de

justificativa.

5.1.6.4 Resposta de Aluno 4
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Para Aluno 4, em sua resposta: “dentro desta expressdo, podemos obter véarios

nameros, até mesmo o numero 1, o qual ndo é necessariamente primo”.

A resposta de Aluno 4 pode dar a entender que o nimero 1 pode, eventualmente, ser
primo — esta afirmagdo seria o complemento logico de “ndo necessariamente primo” e €
evidentemente incorreta. O descarte da abordagem conceitual, ou seja, do uso do conceito de
nameros primos — ou do emprego do TFA — parece ndo permitir uma resposta mais objetiva e
teoricamente consolidada. Na verdade, a argumentacéo do estudante carece mesmo de sentido

e ndo pode ser encarada como uma resposta valida para a proposicéo levantada na quest&o.
5.1.6.5 Resposta de Aluno 5

O nUmero poderia ser primo.
Aluno 5 ndo esclarece como chegou a tal concluséo.

5.1.6.6 Resposta de Aluno 6
A resposta de Aluno 6 foi a seguinte:

Seja m(2k + 1), onde m e k sdo numeros inteiros. Escrevendo 2km +
1, 2km resultaria em um namero par, pois todo nimero multiplicado
por 2 resulta em um ndmero par, se m for impar, ha a possibilidade
de resultar em um ndmero primo. Por exemplo, sejam =1 e k = 5;

entdo 1(2.5 + 1) = 11, que é primo.

A estratégia eleita por Aluno 6 é confusa e eivada de erros. Ndo usa o TFA ou o
conceito de nimeros primos para perceber a Unica fatoracdo possivel que daria ao nimero a
condicé@o de primo (a trivial), e que, neste caso, lhe permitiria responder corretamente e em
pouco tempo. Percebe-se, de todo modo, a aplicacdo errbnea da propriedade distributiva,
quando o estudante escreve 2km + 1 no lugar de 2km + m. A estratégia de usar um exemplo
como meio de validacdo (ou de generalizagdo) leva a severas limitagcbes do conhecimento,

como se pode perceber pela resposta do sujeito.

O proximo que teria sua resposta analisada, o estudante Aluno 7, alegou nédo ter

entendido a questdo e ndo anotou qualquer resposta.

5.1.6.7 Resposta de Aluno 8
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Testa trés casos, nos quais, respectivamente, k = 2, k = 3 e k = 15, com m sempre igual
a 1. Conclui que o numero € primo. Tipicamente, neste caso, o0 aluno parece achar que poderia
prover um resultado geral acerca de um problema tomando alguns de seus casos, em uso
tipico da estratégia denominado por Zazkis e Liljedahl (2004) de reasoning by examples. Ao
contrario dos demais colegas que procuraram responder a questdo, ndo procura
contraexemplos, mas exemplos que tipifiquem sua escolha. A representacdo do nimero em
epigrafe se apresenta ao sujeito como opaca (ZAZKIS; LILJEDAHL, 2004); assim, todo o
esforco em desenvolver a expressao em termos numeéricos (Figura 9) se configura como uma

tentativa de superar a opacidade representacional em favor de uma representacédo transparente.

Figura 9: Protocolo de resolucéo do problema 6 — Aluno 8

¢) Y (RK+1)=> 4(2-2+4) A - PR B R (R 45 +4)
$1(5) 1 (3) L2
el 5 + 34
K=< ;
K-15

Fonte: dados da pesquisa

5.1.6.8 Resposta de Aluno 9

Para esta questdo, Aluno 9 responde “Ele pode ou ndo ser primo, dependendo do valor
de m e k, por exemplo; m =2, k = 2, ndo é primo; o nimero sera primo quandom=1ek =
{1,2,3,5,6,..}".

Apesar da tentativa de dar um ar de generalidade a sua resposta, o estudante também
adota uma estratégia do tipo reasoning by examples, mostrando um caso em que m(2k + 1)
ndo € primo e 0S €asos nos quais seria. Quando anota as reticéncias ao final da sequéncia
numérica, da a entender que fez ver alguma regularidade nos nimeros componentes de seu

conjunto, o que nao € verdade.
5.1.6.9 Resposta de Aluno 10

As Unicas anotagdes de Aluno 10 a guisa de resposta para esta questdo trazem as

expressoes “m(2k + 1); ndo”.
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N&o h& uma justificativa para a resposta dada, errada, e ndo é possivel compreender
que raciocinios Aluno 10 empregou para chegar a conclusao apresentada.

5.1.6.10 Anélise das respostas da questao 6

A evidéncia da opacidade de uma representacdo numeérica assumiu proporcdes bastante
evidentes nas descri¢Ges relativas as respostas providas pelos sujeitos ao questionamento feito
no item seis. De fato, a maior parte dos estudantes recorreu a uma estratégia que nao prové
validacdo ou generalidade, ainda que tais caracteristicas ndo tenham sido solicitadas
diretamente. Este procedimento foi denominado reasoning by examples por Zazkis e Liljedahl
(2004), e consiste em procurar casos nos quais se possa comprovar localmente um dado
resultado, entendendo que tal procedimento ja garante uma resposta valida em certo sentido.
Esta questdo pedia uma reflexdo fundamental, a de que aos numeros primos resta uma

fatoracdo, conhecida como fatoracao trivial, da qual participam o nimero em si € o um.
5.2  Sobre as analises do instrumento

Além das correlacGes tedricas e observacdes ja indicadas ao longo do processo de analise
aqui conduzido, julgou-se importante construir uma sintese, no intuito de clarificar o que se

pode ver como resultados, ao menos em relagcéo aos experimentos realizados.

Entretanto, antes de uma discussdo mais direta acerca dos resultados mencionados, é
importante destacar a relevancia da organizacdo didatica relativa ao trabalho realizado com os
sujeitos. O carater problematizador das questdes foi fundamental para que os sujeitos
evidenciassem suas estratégias de resolucdo de modo a proporcionar evidéncias levantadas
nas analises aqui trazidas. Ao descreverem, na maior parte dos casos, suas propostas, foi
possivel criar correlacdes com o quadro tedrico empregado na pesquisa. E provavel que os
exercicios tradicionais ndo levassem ao mesmo efeito. Esta diferenciacdo, nem sempre clara, €
vista aqui a partir da conviccao de que, quando propde um problema, o professor/pesquisador
deseja que o aluno busque, investigue, utilize a intuicdo, aprofunde o conjunto de
conhecimentos e experiéncias anteriores e elabore uma estratégia de resolugdo; em
contrapartida, via de regra, exercicios pedem a aplicagdo mecénica de informacgdes e
algoritmos ja adquiridos e faceis de identificar (VILA; CALLEJO, 2007). Na maior parte das
vezes, também, um problema ndo fornece todos os meios imediatos a sua resolugéo,
prestando-se, portanto, a investigacdo; de outro modo, 0 exercicio ja costuma trazer consigo

0s meios de resolugdo. Nesta investigacdo, o0s problemas foram apresentados em
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representacOes desafiadoras, fazendo com que os estudantes langassem méo néo de recursos
que indicassem respostas prontas e faceis, mas de exames profundos sobre as questdes em
foco. Ainda que as estratégias definidas tenham dado conta de dificuldades e de limitacGes em
relacdo ao conhecimento sobre os nimeros primos e o TFA, representaram uma producao
autdnoma, realizada ndo para dar uma satisfacdo sobre o conhecimento ao professor, mas para

evidenciar um saber — ou a falta dele.

Em relagdo ao “ndo saber”, as dificuldades conceituais ligadas a teoria dos numeros
surgiram de forma intensiva a partir das respostas dos sujeitos. Boa parte delas, segundo se
apontou, pode ser atribuida a incompreensao relativa ao TFA. Em apenas poucas respostas o
teorema fundamental da aritmética foi empregado de forma identificavel, mesmo quando os
estudantes mencionavam a decomposicao em fatores, que é, conforme ja apontado, diferente
da decomposicdo singular em fatores primos. A maior parte das estratégias adotadas priorizou
constatacfes por meio de algoritmos operacionais, aplicacdo de regras de divisibilidade, busca
por exemplos, substituicdo de conceitos por notacGes e outras estratégias menos eficientes.
Também surgiram alegacdes em torno da paridade/imparidade de certos numeros, além de
“regras” ndo convencionais, instituidas em ocasifes em que erros ocorreram, como foi o caso
daquela segundo a qual todo nimero terminado em algarismo primo seria primo e que uma
representacdo do tipo F = 151 x 157 teria F como incognita. Ainda assim, considera-se que
semelhantes respostas representam momentos importantes do processo, pois fazem parte da
construcdo do conhecimento. A abundancia deste tipo de dificuldade, alias, ndo representou
uma exclusividade: como ja se apontou, Edwards e Zazkis (2002) identificaram erros e

dificuldades na maior parte dos protocolos dos sujeitos de sua pesquisa — 19 em 27.

Para Oliveira (2015), a dificuldade conceitual se manifesta de maneira mais
perceptivel quando a evidéncia de incompreensao acerca do significado de uma nocao surge
explicita ou implicitamente. Isto pode explicar a dicotomia entre enunciar o conceito de forma
correta, como ocorreu em grande parte nas respostas dos sujeitos desta pesquisa, e a
incapacidade de aplica-lo em situagdes problematizadoras — o que também ocorreu aqui em
grande medida. Com resultados bastante semelhantes, Zazkis e Liljedhal (2004) comentam
que “a compreensao acerca dos numeros primos apareceu de forma incompleta, inconsistente,
frégil, dirigida por algoritmos e significativamente influenciada por exemplos particulares” (p.
180).
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Estas ocorréncias permitem aventar como ocorreu a constituicdo destes enunciados,
incapazes de se estabelecerem pelo significado. Para aqueles sujeitos que os repercutiram sem
compreendé-los, levanta-se a questdo da representacao transparente/opaca gque supostamente
permeou o processo de aprendizagem destes temas para estes sujeitos. Este conceito foi
trazido no quadro tedrico desta investigagdo na expectativa de prover elementos desta
discussdo. Como foi discutido, Zazkis e Liljedahl (2004) e Oliveira (2015) indicam né&o
existirem representacfes transparentes para 0s numeros primos, dada a natureza mesma do
conceito, mas que certas caracteristicas tendem a ser transparentes — a possibilidade de
decompor o numero em fatores primos de forma Unica e evidenciar tal representacdo € um
exemplo. Ainda assim, o dominio conceitual surge como imprescindivel: sem dominar os
conceitos em evidéncia, mesmo a mais transparente das caracteristicas pode carecer de

sentido.

Pode-se perguntar legitimamente se a trajetoria escolar dos sujeitos ndo interferiu em
eventuais dificuldades, no que se refere ao tratamento didatico ao qual foram submetidos
quando o tema lhes foi apresentado. Chama a atencdo o recurso intensivo a aplicacdo de
algoritmos, uso de exemplos limitadores e de regras de divisibilidade. Um fato que poderia
ser investigado em ulteriores pesquisas poderia ser a influéncia do contrato didatico® ao qual
os sujeitos foram submetidos e a influéncia disto na formacdo inicial dos licenciandos em
Matemaética. Por exemplo, a insisténcia na ideia de divisibilidade por outros nimeros naturais
em um longo processo de verificagdo de primalidade, nem sempre eficaz, pode indicar
consequéncias do deslize metacognitivo®, um efeito deletério do contrato didatico, pois, para
determinar se um namero é primo ou ndo, eventualmente pode-se submeté-lo a divisdes
sucessivas por seus antecessores €, no caso de se encontrar um divisor, a concluséo é a de que
0 nimero é composto. Ao adotar esta técnica como forma de identificacdo dos compostos, 0

conceito relativo aos mesmos € ignorado.

Além disso, ndo € possivel determinar com exatiddo que efeitos de ordem deletéria do

contrato didatico ocorreram a partir dos dados que emergiram da aplicacdo destas atividades,

8 O conceito de contrato didatico pode ser definido como “uma relagdo que determina — explicitamente em
pequena parte, mas sobretudo implicitamente — aquilo que cada parceiro, professor e aluno, tem a
responsabilidade de gerir e pelo qual sera, de uma maneira ou de outra, responsavel perante o outro”
(BROUSSEAU, 1986, p. 51).

% Para Brousseau (2008), o deslize metacognitivo é um efeito do contrato didatico pelo qual o professor engendra
e/ou utiliza determinada técnica considerado Util para solucionar uma categoria de tarefas e passa a considera-la
como o objeto de estudo em si, afastando-se do conhecimento que se queria consolidar. O que se quer dizer aqui
é que os elementos de estudo considerados passam a ser as explicagdes e heuristicas desenvolvidas pelo docente.
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mas foi possivel perceber que a natureza dos questionamentos presentes neste instrumento
(assim como no anterior) soava estranha para os participantes da pesquisa. Pode-se aventar,
ainda que outras pesquisas devam disto se ocupar, que o0s contratos didaticos predominantes
no caso dos sujeitos ndo previam investigacdo para resolucdo de problemas. Nesta
investigacdo, o papel do pesquisador foi apenas de mediador/orientador em relagdo a
eventuais duvidas sobre os enunciados — o que praticamente ndo ocorreu. O carater
investigativo da proposta causou alguma perplexidade nos sujeitos, que ndo se sentiram como
em uma aula tradicional, com as prescri¢cdes de papéis relativos ao que o professor deve fazer
(expor e indicar respostas, positivamente) e o que cabe ao aluno (absorver o contetdo por
reproducdo). Pode-se dizer que as sessdes transcorreram com tranquilidade, no sentido de que
0s estudantes ndo reclamaram, por exemplo, de ndo terem acesso a um conteudo prescritivo

antes das aplicacdes, ou a exemplos que Ihes guiassem ou instruissem a imitar.

Outra questdo, ainda pertinente ao contrato didatico, pode ser destacada a partir da
natureza das atividades. Como se viu, diversas dificuldades vieram a tona, muitos erros foram
cometidos, além de procedimentos que, ainda que ndo tenham redundado em erro,
diretamente, representaram grande dispéndio cognitivo e operatorio. Esta situacdo ndo é
comum no dia-a-dia da sala de aula, ou seja, a evidenciacao e o trabalho com o erro, quer em
um sentido cognitivo, quer do ponto de vista diagndstico. Isto porque € comum que 0S
trabalhos e atividades no ambiente escolar sejam controladas pelo professor, no sentido de
impedir o surgimento do erro e controlar a incerteza no processo de aprendizagem. Neste
sentido é que se poderia enxergar a ocorréncia do efeito Topaze!?, de maneira regular, na
trajetoria de aprendizagem dos estudantes. Esta percep¢do, contudo, € uma pista, algo que
parece ocorrer como um “pano de fundo” das situacdes trabalhadas ao longo das sessoes desta
pesquisa. Ainda uma vez, ressalta-se que semelhantes impressdes devem ser aprofundadas em

estudo vindouro.

Especificamente, pode-se pensar na questdo da ruptura do contrato didatico ligada ao
trabalho com os nimeros primos, 0s quais, em grande parte, representaram o interesse desta

investigacdo. A definicdo intuitiva de nimeros primos (intuitiva em todos os sentidos, pois até

10O Efeito Topaze (controle da incerteza) ocorre quando o estudante, ao encontrar determinada dificuldade,
recebe do professor “dicas” e intervengdes de tal modo que surjam as condigdes para que supere o percalco em
questdo e prossiga, sem, contudo, obter efetiva compreensdo e engajamento em relacdo a situacdo de
aprendizagem. Para Almouloud (2007, p. 94), “a resposta que o aluno deveria dar é determinada de anteméo e o
professor escolhe as questbes para as quais essa resposta pode ser dada ou que podem provocar respostas
esperadas, facilitando as estratégias dos alunos e maximizando a significagdo dessas respostas”.
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a palavra “primo” pode ndo ser objeto de analise e ficar associada a noc¢éo de parentesco, e
ndo a de primalidade) é apresentada bem cedo no ensino fundamental. Por ser um conceito
matematicamente profundo, sua apresentacdo em um momento inicial do nivel de
escolaridade pode relega-la ao esquecimento com o passar do tempo, sem que se atinja um
nivel de formalizacdo matematica de acordo com a importancia desse assunto. Junte-se a iSso
o fato que a aritmética também perde seu espaco no ensino fundamental com o a introducéo
da algebra. Nos sétimos, oitavos e nonos anos, 0s conceitos importantes ligados ao numero
primo ndo sdo associados ao estudo de fracGes, nem ao estudo de graficos, ou, tampouco, a
questBes geomeétricas. Durante o ensino médio, o importante conceito da existéncia de
infinitos primos em progressdes aritméticas geralmente ndo faz parte dos conteudos
associados a este tema. NUmeros primos nao sdo vistos, via de regra, associados a matrizes, a
equacOes lineares, etc. Até mesmo no nivel superior, o importante teorema dos nimeros
primos ndo esta contido nos estudos de limites. Logo, a Teoria dos NUmeros, quando proposta
a partir de problematizacdes e do consequente estudo de seus pressupostos, acaba sendo
identificada como geradora de temas e problemas cujas representacfes trazem carater opaco,
0 que gera dificuldades. Desta maneira, muitos licenciandos tém dificuldades em adaptar-se a

essa abordagem, o que se verificou aqui.

Uma das caracteristicas apresentadas pelos estudantes e evidenciadas nas analises, e
da qual ja se tratou aqui, é o recurso que os alunos fazem, com grande frequéncia, a técnicas
de resolucdo baseadas em divisibilidade e na verificacdo simples por meio de operacgdes
aritméticas (divisdo e multiplicacdo, predominantemente). Na maioria dos casos, 0S
estudantes pareciam ndo perceber qualquer teorema, recorrendo logo aos procedimentos
algoritmicos tipicos. O que se quer dizer como isto é que as estratégias exaustivas de
verificacdo foram um procedimento muito empregado pelos licenciandos em Matematica,
sujeitos desta pesquisa. De fato, varias vezes os estudantes recorreram a algoritmos e regras
para suprir a dificuldade em empregar o teorema fundamental da aritmética. As listas de
numeros foram exaustivamente checadas, de modo a refutar ou confirmar certa conjectura por
meio de grande dispéndio cognitivo operatério. Notadamente, de formas distintas, as questdes
podiam ter propostas de resolugdo a partir do pressuposto de que se poderia decompor 0s

numeros candidatos em fatores primos de maneira Unica, a nao ser pela ordem.

Entretanto, as atividades e seu planejamento, em atencdo a caracteristica problematizadora

adotada, nem sempre ofereciam, pelo menos a boa parte dos sujeitos, representacoes
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numéricas as quais 0s mesmos poderiam considerar detentoras de caracteristicas

transparentes. Ao substituirem as entidades conceituais por notagbes (ZAZKIS; CAMPBELL,

1996; OLIVEIRA, 2015), as representacGes de nimeros compostos fatorados e de ndmeros

que poderiam ou ndo ser classificados como quadrados perfeitos surgiam como opacas. Neste

sentido, as principais notagdes substitutas de conceitos aqui encontradas foram:

a) N2, em relagio aos quadrados perfeitos;

b) Fatoracdo, em relacdo ao TFA — em relacdo aos numeros compostos, quando 0s

estudantes se referiam aos fatores de um dado ndmero, sem mencionar sua
decomposicdo Unica em primos. Este procedimento acabou por provocar efeitos que
ocorreram também nos trabalhos que serviram de referéncia a esta pesquisa: a ideia de
que numeros primos devem ser pequenos (menores do que 100, seguramente; as
vezes, menores que 20), e a convic¢do de que todo nimero composto grande (maior
do que 10000) € divisivel por um nimero primo pequeno (ZAZKIS; LILJEDAHL,
2004).

Assim, a falta de transparéncia representacional surgiu neste estudo como uma dificuldade

que, interiorizada pelos estudantes da forma indicada anteriormente, mostrou ser um entrave

significativo para a construgdo do conhecimento acerca dos numeros primos e do teorema

fundamental da aritmética.

Ainda com relacdo aos estudos que subsidiaram de forma direta a realizacdo deste

trabalho, outras ocorréncias coincidentes surgiram:

Primalidade por exclusdo: aqui, tem-se uma classificacdo dos primos que se baseia em
caracteristicas impeditivas da primalidade (ou para que o numero fosse composto).
Nas definicdes dadas a questdo 1 desta sequéncia, muitos sujeitos indicaram ter como
conceito o fato de que os primos ndo podem ser divididos por nenhum outro nimero, a
ndo ser o proprio e um. Isso levou os estudantes da nossa pesquisa, assim como em
Zazkis e Liljedahl (2004), a ignorar a fatoracao trivial de um dado primo p, dada por p
x 1. Isto colaborou para a dificuldade da maioria dos sujeitos em generalizar a
possibilidade de m(2k + 1) ser primo sempre que m = 1 e 2k + 1 primo. Na mesma
questdo, alguns sujeitos indicaram, também, que a relacdo existente entre primos e
compostos era de oposi¢do, ou seja, um ndmero composto simplesmente o era pelo

fato de ndo ser primo, e vice-versa;
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e Primalidade por meio de exemplos: a tentativa de generalizacdo de numeros cuja
representacdo surgia com opaca foram frequentemente tentadas por meio de exemplos.
Foi o caso de Aluno 1, ele afirmou que F = 151 x 157 seria, provavelmente, primo, em
fun¢do de ja o ter “testado” em relagdo a todos os critérios de divisibilidade
conhecidos dele, e de Aluno 7, que tomou apenas “casos ideais” para afirmar que m(2k
+ 1) seria sempre primo, uma vez que 0s numeros pelos quais substituiu k fizeram
resultar m(2k + 1) primo;

e Primalidade como uma consequéncia da fatoracdo: nos casos de referéncia e/ou uso da
fatoracdo, frequentemente ndo existiram elementos suficientes para construcdo do
significado do TFA, mesmo em aplicagcfes corretas — além do mais, como em Zazkis e
Liljedahl (2004), os algoritmos empregados pelos estudantes, bem como todo o
esforco operatério envidado como consequéncia, seriam desnecessarios €aso

estivessem consolidados os conceitos relativos ao TFA.

Concluida as analises pertinentes a esta investigacdo, encerram-se 0s procedimentos da

pesquisa em si, restando, como seguem, as consideragdes finais.
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CONSIDERACOES FINAIS

A trajetdria realizada nesta pesquisa trouxe inumeras oportunidades de revisita aos
conceitos da Teoria dos NUmeros, por vezes vistos como 6bvios, muito simples, faceis, a tal
ponto que a necessidade de os estudar em profundidade tem sido praticamente ignorada nos
programas de formac&o dos professores de Matematica nos cursos de Licenciatura no Brasil —

e, como se Vviu pelas referéncias deste estudo, em outros paises também.

Assim, os primeiros destaques deste momento final do texto devem ir para duas
constatacbes importantes, percebidas em funcdo das andlises efetuadas por meio do
instrumento de pesquisa utilizado: os nimeros primos ndo apresentam, de fato, como ja
levantado por Zazkis e Liljedahl (2004), qualquer representacdo que seja transparente; e as
dificuldades conceituais levam os aprendizes a substituirem os saberes organizados na forma
de conceitos e seus significados por notacdes, estas ultimas limitantes em relacdo a resolucéao

de problemas.

Entretanto, mesmo sendo opacas, as representacdes dos nimeros primos podem
oportunizar caracteristicas transparentes, quando os aprendizes se engajam em um Processo
de construcdo do conhecimento que considere a valorizacdo dos significados e dos conceitos.
Quando isto ndo ocorre, percebe-se, como no caso do teorema fundamental da aritmética, que
hd o apelo a solugbes extensas e caras, cognitivamente falando. Boa parte dos erros
constatados tiveram origem na dificuldade em estender os conceitos de nimeros primos e
compostos — e do TFA — desde seus significados, de certa forma enunciados formalmente em

questdes especificas, para os problemas que solicitavam o uso deste aporte cognitivo.

As dificuldades levantadas ao longo desta pesquisa também forneceram outras pistas:
a insisténcia em técnicas prescritivas, 0 uso de algoritmos desnecessarios e a checagem das
respostas, mesmo as corretas, como se, por exemplo, pudesse existir qualquer outra
decomposi¢cdo em fatores primos que ndo a Unica evidenciada no problema em exame,
indicam a possibilidade de que os sujeitos da pesquisa tenham passado, em suas formacdes
pretéritas, por contratos didaticos prescritivos, nos quais a ocorréncia de efeitos como o
deslize metacognitivo e o efeito Topaze pareceu evidente. Neste sentido, sera preciso que
estudos posteriores venham a confirmar a relacdo entre, por exemplo, as dificuldades

conceituais e certas abordagens didaticas.
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Além disso, a pesquisa trouxe a tona a centralidade de duas questGes em aberto,
discutidas na Educagdo Matematica de forma ampla. A primeira € que as pesquisas procuram
revelar “o que” um professor de Matematica precisa saber e a outra, “como” essa

aprendizagem pode ser efetuada em termos de programas de formacao.

Nos protocolos analisados, os resultados foram determinantes tanto no sentido de
consolidar a pertinéncia da investigagéo desenvolvida, quanto para refinar os elementos que
possibilitaram responder a questdo de pesquisa. Diante dos resultados das analises, entdo,
parece importante destacar que outras investigagdes sobre saberes dos licenciandos em

Matematica sao urgentes.

Outra conclusdo pode ser vista na proposta de Sfard (1992) e seu modelo de
desenvolvimento dos objetos matematicos, o qual, segundo o autor, passa por trés fases:
interiorizacdo, condensacgdo e reificacdo. Um conceito € formado a partir da realizacdo de
determinados processos sobre um conjunto de objetos, processos esses que vdo sendo
interiorizados, condensados e posteriormente reificados, resultando em um novo objeto
matematico. O processo desenvolvido nesta pesquisa apontou a dificuldade de reificacdo, em
geral, e sugeriu que algum ponto ou nivel particular esteja "fora do alcance" para alguns

alunos, pelo menos no momento da formagéo que vivenciam.

Esta dificuldade foi ilustrada no caso de decomposi¢do de um ndmero composto em
seus fatores primos. O namero 30, por exemplo, pode ser decomposto como 6 x 5, 3 x 10 ou 2
x 15. Como pode se ver, a decomposicdo ndo € unica. A unicidade dessa decomposicdo se
dara apenas se o nimero for completamente decomposto em fatores primos. E esta diferenca
da decomposicéo entre fatores e fatores primos que precisa de um trabalho mais amplo do
ponto de vista didatico e de outras pesquisas. O conceito de decomposi¢do em fatores primos
— e a unicidade deste procedimento — é o conceito chave para que o aluno diferencie nimeros
primos de compostos. Se 0s conceitos de primos e compostos ndo foram adequadamente
construidos, essa ocorréncia provavelmente inibira uma conceituacdo significativa de
decomposi¢do em primos, bem como o reconhecimento de representacdes que dependam de

conhecimentos assim constituidos.

Outro elemento que pode ser levantado se refere a constatacdo de que os estudantes
ndo estdo habituados a pensar e manipular nimeros primos grandes. Com base nas

experiéncias em classe e no fato desse assunto ter apenas breves apresentacdes na escola
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bésica e seu uso posterior se limitar a exemplos ndo muitos complexos, ndo se vé nenhuma
preocupacdo com primos vistos como grandes (maiores que 1000, por exemplo). Os
problemas propostos nos livros didaticos deixam a entender que uma pequena quantidade de
primos basta para esgotar este tema — e estes numeros sdo, geralmente, os primeiros naturais
primos. A pesquisa demonstrou ser necessaria uma compreensdo adequada do conceito de
decomposicdo em fatores primos para avancgar no sentido de que se entenda a estrutura dos

ndmeros inteiros.

Assim, julga-se que seria importante para os futuros professores a compreensédo sobre
a importancia do significado do TFA. Neste trabalho, fez-se uma discussdo dos aspectos
matematicos envolvidos neste teorema. Zazkis e Campbell (1996) admitem que a prova do
TFA pode ser omitida em cursos para professores de Matematica do ensino béasico, mas
argumenta que alguma alternativa pedagdgica € necessaria como compensacao. Levanta-se
aqui, como possibilidade de continuidade desta investigacdo, outros estudos que procurem
investigar se uma abordagem de validacdes (provas e/ou demonstracGes) pode ser eficiente no
sentido de trabalhar aspectos conceituais da teoria dos nimeros, uma das questdes essenciais

vistas ao longo deste texto.

Na apresentacdo do TFA para os alunos de licenciatura em matematica da UEPA,
utiliza-se, como alternativa pedagogica, para exemplificar a importancia do TFA no conjunto
dos inteiros, além de caracterizar bem o que € um namero primo neste conjunto, a seguinte

historia:

A Aritmética no Reino da Rainha de Copas

Vamos contar uma histdria, adaptando para a nossa linguagem matematica.

Certo dia a Rainha de Copas, chamou novamente os matematicos do seu reino e
queria informar que apenas os nimeros pares seriam usados no reino. Ela ja
havia abolido do reino 0s nimeros negativos e o zero. Caso ndo obedecessem, ela

mandaria lhes cortar as cabecas.

Os matematicos ficaram horrorizados com essa decisdo, mas por amarem mais
suas cabecas do que suas equacOes, solicitaram um tempo para reescreverem

todos os livros de Aritmética.
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Os sabios da academia estabeleceram que no curriculo s6 seriam usados

nameros pares:
P={2 464810, ..}

Agora, vamos entender essa “realidade’ onde so existam esses numeros. Observe
que em P podemos adicionar, subtrair e multiplicar da forma usual e a soma, a
diferenca e o produto de nimeros pares sdo novamente numeros pares. Vamos
estabelecer uma divisibilidade em P. Mas, ndo se deve esquecer que nesta

realidade” a palavra "numero" significa sempre um numero par.

Podemos definir numeros primos nessa “realidade”. Dizemos que um numero p
em P é um primo se ndo é divisivel por nenhum dos nimeros em P a n&o ser ele

mesmo. Por exemplo, aqui estdo alguns primos.
2, 6,10, 14, 18, 22, 26, 30, ...

Consideremos agora dois fatos no conjunto dos inteiros que parecem ébvios aos

licenciandos quando séo apresentados:

i) No conjunto dos inteiros, se um primo p divide um produto ab entdo ou p divide
a ou p divide b. Agora vamos trazer esta afirmagdo para a ‘“realidade” em P e
considerar o primo 6 e os nimeros a = 10 e b = 18. O ndmero 6 divide ab = 180,
uma vez que 180 = 6 * 30; mas 6 ndo divide 10 e nem divide 18. Portanto, a

afirmagdo “obvia” ndo é verdade aqui na “realidade” em P.

ii) Consideremos o fato de que todo nimero inteiro pode escrito como um produto

de numeros primos de maneira unica (a menos da ordem dos seus fatores).

Em P, todo nimero pode ser escrito como um produto dos primos de P. Mas

considere a seguinte fatoracao:
180 = 6 x30 = 10 x 18.

Observe que todos os numeros 6, 30, 10 e 18 sdo primos em P. Isto significa que
180 pode ser escrito como um produto de primos em P de duas maneiras
diferentes. De fato ha ainda uma terceira forma de escrevé-lo como um produto

de primos em P,
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180 =2 x 90.

Ao apresentar essa “realidade”, os futuros professores sdo levados a perceber que
afirmacbes que parecem Obvias em matematica requerem uma discussdo mais critica.
Especialmente, qualquer “fato” que deve ser verdade, porque é muito familiar ou é
frequentemente citado como verdade, precisa de um escrutinio matematico mais cuidadoso.
Algumas das respostas dadas as questdes utilizadas neste trabalho confirmam essa
observagao.

As respostas, na sua maioria corretas, sobre a definicdo de ndmeros primos néao
resultaram na implementagéo desse conhecimento para resolver ou conjecturar sobre outras
questdes. Saber definir o que € um ndmero primo, de forma mecanica, ou saber citar alguns
primos, em nada auxilia nas respostas sobre se 0s niimeros 949643, 111111111+2 e 662222 -

26 sdo primos.

Como foi visto, a falta de uma representacdo transparente sobre nimeros primos e o
TFA criam obstaculos na construcdo desses conceitos. Em algum aspecto, também, a
substituicdo de conceitos por notagcfes também foi sinalizada como dificuldade. Isto ndo quer
dizer que ndo se deva priorizar a discussao sobre 0 uso de notacdes relativas aos temas aqui
discutidos. Como afirmam Lesh, Behj e Post (1987), uma boa notacdo é importante para
entender ideias matematicas. Skemp (2002) escreve:

O poder da matematica que nos permite entender, prever, e as vezes
controlar eventos no mundo fisico esta em suas estruturas conceituais - na
sua presenca em nossa linguagem do dia a dia,nas suas redes organizadas de
ideias. Essas ideias sdo objetos puramente mentais: invisiveis, inaudiveis, e
ndo é facilmente acessivel mesmo aos seus possuidores. Antes que possamos
comunicé-las, as ideias devem se apegar aos simbolos. Estes ttm um duplo
estatuto. Os simbolos sdo objetos mentais, sobre qual e com o qual podemos
pensar. Mas eles podem também ser objetos fisicos - marcas em papel, sons -
0 que pode ser visto ou ouvido. Estes servem tanto como rétulos e como
alcas para comunicar 0s conceitos com 0s quais eles estdo associados.
Simbolos atuam como uma interface, de duas maneiras: entre 0 nosso
préprio pensamentos e 0s de outras pessoas; e entre aqueles niveis da nossa
mente, que sdo de dificil acesso, e aqueles facilmente acessivel. Embora o

poder da matematica encontra-se em suas estruturas de conhecimento, o
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acesso a este poder é dependente de seus simbolos. Dai a importancia de se
compreender o simbolismo da matematica. (SKEMP, p. 90, 2002, traducédo
nossa).

Isso indica que se deve ajudar os alunos a reconhecer padrdes em diferentes
representacdes e propor situacbes em que prestar atencdo a esses padrdes facilite a
compreensdo dos conceitos cuja a simbologia ndo seja considerada transparente para o

estudante.

Uma sugestdo didatica de Zazkis e Campbell (1996) é fazer com que os estudantes
trabalhem com representacdes diferentes das usuais para niUmeros grandes, de tal forma que as
mesmas ndo possam ser resolvidas com uma calculadora manual, como alguns que foram
propostos na sequéncia. Os autores sugerem que, para muitos estudantes, a incapacidade de
verificar a sua inferéncia com uma calculadora apresenta inconveniéncia e desafio. Outro
elemento importante surgiu quando se indicou a relevancia de um milieu antagonista como
parte de um contrato didatico ndo prescritivo. Os autores supramencionados indicam que a
pratica diante de problemas desafiadores pode ajudar os sujeitos a perceberem caracteristicas

transparentes nas representacdes numéricas.

As andlises levam a considerar uma tomada de posi¢cdo diante dos desafios. A
afirmacdo de Lamon (2001) deve ser levada muito a sério para 0S que pesquisam em
Educacdo Matematica: “a pesquisa em Educagdo Matematica tem sido mais lenta em sugerir
alternativas do que em diagnosticar as deficiéncias dos estudantes” (LAMMON, 2001, p.
149). E importante, entdo, que as proximas pesquisas busquem prosseguir a partir do
diagnostico que esta exibiu, de forma a propor alternativas que venham efetivamente a
colaborar para as lacunas na formacdo de professores de Matematica que aqui ficaram

evidenciadas.

Dadas as consideragdes aqui feitas e, principalmente, de acordo com o que se levantou
nas analises, em confronto com o quadro teorico, considera-se que a presente investigacao
apresentou algumas alternativas como possiveis respostas a questdo relativa aos
conhecimentos e dificuldades acerca dos conceitos/propriedades dos nimeros primos e do
teorema fundamental da aritmética que seriam mobilizados por licenciandos em Matematica
da Universidade do Estado do Parad. Desta forma, esta pesquisa se insere como uma

contribuicdo nas discussGes sobre a relacdo entre a transparéncia do conceito de ndmero
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primo e do TFA e as representaches em que esses conceitos sdo codificados. Pesquisas em
Teoria dos NUmeros quase nao existem no Brasil. Assim, acredita-se que esta pesquisa possa
estimular investigacfes sobre as representacfes, com foco naquelas pertinentes aos nimeros
primos, de modo a apresentar uma visdo teorica para a consideracdo dos efeitos que a
representacdo tem sobre a aprendizagem matematica.

Outro prosseguimento possivel que esta pesquisa levanta remete a investigacfes sobre
0 entendimento dos numeros primos e do TFA e, em particular, sobre o entendimento
estrutural do conjunto dos numeros inteiros, bem que papel as representacdes desempenham
na aprendizagem de conceitos especificos em teoria dos nimeros, e na Matematica em geral.

Nessa perspectiva, espera-se que a presente investigacdo tenha se aproximado das
pesquisas na area e contribuido no sentido de proporcionar reflexdes em um campo ainda

pouco explorado em Educacdo Matematica.
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