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RESUMO

O objetivo deste trabalho € investigar a apropriacdo das definicBes de parabola como lugar
geométrico por alunos do 2° ano do Ensino Médio, a partir de uma sequéncia didatica, na qual
0s sujeitos de pesquisa realizam tratamentos e conversdes dos Registros de Representacédo
Semidtica pertinentes ao objeto matematico pardbola. Nesse sentido, buscamos responder a
seguinte questédo de pesquisa: Uma sequéncia de ensino que articula a converséo de registros a
partir da nocdo de lugar geométrico resulta na apropriacdo por parte do aluno de
conhecimentos sobre pardbola? Aplicamos a sequéncia de ensino a cinco alunos do Ensino
Médio e, como fundamentacéo tedrica da pesquisa, embasamo-nos na Teoria dos Registros de
Representacdo Semidtica de Raymond Duval e na Teoria das Situagdes Didaticas de Guy
Brousseau. A abordagem dessa investigacéo foi qualitativa e, como metodologia, adotamos 0s
pressupostos da Engenharia Didatica. Observando as produgfes dos sujeitos de pesquisa no
decorrer das atividades da sequéncia, constatamos que eles se apropriaram das definicdes de
pardbola a partir da nogdo de lugar geométrico no dominio da Geometria Plana e da
Geometria Analitica, realizaram as conversfes e 0s tratamentos nos registros e, ao final do
estudo, puderam perceber que o objeto matematico parabola ndo é limitado a representacédo

gréfica de uma funcdo quadratica.

Palavras-chave: Pardbola. Lugar geométrico. Registro de Representacdo Semiotica.



ABSTRACT

The goal of this study is to investigate the comprehension of the definitions of parabola as
locus by second year high school students based on an instructional sequence in which the
research subjects would produce treatments and conversions of Registers of Semiotic
Representations, concerning the mathematical object parabola. In this sense, we seek to
answer the following research question: Does a teaching sequence which articulates the
conversion of registers, from the notion of locus results in ownership by the student's
knowledge of the parabola? We applied the teaching sequence to five high school students
and, as a theoretical foundation for the research, we adopted the Registers of Semiotic
Representation of Raymond Duval and the Theory of Didactic Situations of Guy Brousseau.
The approach of this research was qualitative and, as a methodology, we followed the
assumptions of Engineering Curriculum. Observing the productions of the subjects in the
course of the activities of the sequence, we found that they have appropriated the definition of
parabola from the notion of locus in the domain of plane and analytic geometries, they
performed the conversions and treatments in the registers and, at the end of the study, they
could recognize that the mathematical object parabola is not only the graphic representation of

a quadratic function.

Keywords: Parabola. Locus. Registers of Semiotic Representation.
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13

INTRODUCAO

Esta dissertacdo, que estd relacionada as Conicas, priorizou o estudo da parabola
enquanto lugar geométrico. Primeiramente, ao atuarmos como professores, no Ensino
Fundamental e Médio, percebemos que das conicas a parabola € a curva mais estudada pelos
alunos, como representacdo grafica do comportamento de uma fungdo quadratica no plano
cartesiano, tanto em Matemaética quanto em Fisica, desde o final do ensino fundamental (9°
ano ou 82 série); em segundo lugar, a experiéncia revelou-nos que os alunos do Ensino Médio,

geralmente, tém a falsa ideia de ser a parabola uma funcdo quadratica.

No Ensino Fundamental (9° ano) e o no Ensino Médio (1° ano), 0 objeto matematico
de discussdo é a funcdo quadratica acompanhada de diferentes formas de representacdo do
objeto, tais como: expressdo algébrica, graficos cartesianos e tabelas. Nessa perspectiva,
acreditamos que o fato dos alunos conhecerem a representacdo grafica da funcdo quadratica

ndo significa apropriacéo das definicdes e obtencdo da parabola.

No terceiro ano do Ensino Médio, o ensino de pardbola é vinculado ao estudo das
conicas e desvinculado da funcdo quadratica. Em decorréncia da mudanca de contexto, 0s
manuais didaticos passaram a tratar a parabola como objeto matematico. Bongiovanni (2006)
afirma que nessa fase do ensino, especificamente, “a pardbola ¢ definida como o lugar
geométrico dos pontos de um plano equidistantes de uma reta e de um ponto fora dela”, a
partir de que é estabelecida sua equacdo. O autor defende um ensino que priorize construcoes
geométricas, sua utilizacdo na resolucdo de problemas e situacdes em que as cOnicas

aparecam como ferramentas na resolucdo de problemas geométricos.

Neto (2008) e Bordallo (2011) revelaram em suas pesquisas sobre manuais didaticos
que a parabola é introduzida frequentemente em sequéncias de ensino como uma curva
proveniente da secgdo de um cone circular reto seccionado por um plano paralelo a geratriz.
Bordallo (2011) afirma que se trata de um artificio ilustrativo de um recorte historico
empobrecido a partir do surgimento das sec¢des conicas, justificando assim o surgimento da

curva e de sua denominagao “conica”, por ser proveniente da seccao do cone.

Na sequéncia, os estudos do objeto matematico parabola sdo incorporados na
Geometria Analitica. Lopes (2011) constatou que os livros didaticos de Matematica do Ensino
Médio apresentam um estudo de parabola apenas sob o ponto de vista de equagdes algébricas,
em detrimento das constru¢fes geométricas. Lima (1999) e Silva (2011) revelaram a

necessidade de estudar as conicas a partir da nogdo de lugar geométrico no dominio da
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Geometria Analitica, privilegiando as equagdes algébricas e os graficos cartesianos, por meio

de sequéncias ensino e uso de software de matematica como recurso didatico.

Nesse contexto, optamos pelo estudo do objeto matematico parabola como noc¢édo de
lugar geométrico para apropriacao de suas diferentes defini¢cdes, no &mbito da Geometria e da
Geometria Analitica. Definimos nossa pesquisa a partir da Teoria dos Registros de
Representacdo Semidtica de Raymond Duval (2009)" e da Teoria das Situaces Didéticas de
Brousseau (1986)°. Dessa forma, escolhemos os principios da Engenharia Didatica de
Michéle Artigue (1988)°, para elaborar e aplicar uma sequéncia com o objetivo de ensinar
contetidos de parabola para alunos do Ensino Médio, que propiciou a coleta de dados desta
pesquisa. No que se segue, apresentaremos a estrutura do trabalho.

No primeiro capitulo, mostraremos pesquisas realizadas sobre as Conicas e
apresentaremos os referenciais tedricos que dardo suporte a nossa pesquisa: a Teoria das
SituacBes Didaticas de Guy Brousseau e a Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica
de Raymond Duval. Ainda neste capitulo, apresentaremos nossa questdo de pesquisa, 0S

objetivos e a metodologia adotada.

No segundo capitulo, abordaremos o estudo do objeto matematico parabola enquanto
seccdo de um cone e lugar geométrico. Ademais, apresentaremos algumas definices

matematicas e um recorte historico de seu surgimento.

No terceiro capitulo, abordaremos a aplicacdo e andlise da sequéncia de ensino para

alunos do 2° ano do Ensino Médio, a luz de nossa fundamentacéo tedrica.

Por fim, apresentaremos nossas consideracBGes finais, buscando responder nossa
questdo norteadora da pesquisa, constatar se os objetivos foram atingidos e, finalmente,
estabelecer perspectivas para o desenvolvimento de trabalhos futuros.

! Teoria desenvolvida por Raymond Duval, que sera abordada no capitulo 1.
? Teoria desenvolvida por Guy Brousseau, que sera abordada no capitulo 1.
® Teoria desenvolvida por Michéle Artigue, que sera abordada no capitulo 1.
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Capitulo 1: PROBLEMATICA

Neste capitulo, apresentamos nossa trajetdria de estudos que, em nosso entender, esta
relacionado a tematica desta pesquisa. Além disso, apresentamos uma revisdo de literatura de
trabalhos afins, que contribuiram com a justificativa. Fizemos a opcdo de apresentar o
referencial tedrico, visto que nossa questdo de pesquisa e 0s objetivos destacados tinham
estreita relacdo com esse referencial. Ao final, evidenciamos a questdo de pesquisa e 0s

objetivos almejados.
1.1 PESQUISAS REFERENTES AS CONICAS

Apresentaremos uma sintese dos principais aspectos e resultados apontados em alguns
trabalhos sobre as Conicas. Para isso, consultamos os trabalhos de Lima (1999), Macena
(2007), Oliveira (2011), Lopes (2011), Silva (2011) e Bordallo (2011).

Macena (2007) desenvolveu sua pesquisa utilizando modelos concretos de
representacdo, enquanto Lima (1999), Silva (2011), Oliveira (2011) e Lopes (2011) fizeram
uso de recursos computacionais para auxiliar no desenvolvimento de uma sequéncia de
ensino. Ja Bordallo (2011), a fim de compreender os entraves para o ensino de Cénicas no

Ensino Médio, realizou um trabalho de resgate histérico do surgimento das Conicas.

O trabalho de Lima (1999) tinha como objetivo empregar as cénicas como ferramentas
para a resolucdo de equacdes de terceiro grau. Para isso, priorizou o estudo das conicas
enguanto lugar geométrico e utilizou como recurso didatico o software de geometria dindmica
Cabri-Géomeétre que, segundo a autora, contribui para compreensdo pelos sujeitos de pesquisa
dos conceitos geométricos das curvas conicas, colaborando na apreensdo do que os livros

didaticos intitulam de conjunto de pontos com uma mesma propriedade.

Concordamos em ensinar as conicas enquanto lugar geométrico e apoiamo-nos na
utilizacdo de um software ligado a concepg¢do de geometria dindmica, 0 que nos permitiu um

estudo por meio de manipulacGes e conjecturas dos conceitos geométricos e algebricos.

Macena (2007) analisou as possibilidades didaticas do uso da investigacdo em sala de
aula, a partir de atividades matematicas organizadas para instaurar conflitos, insatisfagdes,
curiosidades e duvidas. Além disso, priorizou o estudo das secgdes conicas na geometria
analitica em conexd@ com a historia da matematica. Os sujeitos envolvidos na pesquisa

construiram e manipularam tabuleiros de bilar eliptico, parabdlico e hiperbdlico. Para alcancar
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0 objetivo de analisar e gerar possibilidades de uso da investigacdo em sala de aula, a autora
buscou aporte tedrico nas concepgdes referentes a aprendizagem significativa em conexao

com a investigacdo em historia da matematica.

Segundo a autora, a pesquisa foi fundamentada em trés pontos pedagogicos: a
investigagcdo em sala de aula, a aprendizagem com significado e a histéria da matematica. Os
resultados das atividades propostas e postas em pratica mostraram a eficécia e a eficiéncia da
metodologia na construcdo do conhecimento. Também mostraram que a investigacdo em sala
de aula conduz os envolvidos a olhar de forma mais globalizante as origens e os métodos,
além das varias representacdes da matematica, conduzindo-os a uma aprendizagem

significativa.

Concordamos com a concepcdo de investigacdo em sala de aula e acrescentamos a
necessidade de ampliar o estudo das cénicas no dominio da geometria, por meio de

construgdes geométricas.

Oliveira (2011) tinha como objetivo construir Objetos de Aprendizagem e analisar
como, ao usa-los, os estudantes identificam e conceituam uma conica (Elipse, Hipérbole e
Pardbola). Segundo Wiley, citado por Souza et al. (2007, p.59-60), os Objetos de
Aprendizagem (AO) sdo “definidos como qualquer entidade, digital ou ndo digital, que pode
ser utilizada, reutilizada ou referenciada durante o aprendizado apoiado pela tecnologia”

(OLIVEIRA, 2011, p.18).

Para isso, contou com a utilizacdo do software dindmico GeoGebra no processo de
construcdo e reconhecimento de cada conica. Analisou e validou os resultados apoiados na
Teoria das SituacGes Didéaticas de Brousseau (1986), a partir do conceito das conicas (Elipse,
Hipérbole e Parabola). Sem antecipar sua definicdo, permitiu os estudantes trabalhar num
processo de exploracdo. Ao final, o autor concluiu que, no Ensino Médio, pode-se privilegiar
0 estudo de conceitos sobre conica, permitindo o estudante analisar e identifica-la sem a

necessidade de chegar a sua equacéo.

Aproximamo-nos do trabalho de Oliveira (2011) no que se refere a proposicdo de
situagOes didaticas baseadas em Brousseau, no entanto enquanto o autor trata de conicas,
optamos por trabalhar apenas com a parabola. Outro ponto de aproximacao foi a escolha do
mesmo software: Geogebra. Ambos temos como objetivo conduzir o aluno a ser agente da

construcao de seus conhecimentos como sugere a Teoria das Situa¢des Didaticas.
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J& Lopes (2011) tinha como objetivo apresentar um texto didatico com inovagfes para
0 ensino das conicas no nivel universitario. O trabalho apresenta uma investigacdo histérica
sobre as cbnicas e um estudo destas curvas no plano sob trés aspectos: o geométrico, o
analitico e o da definicdo unificada atraves da propriedade foco-diretriz. Nas trés abordagens,

0s principais resultados séo analisados computacionalmente por meio do programa Geogebra.

Nas consideracdes finais, ha contribuicdes, exposicdo sobre as origens historicas,
tratamento das cOnicas do ponto de vista geométrico, analise do conceito de excentricidade
através da definicao foco-diretriz e de sua relagdo com as formas destas curvas, definicdo das
conicas em coordenadas polares, abordagem computacional dos principais resultados da teoria
das conicas e importantes aplicagdes do tema. Em relacdo ao tratamento computacional, a
escolha do software gratuito possibilita sua utilizacdo nas instituicbes de ensino. De fato, o
trabalho de Lopes (2011) é uma fonte rica de consulta para elaboracdo de sequéncias de

ensino que utilizam o recurso didatico do software Geogebra.

J& Bordallo (2011) teve como objetivo contribuir com o estudo da histéria do ensino
de matematica no Brasil, especialmente no Ensino Médio. A autora investigou as secdes
conicas na matematica escolar e suas transformagfes nos programas de ensino e nos livros
didaticos desde 1892 até os dias de hoje. Objetivou-se, assim, encontrar unidade em sua
trajetoria na histéria do ensino. Nas consideracOes finais, mostra que, historicamente, as
cbnicas surgiram com tratamento sintético de forma fragmentada, obtidas individualmente de

um cone diferente.

Por fim, Silva (2011) propde aos professores da rede estadual de Sdo Paulo uma
sequéncia de atividades, em um curso de formacdo pela Pontificia Universidade Catdlica de
Sao Paulo, no primeiro semestre de 2011, no qual o pesquisador foi responsavel pelas aulas
sobre secBes conicas. As atividades foram baseadas no curriculo de Matematica do Estado de
Sdo Paulo, intituladas Atividades complementares ao material fornecido pela Secretaria de
Educacdo do Estado de S&o Paulo. Elaboraram-se oito atividades sobre segdes conicas,

acompanhadas de perguntas reflexivas, enfatizando seu aspecto de lugar geométrico.

O autor afirma que o material distribuido pela Secretaria de Educacdo do Estado de
Sao Paulo parece fazer uma abordagem das secgdes conicas do ponto de vista algébrico. Na
primeira atividade, abordou-se a construcdo das conicas por meio de dobraduras feitas em
papel vegetal, e nas demais o uso de tecnologias digitais. Ao final da pesquisa, concluiu-se
que os professores possuem uma Visdo cartesiana da aprendizagem dos alunos, elos de

construcdo linear, ordenados e hierarquizados, aprendem e ensinam aos seus alunos e
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carregam implicitamente a ideia de “pré-requisitos”, sem a qual os alunos ndo podem
aprendé-las.

Apbs a leitura do trabalho de Silva (2011), consultamos materiais elaborados pela
Secretaria de Educagdo do Estado de Sao Paulo, “Caderno do Professor” e “Caderno do
Aluno”, a partir dos quais constatamos a limitacdo do ensino de conicas as equagOes das
curvas, especialmente no estudo de parabola, observamos na definicdo uma énfase na
representacdo grafica. Notamos também a auséncia de mencdo ao estudo das conicas
enquanto lugar geométrico, “Pardbola: Em geral, quando representamos graficamente pares
(x,y) de grandezas tais que y é diretamente proporcional ao quadrado de x (y = kx?, k
constante), a curva correspondente no plano cartesiano é uma parébola”. (SAO PAULO,
2014, p. 48).

Concordamos com Silva (2011) em partir de uma atividade de construcdo das conicas
por meio de dobraduras em papel vegetal. Entendemos ser uma atividade sem intencdes claras
para o aluno, mas possibilita a discussdo, ao final, de propriedades matematicas implicitas ao
procedimento das dobras que, se bem exploradas, podem render bons conhecimentos sobre 0s
objetos matematicos parabola, elipse e hipérbole. Gardner (2002) sugere como obter uma

parédbola “muito bonita” por intermédio de dobra no papel.

Marcamos num papel transliGcido um foco num ponto qualquer e uma
diretriz. Dobramos o papel vérias vezes, de forma que, ao dobra-lo, a reta
passe pelo ponto. Cada vinco sera tangente a mesma parabola. Se o papel for
opaco, podemos usar a sua borda para diretriz, dobrando-a de cada vez de
maneira a encontrar o foco. (GARDNER, 2002, p.253)

Aproximamo-nos de Silva (2011) quando propde a construcao de conicas por meio de
dobraduras em papel vegetal, definindo assim as conicas como lugar geométrico dos pontos
que obedecem a uma determinada propriedade. Em nossa pesquisa, enfatizaremos a parabola,
mas iremos além da defini¢do por lugar geométrico, trabalhando também com um referencial

cartesiano.

A dobradura propicia o levantamento de questfes a respeito do reconhecimento da
curva e da propriedade matematica de equidistancia implicita durante todo processo de dobras
no papel, até a formagdo da curva, que contribuira para a transposicdo desse processo de

construgdo para 0 ambiente da geometria dindmica.

Nesse contexto, propiciaremos a apreensdo de diferentes defini¢cbes para parabola a
partir da nocdo de lugar geométrico, cujo inicio se da com a construcdo no registro figural de

uma parabola por meio de dobraduras, seguindo-se ao ambiente de geometria dindmica com
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auxilio do software Geogebra, e por fim ao dominio da Geometria Analitica com o registro
grafico e o registro algébrico. Ademais, buscamos aportes tedricos na Teoria das Situaces
Didaticas de Guy Brousseau (1986) e na Teoria dos Registros de Representacdo Semiotica de
Duval (2009).

A partir da teoria de Duval (2009), analisaremos e validaremos a influéncia da
articulacdo entre diferentes tipos de registros de representacdo semidtica do objeto
matematico parabola: os registros figurais, algébricos, graficos cartesianos e a lingua materna.
Na Teoria das Situacdes Didaticas de Brousseau (1986), com aportes tedricos para analise e
validacdo do estudo da situacdo didatica, serdo observadas as interagdes estabelecidas entre o

professor, 0 aluno e o saber matematico.

Assim, a relevancia de nossa pesquisa para area de Educacdo Matematica esta em
buscar avancar nas discussdes sobre ensino e aprendizagem de Conicas, 0 que nos leva a

estudar esses teoricos.
1.2 REFERENCIAL TEORICO

Neste item, apresentaremos as teorias que dardao suporte para nossa pesquisa: a Teoria
das Situacfes Didaticas de Guy Brousseau (1986) e a Teoria dos Registros de Representacdo
Semiotica de Raymond Duval (2009).

1.2.1 Teoria das Situacdes Didaticas

A Teoria das SituacGes Didaticas foi elaborada por Guy Brousseau (1986, apud
ALMOULOUD, 2007) como um modelo tedrico para construcdo, analise e experimentacdo
de situacOes didaticas. O seu objetivo € estudar os fenbmenos que interferem no processo de
ensino e de aprendizagem, tendo como objeto central a situacdo didatica em que sdo
identificadas as interacdes estabelecidas entre professor, aluno e saber.

Almouloud (2007, p.33), tomando como referéncia Brousseau (1986), afirma que trés
hipdteses fundamentam a Teoria das Situagdes Didaticas. Na primeira hipotese, destaca que “a
aprendizagem do aluno decorre de processos de adaptacdo, desequilibrios, contradicdes,
mediante situagdes problemas”. O aluno aprende adaptando-se a um meio, no qual o saber se
manifesta pelas novas respostas. Na segunda hipotese, em que “a aquisi¢cdo do conhecimento
matematico pelo aluno ocorrerd se houver inten¢do didatica”, o professor devera criar e
organizar um meio que proporcione a aprendizagem do conhecimento matematico. Ja na

terceira hipotese: “o meio e as situacdes didaticas precisam estar engajadas com os saberes



20

matematicos presentes no processo de ensino e de aprendizagem”, nota-se que 0 meio sem
intencGes didaticas ndo é suficiente para permitir a aquisi¢do do conhecimento pelo aluno.

Almouloud (2007, p.33) acrescenta uma quarta hipotese, tomando como referéncia
Bachelard (1938, p.17), “no fundo, o ato de conhecer da-se contra um conhecimento
anterior”. Logo, um novo conhecimento constr6i-se a partir de conhecimentos antigos e
também contra estes mesmos.

Brousseau (2008, p.19) define situacdo como “o modelo de interagdo de um sujeito
com um meio especifico que determina certo conhecimento, como o recurso de que o0 sujeito
dispde para alcangar ou conservar, nesse meio, um estado favoravel”. Aqui, a situagdo
didatica é caracterizada por um jogo de interagdes entre professor e problema proposto, tendo
a aprendizagem como objetivo. Para isso, o professor deve fazer a devolucdo® ao aluno de
uma situacdo adidatica, que segundo Almouloud (2007), como parte essencial da situacao
didatica, € uma situacdo na qual a intencdo de ensinar ndo € revelada ao aluno, mas é
planejada e construida pelo professor para proporcionar condi¢fes favoraveis a apropriacdo
do novo saber a se ensinar.

Almouloud (2007), tomando como referéncia Brousseau (1986) ressalta as seguintes

caracteristicas para uma situagao “adidatica”:

O problema matematico é escolhido de modo que possa fazer o aluno agir,
falar, refletir e evoluir por iniciativa prépria; o problema é escolhido para
gue o aluno adquira novos conhecimentos que sejam inteiramente
justificados pela légica interna da situagdo e que possam ser construidos sem
apelo as razdes didaticas; o professor, assumindo o papel de mediador, cria
condi¢bes para o aluno ser o principal ator da construcdo de seus
conhecimentos a partir da(s) atividade(s) proposta(s). (ALMOULOUD,
2007, p.33, italico do autor)

Na situacdo “adidatica”, o aluno aceita o problema e produz sua resposta, o professor
ndo interfere e nem sugere o conteudo. Por sua vez, o aluno adquire novos conhecimentos,
justificados pela logica interna da situagdo e construidos sem ter como recurso razdes
didaticas.

Para Brousseau (2008) a situagdo “adidatica” existira quando:

[...] o aluno aceita o problema como seu até aquele em que se produz a
resposta, o0 professor se recusa a intervir como fornecedor dos
conhecimentos que quer ver surgir. O aluno sabe que o problema foi
escolhido para fazer com ele adquira um conhecimento novo, mas precisa
saber, também, que esse conhecimento é inteiramente justificado pela l6gica

* Segundo Almouloud (2007, p.35) a nogdo de devolucdo ¢ definida “como o ato pelo qual o professor faz o
aluno aceitar a responsabilidade de uma situacdo de aprendizagem (adidatica) ou de um problema aceitando as
consequéncias dessa transferéncia”.
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interna da situagdo e que pode prescindir das razdes didaticas para construi-
lo. N&o s6 pode como deve, pois ndo tera adquirido, de fato, esse saber até
gue o consiga usar fora do contexto de ensino e sem nenhuma indicacdo
intencional. (BROUSSEAU, 2008, p.35)

A elaboracéo da situacdo demanda preparacdo do professor que devera ter clareza nos
objetivos do ensino, no conteudo e nas varidveis didaticas, segundo Almouloud (2007, p.36),
as variaveis didaticas sdo ‘“aquelas para as quais as escolhas de determinados valores
provocam modificacdes nas estratégias de resolucdo de problemas”. Para o autor a
determinacdo dessas variaveis sdo pontos importantes para a construcao das situacfes. Para
isso, 0 professor formulard uma situacdo-problema, considerando os conhecimentos prévios
do aluno: os saberes que os alunos ja possuem e aos quais podera recorrer a fim de resolver a
situacdo-problema.

De acordo com Almouloud (2007, p.37 e 38), para analisar o processo da
aprendizagem, na Teoria das Situacdes Didaticas, observa-se e decompde-se esse processo em
quatro dialéticas interligadas, quando o saber assume funcdes diferentes e o aluno ndo tem a
mesma rela¢do com o saber.

Na dialética da acdo, o professor propGe uma situacdo ao aluno de modo que este
possa agir e refletir sobre o resultado obtido e ajusta-lo, se necessério, sem a intervencgdo do
professor. Dessa maneira, o0 aluno interage com a situacdo por meio de uma acao de carater
experimental sem se preocupar com a teoria que justifique o resultado.

Na dialética de formulacdo, o professor espera que o aluno, em linguagem comum ou
matematica, elabore uma comunicacédo oral ou escrita das estratégias utilizadas para encontrar
a solucdo, mas sem a intengéo de justificar a validade de sua resposta.

Ja na dialética de validacdo, o aluno deve mostrar a validade do modelo por ele criado
a partir de justificativas em linguagem natural ou simbolica dos resultados encontrados. O
professor organiza e promove a socializacdo do saber, mediando os debates entre os alunos e
fazendo-os refletir sobre a certeza das afirmac6es formuladas no momento da acdo e da
formulacéo.

E por fim, na dialética da institucionalizacdo, o professor revela aos alunos os saberes
matematicos envolvidos e 0 objeto de estudo, explicitando defini¢des, linguagem, notagoes,
teoremas, utilizacdo e funcionamento desse saber, ao possibilitar a resolucéo de problemas em
outras situacoes.

Nos paragrafos anteriores, apresentamos 0s aspectos relevantes da teoria para embasar

as analises a priori e a posteriori da sequéncia didatica elaborada.
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Na sequéncia, faremos um estudo da Teoria de Registros de Representacdo Semiotica,
de Raymond Duval, para quem, estudar os fendmenos relativos ao conhecimento matematico,

torna-se impossivel sem recorrer a nocdo de representacdo desse conhecimento.
1.2.2 Teoria dos Registros de Representacdo Semiotica

A Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica tem cunho cognitivo e originou-se
nos trabalhos do filésofo e psiclogo Raymond Duval. Surgiu em pesquisas relativas a

aquisicao da cultura matematica e a organizacgéo de situacGes de aprendizagem.

O modelo tedrico desenvolvido por Duval (2009) esta baseado no funcionamento
cognitivo do pensamento, em termos da mudanca de registros de representacdo semiotica, em
que a analise do conhecimento matemaético é essencialmente uma analise das producGes

referentes as suas representacfes semioticas.

O funcionamento cognitivo do pensamento, segundo Duval (2009, p.15), esta apoiado
em dois elementos: a sémiosis — “apreensdo ou produgdo de uma representa¢do semiotica” — e
a noésis — “atos cognitivos, como apreensdo conceitual de um objeto, discriminagdo de uma
diferenca ou compreensao de uma inferéncia, etc.” Dessa forma, Duval (2009) afirma que a
noesis (formacdo do conceito) s6 acontece quando ha a semiosis (representacdo com

diferentes sistemas semiéticos).

As representacdes semioticas, segundo Duval (1993, p.39 apud DAMM, 2002, p.143),
“sdo producgdes constituidas pelo emprego de signos pertencentes a um sistema de
representacdo os quais tém suas dificuldades proprias de significado e de funcionamento”.
Nota-se, assim, a importancia da pluralidade de sistemas semiéticos para um mesmo objeto

matematico.

Duval (2009, p.40-41) afirma que alguns autores caracterizam as representacoes
recorrendo a uma das duas oposigdes classicas, ora a oposigdo externa/interna: “a oposi¢ao
entre aquilo que, de um individuo, de um organismo, ou de um sistema, diretamente visivel e
observavel e aquilo que, ao contrario ndo ¢”; ora a oposi¢cdo consciente/ndo-consciente: “a
oposicéo entre 0 que, de uma parte, aparece a um sujeito e que ele nota, e, de outra parte, o

que lhe escapa completamente e que ele ndo pode notar”.

As representacdes externas “sdo representagdes semidticas, que preenchem uma

fungdo de comunicagdo”, e “uma representacdo interna pode Ser consciente ou néo-
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consciente, enquanto que uma representagdo consciente pode ser, ou ndo exteriorizada”

(DUVAL, 2009, p.43).

A nocdo de representacdo semidtica refere-se a diferentes sistemas semioticos, que
devem permitir o cumprimento de trés atividades cognitivas intrinsecas a toda representacao:
Primeiramente, constituir um traco ou um ajuntamento de tragos perceptiveis
gue sejam identificAveis como uma representacdo de alguma coisa em um
sistema determinado. Em seguida transformar as representacfes apenas pelas
regras proprias ao sistema, de modo a obter outras representacbes que
possam constituir uma relagdo de conhecimento em comparacdo as
representacdes iniciais. Enfim, converter as representacdes produzidas em
um sistema em representacdes de um outro sistema, de tal maneira que essas

altimas permitam explicar outras significacbes relativas ao que é
representado. (DUVAL, 2009, p.36-37, italico do autor).

Nem todos os sistemas semiodticos permitem essas trés atividades fundamentais, e o0s
que permitem sdo chamados de registros de representacdo semidtica. Nesse sentido, Duval
(1999, apud ALMOULOUD, 2007, p.71) define esse registro como “um sistema semidtico
que tem as fung¢des cognitivas fundamentais no funcionamento cognitivo consciente”.

Duval (2009) defende que ndo se pode ter compreensdo em matematica se nao
distinguirmos um objeto de sua representacdo, principalmente porque os objetos matematicos
sdo abstratos, portanto, para se falar deles e estabelecer uma comunicacdo em Matematica, €

necessario usar:

[...] representacBes através de simbolos, signos codigos, tabelas, gréficos,
algoritmos, desenhos séo bastante significativas, pois permitem a
comunicacgdo entre 0s sujeitos e as atividades cognitivas do pensamento,
permitindo registros de representacdo diferentes de um mesmo objeto
matematico. (DAMM, 2002, p. 137, grifo nosso).

A pluralidade dos sistemas semiéticos permite uma diversificacdo de representacdes
de um mesmo objeto e ressalta a importancia da diversidade de registros de representacdo
para o funcionamento do pensamento humano (DUVAL, 2009).

Segundo o autor, para que ocorra a compreensdo de um objeto matematico é
necessaria a coordenacdo de ao menos dois registros, sendo que para a andlise do
funcionamento cognitivo da compreensao existem dois tipos diferentes de transformacdes de

representacdes semioticas: a conversao e o tratamento.

Um tratamento é a transformacdo de uma representacdo em uma outra do
mesmo registro, isto é, uma transformacdo estritamente interna a um
registro. Existem tratamentos que sdo especificos a cada registro e que nao
precisam de nenhuma contribuicdo externa para serem feitos ou justificados.
Uma conversao € a transformacdo de uma representacdo de um registro D
em uma outra representacdo de um registro A, conservando, pelo menos, a
referéncia a0 mesmo objeto ou & mesma situacdo representada, mas
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mudando, de fato, o contetdo da representagdo (DUVAL, 1999, p.30, apud
ALMOULOUD, 2007, p.72, grifo nosso).

O tratamento de uma representacdo € a transformacdo da representacdo em outra
equivalente, mas no mesmo registro, a0 passo que a conversdo € a transformacdo da
representacdo em outra equivalente, mas em outro registro. Como exemplo de tratamento em

nosso trabalho, apresentamos: P(x, —2),F(2,3)e Q(x,y), para estabelecer a relacdo e a partir

dessa relagdo escrever a expressdo algébrica d(P,Q) = d(QF) =/ (x—x)2+ (y+2)2 =

X% —4x+9
10

Jx=2)24(y—3)2 24y=x>—4x—6y+9=>y= que foi transformada na

X% —4x+9
10

representacéo y = , isto €, mudou-se a representagdo, mas esta permaneceu no mesmo
registro: o registro algébrico.

Agora, analisaremos uma situacdo de conversdo: a figura 1 representa o registro
figural da parabola (partida) e o registro de linguagem natural (chegada): “O lugar geométrico
dos pontos do plano que distam igualmente de uma reta d, chamada diretriz, e de um ponto F,

ndo pertencente a diretriz e chamado foco ¢ uma parabola”.

Figura 1: Registro Figural de uma parébola

Fonte: Producéo do autor
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A conversdo ocorreu, pois a representacdo do registro figural foi transformada na
representacdo do registro de linguagem natural, isto €, houve uma mudanca de representacoes,
com troca de registros: do registro figural passou para o registro de linguagem natural.

De acordo com Duval (2009), os registros de representacdo na matematica podem ser:
lingua natural, sistemas de escritas numericas e algébricas, figurais e gréaficos, os quais serdo
trabalhados mais adiante. Focaremos nosso trabalho, em quatro tipos de registros de
representacdo semiotica, o registro em lingua natural, o registro figural, o registro algébrico e
0 registro grafico. No quadro 1, apresentamos representacdes para 0 objeto matematico

parabola, nesses diferentes registros.

Quadro 1: Registro de Representacdo Semidtica de uma parabola

Registro figural

L

O lugar geométrico dos pontos do plano que distam
Registro da lingua natural | 1ualmente de uma reta d, chamada diretriz, e de um ponto
F, ndo pertencente a diretriz e chamado foco € uma
paréabola.

Registro grafico

Registro algébrico d(F,Q) = d(Q,P) ou y? = 6x+2y+20

Fonte: Elaborado pelo autor
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Caracterizamos em nosso trabalho o registro figural de uma pardbola como a classe de
todos os desenhos que podem ser representacdes visuais desse objeto, construidos seja com
régua e compasso, ou com um software, considerando em ambos as unidades significantes
(uma reta e um ponto qualquer ndo pertencente a ela) do objeto.

No que se refere ao registro em lingua natural Duval (2009) defende que se trata “de
um registro a parte” e explica que:

Ndo somente em razdo de sua maior complexidade e do numero
consideravelmente elevado de variagfes que ela oferece, mas também em
razdo de sua prioridade genética sobre os outros registros e de seu papel
Unico em relacdo a funcdo meta-discursiva de comunicacdo. (DUVAL, 2009,
p.105).

Nesse sentido, reconhecemos um registro em lingua natural para uma parébola a partir
do vocabulario utilizado para definir esse objeto de maneira que permita explicar outras
significacbes do que é representado.

O registro algébrico para uma pardbola deve permitir a identificacdo desse objeto a
partir de equacdes, tais como as que identifiquem suas propriedades, quanto as que
identifiqguem sua curva. E por fim, o registro grafico de uma parabola que permite representar
por meio de pares ordenados (a, b) sua curva.

A importancia da compreenséo e diferenciacdo entre tratamento e conversao implica
na compreensao da analise cognitiva em investigacdo na didatica da matematica. De acordo
com Duval (2009), a passagem de um sistema de representagdo a outro ou a mobilizacado
simultanea de varios sistemas de representacdo ndo tem nada de evidente e espontaneo para a

maior parte dos alunos. Nesse sentido, Damm (2002) explica que:

No ensino de matematica, o problema se estabelece justamente porque soO se
levam em consideragdo as atividades cognitivas de formacdo de
representacdes e os tratamentos necessarios em cada representacdo. No
entanto, o que garante a apreensdo do objeto matematico, a conceitualizacéo,
ndo é a determinacdo de representacbes ou as VArias representacdes
possiveis, mas sim a coordenacdo entre estes varios registros de
representacéo. (DAMM, 2002, p.147).

Para Duval (2009), a existéncia de problemas é especifica & mudancas de registro
entre eles, visto que a possibilidade de ndo-congruéncia entre as representacfes de um mesmo

objeto enfatiza sistemas semioticos diferentes.

[...] a passagem de uma representacdo a uma outra se faz espontaneamente
guando elas sdo congruentes, quer dizer, quando as trés condicdes seguintes
sdo preenchidas: correspondéncia semantica entre as unidades significantes
que as constituem, mesma ordem possivel de apreensdo dessas unidades nas
duas representacGes, e conversdo de uma unidade significante da
representacdo de partida em uma sé unidade significante na representacdo de
chegada. (DUVAL, 2009, p.18).
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Para determinar se duas representacfes sdo congruentes ou ndo de acordo com Duval
(2009)

[...] é preciso comecar por segmenta-las em suas unidades significantes
respectivas, de tal maneira que elas possam ser colocadas em
correspondéncia. Ao final dessa segmentacdo comparativa, pode-se entéo
ver se as unidades significantes sdo, em cada um dos dois registros, unidades
significantes simples ou combinagdes de unidades simples. (DUVAL, 2009,
p.66).

Essa citacdo auxilia-nos a compreender a utilizacdo dos registros frente ao problema
da aprendizagem, considerando que certas mudancas de registros sdo mais faceis comparadas
a outras. A conversdo de registro, segundo Almouloud (2007, p.79), “permite definir variaveis
dentro de um registro, com objetivo de tornar visiveis as unidades pertinentes dentro de uma
representacdo semidtica pertencente a esse registro, tornando-se, entdo, um instrumento de

analise do funcionamento representacional de um registro”.

Frequentemente, os alunos ndo reconhecem o mesmo objeto de representacbes em
sistemas semioticos diferentes, mesmo apds, no processo de ensino, terem sido bastante
utilizados. Assim, essas transformacdes tém revelado uma tarefa dificil para muitos alunos em

diversos niveis de ensino, e, as vezes, até impossivel (DUVAL, 2009).

Uma vez conhecido nosso referencial tedrico, apresentaremos a justificativa de nossa

pesquisa.
1.3 JUSTIFICATIVA

Escolhemos a parabola por ja ser conhecida pelo aluno desde o Ensino Fundamental
como representacdo grafica de uma funcdo quadratica, a qual esta presente na totalidade dos
livros didaticos, mas pouca atencdo é dada aos métodos de como obté-la. Nessa fase do
ensino, o objeto de estudo matematico é a funcdo quadratica e sua representacdo grafica é
dada por uma curva chamada de parabola, que representa o comportamento da funcdo no
plano cartesiano.

E evidente a contribuicdo dos trabalhos consultados e comentados na sess&o 1.1, para
nossa pesquisa, principalmente quanto: a definicdo dos sujeitos de pesquisa, devido a
importancia e pertinéncia do tema Conicas no curriculo do Ensino Médio, e a elaboragéo de
uma sequéncia de ensino que prioriza o estudo das coOnicas como lugar geométrico,
focalizando especialmente a parébola. Além de sua importancia histérica, o estudo das se¢des

conicas é bastante interessante, uma vez que suas propriedades permitem ndo s6 uma
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abordagem do ponto de vista algébrico, como é visto mais comumente, mas também através

de construcdes geomeétricas e de resultados decorrentes da geometria euclidiana.

Salientamos que as OrientacGes Curriculares para o Ensino Médio (2006) faz mencao

a necessidade de caracterizar e distinguir o objeto de suas representagdes:

Nesse estudo, também é pertinente deduzir a férmula que calcula os zeros da
funcdo quadrética (a formula de Baskara) e a identificacdo do grafico da
funcdo quadratica com a curva parabola, entendida esta como o lugar
geométrico dos pontos do plano que sdo equidistantes de um ponto fixo
(o foco) e de uma reta (a diretriz). (BRASIL, 2006, p. 73, grifo nosso).

Nessa perspectiva, temos a hipotese: o aluno do Ensino Médio cria a falsa ideia de que
0 objeto matematico parabola limita-se a representacdo grafica de uma funcdo quadratica.
Acreditamos nesse fato, porque o estudo das Cénicas, quando ocorre, é iniciado somente no
terceiro ano do Ensino Médio e, geralmente, é limitado a uma ou duas semanas de estudo.

Para o desenvolvimento de nossa pesquisa, a opcao adequada € o estudo das definicdes
de parabola a partir da nocdo de lugar geométrico. A caracterizacdo dessa curva estd baseada
em duas definices: Definicdo 1 - “O lugar geométrico dos pontos do plano que distam
igualmente de uma reta d, chamada diretriz, e de um ponto F, ndo pertencente a diretriz,
chamado foco ¢ uma pardbola”, e Defini¢do 2 - “lugar geométrico dos centros das

circunferéncias que passam por F (foco) e tangenciam a reta diretriz r ¢ uma parabola”.

A opcdo de caracterizar a parabola por meio das definicdes 1 e 2 vem ao encontro das
orientacfes dos Parametros Curriculares Nacionais (2002, p.92) de Matematica, que também
apontam, entre os objetivos do pensamento geométrico, a exploracdo de situacBes de
aprendizagem, e levam o aluno a resolver situacdes de representacfes equivalentes de um

mesmo conceito, relacionando procedimentos associados as diferentes representacoes.

[...] representacfes no plano cartesiano e equages; interseccdo e posicoes
relativas de figuras. Interpretar e fazer uso de modelos para a resolucdo de
problemas geométricos; reconhecer que uma mesma situagdo pode ser
tratada com diferentes instrumentais matematicos, de acordo com suas
caracteristicas; Associar situacdes e problemas geométricos a suas
correspondentes formas algébricas e representaces gréficas e vice-versa;
Construir uma visao sistematica das diferentes linguagens e campos de
estudo da Matematica, estabelecendo conexdes entre eles (BRASIL, 2002,
p.125).

Complementamos e associamos a essa ideia 0 dominio da geometria e da geometria
analitica, e entendemos que o aluno deve perceber as possibilidades de abordagem de um
mesmo problema através de diferentes dominios da matematica, de acordo com suas

caracteristicas.
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Nessa perspectiva de estudo, utilizaremos o recurso didatico pedagogico do software
Geogebra, o que dentro da concepgdo de geometria dindmica permite o estudo de diferentes
conteddos matematicos abordados através de manipulacbes e conjecturas, proporcionando
maior visualizacdo e compreensao dos conceitos geomeétricos e algébricos. Optamos por esse
software por reunir recursos de geometria e algebra, além de oferecer livre acesso ao publico.

Nosso objetivo é mediar a apropriacéo pelo aluno das definicbes de parabola enquanto
lugar geométrico, a partir de uma sequéncia de ensino, e permitir que, ao resolver as
atividades propostas, os alunos realizem os tratamentos e conversfes dos Registros de
Representacdo Semidtica pertinentes ao objeto a ser estudado. Esperamos ainda que os alunos
atuem no processo de constru¢cdo de novos conhecimentos matematicos e articulem os
Registros de Representacdo Semidtica, pois compreensdo em Matematica, segundo Duval
(2009), supde a coordenacao de pelo menos dois registros de representacdo semiotica.

Orientados pela leitura de Duval (2009), em concordancia com as suas ideias sobre a
necessidade dos alunos desenvolverem a aprendizagem, em pelo menos dois diferentes
registros de representacdo semiotica, e saberem coordenar a mudanca entre estes registros,
proporemos algumas situacbes que contemplem essas condi¢bes e permitam alcancar 0s
objetivos especificos:

a) Fazer com que os alunos representem a parabola em diferentes registros de

representacdo semiotica.

b) Fazer com que efetuem tratamentos e conversdes nos registros de representacéo

semiotica.

Dessa maneira, procuramos responder a seguinte questéo:

Uma sequéncia de ensino que articula a converséo de registros a partir da nogao
de lugar geométrico resulta na apropriacédo por parte do aluno de conhecimentos sobre
parabola?

Para respondé-la, partimos do pressuposto de que a sequéncia didatica contribuira
para a apreensdo das diferentes defini¢fes de parabola como mostraremos neste trabalho.

Para responder nossa questdo de pesquisa, bem como atingir nossos objetivos,
apresentaremos a seguir a metodologia e 0s procedimentos. Uma vez conhecido nosso
referencial teorico, o problema de pesquisa e 0s objetivos, apresentaremos a metodologia e 0s

procedimentos.
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1.4 METODOLOGIA E PROCEDIMENTOS

Nossa proposta de pesquisa tem como instrumento uma sequéncia didatica envolvendo
as definicdes de parabola a partir da nocdo de lugar geométrico no dominio da Geometria e da
Geometria Analitica. A construgdo e analise das atividades nesse trabalho terdo por base os
pressupostos da Engenharia Didatica de Artigue (1988 apud ALMOULOUD, 2007, p. 171)

que, segundo a autora:

é uma forma de trabalho didatico comparavel ao trabalho do engenheiro que,
para realizar um projeto, se apoia em conhecimentos cientificos da area,
aceita se submeter a um controle de tipo cientifico mas, ao mesmo tempo, é
o_bAriggdo a trabalhar objetos mais complexos que o0s objetos depurados da
ciéncia.

A Engenharia Didética possibilita investigar aspectos do processo de aprendizagem de
matematica, interessando-se pela concepcdo, realizacdo, observacdo e analise de sequéncias
de ensino. Segundo Almouloud (2007, p. 171), a Engenharia Didatica é caracterizada como
“pesquisa experimental pelo registro em que se situa e pelos modos de valida¢ao que lhe sdo
associados”.

Na Engenharia Didatica, sua validacdo esta associada a comparagdo entre a analise a
priori e anélise a posteriori, que segundo Almouloud (2007, p.171) “¢ uma das singularidades
dessa metodologia, por ser feita internamente, sem a necessidade de aplicacdo de um pré-teste
ou de um poés-teste”.

Segundo Artigue (1988, apud ALMOULOUD, 2007, p.174), a Engenharia Didatica
tem quatro fases distintas: analises prévias ou preliminares; construcdo e analise a priori das
situacdes didaticas da engenharia; experimentacdo, e analise a posteriori — validacdo, que
explicaremos nos paragrafos em consonancia com nosso trabalho.

Para a autora segundo Almouloud (2007), a fase das analises prévias ou preliminares
apoia-se em trés dimensoes: a didatica relacionada ao sistema de ensino e pontos de vista, que
em nossa pesquisa esta contemplada na analise dos Parametros Curriculares Nacionais para o
Ensino Médio e publicacGes acerca do tema Conicas, como dissertacdes na area da Educacéo
Matematica, com o objetivo de obter subsidios para a elabora¢do da sequéncia didatica; a
epistemoldgica que visa a analise histdrica e epistemoldgica dos contetdos, abordados na
parte de recorte historico sobre as Conicas, e, por fim, a dimensdo cognitiva associada a
caracteristicas cognitivas dos alunos, tais como: dificuldades, procedimentos e concepcao dos

alunos.
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Na fase seguinte a construcao e anélise a priori do conjunto de atividades, que compde
as situacdes, esclarece o objetivo da atividade, a analise dos conhecimentos necessarios para a
resolucdo da atividade, as possiveis estratégias esperadas dos alunos na resolucdo da atividade

e as possiveis dificuldades.

Na fase de experimentacdo a autora defende segundo Almouloud (2007) a importancia
respeitar as escolhas feitas na analise a priori, a fim de evitar o fracasso da engenharia. Assim,
aplicamos a sequéncia didatica que concebemos aos alunos e, apds cada sessdo, pudemos
revisar e corrigir as escolhas feitas, a partir de uma breve analise a posteriori. A aplicacdo da
sequéncia e a correspondente observacdo dos sujeitos envolvidos estdo apoiadas em tudo o
que foi planejado e elaborado na anélise a priori.

A analise a posteriori e validacdo, ultima fase da Engenharia Didéatica, segundo
Artigue (1988, apud ALMOULOUD, 2007), depende da interpretacdo dos dados e das
informagdes coletadas durante a experimentacdo, que serd analisada pelo pesquisador e
confrontada com a analise a priori. Em nossa pesquisa, a analise é baseada nos protocolos de
observacao, na andlise a priori, feita para vincular os fatos observados aos objetivos definidos
a priori, a partir do referencial tedrico.

Nosso procedimento metodolédgico baseia-se na aplicacdo da sequéncia didatica para
alunos do segundo ano do Ensino Médio, que foram organizados em duplas e trios para
estabelecer troca de informagdes. O experimento foi realizado em uma sala com
computadores. Os dados foram coletados mediante observacdes gravadas em audio e video,
realizadas durante os encontros, com a intencdo de suprir possiveis davidas. Realizaram-se
também protocolos, em que os alunos anotaram suas resolucdes e conclusées.

Conhecido nosso problema de pesquisa e a metodologia adotada, apresentaremos 0s

estudos sobre parabola que nos auxiliaram na elaboracdo da sequéncia didatica.
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Capitulo 2: Estudo do Objeto Matematico

Neste capitulo, apresentaremos um estudo da parabola, a partir das contribui¢Ges
dadas pelo geébmetra grego Apolénio de Perga em um breve resgate historico e a parabola

enquanto lugar geométrico no ambiente da geometria dindmica.
2.1 Estudo da parabola a partir da sec¢éo de um cone.

O interesse pelo estudo das conicas, provavelmente, surgiu por volta do século IV a.C.
e muitos foram os matematicos que se dedicaram ao estudo destas curvas no decorrer dos
séculos. Dentre os matematicos que se dedicaram as Conicas esta Apolonio de Perga, que

viveu por volta do seculo 111 a.C.

Boyer (1996) e Bongiovanni (2001) consideram que as conicas de Apolonio
constituem um trabalho amplo e extraordinario e afirmam que antes de Apoldnio, a elipse, a
parabola e a hipérbole eram obtidas como seccdes a partir de trés tipos de cone, conforme o
angulo no vértice (agudo, reto ou obtuso). De acordo com os autores, Apolénio atribuiu novos
nomes as curvas, tomando como base a interpretacdo geométrica das expressdes matematicas

obtidas para cada curva em um cone duplo.

Bongiovanni (2001) afirma que Apolénio concebe as conicas como sec¢bes de um
cone reto ou obliquo por um plano secante (figura 2) de acordo com a inclinacdo do plano
obtém-se uma curva denominada elipse, parabola ou hipérbole, isto €, se o plano €é paralelo a

uma geratriz do cone temos uma parabola.

Figura 2: Pardbola a partir da sec¢do de um cone reto

Fonte: Bongiovanni (2001, p.34)
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Lopes (2011) apresentou a demonstracdo e as conclusdes de Apoldnio a partir da

seccdo de um cone obliquo (figura 3) que:

Figura 3: Parabola a partir da seccdo de um cone obliquo definida por Apoldnio

A

Fonte: Lopes (2011, p.42)

(a) O segmento BC ¢ base do tridngulo axial AABC. (b) O segmento DE no
plano da base é perpendicular a BC ou ao prolongamento de BC. (¢) O
segmento PM ¢ a interse¢do da secdo plana com o triangulo AABC. (d) O
segmento AF para os dois ultimos casos € paralelo a PM e encontra com BC
ou com um prolongamento de BC. (¢) O ponto Q é um ponto qualquer
pertencente a curva com o segmento QV perpendicular ao plano do
triangulo axial. Assim, QV é perpendicular PM no ponto V. (f) O segmento
HK é o diametro da secdo circular determinada por um plano que contém o
segmento QV sendo este plano paralelo a base BC. O segmento HK
intercepta 0 lado AB em H e AC em K. QV ¢ perpendicular HK no ponto
V. (g) P ou P’ é interse¢do da curva com um dos lados do tridngulo AABC.
(h) PL é um segmento perpendicular a PM. PL est4 contido no plano
perpendicular a se¢do cOnica que passa por P e seu comprimento serd
posteriormente definido. (i) O retangulo PVSL estd situado num plano
perpendicular ao plano da secdo conica. (j) R é o ponto de intersecdo dos
segmentos V S e P’L ou dos prolongamentos destes dois segmentos. O
segmento PL ¢ de extrema importancia para caracterizacio das curvas. E um
parametro que Apolénio definiu em funcdo dos lados do triangulo axial
AABC e dos segmentos AP e AF da seguinte forma: (1) Quando a seccéo

2
B¢ (LOPES, 2011, p.42)

for parabola, £ =
P "PA~ BAAC

O autor complementa a demonstragdo enunciando “Seja Q um ponto qualquer da
curva gerada por uma das trés secgdes. Sabe-se que HK é o didmetro da circunferéncia que
passa pelo ponto Q e o segmento QV ¢ perpendicular a HK no ponto V entdo tem-se que
QV? = HV.VK". Essa relacdo é valida para qualquer uma das trés curvas. Tomemos
especificamente o caso da parabola a partir da relagio QV2 = HV.VK. Lopes (2011)

apresentou a seguinte demonstracao:
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Se PM for paralelo (notagdo®) ao lado AC do triangulo axial, como PM || AC

e HK|| BC, entdo, os triangulo AABC, AHPV e AAHK sao semelhantes. Dai

tem-se que 2V = E—E(S) e X = E—z(él) Dividindo ambos os membros da

PV PA
2
equagio QVZ =HV.VK por PV.PA obtémse, oo =V ()

o & BC BC BC? PL
substituindo (1) e (4) em (5) encontra-se P%.P T BAAC " BAAC T~ PA Logo
Q? = PL. PV que interpretando geometricamente pode-se dizer que a area do
guadrado de lado QV é igual a area do retdngulo de lados PL e PV. Disso, a
curva EPD é denominada de parabola que vem do grego paroboli, ou seja,
aplicagdo sem falta ou excesso. (LOPES, 2011, p.44).

Lopes (2011) afirma que Apoldnio mostrou sistematicamente que ndo é necessario
tomar seccdes perpendiculares a geratriz de um cone e que de um Unico cone podem ser
obtidas todas as trés espécies de sec¢bes conicas variando a inclinacdo do plano de secc¢éo.
Assim, Apol6nio provou uma importante generalizacdo: que 0 cone ndo precisa ser

necessariamente reto, mas pode ser também obliquo ou escaleno.

Segundo Lopes (2011) para definir as trés curvas, pardbola, elipse e hipérbole,
Apolbnio primeiro cortou o cone por um plano através do eixo. A interse¢do desse plano com

a base do cone €é o diametro CD, conforme a figura 4.

Figura 4: Parabola a partir da sec¢do de um cone

v

Fonte: Lopes (2011, p. 41)

O triangulo resultante A VCD ¢ chamado de triangulo axial. A parabola, a
elipse e a hipérbole sdo entdo definidas como as interse¢fes deste cone por
determinados planos gque cortam o segmento CD ou o prolongamento de CD
sobre uma reta EF. A reta AS é a intersecdo dos cortes planos com o
tridngulo axial. Assim, as conicas sdo definidas da seguinte forma: Se AS é
paralelo ao lado do triangulo axial, a seccdo é uma parabola; Se AS
interceptar ambos os lados do triangulo axial, a secdo é uma elipse; Se AS
interceptar um dos lados do triangulo axial e o prolongamento do outro lado
dado além de V, a secdo é uma hipérbole. Nesta situacdo, existem dois
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ramos da curva, ao contrario da hipérbole gerada pelo cone de angulo
obtuso. (LOPES, 2011, p. 41).

Piza (2009) examinou, mais atentamente, como Apol6nio determinou a pardbola
obtida a partir de uma seccdo plana e deduziu a propriedade fundamental da parabola,
chamada de symptome da pardbola. A figura 5 foi utilizada pela autora para deduzir a
symptome da parabola. Seja o plano que contém os pontos E, M e L paralelo ao plano que
contém a geratriz AC, entdo a intersec¢do do plano que contém os pontos E, M e L com o

cone é uma curva chamada parabola.

Figura 5: Parabola a partir da seccéo plana

A

Fonte: Piza (2009, p.31)

Para deduzir a symptome da parabola, segundo Piza (2009) Apolénio comeca tomando
um ponto arbitréario L na sec¢do (figura 5), passando por L um plano paralelo a base circular.
A seccdo do cone obtida por esse plano é um circulo com diametro PR. Seja M a interseccdo
deste plano com o segmento EG. Entdo LM é perpendicular a PR, e, portanto, LM? =
PM. MR. Se EG é paralelo a AC, um lado do triangulo axial, Apolénio deriva a symptome da
parabola, ou seja, a relacdo entre EM e LM, a abscissa e a ordenada, respectivamente, do
ponto L da curva. Para isso, ele desenha EH (latus rectum) perpendicular a EM, conforme

BC? . . EH BC BC
que é equivalente a: — = —.—. Por semelhanca
BA.AC EA BA AC

BC PR PM MR BC PR PM EH MR.PM
—=—=—=—=—=—=—, Segue que, — =
BA PA EP EA AC AR EM

. ~ . EH
figura 6, e a relacdo estabelecida T

de triangulos, temos: Mas,

EA EAEM

também: g =g.%. Assim, MR.PM = EH.EM. Lembrando que LM? = PM.MR, logo

LM? = EH.EM que representa symptome da parabola.
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Piza (2009, p.35) demonstrou em seu trabalho a equivaléncia entre symptome da
pardbola encontrada por Apol6nio relacionando-a com 0 que a autora chama de “nova
defini¢do”, isto ¢, “Pardbola: ¢ o lugar geométrico dos pontos do plano que distam igualmente
de uma reta fixa d, chamada diretriz, e de um ponto fixo F, ndo pertencente a diretriz,

chamado foco. A distancia do vértice ao foco chamamos p”.

Figura 6: Latus rectum

H

Fonte: Piza (2009, p.32)
Para estabelecer a relacdo entre symptone da parabola e a parabola enquanto lugar
geométrico, a autora apoia-se na figura 7 denominada “Propriedade foco-diretriz”. Para
deduzir a equacdo considera um sistema de coordenadas, L (X,y) um ponto da curva e F(p,0) o

foco. Pela definicdo enunciada pela autora da parabola como lugar geométrico foi possivel
escrever a relacdo LN = LF e, portanto escrever: p + x = /(x — p)2 + y2 = y? = 4px

A partir do resultado encontrado, Piza (2009) considerou outro sistema de coordenadas
conveniente, conforme figura 8. Representou neste sistema os pontos L, M, E e H da figura 5
que chamamos de “Pardbola a partir da seccdo plana”. Determinou LM =ye EM = x.
Sabendo que LM? = EH.EM (symptome), teremos y? = EH.x, mas y? = 4px, logo 4p = EH.
Isto significa que o valor 4p do pardmetro da pardbola definida como lugar geométrico

corresponde ao latus rectum da parabola definida a partir da sec¢do de um cone.
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Figura 7: Parabola — Propriedade foco-diretriz

Figura 9 — Propriedade foco-diretriz

Fonte: Piza (2009, p.35)
Demonstrou que y? = 4px é equivalente com a symptome L2 = EH. EM,ou seja, ambas

representam a mesma curva, conforme figura 8. Assim, Piza (2009) concluiu que:

[...] tanto numa defini¢do quanto na outra, para qualquer ponto da parabola
representada no plano cartesiano ou no cone, o0 quadrado da ordenada desse
ponto € igual a area do retangulo formado pela abscissa do mesmo ponto e
pelo valor do parametro ou do latus rectum da curva. (PIZA, 2009, p, 36)

Figura 8: Pardbola determinada pela sec¢do de um cone

Figura 11 — Articulagdo entre registros de representacao

Fonte: Piza (2009, p. 36)
Incorporando os resultados desse estudo inicial daremos continuidade ao estudo do

objeto matematico parabola focando suas definicoes.
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2.2 Estudo da parabola enquanto lugar geométrico

Durante o século XVII, as Conicas passam a ter um novo tratamento matematico dado
por Pierre Fermat (1601-1665), segundo Eves (2004) Fermat foi um dos precursores da
Geometria Analitica e descreveu as equacgdes mais simples da elipse, parabola e hipérbole,
pois antes disso, ndo se dispunha de uma notacéo algébrica adequada. O tratamento dado por
Fermat consiste em definir Cénica como lugar geométrico “de todos 0s pontos de uma regido
(plana) que satisfazem uma determinada propriedade”. E possivel descrever este tratamento

para a elipse e hipérbole, mas aqui nos deteremos apenas a parabola.

Adotamos duas definigdes para a parabola enquanto lugar geométrico: Definicdo (1):
“lugar geométrico dos pontos de um plano é uma parabola se, e sé se, esses pontos sdo
equidistantes de uma reta e de um ponto, ndo pertencente a essa reta” e Definicdo (2) “O lugar
geométrico dos pontos de um plano é uma parabola se, e sé se, 0s centros das circunferéncias

que passam por F (foco) e tangenciam a reta diretriz r”.

Para o estudo do objeto matematico parabola faremos uso da mediatriz e a simetria de
um ponto em relacdo a uma reta. Além disso, o uso dos registros de representacdo semidtica
para representar a parabola a partir da caracterizacdo dada nas defini¢des; tais registros como:
figural, gréafico, linguagem natural e algébrico. Mostraremos as conversdes entre 0s registros
de representacdo semidticos e os tratamentos necessarios dentro de um mesmo registro.
Segundo Duval (2009) defende:

Converter é transformar a representacdo de um objeto, de uma situagédo ou de
uma informagdo dada num registro em uma representacdo desse mesmo
objeto, dessa mesma situagdo ou da mesma informagdo num outro registro.
As operagOes que designamos habitualmente pelos termos “tradugdo”,
“ilustragdo”, “transposicdo”, “interpretagdo”, “codificagdo”, etc. sdo
operagdes que a uma representacdo de um registro dado fazem corresponder
uma outra representacdo num registro. (DUVAL, 2009, p. 58)

As figuras 9 e 10 sdo os resultados das conversdes dos registros em lingua materna

das definicGes (1) e (2) para os registros figurais.
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Figura 9: Registro figural de uma parabola a partir da definigéo (1)

:
Fonte: Producéo do autor

A partir das figuras 9 e 10 faremos a demonstracdo matematica que justifica que P é

um ponto da parabola. Para isso, nos apoiamos na mediatriz.

Figura 10: Registro figural de uma parabola a partir da defini¢do (2)

Fonte: Producéo do autor

Sejam F e D dois pontos distintos de um plano. O lugar geométrico dos pontos

equidistantes de F e D é denominado mediatriz do segmento FD. Entdo, se m é mediatriz do

segmento FD, para todo ponto P pertencente a m temos a igualdade entre as distancias, PD =

PF.
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De fato, tem-se que P pertence a reta s que é perpendicular a diretriz r no ponto D.
Entdo, a distancia de P para a reta r é dada pelo segmento PD. Tem-se ainda que P pertence a t
mediatriz do segmento FD. Logo, PF=PD. Assim, P ¢é equidistante do ponto F e da reta r.

Portanto, P pertence a parabola de foco F e diretriz r.

Para que possamos continuar nosso estudo do objeto matematico parabola é necessario
estudar a simetria da parabola. Para isso, consideramos dois pontos P ¢ P’ simétricos em
relacdo a uma reta m, que ndo os contém se, e somente se, a reta m seja mediatriz do
segmento PP’. A reta perpendicular & diretriz da parabola e que passa pelo foco é o eixo de

simetria dessa curva, conforme figura 11.

Figura 11: Registro figural do eixo de simetria da parabola

E.

Fonte: Produgéo do autor
Sejam r a reta diretriz da parabola e m a reta perpendicular a r e que passa pelo foco F.
Seja P um ponto pertencente a parabola e P’ 0 simétrico de P em relagdo a a reta m tem-se que
m é mediatriz do segmento PP’. Como F pertence a m, tem-se: FP = FP’, conforme mostra a
figura 11. O ponto Q é a proje¢do ortogonal de P sobre a reta r e Q’ projegdo ortogonal de P’

sobre a mesma reta. Entdo, PQ = P'Q’ uma vez que P pertence a parabola, entdo, tem-se que,

FP = P'Q’. Obtém-se FP' = P’'Q’, ou seja, P’ ¢é equidistante da reta r e do foco F. Portanto, P’

pertence a parabola dada.
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Outro elemento a que faremos referéncia durante o estudo da pardbola enquanto lugar
geomeétrico é o veértice. O vértice é o Unico ponto de intersecdo da parabola com seu eixo de

simetria (figura 12).

Figura 12: Registro figural de uma parébola a partir do seu vértice

Erxo de simetria

Fonte: Producéo do autor

A partir da definicdo de parabola é possivel recorrer a um tratamento analitico da
definicdo (1) e enunciar: Sejam r uma reta e F um ponto qualquer ndo pertencente ar, F e
chamado de foco e a reta r diretriz. O lugar geométrico dos pontos P de coordenadas
cartesianas (X; y) é definido por d(F, P)=d(P, D). A figura 13 representa o registro grafico da

definicdo na geometria analitica.

O resultado é um tratamento realizado na defini¢do (1), proveniente do que segundo
Duval (2009, p.57) afirma “Um tratamento ¢ uma transformagdo de representacdo interna a
um registro de representa¢do ou a um sistema”, ou ainda, “A parafrase ¢ uma transformacéo
interna ao registro do discurso na lingua natural: ela “reformula” um enunciado dado em outro

seja para substitui-lo seja para explica-lo”.

A necessidade de um tratamento na defini¢do (1) em nosso estudo deve-se ao fato de
buscarmos uma linguagem adequada para o estudo do objeto na geometria analitica. A
reformulacéo da definicdo implica na utilizacdo de outros sistemas semioticos, ou seja, outros
registros de representacdo. Para ilustrar, a figura 13 representa a conversdo do registro em
linguagem natural da definigdo em um registro grafico. Para isso, as coordenadas localizadas

no plano cartesiano correspondem a F(a, b), P(e, f) e D(c, d).
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Figura 13: Registro gréafico de uma parébola no plano cartesiano

y

d D(c.d)

Fonte: Produgéo do autor
O registro gréfico da figura 13 pode ser convertido em um registro algébrico a partir
do calculo da distancia entre dois pontos. A ocorréncia dessa conversao parece simples, mas
Almouloud (2007) defende que:

[...] em certas situacOes — alids, na maioria das situagcbes matematicas -, que
para fazer uma conversdo de registros é imprescindivel que o aprendiz
compreenda 0s conceitos e as propriedades matematicas que permitem
fazer tal conversdo. (ALMOULOUD, 2007, p.79, grifo do autor).

Para isso, recorremos ao um sistema semidtico da geometria analitica d(D, P) =d(P,

F)=>(c—e)2+(d-H2=/(e—a)?+ (f—b)2

[...] a atividade de conversdo é menos imediata e menos simples do que se
tende a crer. Para se ter ideia, é preciso analisar como pode se efetuar o
procedimento de correspondéncia sobre o qual repousa toda conversdo de
representacdo. (DUVAL, 2009, p.64).

Assim, a partir da definicdo enunciada no dominio da Geometria Analitica faremos um
estudo do objeto matematico pardbola na geometria analitica priorizando o estudo de quatro
situacbes e considerando a conversdo do registro grafico para o algébrico. Nas quatro
situacbes, conforme quadro 2, consideramos unidades significativas do registro grafico

(registro de partida): o sistema ortogonal de coordenadas cuja origem € o vértice da parabola,
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0 ponto do foco pertence ao eixo de simetria perpendicular a reta diretriz, um ponto Q
pertencente a reta diretriz e um ponto P qualquer pertencente a parabola.

Para o registro algébrico (registro de chegada): a correspondéncia associativa das
unidades significativas, ou seja, d(P, F) = d(P, Q). De acordo com Duval (2009) podemos
compreender que:

[...] O procedimento de correspondéncia de duas representacdes pertencentes
a registros diferentes pode ser estabelecido localmente, por uma
correspondéncia associativa das unidades significantes elementares

constitutivas de cada um dos dois registros. (DUVAL, 2009, p.64, grifo
Nosso).

Para representar a parabola no registro grafico nas quatro situacdes, associamos como
unidade significativa a posi¢ao da reta diretriz no plano cartesiano. Em consonancia com essa
escolha fundamentamos, segundo Duval (2009):

A organizacgdo de situagdes de aprendizagens centradas sobre a coordenagéo
de registros requer entdo que tenhamos provavelmente identificadas todas as
variagdes cognitivamente pertinentes de uma representagdo num registro, de
forma que uma exploragdo conforme “meétodo consistindo em fazer variar

um sé fator de cada vez, os outros todos mantidos imutaveis” possa ser
colocada em prética pelos alunos. (DUVAL, 2009, p.102).

Em decorréncia dessa escolha podemos observar as variacGes ocorridas no registro
grafico e, consequentemente, no registro algebrico. De acordo com Duval (2009) as variacoes
séo de naturezas diferentes como defende a seguir:

E também teoricamente interessante, pois esses dois registros sdo de
natureza diferente: as unidades significantes do registro grafico cartesiano
ndo sdo separaveis, pois sdo integradas numa s6 forma percebida, enquanto
gue aquelas da escritura algébrica sdo discretas. (DUVAL, 2009, p.103).

Segundo Duval (2009) as unidades significantes nos registros gréaficos sao
determinadas por valores visuais correspondendo a associacdo de variaveis visuais, ou seja,
permite no caso da pardbola observar que a posicdo da reta diretriz no plano cartesiano
determina a localizacdo da coordenada do Foco nos eixos cartesianos, além de definir em

quais quadrantes a pardbola é esbocada.

[...] Para fazer discriminar todos esses valores visuais, é preciso entdo fazer
variar uma das trés variaveis visuais pertinentes mantendo constantes os
valores das duas outras. A cada um dos valares qualitativos dessas trés
variaveis corresponde uma variagdo na escritura da equacéo [...]. (DUVAL,
2009, p. 103).

Em outra anélise, a unidade significativa para o registro grafico da parabola é a
coordenada do Foco da parabola que por sua vez determina a posi¢édo da reta diretriz no plano
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cartesiano e 0s quadrantes aos quais uma parabola pertence. Para cada variagcdo no registro

gréafico obtemos uma varia¢do concomitante no registro de escrita algébrica.

Quadro 2°: Classes de parébolas a partir da posicdo reta diretriz

Registro Grafico

Variaveis Visuais

Registro Algébrico

X=—C

00, 3) b= A

Fonte: Dante (2004, p.68)

A reta diretriz é paralela ao
eixo y passando pelos
quadrantes 2° e 3°. A

coordenada do Foco esta
localizada no eixo x entre 0s

quadrantes 1° e 4°.

d(P,F) =d(P,Q =
JG= O - 07 =

VE+O?+ (- y)?=k—0? +
y? = (x + ¢)?=>x% — 2cx + c? +

y2=x? 4+ 2cx+ ¢ =

y? = 4cx.

“aery)

A reta diretriz é paralela ao
eixo y passando pelos
quadrantes 1° e 4°. A

coordenada do Foco esta
localizada no eixo x entre 0s

quadrantes 2° e 3°,

d(P,F) =d(P,Q =
JEx+02+ (y—0)2 =

VE=? + - y)P=2+0? +
y? = (x— )?=>x® + 2cx + c? +

y2=x? —2cx+c? =

y? = —4cx

A reta diretriz é paralela ao
eixo x passando pelos
quadrantes 3° e 4°. A

coordenada do Foco esta
localizada no eixo y entre 0s
quadrantes 1° e 2°,

d(P,F) =d(P,Q) =
JE=02+ (y—c)? =
JEx=—x)2+ (y +o)2=x2 +

Y—o?=F+?=>x"+y -
2cy+ct=y*+2cy+c?>
x? = 4cy

Fonte: Dante (2004, p.68)

A reta diretriz é paralela ao
eixo x passando pelos
quadrantes 1° e 2°. A

coordenada do Foco esta
localizada no eixo y entre 0s

quadrantes 3° e 4°.

D(P,F) =d(P,Q) =
JE=x?2+ (y—0)? =

JE=02+F+c)?=( -0 =
X2+ (y+c)?=>y?—2cy+c?=

x2+y2+2cy+c? =

x? = —4cy

Fonte: Producéo do Autor

® O Quadro 2 foi organizado e inspirado em Dante (2004, p.68).
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Nas quatro situa¢bes do quadro 2 observamos que o registro grafico é convertido para
0 registro algébrico, para essa conversdo as unidades significativas do gréafico usadas sdo as
coordenadas dos pontos F, Q e P. O procedimento de correspondéncia sobre o qual repousa a
conversao da representacdo do registro grafico para o registro algébrico pertence ao dominio
da geometria analitica conhecida como o célculo da distancia entre dois pontos no plano

cartesiano.

Sendo assim, na proxima sessdo, apresentaremos o software GeoGebra que serd um

recurso didatico pedagogico para o desenvolvimento do trabalho com os sujeitos de pesquisa.
2.3 Estudo da Parabola em Ambiente de Geometria Dinamica

A importancia do uso de novas tecnologias para 0 ensino da matematica tem sido
citada em diversas pesquisas na area de Educacdo Matematica como um recurso didatico que

potencializa aprendizagens, se bem utilizado. Oliveira (2011) defende que:

As tecnologias podem ser Otimos suportes para a comunicagdo, a
diversificacdo de pensamentos e o aprender a buscar padrdes, regularidades e
generalizagdes, com manipulacdo de dados, imagens, diagramas, gréaficos.
(OLIVEIRA, 2011, p.20)

Além disso, em consonancia com as orientagdes dos Pardmetros Curriculares
Nacionais do Ensino Médio (2002), o computador pode ser um excelente instrumento
tecnoldgico que facilita a investigacdo no processo de aprendizagem. Para isso, é fundamental

a utilizacdo de software educacional adequado ao contetido estudado.

No uso de tecnologia para o aprendizado da Matematica, a escolha de um
programa torna-se um fator que determina a qualidade do aprendizado. E
com a utilizacdo de programas que oferecem recursos para a exploracdo de
conceitos e ideias matematicas que esta se fazendo um interessante uso de
tecnologia para o ensino da Matematica (BRASIL, 2002, p.90).

Nessa perspectiva, a utilizacdo de recursos tecnoldgicos na préatica docente coloca-se
como uma ferramenta potencial para facilitar o processo de aprendizado. Assim, a utilizacao
de software dentro da concepcdo de geometria dinamica permite que o estudo de diferentes
conteudos matematicos possa ser abordado por meio de manipulagdes e conjecturas,
proporcionando maior visualizagdo e compreensdo dos conceitos geométricos e algébricos
envolvidos.

Optamos pelo software GeoGebra, porque possui ferramentas faceis de serem
manipuladas, permite uma abordagem tanto sobre os aspectos geométricos como algébricos

dos diferentes objetos de construcdo e, ao mesmo tempo, oferece possibilidades de
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representacdes diferentes de um mesmo objeto que interagem entre si. Ademais, contribui
significativamente ao estudo da geometria e da geometria analitica, pois apresenta
ferramentas dinamicas para as construc@es planas, além de ser um software livre.

O software GeoGebra foi criado pelo Prof. Dr. Markus Hohenwarter da Flérida
Atlantic University, em 2001. Trata-se de um software de matemética dindmica para ser
utilizado nas aulas de Matematica das escolas de Educagdo Basica e de Ensino Superior,
reunindo geometria, algebra e calculo. Esta disponivel na rede para download e pode ser
encontrado no site http://www.geogebra.org/cms/pt BR/ traduzido para o portugués por
J.Geraldes.

Detalharemos as construcdes geomeétricas da parabola, enquanto lugar geométrico com

auxilio das ferramentas do software GeoGebra, e as etapas para a construcdo do objeto
matematico.

Ao abrir o programa, conforme a figura 14, o usuério encontrara uma tela em que
podera fazer uso ou ndo dos eixos cartesianos. Para as definigdes 1 e 2 enunciadas na secao

2.2 ndo utilizaremos 0s eixos, cuja opcao de exibi¢do encontra-se no icone “exibir”.

Figura 14: Tela inicial do GeoGebra

JR=TEY
Arguiva  Editar  Exibir  Opgdes Ferramentas Janela  Ajuda
A B N O] ) 1P7eY (NN (It
R 0| oM A Pl O] e ] NJesz]| 5 )| mover
I Chjetos Livres x -
I) Ohjetos Dependentes
2_
1
0
2 1 ] 1 2 3 4 5 8
-1+
.2
-34
@ Entrada: I = LI Iul”CDmandD... LI

Fonte: Software GeoGebra

Observamos que a janela inicial esta dividida em duas: a esquerda, a parte algébrica

(que pode ser fechada, se necessario); a direita, a parte geométrica. Para reativar a parte
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algébrica, basta ir ao item "Exibir" do menu, e clicar em "Janela de &lgebra". Neste mesmo

item, podemos ativar/desativar os eixos, a malha e o protocolo de construcao.

Figura 15: Barra de ferramentas do software GeoGebra
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Fonte: Software GeoGebra

Os icones desta barra tém varias opgdes, relacionadas com as func¢Bes descritas no

desenho do icone. Estas op¢des sdo acessadas clicando na seta do canto inferior direito de

cada icone. Faremos o uso de apenas alguns dos icones apresentados nas etapas de construgédo

de uma parabola.

A partir da Defini¢do (1): “lugar geométrico dos pontos do plano equidistantes de

uma reta r, chamada diretriz, e de um ponto F, ndo pertencente a diretriz, chamado

foco” apresentamos as etapas da construcdo do lugar geométrico dos pontos de uma parabola

com auxilio das ferramentas do software GeoGebra:

1. Trace umaretar /;

2. Marque um ponto F no pertencente a r ;

3. Trace uma reta s perpendicular a reta r

=

4. Trace 0 segmento FDIZ;
'\)<:

5. Trace a mediatriz t do segmento FD ;

6. Marque o ponto de intersegéo das retas t e s e chame-o de P

]

—_| passando por um ponto D qualquer de

7. Cligue com mouse direito sobre o ponto P e marque a opg¢ao Habilitar Rastro.

8. Arraste o ponto D sobre a reta r para obter o esboco da parabola.



Figura 15: Esboco da parabola no software GeoGebra ferramenta rastro.

s

N\

Fonte: Produgéo do autor

Para a definicdo 1 podemos utilizar a ferramenta do software lugar geométrico
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o

e

as etapas para a construcdo sdo as mesmas até o item 6. A partir desse item acrescentamos o

item 7. Acione o icone lugar geométrico br* clique no ponto P e depois no ponto D,

conforme a figura 16.

Figura 16: Esboco da parabola no software Geogebra ferramenta lugar geométrico

-]

Fonte: Producéo do Autor
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Por fim, podemos usar a ferramenta conicas do software GeoGebra, conforme figura
17 para 0 esboco da curva sem a necessidade de realizar uma construgdo geomeétrica.

Figura 17: Icones das ferramentas Conicas

L

SN Hiperbole

~.*_ Parabola
e

L T . .
Cj Zonica Definida por Sinco Pontos

Fonte: Software GeoGebra

Para isso, é necessario marcar um ponto F e tracar uma reta r e em seguida clicar no

icone Parabola e novamente clicar no ponto F e na reta r, conforme figura 18.

Figura 18: Esboco da parabola no software GeoGebra ferramenta Conica

Fonte: Producéo do autor
A Defini¢do (2): “lugar geométrico dos centros das circunferéncias que passam
por F (foco) e tangenciam a reta diretriz r” pode ser construida por meio das etapas
apresentadas anteriormente, conforme realizado na defini¢do (1). Acrescentamos que 0 ponto

P é o centro da circunferéncia de raio PD. Para desenhar essa circunferéncia no software

L)
GeoGebra e necessario clicar no icone O, circunferéncia, em seguida no ponto P e no ponto

D, o resultado dessa construcéo é a figura (19).
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Figura 19: Esbogo da parabola no software GeoGebra

Fonte: Produgéo do autor

Com base nas definicBes apresentadas sobre o estudo da parabola enquanto lugar
geométrico e as suas propriedades e demais analises e consideracfes descritas acima
entendemos que os elementos necessarios para o estudo foram apresentados. Sendo assim, no
proximo capitulo, apresentaremos o desenvolvimento do trabalho com os sujeitos de pesquisa

e os resultados obtidos.



52



53

Capitulo 3: APESQUISA

Neste capitulo, apresentaremos o perfil dos sujeitos de pesquisa, descrevendo a

sequéncia e a analise dos resultados.
3.1 Perfil dos Sujeitos

Em nosso estudo, trabalhamos com cinco voluntarios da segunda série do Ensino
Médio de uma escola particular de Séo Paulo, na faixa etéria de 16 a 17 anos. Os alunos dessa
escola podem escolher entre trés areas de concentracdo do Ensino Médio: exatas, biologicas
ou humanidades. Uma das alunas escolheu biologicas e os demais estdo na de exatas. Esses
voluntérios apresentam rendimento satisfatorio em todas as disciplinas, de acordo com a
classificacdo anual das medias obtidas, sendo assim direcionados as melhores turmas,
conforme critério da escola.

A fim de resguardar a identidade de cada um dos voluntarios, aqui serdo identificados
por aluna A, aluno B, aluna C, aluno D e aluno E. Os cinco voluntérios, trés meninos e duas
meninas, trabalharam em duplas (aluna A e aluno B), a quem chamaremos de Grupo 1, e um
trio (aluna C, aluno D, Aluno E), os quais chamaremos de Grupo 2. Em seguida,

descreveremos a aplicacdo da sequéncia didatica.
3.2 Descricao da Aplicacdo da Sequéncia Didatica

A aplicacdo da sequéncia didatica foi realizada da seguinte forma: na primeira sessao,
situacOes 1 e 2, segunda sessdo, situacdes 3 e 4, terceira sessdo 5, 6 e 7 e, por fim, na quarta

sessdo, situacdes 8 e 9.

No primeiro encontro, os voluntarios comunicaram-nos que sé poderiam se dedicar em
um periodo méaximo de duas horas por encontro. Dessa forma, optamos em aplicar as
situacOes de maneira que nenhuma atividade ficasse incompleta para o dia posterior.

Os voluntarios foram observados e auxiliados em suas duvidas pela autora desse
trabalho, que teve o papel de formadora. Para auxiliar na coleta de dados, contamos também
com a colaboragdo de uma professora de matematica, que filmou e registrou todo o processo.

A seguir, apresentaremos a analise a priori e a posteriori da sequéncia didatica

organizada para os alunos.
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3.3 A Sequéncia

Desenvolvemos uma sequéncia composta por nove situacGes sobre Parabola, mais
especificamente sobre sua caracterizagdo enquanto lugar geométrico. Essa sequéncia didatica
contou com a utilizacdo do software GeoGebra, sendo que o conhecimento necessario para
sua utilizacdo pdde ser adquirido durante a propria aplicagcdo, sem atrapalhar seu andamento.

A sequéncia didatica consta no Apéndice A.
3.4 Andlise das Situacoes

3.4.1 Anélise da situacdo 1 — Estudo da Parabola por meio de dobradura

Atividade 1°

Usando uma folha de papel vegetal, desenhe uma reta d e marque um ponto F ndo pertencente
a reta d. Selecione um ponto P na reta e dobre o papel-vegetal de forma a fazer coincidir os
pontos P e F. Repita essa operagédo para diferentes escolhas de pontos sobre a reta d.

a) O que vocé observou como resultado dessas dobras? Contorne com lapis o que vocé
observou.

Atividade 2

a) Qual a relacéo entre o segmento FP e a dobra obtida a partir dele? Pode desenhar se quiser.
b) Tome um ponto Q qualquer da reta d e trace, por ele, uma reta perpendicular a reta d.

Dobre a folha de forma que o ponto Q coincida com o ponto F. Chame de R o ponto de
interseccdo da dobra feita com a curva que vocé esbogou. Verifique se a medida de QR ¢é igual
a medida de RF.

c) O que vocé pode concluir a respeito da relacdo entre um ponto da curva e o ponto F e a reta
d?

Anélise a priori

A situacdo 1 foi elaborada com o objetivo de proporcionar ao aluno condicdes de
construir um registro figural da parabola ponto a ponto por meio da construcdo de mediatrizes
de segmentos. Para essa situacdo a definicdo de reta mediatriz que usaremos é a de “lugar

geométrico dos pontos que equidistam das extremidades de um segmento”.

® A atividade 1 foi extraida e adaptada de MELO, Fébio Silva e GALVAO, Maria Elisa E. L. Obtendo as
cbnicas com dobraduras. Revista do Professor de Matematica n° 66, p. 29. Sociedade Brasileira de Matematica.
Sé&o Paulo, 2008.
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Na atividade 1, optamos realizar a construcdo de um registro figural para uma parabola
pelo método das dobraduras’, porque entendemos que a construcdo de um modelo concreto
propicia o levantamento de questdes a respeito das propriedades matematicas que estdo sendo

utilizadas no processo de construcao.

Entendemos que a construcdo do registro figural da parébola por meio de dobraduras
possibilita aos alunos estabelecerem uma relagéo entre o conjunto de caracteres (o ponto fora
da reta e reta) e uma regra de conformidade (dobra no papel) que, segundo Duval (20009,
p.56), “permitem identificar um conjunto de elementos fisicos ou tragos” OU nesse caso

representar a figura de uma parabola.

Para Duval (2009), a formacdo de representacfes semiéticas €, com efeito, mais
complexa que a aplicacao de regras de conformidade e implica na selecdo de certo niamero de
caracteres de um conteddo percebido, imaginado ou ja apresentado em funcdo de

possibilidades de representacéo proprias ao registro escolhido.

Para essa construcdo as mediatrizes sdo representadas por dobras, que se formam a
medida que o papel é dobrado para que o ponto F coincida com um ponto qualquer da reta d.

A figura 20 representa a reta mediatriz m obtida por meio da primeira dobra.

" Tradicional arte oriental conhecida como “origami”. A palavra japonesa origami que dizer “dobrar papel”
(ori=dobrar; Kami=papel) e se refere a uma arte hoje disseminada pelo mundo inteiro. Por meio do Origami, é
possivel estabelecer relacdes entre a confec¢do do material concreto e abstragao de conceitos a serem estudados.
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Figura 20: Esboc¢o da reta m obtida a partir da dobra

Fonte: Producéo do autor

As demais dobras serdo obtidas por meio da mesma operagdo, ou seja, um ponto
qualquer da reta d deve coincidir com o ponto F. A figura 21 representa o resultado das

diversas dobras realizadas.

Figura 21: Esboco de uma Parabola por dobradura em papel vegetal

Fonte: Producéo do autor

Escolhemos o papel vegetal, para realizar a atividade, em virtude de sua transparéncia
para facilitar a sobreposicdo e por possibilitar uma melhor percepcdo das marcas formadas

pelas dobras. Além disso, ele destaca a delimitagdo da figura formada com melhor precisdo.
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Para a atividade 1 disponibilizaremos para o aluno uma folha de papel vegetal, lapis e
régua, e esperaremos que o aluno, ao receber a folha de papel vegetal, com o auxilio da régua
e do lapis, trace uma reta d, marque um ponto F ndo pertencente a reta e escolha um ponto P
da reta d. Dobre a folha de papel vegetal de forma que o ponto F coincida com o ponto P e
repita essa operacdo para diferentes escolhas de pontos pertencente a reta d. Depois da
dobradura feita pelo aluno, esperamos que ele perceba que o contorno das dobras resultou em

um esboc¢o de uma parabola e que responda isto.

Na atividade 2 os objetivos sdo: relacionar a dobra construida na folha com a reta
mediatriz que intercepta o ponto médio do segmento FP, concluir que a distancia dos
segmentos QR e RF tém a mesma medida, descrever e perceber que a distancia entre o ponto

R da parabola e o ponto F é a mesma que a do Q pertencente a reta d e o ponto R.

Para alcancar esses objetivos € necessario que o aluno tenha os seguintes
conhecimentos disponiveis: ponto de intersec¢do, ponto médio, reta, reta perpendicular e

mediatriz.

No item (a) acreditamos que o aluno responda “que a dobra passa pelo ponto médio
do segmento FP”. Apoiado no processo de construgdo da dobra. Podemos esperar ainda que o
aluno responda que “a dobra representa a mediatriz do segmento FP”. Nesse caso, o
argumento do aluno estara apoiado na definicdo de mediatriz de um segmento como sendo a
reta que passa pelo ponto médio desse segmento e é perpendicular a ele. Esperamos que, 0
aluno valide sua resposta mostrando que a dobra representa uma reta perpendicular ao

segmento FP.

No item (b) disponibilizaremos para o aluno os recursos: régua e transferidor e
esperamos que aluno marque o ponto Q na reta d e trace uma reta perpendicular a reta d
interceptando Q com o auxilio dos recursos. Acreditamos que o aluno depois dessa acdo fara a
dobra de maneira que o ponto Q coincida com o ponto F e, a seguir, marque o ponto R entre a
dobra e a curva esbocada por ele na atividade 1, como mostra o registro figural da figura 22.
Esperamos que o aluno use a régua para tragcar os segmentos QR e RF e que 0s meca para

concluir.

Para o item (c) esperamos que o0 aluno tenha a iniciativa de seguir 0S mesmos passos
do item (b), ou seja, escolha outro ponto na reta d, trace por esse ponto a reta d a
perpendicular e dobre a folha de forma que o ponto escolhido coincida com o ponto F, e repita
0 processo de medicao.
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Esperamos entdo, pelo menos duas respostas em registro de linguagem natural. A
primeira “que o ponto da curva estd a mesma distdncia do ponto F e o ponto da curva esta a
mesma distancia de um ponto da reta®, observando que o ponto R é um ponto de intersec¢éo
entre a reta mediatriz e uma reta perpendicular que intercepta um ponto na reta d. A segunda
que “um ponto da curva ¢ equidistante do ponto F e a reta d”, mobilizando conhecimentos
sobre a propriedade da reta mediatriz, ou seja, um ponto pertence a mediatriz de um segmento
se, e somente se, equidista das extremidades desse segmento. E por fim, que o aluno justifique

sua resposta apoiando-se na construcdo da figura e conclua que o triangulo QRF € isdsceles.

Apos a conclusdo da Situagdol, solicitaremos ao aluno a socializacdo da solugédo
encontrada. Na atividade 1 a exposicdo do resultado do registro figural encontrado e os
demais itens da situacdo de forma oral por meio de debate e confronto das solucbes

encontradas e, a seguir, a institucionalizacao.

Figura 22: Esbogo do segmento QR perpendicular a reta d e o ponto R

Fonte: Producéo do autor

Faremos uma institucionalizacdo local dos elementos de uma Parabola caracterizando
e nomeando o ponto F como sendo o foco da paradbola e a reta d como sendo a diretriz da
parébola. Justificaremos a construcdo da parabola por meio de dobraduras nos apoiando em
que a reta m (a dobra no papel) é a mediatriz do segmento QF, portanto M é ponto médio de
QF e as distancias dos segmentos QR e RF sdo iguais. Entdo, pelo critério de congruéncia
LAL, podemos afirmar que os tridngulos QRM e FRM s&o congruentes. O ponto R é comum
e pertence a reta mediatriz m. Dessa forma, podemos concluir que R € equidistante do ponto F
e daretad.
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Analise a posteriori

A situacdo 1 foi realizada no primeiro encontro com duracdo de sessenta minutos.
Iniciamos pela atividade 1 que teve a duracdo de 40 minutos. Entregamos para 0s grupos a
folha contendo a situacdo 1, a folha de papel vegetal, régua e lapis para iniciar. A pesquisadora
solicitou aos voluntarios a realizacdo de uma leitura do enunciado da atividade 1 e, tdo logo

fosse possivel, o inicio da resolugdo da atividade.

De inicio o Grupo 1 chama a pesquisadora e se da o seguinte dialogo:

Grupo 1: Professora! Nao entendemos o que é para fazer.

Pesquisadora: Vocés fizeram a leitura?

Grupo 1: Sim, mas ndo entendemos.

Pesquisadora: Entdo, vamos l4...vocés ja tracaram a reta d no papel vegetal?

Grupo 1: Sim.

Pesquisadora: Isso mesmo!Marcaram um ponto F fora dessa reta?

Grupo 1: Sim.

Pesquisadora: Otimo! Agora na reta d, aleatoriamente, marquem outros pontos, um de
cada vez, marcou um ponto nomeie por A, B, C ou 0 que vocés desejarem. Depois
dobrem a folha de maneira que esse ponto que vocés marcaram coincida com o ponto F
fora da reta. Agora vamos Ila...

Alguns minutos depois a dupla dirigiu o dialogo novamente para a pesquisadora:
Grupo 1: Assim?
Nesse instante a dupla mostrou o resultado de algumas dobras, mas sem a definicao da
figura esperada.

Pesquisadora: 1sso mesmo! Facam esse procedimento para varios pontos.
Grupo 1: Quantas vezes teremos que fazer essa dobra?
Pesquisadora: Até o momento em que identificarem o resultado.

A dupla continuou realizando o procedimento e logo chegou ao resultado. A figura 23

é resultado da producéo do Grupo 1.
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Figura 23: Protocolo de resposta do Grupo 1 - Situacdo 1 - Atividade 1

Re

Fonte: Producéo do Aluno B
Constatamos a partir dos didlogos entre o grupo 1 e a pesquisadora que a dificuldade
inicial na fase de acdo foi superada a partir da mediacdo da pesquisadora com
questionamentos e indagacbes sobre a leitura e interpretacdo do enunciado da situacdo.
Concluimos que a dificuldade do grupo 1 ndo estava na interpretagdo do enunciado, mas no

fazer a dobra no papel.

Observamos na fase de formulagdo que o Grupo 1, apds realizar quatro dobras no
papel, chegou a conclusdo que essas resultavam em retas, mas que essa quantidade de dobras
era insuficiente para concluir o resultado e responder a questdo (a) da atividade 1. Nesse
sentido, o Grupo 1 tomou a decisdo de continuar a fazer a dobras o que, ap6s concluir certo

numero de dobras, favoreceu o reconhecimento da figura de uma parébola.

Na fase de validagdo, o Grupo 1 reconheceu que a figura formada pelas dobras é uma
parabola a partir da resposta em registro de lingua natural (protocolo de resposta figura 24) e
validou o modelo criado a partir das experiéncias de aprendizagens em matematica
proveniente de outros contextos, assim a resposta do Grupo 1 vem ao encontro do esperado

sem evidenciar nenhuma definigdo prévia para o objeto matematico parébola.
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Figura 24: Protocolo de resposta do Grupo 1 - Situacdo 1 - Atividade 1 (a)

Atividade 1

Usando uma folha de papel vegetal desenhe uma reta d, numa folha de papel-vegetal e marque um
ponto F nio pertencente i reta d. Selecione um ponto P na reta e dobre o papel-vegetal de forma a
fazer coincidir os pontos P e F. Repita essa operagéio para difcrentes cscoihas de pontos sobre a rcta
d

a) O que vocé observou como resultado dessas dobras? Contorne com ldpis o que vocé observou.

A Jm,w,/ e ,,M“Lqﬂa

~

Fonte: Producéo do Grupo 1
O Grupo 2 ao contrario do Grupo 1 na fase de acdo ndo apresentou nenhuma
dificuldade em construir o registro figural da pardbola. Entretanto, na fase de formulacéo, o
Grupo 2 chama a pesquisadora e se da o seguinte dialogo.

Grupo 2: Professora, terminamos...

Pesquisadora: Otimo! Deixem-me dar uma olhada no que fizeram...
Grupo 2: Professora! Achamos que esse desenho é um gréfico...
Pesquisadora: Grafico? Como assim?

Grupo 2: Assim, professora, como esse aqui.

O aluno D representou no canto da folha de atividade, conforme figura 25 o grafico

que estava relacionando com a figura encontrada.

A pesquisadora perguntou para 0s demais componentes do grupo:

Pesquisadora: Vocés concordam que a figura do papel vegetal obtida é um gréafico?
Aluno E e Aluna C: Sim.

Pesquisadora: Por que vocés acreditam que essa figura encontrada por meio das dobras
no papel vegetal é um gréafico?

Aluno D: J& estudamos a parabola e ela é um gréafico de funcéo do 2°grau.

Pesquisadora: Entendo.

Pesquisadora: Bem, mas vocés acreditam que € um grafico de uma funcdo quadratica.
Entdo, mostrem na figura encontrada os eixos cartesianos.

Aluno E: E verdade ndo temos eixos cartesianos.

Aluna C: Mas ¢ igualzinho o gréfico da f(x) = x?

Pesquisadora: Vocés lembram qual ¢é a defini¢do de funcéo?

Aluno D: Um pouco, mas ndo tenho certeza... Acho que tem que ter uma regra, formula...
como essa f(x) = x2.

Pesquisadora: Nesse caso, temos plano cartesiano e a lei de formacéo f(x) = x2?

Aluno D: Entdo essa figura é somente uma parabola?

Pesquisadora: Agora, vocés precisam chegar a uma conclusdo para responder a pergunta.
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Figura 25: Protocolo da representagéo grafica de uma fungédo quadratica

Fonte: Produgéo do aluno D

A nossa percepcdo no momento do dialogo foi que o grupo estava propenso a
responder que o resultado das dobras é o grafico da fungdo quadratica f(x) = x?-. E nesse
sentido, buscamos leva-los a agir, a falar e refletir entre 0 momento em que aceitam o
problema como seu e 0 momento em que produzem sua resposta a partir dos questionamentos
apresentados. Entendemos que esse processo de ensino apoia-se na nogdo de devolucéo,

segundo Brousseau (2008).

Além disso, a pesquisadora ndo revelou informagdes ou indicio do real objetivo da
atividade. Segundo Brousseau (2008) a situacdo adidatica, como parte essencial da situacédo

didatica, é uma situacdo em que a intencdo de ensinar ndo é revelada ao aprendiz.

Apos o dialogo, identificamos que o Grupo 2 respondeu por meio de um registro em
linguagem natural na atividade 1 item (a) que “As retas formam a imagem de uma parabola a

projecdo do vértice coincide com a projecdo ortogonal do vértice da ortogonal pardbola”.

Notamos no registro em linguagem natural que o Grupo 2 ficou convencido que a
figura formada é uma parabola, mas evidenciamos que o grupo procurou validar a resposta
estabelecendo uma relagdo com a figura (parabola) formada pelas dobras e os conhecimentos

de graficos cartesianos das fungdes quadréaticas, quando falam de projecéo ortogonal.

A atividade 2 foi concluida em vinte minutos, os grupos responderam por meio de um
registro em linguagem natural a concluséo e constamos semelhanga entre os dois grupos.
Dessa maneira, apresentaremos 0s protocolos de respostas do Grupo 1 e as suas respectivas

analises.
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No item (a) da atividade 2 observamos que na fase de acdo a iniciativa de ambos os
grupos foi a de tracar o segmento de reta FP com o auxilio da régua. Em seguida, na fase de
formulagdo com o auxilio do transferidor sobre a dobra e o segmento FP, constataram que a

relacdo entre o segmento FP e a dobra sdo perpendiculares.

Figura 26: Protocolo de resposta do Grupo 1 - Situacédo 1 - Atividade 2 (a)

Atividade 2
a) Qual a relagio entre o segmento FP e a dobra obtida a partir dele. Pode desenhar se quiser.

01\”““,“/69 FP N .-qé-h dg&a/a Yo mnhomaLaJmh

Fonte: Producéo do Grupo 1
No item (b) a resposta apresentada pelo Grupo 2 ¢ “A medida QR ¢ igual a medida RF,

sendo ambas, no caso iguais a 4 cm” semelhante ao do Grupo 1 (figura 27). Observamos que
durante a fase de acdo ambos 0s grupos usaram o instrumento régua graduada em centimetros
para medir os segmentos QR e RF. Na fase de formulagdo 0s grupos se apoiaram nos

resultados obtidos das medidas dos segmentos para concluir e validar a resposta.

Figura 27: Protocolo de resposta do Grupo 1 - Situacéo 1 - Atividade 2 (b)

) Tome um ponto Q qualquer da reta d e trace, por ele, uma reta perpendicular a reta d. Dobre a
lha de forma que o ponto Q coincida com o ponto F. Chame de R o ponto de intersecgéio da dobra
eltaoomacmvaquevocé&sbogou.Ven.ﬁqueseamed.ldadeQRélgualémedldadeRF

Fonte: Producéo do Grupo 1
No item (c) o Grupo 2 respondeu “A distancia entre qualquer ponto da curva e o ponto
F € igual a distancia entre esse mesmo ponto e a reta d. A reta formada pela dobra é mediatriz
do segmento FQ, sendo qualquer ponto dessa reta equidistante desses pontos. Porém, essa
distdncia sé sera igual a distancia até a reta d quando o segmento formado por um ponto da

reta d e um ponto da dobra (no caso, segmento QR) for perpendicular a essa reta d”.

A resposta do Grupo 1 (figura 28), assim como a resposta do Grupo 2, explicita em
registro de linguagem natural que a relagdo entre um ponto da curva e o ponto F e areta d é de

equidistancia, esperdvamos que 0s grupos chegassem a essa conclusao.

Analisando ambas as respostas e confrontando-as com as fases de agéo, formulacdo e

validacao, concluimos que a fase de a¢do ocorreu nos grupos no momento em que tiveram
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que trocar informagdes e tomar decisdes para descrever suas conclusbes, na fase de
formulagdo os grupos explicitaram por meio de um registro em lingua natural o0s
conhecimentos matematicos que utilizaram para a solucdo encontrada, e por fim na fase de
validacdo a propriedade de equidistancia foi o argumento matematico que justificou a

pertinéncia da concluséo.

Figura 28: Protocolo de resposta do Grupo 1 - Situacdo 1 - Atividade 2 (c)

c) O que vocé pode concluir a respelto da relagéio entre um ponto da curva e o ponto F e a reta d?
W Srannde Wi @ A0 N0 § VN “d\?’w\
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Fonte: Producéo do Grupo 1
No término da situacdo 1 a pesquisadora solicitou aos grupos que apresentassem as

solugdes encontradas e orientou que os alunos poderiam expor as duvidas e dificuldades
encontradas durante a apresentacdo das conclusdes. A seguir transcrevemos alguns dialogos
desse momento.

Pesquisadora: Quem comeca?

Grupo 1: Bem...achamos que essa atividade de dobraduras bem diferente do que estamos
acostumados a fazer nas aulas de matematica.

Pesquisadora: Diferente como?

Grupo 1: Nao imaginavamos que fazendo um monte de dobras chegava no resultado de
uma parabola.

Pesquisadora: E agora vocé compreendeu porque chegou a uma parabola?

Grupo 1: Achamos que sim...entendi que a dobra é uma reta mediatriz que passam pelo
segmento FP .

Pesquisadora: O que vocés acham da resposta do colega?

Grupo 1: Percebemos que esse resultado é por causa da propriedade de equidistancia
entre um ponto da parabola R o ponto F e o ponto P da reta.

Grupo 2: Pensamos que esse desenho fosse um grafico da fungio do 2° grau f(x) = x2.
Pesquisadora: E entdo, o que vocés do grupo A pensam sobre o que o grupo B
acreditava inicialmente sobre a figura encontrada?

Grupo 1: Nossa! Nem pensamos nisso.

Grupo 2: Achamos que é muito parecido, mas a professora perguntou onde estavam 0s
eixos cartesianos e a lei da fungdo? E ndo conseguimos achar.

Pesquisadora: Isso mesmo! Precisamos estudar um pouco mais sobre as propriedades
matematicas que definem a parabola. Para fazer algumas afirmacdes.

Grupo 2: Mas, ndo foi dada nenhuma pista se essa pardbola é a mesma que é estudada
em fungéo do 2° grau.

Pesquisadora: Entdo, pessoal, vamos caracterizar alguns elementos da parabola e depois
nas proximas situagdes chegaremos a outras conclusoes.

Em seguida, a pesquisadora solicitou aos grupos que apresentassem oralmente as
conclusdes obtidas em cada uma das atividades. Ficou combinado que o Grupo 1 apresentaria

a resposta e o Grupo 2, com base em suas conclusdes, poderia concordar ou nao e apresentar
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outra conclusdo. Sobre esse momento observamos que as conclusdes foram muito

semelhantes o que ndo implicou em um debate entre os grupos.

No momento seguinte, a pesquisadora foi até o quadro e oralmente com a participacdo
dos alunos realizou a institucionalizacdo local dos elementos de uma Parabola. Esse momento
foi realizado por meio de um didlogo que caracterizou e nomeou os elementos da parabola, o
ponto F como sendo o foco da parabola e a reta d a diretriz da parabola.

Logo depois, a pesquisadora apresentou no quadro uma justificativa com base na
construcdo da parabola por meio de dobraduras em que o ponto R é equidistante do ponto F e
da reta d. Iniciou o didlogo supondo que a retam (a dobra no papel) é a mediatriz do
segmento QF; portanto, M é ponto médio de QF e as distancias QR e RF sdo iguais. Entdo pelo
critéerio de congruéncia LAL, podemos afirmar que os triangulos QRM e FRM sdo
congruentes. O ponto R é comum e pertence a reta mediatriz m. Dessa forma, podemos

concluir que R € equidistante do ponto F e da reta d.

Confrontando os resultados da analise a priori com a posteriori da Situacdo 1
concluimos que o conjunto de questBes elaboradas possibilitou que os grupos convertessem
do registro da lingua natural (enunciado atividade 1) em registro figural, e em seguida, a partir
do registro figural se apropriassem da relacdo de equidistancia entre um ponto da curva, o
foco e um ponto da reta d, mas esperavamos que 0S grupos percebessem, apoiados na
construcdo da figura, que o triangulo QRF é isdscele o que ndo ocorreu em nenhuma das
solucdes apresentadas pelos grupos. Além disso, pontuamos que, na analise a priori da
situacdo em questdo, ndo previamos que o aluno pudesse relacionar o registro figural da

parabola com o registro grafico da fungio quadratica f(x) = x2.

3.4.2 Andlise da situacdo 2 — Estudo da Parabola no Ambiente da Geometria

Dinamica

Vamos agora construir a parabola a partir das conclusbes da situagdo anterior. Para isso
utilizaremos o software Geogebra. Feche a janela de algebra e com o botdo direito do mouse
esconda os eixos. Determine uma reta qualquer d e um ponto F ndo pertencente a d.
Determine um ponto P na reta e construa a mediatriz do segmento FP, habilite o rastro (botdo

direito do mouse) para a mediatriz e movimente o ponto P sobre a reta. O que vocé observa?
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O objetivo da Situacdo 2 é mobilizar os conhecimentos desenvolvidos na situagéo 1,
ou seja, eshocar uma parabola a partir de mediatriz do segmento FP determinada por um
ponto qualquer P da reta d e um ponto F ndo pertencente a reta d, no ambiente de geometria
dindmica.

Para essa atividade, esperamos que o aluno utilize as ferramentas do software
GeoGebra (Ponto, Reta, Ponto Médio, Reta Perpendicular e Rastro). As solugdes esperadas do
aluno s&o: tragar uma reta d, marcar um ponto P na reta d, selecionar um ponto F qualquer
fora da reta d, em seguida, tracar o segmento FP, encontrar o ponto médio do segmento FP e
tracar uma reta perpendicular passando pelo ponto médio do segmento FP. E por fim,

habilitar o rastro para obter o contorno da parabola.

A outra solucdo possivel € tracar uma reta d, marcar o ponto P na reta d, selecionar um
ponto F qualquer fora da reta d, em seguida, tracar o segmento FP e, por fim, utilizar a
ferramenta mediatriz para tracar a reta mediatriz do segmento FP e habilitar o rastro para

obter o contorno da parabola.

Esperamos que o aluno observe que o resultado é o contorno de uma parabola; e que o
ponto P € um representante dos infinitos pontos da reta d que, quando movimentado, mantém
a relacdo de equidistancia entre um ponto da curva, o ponto F, e o ponto P. E por fim, que o
aluno relacione a construcdo do registro figural da parabola por meio das dobraduras com a

construcao do registro figural com auxilio do software.

Para alcancar esses 0s objetivos sdo necessarios que o aluno tenha os seguintes
conhecimentos disponiveis: ponto de interseccdo, ponto médio, reta, reta perpendicular e

mediatriz.

A socializacdo dos resultados sera realizada ao término da atividade mediada pela
pesquisadora. Para isso, pediremos que o aluno com o auxilio do software GeoGebra
apresente a construgdo do registro figural da pardbola e concomitantemente explicite

verbalizando as etapas, observacdes e conclusdes e, a seguir, a institucionalizacgao.

No momento da institucionalizagdo faremos uma comparagdo entre o processo de
construgdo do registro figural da pardbola por meio da dobradura e a construcdo do registro
figural da parédbola com o auxilio do software mostrando que em ambas as construcGes a
relacdo matematica que garante que a construcdo da pardbola € a propriedade de equidistancia
entre um ponto da curva, o ponto F (foco), e o ponto P pertencente a reta diretriz d. Além
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disso, comentar que com o auxilio do software a experiéncia perceptiva € melhor, porque o
ponto P pode ser manipulado.

Andlise a posteriori

A situacdo 2 ocorreu no primeiro encontro e foi concluida em aproximadamente 20
minutos. A pesquisadora entregou a folha com a situacdo 2 e solicitou aos grupos um
momento para que pudesse apresentar o software GeoGebra. Nesse momento, constamos que
os alunos dos grupos conheciam as ferramentas do software GeoGebra e que ndo seria
necessario realizar comentarios sobre a utilizacdo do mesmo.

Na fase de acdo observamos que 0s grupos abriram o software e iniciaram a
construcdo respeitando o enunciado. A seguir consultaram 0s registros da situacdo 1 para se
apoiarem nas etapas de construcdo. Em seguida, na etapa de constru¢do, com o auxilio das
ferramentas do software para a fase de formulacdo elaboraram um modelo explicito
(construcgéo da figura) a partir das regras comuns observadas na construgéo do registro figural
por meio da dobradura. E por fim, na fase de validacdo, habilitaram o rastro e compararam o
resultado obtido com o obtido pelas dobras.

Os grupos concluiram a situacdo 2 e os resultados foram iguais no que se refere a
construcdo no software (figura 29). O protocolo de construcdo refere-se a producao do Grupo
1.

Figura 29: Protocolo de construcdo do Grupo 1 - Situagdo 2

Fonte: Produgéo do Grupo 1
Comparamos e analisamos o protocolo de construcdo do Grupo 1, exibido pelo

software Geogebra, com as respostas esperadas na andlise a priori, e constamos que o Grupo

apresentou uma das respostas esperadas. Para chegar ao resultado, seguiu 0s seguintes passos:
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tracou uma reta d, marcou um ponto P na reta d, selecionou um ponto F qualquer fora da reta
d, em seguida, tracou o segmento FP, encontrou o ponto médio do segmentoFP e nomeou
ponto A, tracou a reta perpendicular passando pelo ponto médio do segmento FP. E por fim,
habilitaram o rastro para obter o contorno da parabola.

Além disso, o Grupo 1 apresentou um registro em lingua materna das observacdes
elaboradas a partir da simulacéo no software (figura 30). Constatamos no registro do Grupo 1
semelhancgas entre as etapas da construcdo do registro figural da pardbola por meio da
dobradura e no registro elaborado com o auxilio do software GeoGebra. O que nos leva a
concluir que o grupo se apropriou das unidades significativas (foco F e reta diretriz d) e

relacdo de equidistancia entre o ponto F, um ponto da curva e o ponto P pertencente a reta d.

Figura 30: Protocolo de resposta do Grupo 1 - Situacao 2
Situacdio 2
Vamos agora construir a paribola a partir das conclusdes da situagfio anterior. Para isso
utilizaremos o software Geogebra. Feche a janela de algebra ¢ com o botdo direito do mouse
esconda os eixos. Determine uma reta qualquer d e um ponto F niio pertencente a d. Determine um
ponto P na reta ¢ construa a mediatriz do segmento FP, habilite o rastro (boto direito do mouse)
para a mediatriz e movimente o ponto P sobre a reta. O que vocé observa?
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Fonte: Producéo do Grupo 1

No registro em lingua natural do Grupo 2 a respeito das observagoes “Observa-se 0
mesmo que foi feito no papel vegetal, ou seja, € possivel observar uma pardbola. As
mediatrizes dos segmentos formados por um ponto da reta d e um fora formam uma parabola,

uma vez que séo as retas tangentes a cada ponto da parabola”.

Entendemos que os resultados obtidos por ambos o0s grupos é alcancado no momento
em que é proporcionado ao aluno condicBes para que este construa, progressivamente, uma
linguagem compreensivel por todos, que considere os objetos e as relacbes matematicas

envolvidas na situacdo adidatica.

Duval (2009, p. 90) defende que parte dos conhecimentos construidos se da por meio
da formacdo e do tratamento de representacdo semiotica e complementa que existe parte do
funcionamento cognitivo que permite essa construcao, ou seja, implica que se mobilize ou

reconheca as representacdes pertinentes. Para o grupo 1, a medida entre os segmentos PA e FA
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foi reconhecida como uma representagéo pertinente e mobilizada da situacdo 1 para responder
a situacdo 2.

Ap0s o término da situacdo 2, solicitamos aos grupos que apresentassem as solucdes
encontradas para o confronto das respostas. Organizamos 0s grupos de maneira que o grupo 1

apresentasse as observacdes e em seguida 0 grupo 2.

Julgamos importante transcrever alguns dialogos ocorridos durante a exposicao das
respostas. Iniciaremos com transcricdo dos didlogos ocorridos entre a pesquisadora e 0S
grupos, a segulir:

Pesquisadora: Gostaria de ouvir o Grupo 1 sobre o desenvolvimento da Situacdo 2. Pode
ser?

Grupo 1: Percebemos que o ponto P, ao variar sua posi¢do na reta d, movimenta a reta
mediatriz e ela mostra o contorno da parabola.

Grupo 1: Achamos interessante comparar com as dobraduras da outra atividade... E
percebemos que no software é mais rapido.

Grupo 1: Observamos que 0 ponto A é equidistante do ponto P e do ponto F.
Pesquisadora: Quem é o ponto A?

Grupo 1: O ponto A é um ponto da parabola.

Pesquisadora: E o Grupo B tem alguma observacéo para as colocac¢@es do Grupo A?
Grupo 2: E uma simulacdo do que foi feito no papel, onde as infinitas mediatrizes
formadas que seriam as dobras, no caso da folha vegetal. S6 que agora o rastro formou a
parabola.

Pesquisadora: O que é esse rastro?

Grupo 2: O rastro é a marca da reta mediatriz por onde ela passou.

Grupo 2: O ponto A ¢é interseccdo da mediatriz do segmento FP com a reta perpendicular
gue passa pelo ponto P faz com que qualquer ponto sobre ela seja equidistantes desse
ponto A ... entdo a unido desses pontos forma a parabola.

Constamos que os alunos perceberam que a simulacdo feita com ajuda do software
GeoGebra possibilitou descrever a curva com precisdo, agilidade e principalmente observar a

propriedade de equidistancia entre os pontos dos segmentos PA e FA .

Na fase de institucionalizacdo a pesquisadora projetou a tela do software Geogebra
para que 0s grupos pudessem acompanhar o processo de construcdo do registro figural da
pardbola e, durante as etapas de construcdo no software, foi oralmente relacionando com as
etapas realizadas durante o processo de construgdo da parabola por dobraduras. Mostrou que
tanto em um registro como no outro recorreu aos mesmos elementos (reta, ponto e reta
perpendicular).

Confrontando a analise a priori com a posteriori da Situacdo 2 concluimos que 0s
grupos converteram o registro figural da parabola por meio de dobraduras em um registro

figural no ambiente da geometria dindmica, constaram que a simulacéo feita pelo software é
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semelhante ao que fizeram com o papel vegetal e que a propriedade de equidistancia entre os

pontos dos segmentos PA e FA é valida para todos os pontos da curva.

3.4.3 Andlise da situacédo 3 — Estudo da Parabola no Dominio da Geometria

Atividade 1

Abra uma nova janela no Geogebra (feche a janela de algebra e esconda 0s €ixo0s) e vamos
construir uma parabola a partir das observacdes das situacfes anteriores. Observe que deve
obter um ponto da mediatriz que tenha mesma distancia a reta d e ao ponto F. Explique sua
construcdo. Use a ferramenta lugar geométrico do Geogebra para obter a parabola.
Atividade 2

Abra uma nova Janela no software Geogebra e construa uma nova parabola. O que vocé

observa quando movimenta o ponto F? E quando movimenta a reta d?

Andlise a priori

Os objetivos da Situacdo 3 sdo: construir a parabola a partir das conclusdes obtidas nas
situacOes 1 e 2 e observar que a movimento do ponto F e da reta d provocam modificagbes na
“abertura” da parabola.

Para a atividade 1 esperamos que o aluno abra uma nova janela no Geogebra e trace
uma reta d qualquer, marque o ponto F fora da reta d, escolha um ponto P qualquer na reta d e
trace a mediatriz entre 0 ponto F e 0 ponto P, trace uma reta perpendicular interceptando o
ponto escolhido e a reta d, marque o ponto R de intersecdo entre a reta mediatriz e a reta
perpendicular o ponto de interseccdo R é um ponto pertencente a parabola e utilize a
ferramenta lugar geométrico do software Geogebra para esbocar a pardbola. Por fim, que o
aluno explique por meio de um registro em lingua natural a construgdo considerando suas
etapas e a relacdo de equidistancia entre o ponto P, pertencente a reta d, o ponto F e o ponto R,

pertencente a parabola.

Na atividade 2 esperamos que o aluno abra uma nova janela no Geogebra e construa
uma nova parabola, movimente o ponto F e observe as mudancas provocadas na ‘abertura’ da
parabola. As observacdes esperadas sdo: “0 movimento do ponto F se distanciando da reta d
provoca uma ampliacdo na abertura da concavidade da parabola” e “se o ponto F se aproximar

da reta d a concavidade tende a ficar ‘mais fechada”.
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A atividade 2 foi organizada para estimular o campo de observacdo e possibilitar a
exploracdo de todas as variagdes possiveis de uma representacdo num registro fazendo prever,

ou obsevar, as variagcdes concomitantes de representacdo em outro registro.

Para essa atividade € necessario que o aluno tenha os seguintes conhecimentos

disponiveis: ponto de interseccdo, ponto médio, reta, reta perpendicular e mediatriz.

Ap0s a conclusdo da Situacdo 3, socializaremos as solu¢Bes encontradas pelo aluno,
nas atividades 1 e 2 com auxilio do software GeoGebra, a construcao do registro figural da
parabola e concomitante as etapas, observacGes e conclusdes oralmente por debate e

confronto das solugdes encontradas e, a seguir, a institucionalizacao.

Na fase de institucionalizacdo definiremos a pardbola como “lugar geométrico dos
pontos do plano que distam igualmente de uma reta d, chamada diretriz, e de um ponto
F, ndo pertencente a diretriz, chamado foco”. E mostraremos com o auxilio do software
que a distdncia entre o ponto F e a reta diretriz modifica a “abertura” da parabola
independente da posi¢éo no plano.

Andlise a posteriori

O desenvolvimento da situacdo 3 ocorreu no segundo dia de encontro com duragédo de
aproximadamente cinquenta minutos para a conclusdo das atividades 1 e 2. Sendo que a
atividade 1 teve duracdo de aproximadamente vinte minutos e a atividade 2 aproximadamente

trinta minutos.

Iniciamos o encontro com a entrega das cépias das situacdes 1 e 2 realizados no
encontro anterior. A pesquisadora solicitou que os grupos formados permanecessem 0S
mesmos e que as situagdes 1 e 2 poderiam ser consultadas por eles sempre que julgassem

necessario.

Assim que os grupos iniciaram foi possivel observar na fase de acdo que ambos
recorreram aos resultados das situagdes 1 e 2 para iniciar a construcdo do registro figural da
parabola com o auxilio do software. Os resultados das situacfes anteriores foram utilizados
pelos grupos como fonte de consulta para a fase de formulacédo que resultou na construcéo do
registro figural. E na fase de validagdo a confirmacdo foi por meio da ferramenta lugar

geométrico do software.

Os grupos apresentaram a construcdo do registro figural utilizando a ferramenta lugar
geométrico do software GeoGebra, essa constatacdo pode ser observada nos protocolos de

construcdo dos grupos. A figura 31 é o resultado da producdo do Grupo 1, avaliamos que 0
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resultado dessa construcdo foi possivel, pois 0s grupos se apropriaram dos resultados das
situacOes 1 e 2, 0 que possibilitou estabelecer relagdes entre as unidades significantes (foco e
reta diretriz) no momento da construgdo do registro figural por meio da dobradura e a

construcao geométrica com o auxilio do software.

Figura 31: Protocolo de construcédo do Grupo 1 - Situacdo 3 — Atividade 1
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Fonte: Producéo do Grupo 1
Na atividade 1 (figura 32) o grupo 1 converteu o registro figural em registro de lingua
natural descrevendo as etapas para a construcdo geométrica do registro figural, mas néo
descreveu que o lugar geométrico que obedece a propriedade de equidistancia entre o0s

segmentos PE e EF é a paréabola.

Figura 32: Protocolo de resposta do Grupo 1 - Situacdo 3 — Atividade 1

Atividade 1
Abra uma nova janela no Geogebra (feche a janela de algebra e esconda os eixos) e vamos
construir uma pardbola a partir das observa¢des das situagtes anteriores. Observe que deve obter
um ponto da mediatriz que tenha mesma distancia a reta d e ao ponto F. Explique sua construgéo.
Use a ferramenta lugar geométrico do Geogebra para obter a parébola.
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Fonte: Producéo do Grupo 1
O grupo 2 apresentou resultado semelhante ao do grupo 1 no que se refere a

construcao do registro figural com o auxilio do software. Quanto a explicacdo da construgéo
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da figural o grupo 2 respondeu em registro de lingua natural “Tragou-se uma reta
perpendicular a reta passando por um determinado ponto. Depois, tragou-se a mediatriz entre
esse ponto da reta e um ponto qualquer fora da reta. Essa mediatriz encontrou-se num ponto E
com a reta perpendicular, ou seja, esse ponto E equidista da reta D e desse ponto fora da reta
(o foco da pardbola). Utilizando o lugar geométrico, o programa fez todos os pontos que
obedecem a essa mesma propriedade: equidistar da reta e desse foco, formando a pardbola”

(transcricao do protocolo de resposta do grupo 2 da Situacdo 3 - atividade 1).

Nesse sentido compreendemos que 0S grupos se apropriaram do conjunto de
elementos matematicos necessarios para a construcdo geométrica da parabola, mas somente o
grupo 2 percebeu que o lugar geométrico, que obedece a propriedade de equidistancia entre 0s

segmentos PE e EF, ¢ a parabola.

Na atividade 2 constatamos que a fase de acdo ocorreu ho momento em que 0S grupos
construiram o registro figural da parabola com o auxilio do software GeoGebra. A partir da
manipulagdo do ponto F e da reta diretriz desencadeou a fase de formulacgéo e validacdo que
pudemos observar nos protocolos de respostas a partir da comunicacgdo linguistica do registro

apresentado nas figuras 33 e 34.

Figura 33: Protocolo de resposta do Grupo 1 - Situacéo 3 — Atividade 2

Atividade 2~ OBLIL00R, © Q) PORMOES B0 PRIE00.
Abra uma nova Janela no software Geogebra e construa uma nova paribola. O que vocé observa
quando movimenta o ponto F? E quando movimenta a reta d?
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Fonte: Producéo do Grupo 1
Ambos os grupos apresentaram respostas semelhante a partir da manipulacéo do ponto
F e reta d, mas um aspecto que néo foi previsto nas analises a priori da questdo apareceu na
resposta do grupo 2 que nos chamou a atencao no registro em lingua natural, conforme figura
34.
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O grupo 2 chegou a conclusdo que o objeto matematico pardbola nem sempre é a
representacdo de uma fungdo quadratica. Nesse sentido, € possivel constatar uma mudanca de
opinido se comparada com as indagac6es do grupo durante a situacdo 1. Naquele momento, o
grupo 2 explicitou a ideia de que o registro figural da parabola é uma funcdo quadratica da
forma f(x) = x2. Dessa forma, percebemos que, com essa resposta, 0 grupo 2 percebeu que

essa ideia inicial sobre o objeto matematico parabola é falsa.

Figura 34: Protocolo de resposta do Grupo 2 - Situacao 3 — Atividade 2

Atividade2  Q Quaibep - . .
Abra uma nova Janela no software Geogebra e construa uma nova parabola. O que vocé observa
quando movimenta o ponto F? E quando movimenta a reta d?

Fonte: Producéo do Grupo 2
Para concluir, os grupos foram convidados a apresentar as solugdes dadas na situacéo
3. Para isso, organizamos 0s grupos solicitando que o grupo 1 iniciasse a apresentacdo das

respostas €, em seguida, o grupo 2 poderia confrontar as respostas apresentadas pelo grupo 1.

Procuramos nesse momento estabelecer um debate e confronto das observacdes dos
dois grupos. Nesse sentindo, apresentaremos a seguir alguns dialogos durante a exposicdo das

respostas das atividades 1 e 2:

Iniciamos o debate com as exposi¢des dos grupos 1 e 2:

Pesquisadora: Gostaria que o grupo lapresentasse os resultados da atividade 1.

Grupo 1: Fizemos a construgdo da parabola observando o que fizemos no papel vegetal.
Pesquisadora: Como assim?

Grupo 1: Tragcamos a reta d e marcamos um ponto P, depois um ponto F fora da reta d,
tracamos o segmento PF e a mediatriz do desse segmento, e por ultimo tracamos a reta
perpendicular passando pelo ponto P, marcamos um ponto E na intersecgdo entre a reta
perpendicular e a mediatriz, em seguida usamos a ferramenta lugar geométrico e
encontramos a parabola.

Pesquisadora: E o grupo 2, o que fizeram?

Grupo 2: Fizemos da mesma forma.

Pesquisadora: Em algum outro momento vocés ja tinham utilizado a ferramenta lugar
geométrico desse software?

Grupo 1: Sim. Nas aulas de geometria plana estudando a circunferéncia.

Pesquisadora: VVocés podem explicar como foi essa experiéncia?
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Grupo 1: Bem, faz um tempo... ndo sabemos explicar. Quando acionamos a ferramenta
observamos que apareceu a parabola.

Pesquisadora: Como fizeram no software para chegar a Parabola?

Grupo 1: Ficamos testando, até que lembramos que 0 ponto P se movimenta, dai
pedimos o lugar geométrico do ponto E e depois o P.

Pesquisadora: E o0 grupo 2 o que pensa a respeito do resultado do grupo 1?

Grupo 2: No6s ja conheciamos a ferramenta lugar geométrico do GeoGebra.
Pesquisadora: Entdo, vocés sabem o que é lugar geométrico?

Grupo 2: O lugar geométrico é lugar onde os pontos obedecem a mesma propriedade.
Nesse caso, percebemos que esse lugar é uma parabola.

Pesquisadora: Entdo, qual é a propriedade que vocés observaram nesse caso?

Grupo 2: A propriedade de equidistancia entre os segmentos PE e EF.

Apls o término das apresentacOes das solucdes da atividade 1 na fase de
institucionalizacdo, a pesquisadora projetou a tela do software GeoGebra e juntamente com 0s
grupos construiu a pardbola com o auxilio do software. Oralmente a pesquisadora comentou
cada uma das etapas da construcdo confrontando-as com as etapas da construcdo da parabola
por meio de dobraduras. Em seguida, utilizou a ferramenta lugar geométrico para encontrar a
parabola para confirmar que o lugar geométrico é apenas 0s pontos que obedecem a mesma
propriedade, e que no caso da parabola, a propriedade € a da equidistancia entre 0s segmentos
PE e EF que definiu um dos pontos que forma e pertence a parabola. A partir desse momento,
a pesquisadora definiu a parabola como lugar geométrico dos pontos do plano que distam
igualmente de uma reta d, chamada diretriz, e de um ponto F, ndo pertencente a diretriz,

chamado foco.

No momento seguinte, a pesquisadora solicitou aos grupos que comentassem as
conclusdes da atividade 2.

Pesquisadora: Gostaria que 0 grupo 1 expusesse as observagdes a respeito da
movimentag&o do ponto F e a reta d.

Grupo 1: Quando distanciamos a reta d do ponto F, a concavidade da parabola vai
fechando ou aumentando a abertura.

Pesquisadora: O que o grupo 2 tem a dizer sobre essa observacdo?

Grupo 2: Também observamos que movimentando o ponto F, quanto maior € a distancia
de F até a reta d, mais aberta é a pardbola, o que também se observa quando se
movimenta a reta d. E observamos que a concavidade da parabola é oposta a reta diretriz.

Para concluir, a pesquisadora oralmente enfatizou que eles estavam corretos nas
observacOes. Finalizou projetando a tela do software e oralmente foi mostrando que a
distancia entre o ponto F e a reta diretriz d determina a abertura da concavidade da parabola e

que a pardbola pode assumir diferentes posi¢des no plano em relacéo a reta diretriz.

Confrontando a analise a priori com a posteori foi possivel constatar que os grupos na

atividade 1 converteram o registro figural em lingua natural e na atividade 2 identificaram as
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variagdes pertinentes de uma representacdo no registro figural em relacdo a reta diretriz e a

posicdo da parabola no plano.

3.4.4 Anélise da situacdo 4°® — Estudo da Parabola a partir de Construcdes

Geométricas

Atividade 1

Abra uma nova Janela no software Geogebra (feche a janela de algebra e esconda 0s eixos).
Construa uma parabola por lugar geométrico e encontre o simétrico do ponto F em relagéo a

uma reta tangente a parabola. O que vocé observa?
Atividade 2

Abra uma nova Janela no software Geogebra (feche a janela de algebra e esconda os eixos) e
trace uma reta diretriz e um ponto F. Encontre o lugar geométrico dos centros de

circunferéncias que contém F e tangenciam d. Justifique sua resposta.
Atividade 3

Abra uma nova Janela no software Geogebra (feche a janela de algebra e esconda os eixos).
Dados um ponto A e duas retas r e s. Obtenha os pontos de r que equidistam de A e s. O que

VOCé observa? Justifique sua resposta.
Atividade 4

Abra uma nova Janela no software Geogebra (feche a janela de algebra e esconda o0s eixos) e
construa uma parabola dados o foco F e o vértice V. Descreva a sua construcdo. Qual a

J4

relacéo entre o ponto V e 0 segmento FF* (F’ é o simétrico de F).

Andlise a priori

Os objetivos da situacdo 4 sdo: encontrar o ponto simétrico de F em relacdo a reta
tangente, determinar o lugar geométrico dos centros de circunferéncias que contém F e
tangenciam d, obter os pontos de r que equidistam de A e s e construir uma parabola dados o
foco F e o vértice.

Na atividade 1, a solucdo esperada € a construcdo de uma parabola com auxilio do

software. Para isso, € necessario que o aluno trace uma reta d qualquer, marque o ponto F fora

®As atividades da situacdo 4 foram inspiradas e adaptadas a partir de ALMOULOUD, S. A., BONGIOVANNI,
V. e CAMPOS, T. M. LES CONIQUES: Construction d’une séquence didactique avec Cabri-Géomeétre.
Biannual International Journal: Scientia Paedagogica Experimentalis, XXXV, 1,1998, p. 119-142.
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da reta d, escolha um ponto P qualquer na reta d e trace a mediatriz entre o ponto F e o ponto
P, trace uma reta perpendicular interceptando o ponto escolhido e a reta d, marque o ponto R
de intersecdo entre a reta mediatriz e a reta perpendicular, sendo o ponto de intersec¢cdo R um
ponto pertencente a parabola, e utilize a ferramenta lugar geométrico do software Geogebra
para esbocar a parabola. E a partir do registro figural, responda em registro de lingua natural
que a reta mediatriz coincide com a reta tangente e o simétrico de F sdo os pontos da reta d
em relacdo a tangente.

Na atividade 2, a solucdo esperada do aluno é a construgdo do registro figural com o
auxilio do software GeoGebra. Para isso, é necessario que o aluno trace uma reta d qualquer,
marque o ponto F fora da reta d, escolha um ponto P qualquer na reta d e trace a mediatriz
entre o ponto F e o ponto P, trace uma reta perpendicular interceptando o ponto escolhido e a
reta d, marque o ponto R de intersecdo entre a reta mediatriz e a reta perpendicular, trace uma
circunferéncia de centro R e raio RP e utilize a ferramenta lugar geométrico do software
Geogebra para esbocar a pardbola. E a partir do registro figural, responda em registro de
lingua natural que o centro da circunferéncia que tangencia a reta d e passa pelo ponto F € um

ponto da parabola.

Na atividade 3, a solucdo esperada do aluno € a construcdo do registro figural com o
auxilio do software GeoGebra. Para isso, € necessario que o aluno trace a reta s, a reta r,
marque o ponto A, escolha um ponto P qualquer na reta s, trace a mediatriz entre o ponto A e
0 ponto P, trace uma reta perpendicular interceptando o ponto escolhido e a reta s, marque o
ponto R de interseccdo entre a reta mediatriz e a reta perpendicular e utilize a ferramenta lugar
geométrico do software GeoGebra para esbocar a parabola. Esperamos que o aluno considere
duas possibilidades no que se refere a posicao das retas s e r no plano: s e r paralelasou r e s
concorrentes. E a partir da construcdo do registro figural, responda em registro de lingua
natural que os pontos de r que equidistam de A e s sdo 0s pontos de interseccao entre aretar e

a parabola.

Na atividade 4, a solucdo esperada do aluno é a construgéo do registro figural com o
auxilio do software GeoGebra. Para isso, é necessario que o aluno marque o ponto F, o ponto
V, trace uma reta passando por FV, encontre o simétrico de F, trace uma reta pelo simétrico de
F e perpendicular a reta FV, escolha um ponto P qualquer na reta perpendicular a reta FV,
trace a mediatriz do segmento FP e use a ferramenta lugar geométrico do software. E a partir
da construcdo do registro figural, responda em registro de lingua materna que o ponto V €

ponto médio do segmento FF” (F é o simétrico de F).



78

Para alcancar esses objetivos, & necessario que o aluno tenha o0s seguintes
conhecimentos disponiveis: ponto de interseccdo, ponto médio, reta, reta perpendicular,

mediatriz, simetria, reta tangente e circunferéncia.

Faremos a socializacdo das solugdes encontradas. Solicitaremos que o aluno com
auxilio do software GeoGebra apresente o registro figural das construgdes e
concomitantemente as etapas, observacdes e conclusdes por meio da oralidade, e a seguir a

institucionalizacgao.

Na fase de institucionalizacdo, faremos a construcao do registro figural com auxilio do
software GeoGebra e mostraremos na atividade 1 que a reta mediatriz coincide com a reta
tangente e o simétrico de F sdo os pontos da reta d em relacdo a tangente. Na atividade 2 que
o0 centro da circunferéncia que tangencia a reta d e passa pelo ponto F é um ponto da parabola
e, assim, definir a parabola como “lugar geométrico dos centros das circunferéncias que
passam por F (foco) e tangenciam a reta diretriz r”. Na atividade 3 que 0s pontos de r que
equidistam de A e s sdo 0s pontos de interseccdo entre a reta r e a parabola e na atividade 4

que o ponto V é ponto médio do segmento FF'.

Andlise a posteriori

A situacdo 4 foi aplicada no segundo encontro com duracdo de sessenta minutos;
entregamos para os grupos uma folha contendo as quatro atividades e solicitamos que dessem
inicio pela atividade 1.

Na atividade 1, observamos que na fase de acdo os grupos abriram o software
GeoGebra, esconderam 0s eixos cartesianos e a janela de algebra, recorreram aos registros das
situacOes anteriores para esclarecer as dividas no que se refere a construcdo da parabola por
meio do lugar geométrico e buscaram interagir sobre o problema sem o auxilio ou mediacéao
da pesquisadora. A seguir, na fase de formulacdo, observamos que os grupos construiram o
registro figural e, na fase de validagéo, a respectiva observagéo ou justificativa para o modelo

apresentado por meio de registro em lingua natural.

Analisando os protocolos de construcdo (figura 35) verificamos que 0s grupos
chegaram a mesma construcgéo do registro figural. Acreditamos que essa coincidéncia se deve

ao fato dos grupos terem associado o0 modelo de construgdo proposto nas situagdes 2 e 3.
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Figura 35: Protocolo de construcdo do Grupo 1 e 2 - Situacdo 4 — atividade 1

] GeoGebra - Grupo A situagio 4 atividade Logb
Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda

B [iavEglre

‘%’ Mover
5 Arraste um objeto selecionado (Esc)

€ Protacolo de Construgdo =]
Arquivo Exibir Ajuda
o N, [Nome [Definicgo
1 Ponte A
2 PontoB
3 Retad Reta AB
4 |Ponte P Ponto sobre d
d 5 Ponto F
P 6 Retam Wediatriz de PF
7 Refac Reta passando porP e
8 PontoC Ponto de intersecdo de m, ¢
9 |Lugar Geométrico g1 |LugarGeométrico[C, P]
10 Ponto F' Reflexdo de F com relagio am

Fonte: Producéo do Grupo 1
No registro em lingua natural (figura 36), o grupo 1 percebeu que a reta mediatriz € a

tangente e que o simétrico de F é um ponto F’ pertencente a reta d.

Figura 36: Protocolo de resposta do Grupo 1 — Situagdo 4 — atividade 1

Atividade 1

Abra uma nova Janela no software Geogebra (feche a janela de élgebra e esconda os eixos).
Construa uma pardbola por lugar geométrico e encontre o simétrico do ponto F em relagio a uma
reta tangente a parabola. O que vocé observa?

Fonte: Producéo do Grupo 1
No protocolo de resposta (figura 37), constatamos no registro em lingua natural que o
grupo 2 relacionou a reta mediatriz como sendo a reta tangente e 0 eixo de simetria para
encontrar o simétrico de F.

Figura 37: Protocolo de resposta do Grupo 2 — Situacio 4 — Atividade 1

Atividade 1

Abra uma nova Janela no software Geogebra (feche a janela de algebra e esconda os eixos)
Construa uma parabola por lugar geométrico e encontre o simétrico do ponto F em relagdo a uma

reta tangente a parabola. O que vocé observa?

1
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Fonte: Producéo do Grupo 2
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Na atividade 2, observamos na fase de acdo que 0s grupos tiveram iniciativas
parecidas no momento em que iniciaram o diadlogo. Uma delas foi a de se apoiar nas situacfes
anteriores e logo perceberam que o lugar geométrico que se tratava na atividade estava
relacionado com a construcdo de uma pardbola. Nesse sentido, observamos que 0S grupos
rapidamente construiram uma parabola. Na fase de formulacéo, apds algumas tentativas, 0s
grupos perceberam que o centro da circunferéncia é um ponto da parabola. Na fase de
validacao construiram uma circunferéncia com centro no ponto da parabola tangenciando um
ponto da reta d e o ponto F e repetiram a acdo que tiveram para outros pontos para validar a
resposta. Esse resultado causou aos grupos certo espanto no momento que concluiram que 0s
pontos que formam a parébola séo os centros de circunferéncias que tangenciam o ponto F e a

reta d.

Nas analises dos protocolos, constatamos que as etapas de construcdo do registro
figural dos grupos foram semelhantes, e julgamos desnecessario apresentar o resultado de
ambos, uma vez que as analises serdo iguais. Na figura 38 esta o resultado da producdo do
grupo 2. Verificamos que a Gltima ac¢do do grupo 2 foi tracar a circunferéncia que tangencia F
e a reta d, esperavamos que essa acdo fosse logo depois, que antes encontrassem o primeiro
ponto da parabola. Julgamos necessario apontar que na analise a priori ndo consideramos que
o aluno pudesse elaborar o registro figural da parabola e s6 depois constatar que 0s pontos das
pardbolas séo os centros das circunferéncias que tangenciam a reta d e passam pelo ponto F.

Figura 38: Protocolo de constru¢do do Grupo 2 — Situacéo 4 — Atividade 2

Mover
_| Amaste um objeto selecionado (Esc)

.

2 Protocolo de Construgio @
Arquivo Exibir Ajuda

N [Nome | Definicao

Ponto A
Ponto B
Reta d Reta AB

Ponto F

Retaa Mediatriz de PF

Retab Reta passando por P ¢ perpendiculara d
Ponto C Ponto de intersecao de a, b

Lugar étrico Ig1 L ¢ Pl

Circulo ¢ Circulo por F com centro C

12 Retae Reta passando por D e perpendicular a d

Circulo f Circulo por F com centro E

/ BRI =R

Fonte: Producéo do Grupo 2
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No registro em lingua natural (figura 39 e 40) é possivel perceber que 0s grupos
concluiram que o lugar geométrico dos centros das circunferéncias é uma parabola e para

essas resposta se apoiaram na propriedade de equidistancia.

Figura 39: Protocolo de resposta do Grupo 1 — Situacéo 4 — Atividade 2

Atividade 2

Abra uma nova Janela no software Geogebra (feche a janela de algebra e esconda os eixos) e trace
uma reta diretriz ¢ um ponto £ Encontre o lugar geométrico dos centros de circunferéncias que
contém F e tangenciam d. Justifique sua resposta.

e N L / ”“

Fonte: Producéo do Grupo 1
Figura 40: Protocolo de resposta do Grupo 2 — Situagdo 4 — Atividade 2

Atividade 2

Abra uma nova Janela no software Geogebra (feche a janela de 4lgebra e esconda os eixos) e trace
uma reta diretriz ¢ um ponto f. Encontre o lugar geométrico dos centros de circunferéncias que
contém F e tangenciam d. Justifique sua resposta.

< - - < 4
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Fonte: Producéo do Grupo 2
Na atividade 3, logo apds a leitura do enunciado da questdo, o grupo 1 solicitou

orientagdo da pesquisadora para iniciar a construcdo. O grupo questionou se deveriam
considerar as retas r e s paralelas ou concorrentes. Procuramos nesse momento devolver para
0 grupo a responsabilidade de investigar as formulacGes que o grupo elaborou. Solicitando
gue o grupo investigasse as duas possibilidades. Nossa postura frente ao questionamento do
grupo foi devolver a responsabilidade de investigar ao grupo 1. Para Almouloud (2007) esse
momento é caracterizado como devolucédo, definida como o ato pelo qual o professor faz o
aluno aceitar a responsabilidade de uma situacdo de aprendizagem (adidatica) ou de um

problema aceitando as consequéncias dessa transferéncia.

Constatamos que grupo 1 realizou a construcdo do registro figural considerando a retas

r e s paralelas (figuras 41).
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Figura 41: Protocolo de constru¢do do Grupo 1 - Situacéo 4 — Atividade 3

[#] GeoGebra - Grupo A situagdo 4 atividade 3.ggb
Arquivo Editar Exibir Opgbes F Janela Ajuda

|| Sesmento definido por Dois Pontos
2 Selecione dois pontos

Fonte: Producéo do Grupo 1
Na fase de validacdo, o grupo 1 utilizou a ferramenta do software GeoGebra para

medir as distancias dos segmentos AE e EP. No registro em lingua natural (figura 42)

constatamos que o grupo 1 confundiu 0 nome das retas no momento de redigir a resposta.

Figura 42: Protocolo de resposta do Grupo A — Situacdo 4 — Atividade 2

Atividade 3
Abra uma nova Janela no software Geogebra (feche a janela de algebra e esconda os eixos). Dados

um ponto A e duas retas r e s. Obtenha os pontos de r que equidistam de A e s. O que vocé observa?
Justifique sua resposta.
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Fonte: Producéo do Grupo 1

O grupo 2 realizou a atividade 3 sem solicitar a mediacdo da pesquisadora e
apresentou como resultado da construcdo a figura 43. Observamos na construgdo que o0 grupo
considerou as retas r e s concorrentes e um ponto A. Evidenciamos que utilizaram a
ferramenta de medidas do software para validar a resposta. No registro em lingua natural
(figura 44), o grupo 2 percebeu que para 0s pontos de r equidistarem de A e s € necessaria a
interseccdo entre r e a parabola. Nesse sentido, 0 grupo 2 apresentou uma resposta que

generaliza para os demais casos independentes da posicdo das retas no plano.
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Figura 43: Protocolo de construcdo do Grupo 2 — Situagdo 4 — Atividade 2

sacdo 4 atividade 3.ggb
Enen OWﬁes Ferramentas Janela Ajuda

H-ole]i4l

5:

Nraste um objeto selecionado (Esc)

AR=3.36

Fonte: Producéo do Grupo 2
Consideramos que as respostas dos dois grupos sdo adequadas e que demonstraram

compreender a propriedade de equidistancia.

Figura 44: Protocolo de resposta do Grupo 2 — Situagdo 4 — Atividade 2

Atividade 3

Abra uma nova Janela no software Geogebra (feche a janela de algebra e esconda os eixos). Dados
um ponto A e duas retas r e s. Obtenha os pontos de r que equidistam de A e s. O que vocé observa?

Justifique sua resposta.

Asg

SN \ )
sm_m oea\eoce\zm\ a OO\QOXJO‘Q

Fonte: Producéo do Grupo 2
Na atividade 4, observamos na fase de a¢do que 0S grupos recorreram ao registro

figural da parabola construido por meio de dobraduras, dobrando a folha de forma que
identificaram o eixo de simetria e, em seguida, marcaram o ponto V, com o auxilio da régua
mediram a distancia entre a reta diretriz e o ponto F. Em seguida, constaram que V é ponto
médio do segmento FF'. Na fase de formulagdo observamos que 0s grupos recorreram ao
software para construir a figura com base nas observacdes da fase de acdo. Na fase de
validagdo, construiram a parabola com o auxilio da ferramenta lugar geométrico e constaram

que o segmento de reta FF~ é o eixo de simetria da parabola e o ponto V o vértice da parabola.

No protocolo de construcdo (figura 45), constamos que o grupo 1 construiu o registro

figural esperado.
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Figura 45: Protocolo de construc¢do do Grupo 1 - Situacéo 4 — atividade 4

b

anela Ajuda

EINANECIC) €l JElE] e

2 Protocolo de Construgso

Arquivo Exibir Ajuda
N.  [Mome | Definigio

1 PonloF

2 PonloV

3 Relaa Reta Fv

4 PontoF Reflexdo de F comrelagio aV

5 [Retab Reta passando por F* e perpendiculara a
W 6 |PontoQ Ponto sobre b

7 Retac Reta passando por Q e perpendicular a b

8 Retad Mediatriz de QF

9 |Ponlo & Ponto de intersecdio de ¢, d

10 Lugar éfrico Ig1 L al

Fonte: Producéo do Grupo 1
O protocolo de resposta (figura 46) registro em lingua natural vem ao encontro das

etapas de construcdo elaboradas pelo grupo e conclusdo que o ponto V é ponto médio do

segmento FF'.

Figura 46: Protocolo de resposta do Grupo 1 — Situagdo 4 — Atividade 4

Atividade 4
Abra uma nova Janela no software Geogebra (feche a janela de algebra e esconda os eixos) e
construa uma parabola dados o foco F e o vértice. Descreva a sua construgio. Qual a relaciio entre o

ponto V e o segmento FF’. ,
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Fonte: Producéo do Grupo 1
O grupo 2 apresentou resultado semelhante ao do grupo 1 na constru¢do do registro

figural (figura 47) e no protocolo de resposta do registro em lingua natural (figura 48).
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Figura 47: Protocolo de construcdo do Grupo 2 — Situagdo 4 — Atividade 4

# GeoGebra vidade 4.ggb
dita bir es Femamentas Janela Ajuda
[N >\, i S @ O a2 || Transiadar Janela de Visualizagio
e 3 v 3 ) g ! — M Araste a drea de trabalho ou 0s eixos (Shift + Arraste)

) Protocolo de Construg3o =]
Arquivo Exibir Ajuda

N. [Nome | Definicsio

Ponto F

Ponto V'

Retaa RetaFV

Ponto F Reflexdio de F com relagiio aV

Retab Reta passando por F e perpendicular a a

oo el

Ponto A Ponto sobre b

7 Retac Reta passando por A e perpendiculara b
8 Retad Mediatriz de AF

9 PontoB Ponto de intersegio de ¢, d

10 Lugar Ig1 L Al

Fonte: Producéo do Grupo 2
Na figura 48 podemos constatar as conclusGes do grupo B no que se refere a relacdo

entre o ponto V e o segmento FF’ e & descricdo da construgao.

Figura 48: Protocolo de resposta do Grupo 2 — Situacdo 4 — Atividade 4

Atividade 4

Abra uma nova Janela no software Geogebra (feche a janela de dlgebra e esconda os eixos) e
construa uma paribola dados o foco F e o vértice. Descreva a sua constru¢iio. Qual a relagho entre o
ponto V e o segmento FF’.
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Fonte: Producéo do Grupo 2
Apos o término da situacdo 4 e o avancar do tempo ndo foi possivel organizar um
momento para socializar as solu¢des encontradas pelos grupos, conforme previsto na anélise a
priori. Nesse sentido, a pesquisadora priorizou a fase de institucionalizagdo, e para isso,
oralmente e com o auxilio do software GeoGebra (projetado), construiu cada uma das figuras
e comentou sobre as propriedades matemaéticas envolvidas nas construgdes previstas na
andlise a priori. Na atividade 1 que a reta mediatriz coincide com a reta tangente e o simétrico

de F sdo os pontos da reta d em relacdo a tangente, na atividade 2 que o lugar geométrico dos
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centros das circunferéncias que tangenciam a reta d e passa pelo ponto F é uma parabola, na
atividade 3 que os pontos de r que equidistam de A e s s&o 0s pontos de interseccdo entre a

retar e a parabola e na atividade 4 que o ponto V é ponto médio do segmento FF'.

Confrontando, a analise a priori com a posteori, consideramos que 0s alunos
realizaram as conversdes de registro de linguagem natural (registro de partida) para o registro
figural (registro de chegada) e vice-versa. Para isso, nos apoiamos no aspecto que toda
conversao tem um sentido a ser considerado. O sentido considerado para a conversdo nas
atividades foi do registro em linguagem natural (enunciados das atividades) para os registros
figurais (as construcbes) e dos registros figurais para o registro em linguagem natural
(Justificativas) em ambos o0s sentidos 0s grupos chegaram aos resultados esperados.
Entendemos que se apropriaram do funcionamento representacional proprio de um registro e,
por consequéncia, das unidades significantes do objeto representado. Além disso, o registro
em lingua natural constitui um registro a parte, € ndo somente em razdo de sua maior
complexidade e do nimero consideravelmente elevado de variagcGes que ela oferece, mas

também em razdo de sua prioridade.

Compreendemos que 0S grupos organizaram o registro em linguagem natural a partir
da discriminacdo das unidades significantes por comparacdo experimental, ou seja, a
construcéo realizada com o auxilio do software GeoGebra é um registro figural que representa
a solicitacdo inicial da atividade e o registro em lingua materna sdo os aspectos observados a
partir dos significados que os grupos perceberam sobre o objeto matematico.

3.4.5 Andlise da situacdo 5 — Estudo da Distancia entre Dois Pontos no Plano

Cartesiano

Atividade 1

Abra uma nova Janela no software Geogebra (exibir eixos e malha) e marque os pontos A
(4,5) e B(8,2) e trace 0 segmento AB.

a) Determine a distancia entre A e B sem usar a ferramenta medir do geogebra

b) Determine uma regra para calcular a distancia entre dois pontos.

Andlise a priori

O objetivo da situagdo 5 é encontrar uma férmula para calcular a distancia entre dois

pontos no plano cartesiano.
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Essa situacdo foi organizada para introduzir o célculo da distancia entre dois pontos no
dominio da Geometria Analitica uma vez que alunos do Ensino Médio geralmente tem contato
com esse contetdo somente no terceiro ano do Ensino Médio. Os conhecimentos esperados
para a solucéo dessa situacdo sao: triangulo retangulo, Teorema de Pitagoras, plano cartesiano

e coordenadas cartesianas.

Na atividade 1, esperamos que o aluno abra a janela do Geogebra e exiba os eixos e

localize os pontos A (4,5) e B(8,2). Em seguida, trace um segmento de reta AB.

Para o item (a), esperamos que o aluno relacione o segmento AB com a hipotenusa de
um tridangulo retdngulo. Para isso, temos a hipdtese que o aluno construa um tridngulo
retdngulo trancando a perpendicular pelo ponto A e uma reta paralela ao eixo x passando pelo
ponto B. Acreditamos que o aluno utilize o Teorema de Pitagoras para calcular a distancia do
segmento AB, estabelecendo dessa forma a solugdo (AB)?= 42+32=16+9=25= (AB)?=25,

logo AB=5.

No item (b), esperamos que o aluno observe que o cateto paralelo ao eixo x tem
medida |8 — 4|=4 e o cateto paralelo ao eixo y mede |5 — 2| = 3 para aplicar o teorema.
Nesse sentindo, esperamos que o aluno escreva uma regra para o calculo das distancias entre

dois pontos para usar em outros pontos no plano cartesiano. A regra esperada ¢é

d(A,B)=y/(c —a)2 + (b —d)?, onde a e ¢ pertencem ao eixo x e b e d pertencem ao eixo y.

Faremos a socializacdo dos resultados encontrados para a situacgao 5, solicitaremos que
o aluno explicite a solucdo encontrada no quadro por meio de registros figurais e algébricos
concomitante as observacgdes e conclusdes oralmente e, posteriormente, a institucionalizacéo.

Institucionalizacdo da definicdo de distancia entre dois pontos na Geometria Analitica que

sera indicada por d(A, B) sendo d(A,B) = /(c —a)2 + (b —d)2.

Anélise a posteriori

A situacdo 5 foi aplicada no terceiro encontro com duragédo de aproximadamente vinte
minutos. A pesquisadora entregou a folha com a situacdo descrita e 0s grupos iniciaram a

resolugéo.

Observamos na fase de acdo que os grupos iniciaram marcando os pontos A e B nos
gixos cartesianos e, em seguida, tracaram o segmento AB, apOs essa acdo na fase de

formulagdo perceberam que a medida da distancia do segmento AB é calculada por meio da
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relacdo do Teorema de Pitagoras. E por fim, na fase da validacdo, demonstraram a validade do
modelo expressando uma regra.

Evidenciamos nos protocolos de respostas dos grupos (figura 49 e 50) que ambos

concluiram que o célculo da distancia entre dois pontos no dominio da Geometria Analitica

pode ser obtido por meio da relagdo do Teorema de Pitagoras.

Figura 49: Protocolo de resposta do Grupo 1 — Situacdo 5 — Atividade 1 - (a) e (b)

Atividade

Abra uma nova Janela no software Geogebra e marque os pontos A (4,5) e B(8,2) e trace o
segmento AB.

a) Determine a distincia entre A e B sem usar a ferramenta medir do geogebra.

A L)unuiadadio O Teacemo, s RS,
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b) Determine uma regra para calcular a distincia entre dois pontos.

A
Ya

EBR)E (a-Ye)* + (Xe -Xa)*
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Y

Y8 :
XA X&

Fonte: Producéo do Grupo 1
Observamos no protocolo do grupo 1 (figura 49) que se apoiaram no Teorema de
Pitagoras para justificar as respostas dos itens a e b. A partir das informacdes do item (a)
construiram um registro de representacdo figural do triangulo retangulo e por meio da

aplicacéo direta do Teorema de Pitagoras encontraram a medida do segmento efetuando o
tratamento na expressdo algébrica.

No item (b), o grupo 1 elaborou o registro de representagcdo figural do tridangulo
retangulo apoiado na relacdo que estabeleceram com as medidas dos catetos com 0S €ixos

cartesianos x e Yy, associando aos vértices variaveis para representar os valores numericos nos
eixos.
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A seguir, no protocolo de reposta do grupo 2 (figura 50), a resposta esté justificada por
meio do Teorema de Pitdgoras. As conclusdes dos itens (a) e (b) por meio dos registros
algébricos e linguagem natural. No item (a) o registro de partida é o algébrico e o de chegada

em linguagem natural, e o item (b) registro de partida em linguagem natural e o de chegada
registro algébrico.

Figura 50: Protocolo de resposta do Grupo 2 — Situagdo 5 — Atividade 1 — (a) e (b)

Atividade 1

Abraumanava]auelanowﬁwnreGeogebmemarqueospomsA@S)eB(S,Z)euaoeo
segmento AB.

1) Determine a distincia entre A e B sem usar a ferramenta medir do geo, '
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Fonte: Producéo do Grupo 2
Para concluir, a pesquisadora solicitou aos grupos apresentacdo das solucbes
encontradas dos itens (a) e (b). A exposicdo das solucdes foi realizada em um quadro onde
puderam escrever as solugbes encontradas. Durante esse momento 0S Qrupos nao
apresentaram duvidas a respeito do que estava sendo apresentado, o dialogo entre os alunos

girou em torno da percepgdo que tiveram que o segmento AB que foi comparado com a
hipotenusa de um tridngulo retangulo.

No momento seguinte, a pesquisadora dirigiu-se ao quadro e retomou as solugdes

apresentadas pelos grupos oralmente reconhecendo que estavam corretos. Por fim, no quadro,
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definiu que o célculo da distancia entre dois pontos na Geometria Analitica sera indicado por

d(A,B) sendo d(A,B) = \/(c —a)? + (b —d)?, sendo a e c as abscissas dos pontos e b e d as

ordenadas.

Confrontando as analises a priori e a posteriori concluimos que 0S grupos se
apropriaram do calculo da distancia entre dois pontos no dominio da Geometria Analitica,
encontraram a regra esperada apoiados no Teorema de Pitagoras, realizaram corretamente o

tratamento algoritmizavel até chegarem ao registro algébrico da regra.

3.4.6 Andlise da situacdo 6 — Estudo da Parabola no Dominio da Geometria

Analitica

Atividade 1

Nas situacdes anteriores chegamos a uma definicdo matematica para Parabola que sera

utilizada nesta atividade. Qual ¢ ela?
Abra uma janela no software Geogebra.

a) Determine o ponto F(2,3) e a reta d, paralela ao eixo X, que passa pelo ponto A (0,-2).
Considere F como o foco de uma parabola e a reta d como sua diretriz. Tome um ponto P na

reta d e determine um ponto Q da parabola. Determine as coordenadas dos pontos P e Q.

b) Utilizando a definicdo de parabola vista até agora e a situacdo 5, determine a equagdo
dessa Parabola. Para certificar se a equacdo estd correta esconda o lugar geométrico e
determine no icone “conicas” a parabola por diretriz e foco. No icone exibir janela de

algebra compare os resultados.

c) Vamos generalizar a equacdo de uma paradbola. Considerando que a reta diretriz tenha
equacdo y = ¢, um ponto dessa reta € P(x,c) o foco F(0,c) e Q(x,y) um ponto qualquer

pertencente a parabola. Encontre a equacédo geral da Parabola.
Atividade 2

a) Construa no Geogebra uma pardbola com a diretriz paralela ao eixo y. Movimente 0s

pontos de base.

b) Agora determine a equagdo de uma parabola cuja diretriz é paralela ao eixo y.
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Andlise a priori

O objetivo da Situacdo 6 é encontrar a expressao algébrica da pardbola no dominio da

Geometria Analitica.

Na atividade 1, esperamos que o aluno responda em registro de lingua natural a partir
das situaces anteriores uma das definicbes enunciadas: “lugar geométrico dos pontos do
plano equidistantes de uma reta r, chamada diretriz, e de um ponto F, ndo pertencente a
diretriz, chamado foco” ou “ lugar geométrico dos centros das circunferéncias que passam por
F (foco) e tangenciam a reta diretriz r”” ou “dado uma reta d chamada diretriz e um ponto F
ndo pertencente a reta d, a parabola é o conjunto de pontos que equidistam da reta d e 0 ponto
F.

No item (a), esperamos que o aluno construa um registro grafico. Para isso, €
necessario que abra a janela do software Geogebra, acione o icone exibir eixos e marque 0s
pontos F (2,3) e A (0,-2), trace a reta d paralela ao eixo x passando pelo ponto A e
aleatoriamente escolha um ponto P na reta d, trace a mediatriz do segmento FP e, em seguida,
trace uma reta perpendicular passando pelo ponto P, na interseccdo entre as retas mediatriz e

perpendicular o ponto Q. Por fim, acione o icone lugar geométrico para encontrar a parabola.

As respostas esperadas do aluno em registro algébrico sdo os pontos P (x, - 2) como
representante dos infinitos pontos pertencentes a reta diretriz e Q (X, y) como representante
dos infinitos pontos que pertencem a parabola.

No item (b), esperamos que o aluno responda em registro algébrico (F,Q) =

d(Q,P):»\/(x—X)Z+(y+2)2 =\/(X—2)2+ (y—3)2=24y=x>—4x—6y+9 >

x%—4x+9
10

No item (c), esperamos que o aluno responda em registro algébrico d(P,F) =
dP,Q) = J(x—x2+ (y— )2 ={Jx—-0)2+(y+0)?=>(y—c)?=x>+(y+c)?=>
y2 — 2cy + c2 = x% + y? + 2cy + c? = x? = —4cy, com equagdo da reta diretriz y=c e
dP,F) =d(P,Q) = /(x—0)2+ (y— )2 ={/(x—-x)2+ (y+)?=x2+(y—c)? =
(y+0)? =>x%+y%—2cy +c? =y? + 2cy + ¢2 > x? = 4cy , com equacdo da reta diretriz

y=—c

Na atividade 2, esperamos que o aluno mobilize e relacione os resultados da atividade
1 item (c) e encontre por meio do calculo da distancia entre dois pontos a equacdo de

parabola.
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No item (a), esperamos que o aluno construa a paradbola e movimente os pontos de

base e observe que a reta diretriz paralela ao eixo y assume a equagdo x = —c OU X = C.

No item (b), esperamos que o aluno responda em registro algébrico d(F,Q) =

d(Q,P) =>\/(X—0)2+(y—c)2 =\/(X—X)2+(y+c)2 =>~(\/Xz+y2—2yc+c2)2 =

2
(VO+y2+2yc+c?) = x2+y?—2cy+c?=y?+2yc+c?=>x%=4cy, com reta

diretriz paralela ao eixo x de equagdo x = —c e d(P,F) = d(P,Q) = /(x—x)2 + (y—c¢)2 =

JE=02+(+c)2=2(y—c)?=x*+y+c)l=>y?—2cy+c?=x?+y?+2cy+c?>

x? = —4cy, com reta diretriz paralela ao eixo x de equagdo x = ¢

Os conhecimentos esperados para a solugédo da situacdo sdo: calculo da distancia entre

dois pontos no plano cartesiano e equacgéo da reta.

Solicitaremos ao aluno a socializagdo dos resultados na atividade 1, exposi¢éo oral da
definicdo de parabola, a construcdo do registro figural com auxilio do software concomitante
as etapas da construcdo e as conclusdes por meio da oralidade e, para a atividade 2, a solucéo
sera apresentada no quadro por meio dos registros graficos e algébricos e concomitantemente

as observaces e conclusdes oralmente, e posteriormente a institucionalizagéo.

Na fase de Institucionalizacdo, retomaremos as definicdes do objeto matematico
parébola enquanto lugar geométrico “lugar geométrico dos pontos do plano equidistantes de
uma reta r, chamada diretriz, e de um ponto F, ndo pertencente a diretriz, chamado foco”,
“lugar geométrico dos centros das circunferéncias que passam por F (foco) e tangenciam a
reta diretriz r” € “Dado uma reta d chamada diretriz e um ponto F ndo pertencente a reta d a
parébola é o conjunto de pontos que equidistam da reta d e o ponto F”. E definiremos objeto
matematico parabola enquanto lugar geométrico no dominio da Geometria Analitica: “Sejam r
uma reta e F um ponto qualquer ndo pertencente a r, F e chamado de foco e a reta r diretriz. O
lugar geométrico dos pontos Q de coordenadas cartesianas (X; y) é definido por d(F, Q)=d(Q,
P)”. Mostraremos que as equacdes de parabolas encontradas sdo generaliza¢fes para casos em

que o Vvértice da parabola tem coordenada (0,0).

Analise a posteriori

A situagédo 6 foi aplicada no terceiro encontro com duragdo de sessenta minutos e a

organizagéo dos grupos permaneceu inalterada.

Observamos na fase de agdo que os grupos para responderem a atividade 1, referente a

definicdo de parabola, recorreram aos registros das situacdes anteriores. Em seguida, abriram
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o0 software e acionaram o icone eixos cartesianos e marcaram os pontos F e A. Na fase de
formulacdo os grupos marcaram aleatoriamente o ponto P na reta d e encontraram a reta
mediatriz do segmento FP e tracaram uma reta perpendicular passando pelo ponto P. Na fase

de validacdo, acionaram a ferramenta lugar geométrico do software e encontraram a parabola.

Figura 51: Protocolo de resposta do Grupo 1 — Situacdo 6 — Atividade 1

Atividade 1

Nas situagdes anteriores chegamos a uma defini¢do matematica para Parabola que sera utilizada
nesta atividade. Qual é ela?

Fonte: Producéo do Grupo 1
Nos protocolos de respostas (figura 51 e 52), 0s grupos em registro de lingua natural
definiram o objeto matematico parabola como lugar geométrico dos pontos que obedecem a
propriedade de equidistancia entre os elementos F (foco) e reta diretriz d.

Figura 52: Protocolo de resposta do Grupo 2 — Situagéo 6 — Atividade 1

Atividade 1

Nas situagdes anteriores chegamos a uma defini¢io matemética para Parabola que seré utilizada
nesta atividade. Qual é ela?

Fonte: Producéo do Grupo 2
Na atividade 1 item (a), constamos que 0S grupos converteram o registro algébrico

para o registro grafico (figura 53) e perceberam que movimentando o ponto P o valor de x
sofre variagGes e movimentando o ponto Q as variagdes ocorrem nos valores de x e y (figura
54).
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Figura 53: Protoco de construgdo do Grupo 1 — Situacéo 6 — Atividade 1 (a)
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Fonte: Producéo do Grupo 1
Ambos os grupos elaboraram a mesma construcdo com o auxilio do software e

respostas idénticas para o item (a). Dessa forma, consideramos a mesma andlise para oS

grupos.

Figura 54: Protocolo de resposta do Grupo 1 — Situagdo 6 — Atividade 1 (a)

Abra uma janela no software Geogebra.

a) Determine o ponto F(2,3) e a reta d, paralela ao eixo x, que passa pelo ponto A (0,-2).
Considere F como o foco de uma paribola e a reta d como sua diretriz. Tome um ponto P na reta d
e determine um ponio Q da paribola. Determine as coordenadas dos pentos P e Q.

Pix,-2)
Ql x,V¥) -

Fonte: Producéo do Grupo 1

No item (b), na fase de acdo, observamos que 0s grupos utilizaram os resultados
obtidos no item anterior das coordenadas P e Q para formular que a d(F,Q)=d(Q,P) e no
momento da validacdo compararam o resultado da expressdao algébrica obtida por meio do
calculo da distancia com o resultado exibido pelo software. Converteram o registro grafico
para o registro algébrico (figura 55 e 56) relacionando a defini¢do de parabola enquanto lugar
geométrico a partir da propriedade de equidistancia entre os pontos F (foco), P e Q no
dominio da Geometria Analitica e utilizaram o célculo da distancia entre dois pontos como

uma ferramenta para chegar ao resultado esperado.
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Figura 55: Protocolo de resposta do Grupo 1 — Situacéo 6 — Atividade 1 (b)

b) Utilizando a defini¢do de pardbola vista até agora e a situagio 5 determine a equagdo dessa
Parabola. Para certificar se a equagdo estd correta esconda o lugar geométrico e determine no
icone “conicas” a parabola por diretriz e foco. No icone exibir janela de 4lgebra compare os

resultados.
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Fonte: Producéo do Grupo 1
A partir do resultado apresentado pelos grupos, compreendemos que o procedimento
de correspondéncia das duas representacdes pertencentes a registros diferentes foram
estabelecidos localmente pelos alunos, por meio de uma correspondéncia associativa das
unidades significantes elementares entre a distancia dos pontos F, Q e P constitutivas de cada
um dos dois registros.

Figura 56: Protocolo de resposta do Grupo 2 — Situacdo 6 — Atividade 1 (b)

b) Utilizando a defini¢io de parabola vista até agora e a situagiio 5 determine a equagiio dessa
Parabola. Para certificar se a equagdo esta correta esconda o lugar geométrico e determine no
icone “conicas” a parabola por diretriz e foco. No icone exibir janela de algebra compare os

resultados.
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Fonte: Producéo do Grupo 2
No item (c), na fase de acdo, constamos que os grupos tiveram acgdes diferentes para
formular a solugdo. O grupo 1 optou por um registro grafico e grupo 2 por justificativas a
partir da percepcdo que o ponto do foco ndo pertence a reta diretriz. A partir dos modelos
elaborados perceberam que a reta diretriz pode ser de equacdo y = couy = —ce que para

generalizar a equacdo de uma parabola é necessario considerar cada um dos casos. Para
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validar o modelo, os grupos utilizaram o calculo da distancia entre dois pontos no dominio da
Geometria Analitica.

Nos protocolos de respostas (figura 57 e 58) dos grupos, verificamos que a resposta foi
em registro algébrico definido a partir da relacdo de equidistancia no dominio da geometria
analitica e do célculo da distancia entre pontos.

Consideramos que o grupo 1 converteu o registro gréfico elaborado para chegar ao
registro algébrico apoiando-se nas unidades significantes da defini¢cdo do objeto matematico
parabola (coordenada do foco e reta diretriz).

Figura 57: Protocolo de resposta do Grupo 1 — Situacéo 6 — Atividade 1 (c)

c) Vamos generalizar a equagiio de uma parébola. Considerando que a reta diretriz tenha equagéo
y = ¢, um ponto dessa reta ¢ P(x,c) o foco F(0,c) ¢ @(x,y) um ponto qualquer pertencente a
parabola. Encontre a equaco geral da Parébola.
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Fonte: Producéo do Grupo 1
O grupo 2 observou que as equacOes de parabolas encontradas se referem a parabolas

cujo vértice tem coordenada (0,0).
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Figura 58: Protocolo de resposta do Grupo 2 — Situagdo 6 — Atividade 1 (c)

) Vamos generalizar a equacio de uma pardbola. Considerando que a reta diretriz tenha equagio
y = ¢, um ponto dessa reta ¢ P(x,c) o foco F(Dc) e Q{ﬁy}_ um ponto qualquer pertencente a
parébola. Encontre a equacdio geral da Pardbola.
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Fonte: Producéo do Grupo 2
Acreditamos que a conclusdo do grupo tenha relagdo com a situacgao 4, atividade 4,

que problematizou a construcdo da parabola no dominio da Geometria a partir dos pontos V
(vértice) e F (foco). Além disso, o grupo sinalizou que por meio da expressdo algébrica é
possivel determinar a posicdo da concavidade da parabola em relacdo a reta diretriz.
Entendemos que essas respostas possam ter relagdo com experiéncias de aprendizagens

anteriores, principalmente durante o estudo das fungdes quadraticas.

Antes de prosseguir para a atividade 2, a pesquisadora solicitou aos grupos que
apresentassem 0s resultados encontrados na atividade 1, com a finalidade de propiciar um
momento em 0s grupos pudesse interagir e trocar informacdes. Na atividade 1, no que se
refere a definicdo matematica de parabola, ambos verbalizaram as respostas e ponderam que
as respostas foram equivalentes. Na atividade 1, item (a), projetamos a tela do software
GeoGebra e pedimos ao grupo 1 que apresentasse a construgdo da parabola e as consideracoes
das etapas da construcdo e conclusdo por meio da oralidade e, para o grupo 2, solicitamos que
observasse para poder opinar quanto a resposta. A solugdo apresentada pelo grupo 1 foi aceita
pelo grupo 2 sem gerar debate. No item (b), a pesquisadora solicitou ao grupo 2 para
apresentar a solugdo encontrada no quadro e, para o0 grupo 1, observar e opinar quanto a

solucéo, o grupo 1 concordou com a resposta.
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Para concluir, no item (c), a pesquisadora pediu para 0 grupo 1 apresentar a solucéo
encontrada no quadro e, para o grupo 2, observar e opinar sobre a solugdo. O grupo 1 esbogou
0 grafico e verbalizou que para generalizar a equacdo de parabola precisou considerar duas
situacOes a partir do grafico “a primeira com a equacao da reta diretriz y = —c em que as
coordenadas para os pontos sdo F(0,c), P(x,—c)e Q(x,y), a outra com a equacdo da reta
diretriz y = c e coordenadas F(0,—c), P(x,c)e Q(x,y)", 0 grupo 2 verbalizou que percebeu
que “existiam duas situacdes obsevando as coordenadas do enunciado do problema” e
argumentou ““ que a coordenada do foco coincide com o valor ¢ da equacao da reta diretriz, o
que nos levou a pensar em outras possibilidades, porque a coordenada do foco ndo pertence a

reta diretriz”.

Apbs as apresentacOes, a pesquisadora comentou oralmente que as solucdes
encontradas pelos grupos estavam corretas. Em seguida, relembrou oralmente e registrou no
quadro as definicbes de parabolas discutidas até 0 momento “lugar geométrico dos pontos do
plano equidistantes de uma reta r, chamada diretriz, e de um ponto F, ndo pertencente a
diretriz, chamado foco”, “lugar geométrico dos centros das circunferéncias que passam por F
(foco) e tangenciam a reta diretriz r”” € “Dado uma reta d chamada diretriz e um ponto F ndo
pertencente a reta d a parébola € o conjunto de pontos que equidistam da reta d e 0 ponto F”.
E por fim, definiu a parabola enquanto lugar geométrico no dominio da Geometria Analitica
“Sejam r uma reta e F um ponto qualquer ndo pertencente a r, F é chamado de foco e a reta r

diretriz. O lugar geométrico dos pontos Q de coordenadas cartesianas (x; y) € definido por
d(F, Q=d(Q, P)".

Observamos na atividade 2, item (a), que os grupos na fase de acdo construiram a
parabola com o auxilio do software, selecionaram um ponto na reta d e 0 movimentaram; na
fase de formulacdo, perceberam que ao movimentar o ponto a parabola também era
movimentada para a esquerda e direita e concluiram que a reta diretriz é oposta a concavidade

da parabola.

No protocolo de resposta (figura 59 e 60), os grupos concluiram as observacfes por

meio de um registro de lingua natural.
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Figura 59: Protocolo de resposta do Grupo 1 — Situacdo 6 — Atividade 1 (a)

Atividade 2

a) Construa no Geogebra uma parabola com a diretriz paralela ao eixo y. Movimente os pontos de
base. O que vocé observa? :

Fonte: Producéo do Grupo 1
Durante a realizacdo da atividade foi possivel observar a expressdo de surpresa dos

alunos do grupo 2 no que se refere perceber que a parabola assumiu outras posi¢es no plano,

as quais os alunos desconheciam.

Figura 60: Protocolo de resposta do Grupo 2 — Situacdo 6 — Atividade 1 (a)

Atividade 2

a) Construa no Geogebra uma parabola com a diretriz paralela ao eixo y. Movimente os pontos de

base. O que vocé observa?

Fonte: Producéo do Grupo 2
Ao perceber a surpresa dos alunos do grupo 2, a pesquisadora aproximou-se dos

alunos e questionou:

Pesquisadora: Entdo, o que perceberam quando movimentaram o ponto F e o ponto da
reta diretriz?

Grupo 2: Percebemos que a reta diretriz mostra o sentido da parabola, para a direita ou
esquerda e a parabola fica oposta.

Pesquisadora: O que mais vocés perceberam?

Grupo 2: Bem, nos ndo sabiamos que as parabolas poderiam ficar para a direita e
esquerda. Achamos que era voltada para baixo ou para cima, como se estuda em fungéo
do 2° grau.

A pesquisadora procurou ndo emitir um parecer imediato sobre as respostas do grupo,
porque entendemos que a descoberta, o repertério dos modelos de a¢do e o modo como se
estabelecem sdo complexos e a aprendizagem é o processo em gue 0s conhecimentos sdo
modificados. Segundo Brousseau (2008, p. 29) defende: “A formulagdo de um conhecimento
corresponderia a uma capacidade do sujeito de retoméa-lo (reconhecé-lo, identifica-lo,

decompd-lo e reconstrui-lo em um sistema linguistico)”.
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No item (b), observamos que 0s grupos na fase de acdo construiram um registro
grafico a partir da experiéncia que tiveram na atividade 1 item (c). Para construir o registro
grafico, formularam duas situacdes possiveis, considerando a reta diretriz com a equacao
X =c e x = —c. Relacionamos os resultados obtidos pelos grupos em decorréncia das
atividades anteriores e a partir da simulacdo no software. Na fase de validacdo, 0s grupos

recorreram ao calculo da distancia entre os pontos e encontraram as equagoes.

Constatamos a partir dos protocolos de respostas (figura 61 e 62) que 0S grupos
identificaram as unidades significantes do objeto matematico pardbola (as coordenadas do
foco, um ponto pertencente a reta d e um ponto Q pertencente a curva). Em nosso
entendimento, os alunos demonstraram que se apropriaram tanto das defini¢des pertinentes ao

objeto quanto dos tipos de registros de representacdo semiotica e das conversoes.

Figura 61: Protocolo de resposta do Grupo 1 — Situagdo 6 — Atividade 2 (b)

b) Agora determine a equagiio de uma parabola cuja diretriz € paralela ao eixo y.
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Fonte: Producéo do Grupo 1
Ao encontro da defesa de Duval (2009), entendemos que discriminacdo de unidades

significantes nos registros de representacdo constitui parte essencial para ocorréncia da
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conversdo entre 0s registros de representacdo semiética e ndo podem entdo ser apreendidos
isoladamente. A discriminacdo das unidades significantes de uma representacéo, e entdo a
possibilidade daquilo que ela representa, depende de um campo de variages possiveis

relativamente a significancia num registro.

Figura 62: Protocolo de resposta do Grupo 2 — Situacéo 6 — Atividade 2 (b)

b) Agora determine a equagdio de uma pardbola cuja diretriz ¢ paralela ao eixo y.
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Fonte: Producéo do Grupo 2
Nesse sentido, evidenciamos no protocolo de resposta dos grupos que as variagdes
consideradas para a resposta nos registros graficos tém relacdo com a posicao da parabola no

plano cartesiano em funcdo da posicao da reta diretriz.

Para concluir, a pesquisadora solicitou ao grupo 1 que fosse até o quadro e
apresentasse a resposta para 0 grupo 2, em seguida, solicitou ao grupo 2 que observasse a
solugéo e emitisse uma opinido sobre o resultado. O resultado apresentado pelo grupo 1 néo

gerou debate.

Na fase de institucionalizagéo, a pesquisadora projetou na tela do computador Quadro
2: Classes de parabolas a partir da posicéo reta diretriz apresentado no capitulo 2, sesséo 2.2,
com objetivo de mostrar uma sintese dos resultados encontrados pelos grupos. Oralmente a

pesquisadora foi retomando os resultados obtidos na atividade 1 (item (c)), e na atividade 2
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(item (b)) e definiu que as generalizacGes das equacdes de parabolas sdo para 0s casos em que
a coordenada do Vvértice € (0,0).

Confrontando a analise a priori com a posteriori, constamos que 0s grupos realizaram
de forma adequada o tratamento algoritmizavel até chegarem ao registro algébrico da
equacao, converteram o0s registros graficos em algébricos e vice-versa e se apropriaram da
definicdo do objeto matemético enquanto lugar geométrico no dominio da Geometria

Analitica.

3.4.7 Analise da situacdo 7 — Estudo das variaveis pertinentes da Equacdo da

Parabola

Atividade 1

a) Construa, usando a ferramenta cOnica, uma pardbola com vértice na origem e diretriz
paralela ao eixo X. Mostre a equacdo dessa parabola e observe a relacéo entre os coeficientes
da equacao e a medida entre o foco e a reta diretriz. Movimente a parabola para validar a sua

resposta.

b) Construa agora uma pardbola com vértice na origem e diretriz paralela ao eixo y. Verifique

se a relagdo encontrada na atividade anterior também é valida nesta. Movimente a parabola.

c) E possivel generalizar esses resultados?

Anélise a priori

O objetivo da situacdo 7 ¢ determinar a relacdo entre o coeficiente das equacdes
x? =4.cy ou x> = —4.cy e y> = 4.cx ou y? = —4.cx, com a medida da distancia entre o
foco e a reta diretriz de pardbolas que tem o vértice na origem e as retas diretrizes paralelas ao

eixo x ouy.

Na atividade 1, item (@), a solucdo esperada do aluno é um registro figural da
construgdo de uma parébola com auxilio da ferramenta conica do software GeoGebra. Para
isso, esperamos que 0 aluno abra uma nova janela no software GeoGebra exiba 0s eixos
cartesianos, marque um ponto F qualquer no eixo Yy, encontre 0 ponto simétrico de F em
relacdo ao eixo X, trace uma reta paralela ao eixo x passando pelo simétrico de F e acione a

ferramenta conicas do software GeoGebra e, em seguida, o ponto F e a reta diretriz.

As conclusdes esperadas dos alunos séo: o coeficiente que multiplica y é quatro vezes

a medida da distancia entre o vértice e o foco ou duas vezes a medida da distancia entre FF’.
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Na atividade 1, item (b), a solucdo esperada do aluno é um registro figural da
construcdo de uma parabola com auxilio da ferramenta conica do software GeoGebra. Para
isso, esperamos que o aluno abra uma nova janela no software GeoGebra, exiba 0s eixos
cartesianos, marque um ponto F qualquer no eixo X, encontre o ponto simétrico de F em
relacdo ao eixo y, trace uma reta paralela ao eixo y passando pelo simétrico de F e acione a
ferramenta conicas do software GeoGebra e, em seguida, ponto F e reta diretriz.

As conclusdes esperadas dos alunos s@o: o coeficiente que multiplica x é quatro vezes

a medida da distancia entre o vértice e o foco ou duas vezes a medida da distancia entre FF’.

Na atividade 1, item (c), a solucdo esperada do aluno é em registro algébrico com as
generalizagles: x% = 4.cy , x> = —4.cy, y> = 4.cx e y2 = —4.cx em que ¢ é a distancia

focal, e na equacdo da reta diretrizy+c=0,y—c=0,x+c=0ex—c=0.

As observacdes relacionadas as modificacdes sdo variacBes que ocorrem no registro
algébrico a medida que se movimenta o ponto F e a reta diretriz. Para cada variacdo no
registro grafico obtemos uma variacdo concomitante de forma no registro algébrico. Toda
tomada em conta dos nimeros e todo recurso a célculos sdo evidentemente excluidos de um

trabalho de exploragéo e de observacao.

A socializacdo dos resultados sera realizada apds o término da situacdo, para isso,
solicitaremos ao aluno que com o auxilio do software GeoGebra apresente a figura construida
e concomitantemente e oralmente as etapas da construgdo, as observacOes e generalizagdes

encontradas, e posteriormente a institucionalizagéo.

A institucionalizacdo das generalizagOes das expressdes algébricas x? = 4.cy, e a reta
diretriz com a equagéo y + ¢ = 0, para 0s casos em a reta diretriz é paralela ao eixo X, e para
0S Casos em que a equacdo y? = 4cx e a reta diretriz é expressa pela equagio x + ¢ =0
paralela ao eixo y e a constatacdo de que c é a distancia focal.

Andlise a posteriori

A situacdo 7 foi realizada no terceiro encontro com duragdo de trinta minutos, 0s

grupos permaneceram inalterados e, para dar inicio, lhes foi entregue a folha com a situacéo.

Na fase de acdo observamos que 0s grupos abriram o software, acionaram 0s eixos
cartesianos e, em seguida, construiram o registro figural da parabola utilizando corretamente a
ferramenta conica. Na fase de formulacdo acionaram a ferramenta que exibe a janela de

algebra do software e passaram a movimentar o ponto F e a reta diretriz e observar as
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variagOes entre os registros graficos e algébricos. Na fase de validacdo constataram que as

variagfes dos registros graficos modificam os registros algébricos e concluiram que as

modificacdes causam variac@es no coeficiente das expressdes algéebricas.

Os grupos apresentaram a construcdo do registro figural da parabola (figura 63 e 64)

com auxilio do software Geogebra utilizando a ferramenta conica.

Figura 63: Protocolo de Construcdo do Grupo 1 — Situacdo 7 — Atividade 1(a)

mma Editar aenu- owm

). Objetos Livres. X

J: Ovjetos Dependentes
@ F=i0,3)
@ =0 3)
@ cxt=12y
@ &y=-3

‘ Transiadar Janela de Visualizago
_ Amasle a drea de frabalho ou o0s elxos (Shift + Arraste)

2 Protocolo de Construgio

Arquivo Exibir Ajuda

N [Nome |Cefinigio [vator

Ponto F Ponto sobfe EixoY F=(0.3)
Ponle F* Reflexdo de F com relagdo a F = (0, -3)

FAETITS I

Relad Reta passando por Fe dy=-3
Pardbola ¢ Pardbola com foco F @ C =12y

Podemos constatar que as etapas de construcdo dos grupos foram idénticas, e
acreditamos que o resultado esperado da construcao tenha relagédo com atividades da situagao
4 que promoveu o estudo da pardbola no dominio da geometria a partir de diferentes

elementos matematicos da pardbola; a construcdo do registro figural,

Fonte: Producéo do Grupo 1

nesse caso, foi

fundamental para os grupos perceberem que o V (0,0) é o ponto médio do segmento FF'.



Figura 64: Protocolo de Construgdo do Grupo 2 — Situacéo 7 — Atividade 1(a)
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Fonte: Produgéo do Grupo 2
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No item (a), os grupos responderam em registro de lingua natural (figura 65 e 66) as

Figura 65: Protocolo de resposta do Grupo 1 — Situagdo 7 — Atividade 1 (a)

Atividade 1

a) Construa, usando a ferramenta conica, uma parabola com vértice na origem e diretriz paralela ao
eixo x. Mostre a equagio dessa parabola e observe a relagdio entre os coeficientes da equagdo ¢ a

medida entre o foco e a reta diretriz. Movimente a parabola para validar a sua resposta. O que vocé
observa?

0 (PEICIeNTE GLe. ANNIQNG Y ¢ QR0 \eres  quyoisingo
20 o0 ad uev.nce o mQDGO\h

Fonte: Producéo do Grupo 1

Figura 66: Protocolo de resposta do Grupo 2 — Situacdo 7 — Atividade 1 (a)

Atividade 1

a) Construa, usando a ferramenta cdnica, uma parabola com vértice na origem e diretriz paralela ao
eixo x. Mostre a equagdio dessa paribola e observe a relagdo entre os coeficientes da equagdo ¢ a
medida entre o foco e a reta diretriz. Movimente a parabola para validar a sua resposta. O que vocé

Fonte: Producéo do Grupo 2

conclusdes que se referem as variacdes no coeficiente que multiplica y, mas em ambos os

casos a resposta foi parcial, porque os grupos ndo registraram nenhuma observacéo a respeito
das variagdes que ocorrem na reta diretriz.



106

No item (b), os grupos apresentaram a solucdo em registro figural (figura 67 e 68) com
0 auxilio do software GeoGebra, utilizando a ferramenta conica. Foi possivel constatar que 0s

grupos elaboraram a construcdo com base no item anterior.

Figura 67: Protocolo de Construcdo do Grupo 1 — Situagéo 7 — Atividade 1 (b)
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Fonte: Producéo do Grupo 1

Figura 68: Protocolo de Construgdo do Grupo 2 — Situacéo 7 — Atividade 1 (b)
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Fonte: Producéo do Grupo 2
Constatamos nos protocolos de respostas (figura 69 e 70) dos grupos em registro de

lingua natural o que observaram a respeito das variagdes no registro algébrico, mas nédo
explicitaram nenhuma concluséo a respeito de variagdes no registro algébrico da equacdo da
reta.
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Figura 69: Protocolo de Resposta do Grupo 1 — Situagdo 7 — Atividade 1 (b)

b) Construa agora uma paribola com vértice na origem e diretriz paralela ao eixo y. Verifique se a
relagio encontrada na atividade anterior também ¢ valida nesta. Movimente a parabola. O que vocé

observa?
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Producéo do Grupo 1

Figura 70: Protocolo de Resposta do Grupo 2 — Situagdo 7 — Atividade 1 (b)

b) Construa agora uma paribola com vértice na origem e diretriz paralela ao eixo y. Verifique se a
relagio encontrada na atividade anterior também ¢é valida nesta. Movimente a parébola. O que vocé

observa?

Producéo do Grupo 2
No protocolo de resposta do item (c) (figura 71 e 72), 0s grupos generalizaram 0s
resultados a partir de um registro algébrico e evidenciaram que a varidvel “c” é a medida da

distancia focal.

Figura 71: Protocolo de Resposta do Grupo 1 — Situagdo 7 — Atividade 1 (c)

¢) E possivel generalizar esses resultados.
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Fonte: Producéo do Grupo 1

O grupo 2 evidenciou nos registros em linguagem natural as observacdes que
relacionaram a partir do registro grafico e as variagcbes na expressdo algébrica da pardbola
com relacdo a distancia entre o ponto V e o ponto F e, na generalizacdo dos resultados, a
conversdo do registro em linguagem natural para o registro algébrico na forma de expressoes
que definem que o coeficiente que multiplica x e y é a medida da distancia focal entre o ponto

V e o ponto F.
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Figura 72: Protocolo de Resposta do Grupo 2 — Situagdo 7 — Atividade 1 (c)
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Fonte: Producéo do Grupo 2

Concluimos que os grupos perceberam que para cada registro grafico da parabola é
possivel determinar um registro algébrico e vice-versa. Nesse sentido, entendemos que 0s
registros graficos e algébricos sdo de natureza diferente, as unidades significantes do registro
gréafico cartesiano ndo sdo separaveis, pois sdo integradas numa s6 forma percebida, enquanto

que as da expressao algébrica sao discretas.

Concluida a situacdo 7, a pesquisadora solicitou aos grupos que apresentassem 0s
resultados das observacbes por eles elaboradas. Para isso, a pesquisadora projetou a tela
software GeoGebra e pediu para o grupo 1 construir o registro figural da parabola dos itens (a)
e (b) e fazer oralmente comentarios sobre as conclusdes. O item (c) com apresentacdo no
quadro por meio de registros que tenham sido usados para expressar as generalizacdes e, por
fim, oralmente comentassem sobre o que observaram. Para o grupo 2, a pesquisadora solicitou

que observassem as solucdes e, caso ndo concordassem, apresentassem outra solucéo.

Durante a exposicdo do grupo 1, o grupo 2 ndo mencionou nenhum comentario
relacionado com as alteracGes na expressdo algébrica da reta diretriz. Logo depois da
exposi¢cdo dos grupos, a pesquisadora indagou:

Pesquisadora: Vocés observaram muito bem o que muda na expressdo algébrica da
parabola quando o grafico cartesiano da parabola € modificado, mas ndo comentaram
sobre 0 que ocorre com a expressdo algébrica da reta diretriz.

Grupo 2: Acho que néo percebemos essas mudangas.

Pesquisadora: E os demais?

Grupo 1: Nao observamos essas modificacdes, mas podemos observar agora...
Pesquisadora: Tudo bem. Vamos voltar ao GeoGebra e observar.

N&o tinhamos previsto na analise a priori que poderia ocorrer esse fato, mas
entendemos que nesse momento seria importante solicitar aos grupos que retornassem ao
software e manipulassem os pontos F e a reta diretriz para observar as variagbes que a

expressao algébrica da reta diretriz sofre.
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Ap0s aproximadamente oito minutos de manipulacdo no software, os alunos chegaram
a conclusdo esperada: que a expressdo algébrica da reta diretriz sofre modificacbes nos

valores da variavel “c”, conforme o valor da medida da distancia entre o ponto V e ponto F.

Na fase de institucionalizacdo, a pesquisadora comentou que as conclusées dos grupos
estdo corretas no que se referia & construgdo do registro figural da parabola utilizando a
ferramenta conica do software. Para concluir, a pesquisadora dirigiu-se até o quadro e
oralmente mostrou aos alunos que as generalizacGes das expressdes algébrica encontradas nas
atividades sdo x? = 4.cy e diretriz de equacdo y = —c ou x? = —4.cy e diretriz de equagdo
y = ¢, para 0S casos em a reta diretriz é paralela ao eixo x. Para 0s casos em que a equacgao
y? = 4.cx, diretriz de equagdo x = —c ou y? = —4. cx, diretriz de equagdo x = c, casos em
que a reta diretriz é paralela ao eixo y, e por fim que o valor da variavel ¢ é a medida da

distancia focal.

Confrontando as anélises a priori e a posteriori concluimos que 0s grupos converteram
os registros em lingua natural (enunciado das atividades) em registro grafico com auxilio do
software GeoGebra e constaram que a variavel “c” do registro algébrico da parabola ¢ o valor

da medida da distancia focal.

3.4.8 Andlise da situacdo 8 — Estudo da Equacao de uma Parabola

Atividade 1°

Determine a equacdo da curva que tem seus pontos equidistantes do ponto A(-1,3) e da reta

representada por y + 3 = 0. Justifique sua resposta.

Andlise a priori

O objetivo da situacéo 8 é determinar a equacdo de uma paréabola a partir do ponto A e

da equacao da reta diretriz, por meio da definigdo de parébola.

Na atividade 1 esperamos que o aluno, considerando as atividades anteriores, relacione
0 ponto A com o foco e a equacao da reta enunciada na atividade com reta diretriz de uma
parabola. A partir dessa conclusdo, relacione com as conclusdes obtidas nas atividades

anteriores que “um ponto da pardbola ¢ equidistante entre o ponto F e a reta d” para escrever a

%A situacéo 8 foi adaptada a partir de WINTERLE (2000, p. 174)
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relacdo d(A, Q) =d(Q, P), em que o ponto Q tem coordenada (X, y) pertencente a parébola e P
(x,-3) um ponto qualquer da reta. A equacdo esperada é de uma parabola. Para isso, é
necessario ter os conhecimentos: célculo da distancia entre pontos no plano cartesiano e

propriedade de equidistancia, definicao de parabola por lugar geomeétrico.

A conclusdo dessa atividade consiste em resolver a expressdo algébrica

JE+1D24+(y—-3)2={(y+3)2=>x>+2x+1+y2—6y+9=y2+6y+9=>x>+
2x+1—12y = 0. Dessa forma, esperamos que 0 aluno encontre a solugdo em registro

x%242x+1
12

algébricox? + 2x+1—-12y =0 ouy = oux? =12y — 2x— 1.

A socializacdo dos resultados sera realizada apds o término da situacdo, para isso,
solicitaremos ao aluno que exponha a solugdo encontrada no quadro e oralmente comente o

resultado, e posteriormente a institucionalizagéo.

Na fase de institucionalizacdo, no quadro, a partir do registro algébrico, mostraremos
outras formas de registros algébricos para representar a equacao da parabola em questéo.

Analise a posteriori

A situacéo 8 foi aplicada no quarto encontro com duragdo aproximada de 15 minutos,
0S grupos permaneceram inalterados, a pesquisadora orientou 0s grupos a nao utilizarem o
software GeoGebra e que procurassem resolver a questdo com base nas discussdes e nos

registros das situagdes anteriores.

Na fase de acdo, observamos que 0S grupos recorreram aos registros das situagdes
anteriores e procuram comparar 0 enunciado com o que tinham estudado. Durante a fase de
formulacéo, recorreram a definicdo de parabola enquanto lugar geométrico e a propriedade de
equidistancia. Na fase de validacdo por meio do célculo da distancia entre dois pontos com
base na propriedade de equidistancia, validaram o modelo.

No protocolo de resposta do grupo 1 (figura 73), verificamos que a solucdo encontrada
estd em registro algébrico e para encontra-la o grupo usou a propriedade de equidistancia e,

em seguida, realizou o tratamento algoritmizavel até chegar ao registro algebrico da equacao.
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Figura 73: Protocolo de resposta do Grupo 1 — Situacéo 8 — Atividade 1

Atividade 1
Determine a equagiio da curva que tem seus pontos equidistantes do ponto A(-1,3) e da reta

y + 3 = 0 Justifique sua resposta.

P(X;‘5)}‘ 0()(:}1/) 2 F./-{,;)
PO =0F

o
E3-y)* =(xs n)"‘f(}, - 3)
Lt ot Fe M dys L= Cy + A
7 Y i 77 I
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Fonte: Producéo do Grupo 1
O grupo 2 apoiou-se para resolver a atividade em um registro gréfico e o converteu
para o algébrico alcancando o resultado esperado. Relacionou as unidades significativas da
definicdo de parabola no dominio da geometria analitica em dois registros: o grafico e o
algébrico. Além disso, o grupo evidenciou no resultado encontrado (registro algébrico) que o
denominador da expressdo € o quadruplo da distancia entre o foco e o Vértice, relacdo esta

2
estabelecida com o resultado da expressdo geral y = %.

Figura 74: Protocolo de resposta do Grupo 2 — Situacio 8 — Atividade 1

Atividade 1
Determine a equagSio da curva que tem seus pontos equidistantes do pontc A(-1,3) e da reta

L\ o)
Y
] LN -

3

a?_(x v —'5\

EQH -9’143)‘111—*_\lu— )\QPQX—QI
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=
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Fonte: Producéo do Grupo 2
No momento da socializacdo da solucdo, a pesquisadora solicitou ao grupo 2 se dirigir
ao quadro e registrar a resposta encontrada, e para o grupo 1 validar ou ndo a resposta
apresentada pelo grupo 2. O grupo 2 representou no quadro o registro grafico e detalhou o que
0 grupo levou em consideracdo para esbogar o grafico. Destacou que o ponto A é foco da

parabola, o ponto P (x,-3) um representante da reta diretriz e o ponto Q (X,y) um ponto
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qualquer da pardbola. O grupo 1 aceitou a solugdo e informou que “nao fizeram o grafico,

porque a questao solicitou apenas a equacao’.

Na fase de institucionalizacdo, a pesquisadora projetou a tela do software e construiu o
registro grafico da parabola, e mostrou que o grafico da equacédo de parabola em questdo pode
ser comparado com a familia de graficos gerados a partir da equacéo x? = 12y, em que ambas
tém a mesma medida na distancia focal e é 3 unidades. No caso da equagdo x? = 12y, a
coordenada do ponto do vértice é (0,0), e que, em decorréncia do deslocamento no eixo
vertical e horizontal, a paradbola sofreu alteracdes na equagdo, passando a ser escrita por
x? + 2x+ 1 — 12y = 0 e a coordenada do V(-1,0).

Confrontando as analises a priori e a posteriori constamos que 0S grupos encontraram
a solucdo esperada no registro algébrico, realizaram corretamente o tratamento algoritmizavel

e relacionaram o registro algébrico da parabola encontrado com a equacdo geral da parébola

XZ
Y=
3.4.9 Andlise da situacdo 9'° — Estudo da Parabola: Significados, Equacdes e
Gréficos.
Atividade 1

Obtenha a equacdo da parabola cuja diretriz é representada pela reta y=-2 e cujo foco é o
ponto F(0,2).

Atividade 2

Obtenha a equacdo da pardbola que tem como diretriz a reta representada por x=-2 e como

foco o ponto F(2,0).

Atividade 3

Determine o foco, o vértice e a diretriz de cada uma das equagdes parabolas representadas:
a) y? = 28x

b) x? = —4y

10 A situacdo 9 foi adaptada a partir de BONGIOVANNLV.; LEITE, O. R. V.; LAUREANO, J. L. T..
Matematica e Vida. V.3. 2.ed. 32 série. 2° Grau. S4o Paulo: Editora Atica,1993.
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Atividade 4

Esboce o grafico representado pela equagdo de parabola y? = 2x. Por que esse grafico ndo

representa uma funcéo?

Atividade 5 Determine a equacdo da parabola representada no grafico abaixo e a equacdo de

sua diretriz:

5

Analise a priori

O objetivo da situacdo 9 é encontrar o registro algébrico e grafico da parabola a partir
dos elementos (foco, reta diretriz e vértice) que caracterizam o objeto matematico e vice-

versa.

Os conhecimentos esperados para as solugdes sdo: calculo da distancia entre pontos no
plano cartesiano, propriedade de equidistancia, coordenadas cartesianas, equacdo da reta,

definicdo de funcéo e definicdo da parabola enquanto lugar geométrico.

Na atividade 1, esperamos que o aluno, a partir da generalizacdo da equacdo de
parabola (estudada na situacéo 7), relacione a expressdo dada com a equacéo x? = 4.cy , onde
c e igual a 4 vezes a medida da distancia focal e a partir dessas conclus@es encontre a solugéo

em registro algébrico x2=4.2y ou x2=8y.

Na atividade 2, esperamos que o aluno, a partir da generalizacdo da equacdo de
parabola (estudada na situagéo 7), relacione a equacéo dada com y? = 4.cx, onde ¢ é igual a 4
vezes a medida da distancia focal e a partir dessas conclusdes encontre a solu¢do em registro

algébrico y? = 4.2x ou y? = 8x.
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Na atividade 3, itens (a) e (b), esperamos que o aluno encontre as coordenadas do
veértice, a coordenada do Foco e a reta diretriz a partir da expressao algébrica. Para isso,
esperamos que o aluno observe na equagdo da parabola enunciada y? = 28x, que a constante
que multiplica x é igual a 28, logo c=7 (c é a medida da distancia focal). No item em que a
equacdo é x? = —4y, a constante que multiplica x ¢ igual a 4, logo c=1 (c é a medida da
distancia focal). A partir da conclusdo dos valores de “c” e a partir dos estudos realizados em

outras situacdes, o aluno podera fazer um registro grafico e validar a solucéo.

No item (@), esperamos que o aluno responda em registro algébrico que a coordenada
do foco F(7,0), a equacdo da reta diretriz: y=-7 e a coordenada do vértice é V(0,0).

No item (b), esperamos que o aluno responda em registro algébrico que a coordenada

F(0,-1), a equacdo da reta diretriz: y = 1 e a coordenada do vértice é V(0,0).

Na atividade 4, esperamos que o aluno esboce o grafico que representa a equacgéo

y? = 2x, 0 registro grafico esperado é de uma pardbola com a concavidade voltada para a

direita de coordenadas F(% 0), 0 V(0,0) e a reta diretriz paralela ao eixo y interceptando o

ponto (—% 0). A partir da representacdo do registro grafico, esperamos gque o aluno, por meio

de um registro em lingua natural, argumente que a equacdo ndo € uma funcéo, porque para

cada valor da variavel x é possivel encontrar dois valores para a variavel y.

Para a atividade 5, esperamos que o aluno identifique no eshbogo gréfico os elementos:
coordenada do foco (-1,4), coordenada do vértice (-3,4), a equacdo da reta diretriz de equacgdo
x+5=0, e, a seguir, determine um ponto Q (X, y) pertencente a pardbola, P(-5 y)

pertencente a reta diretriz e, por fim, estabeleca a relacdo d(P, Q)=d(Q, F) e encontre o

2— -_—
registro algébrico y2 — 8x — 8y = 8ouy? = 8x + 8y + 8 ou x = L2

Faremos a socializacdo dos resultados encontrados para a situacao 9 solicitando para o

aluno o registro no quadro das solugdes encontradas e, posteriormente, a institucionalizacéo.

Na fase de institucionalizacdo, mostraremos nas atividades 1 e 3 que, a partir da
coordenada do foco e da equacédo da reta diretriz, podemos concluir a distancia focal “c” e a
posicdo da parabola nos quadrantes do plano cartesiano e, a seguir, comparar com a equacao
geral da pardbola estudada nas atividades anteriores, a que tipo ela corresponde. Para isso,
faremos no quadro o registro gréfico e oralmente faremos os apontamentos relativos a medida

da distancia entre o vértice e foco, a localizacdo da reta diretriz e a posicdo da parabola no
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plano cartesiano. E por fim, uma comparacdo com as generalizacdes das equacdes de parabola

estudadas até o0 momento.

Na atividade 3, no quadro e oralmente, mostraremos ao aluno que a partir da equacéo
da parabola podemos determinar a distancia focal dividindo o coeficiente que multiplica a
variavel x ou y por 4. O resultado ¢ o valor de “c”, medida da distancia focal, por meio de
comparagdo com as equagOes generalizadas concluimos a posicdo da reta diretriz e da

parabola no plano cartesiano.

Na atividade 4, no quadro, faremos o registro grafico e oralmente mostraremos que
para cada valor da variavel x temos dois valores correspondentes da variavel y e, que pela
definicdo de funcdo, isso ndo é possivel. Dessa maneira, mostraremos para 0 aluno que o
objeto matematico parabola ndo pode ser confundido com a representacdo grafica da funcéo

quadratica.

Na atividade 5, no quadro e oralmente, mostraremos que a equacdo de parabola

procurada pode ser escrita em registro algébrico nas formas y? —8x — 8y = 8ouy? = 8x +
2_gy—
8y+8oux = y o8-8

Andlise a posteriori

A situacdo 9 foi realizada no quarto encontro com duragdo aproximada de quarenta
minutos. A pesquisadora entregou a folha com a situacdo 9 aos grupos e solicitou que

iniciassem a resolucdo das atividades sem o auxilio do software GeoGebra.

Observamos que durante a resolucdo das atividades 1 e 2, 0os grupos na fase de acao
identificaram no enunciado das atividades as unidades significativas da definicdo do objeto
matematico pardbola (coordenadas do foco, da reta diretriz e da pardbola), na fase de
formulacdo o registro grafico e na fase de validacédo a propriedade de equidistancia e o calculo

da distancia entre pontos no dominio da Geometria Analitica.

O grupo 1 demonstrou a solugdo (figura 75) em lingua natural para o registro gréafico e
0 converteu para o registro algébrico. Embora a atividade 1 ndo evidenciasse em seu
enunciando a necessidade de um registro grafico, entendemos que o grupo 1 usou o registro

grafico como registro de partida e o registro algébrico de chegada.
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Figura 75: Protocolo de resposta do Grupo 1 — Situagdo 9 — Atividade 1

Atividade 1
Obtenha a equacfio da parabola que tema diretriz y=-2 e foco F(0,2).
Flo,2) Q= (x,Y) d(PQ) = dLQF)
y P= (X,-2) O %124 2-N) %= {(x-0%(v-2)?
N Why sy = xEa e Ly *4(
Zgt 7 < A ) E
- - i/-‘J-.- [ _I_)f- Yl"' %‘
?

Fonte: Producéo do Grupo 1
O grupo 2 converteu o enunciado em lingua natural para o registro algébrico do objeto
matematico a partir do enunciado, sem recorrer a outro registro de representacdo, conforme

protocolo de resposta (figura 68).

Figura 76: Protocolo de resposta do Grupo 2 — Situacdo 9 — Atividade 1

Atividade 1

Obtenha a equagdo da parabola que tema diretriz y=-2 e foco F(0,2),

Feoi2), Plx,-2)) QLau)

du(FlQ\) d.tbl(p) ‘B
\-ﬂ%(z-\h\ = (O «(2-9)"
X M/ﬂ»\ﬂ? ¥ o o
x* Buzo
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Fonte: Producéo do Grupo 2
Compreendemos que a resposta do grupo 2 demonstrou que a coordenacdo dos
registros se encontra suficientemente desenvolvida atendo-se a representacdo de um sé

registro, nesse caso o registro algébrico.

Além disso, os grupos demonstraram nos protocolos de resposta conhecimentos
matematicos suficientes para efetuar a transformacéo interna no registro algébrico. Segundo
Duval (2009), o tratamento de uma representacdo semidtica corresponde & sua expansdo
informacional. Nesse sentido, observamos que o grupo 1 chegou no registro algébrico da

2
equacdo da parabola x? = 8y e 0 grupo 2 no registro algébrico y = % ; ambos 0s registros séo

correspondentes.
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Para resolver a atividade 2, os grupos, conforme protocolos de respostas
respectivamente (figuras 77 e 78), utilizaram a mesma estratégia de resolugdo, identificaram
as unidades significativas a partir do enunciado da atividade relacionando-as com a definigcdo

do objeto matematico parabola.

Figura 77: Protocolo de resposta do Grupo 1 — Situagdo 9 — Atividade 2

Atividade 2
Obtenha a equagdo da parabola que tem como diretriz a reta x=2 e como foco o ponto F(2,0).
E(2,0)  2(2.¥) Qlx,Y) dBN- J(QE)

N (2 X&) - [(x-280-O)*
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Fonte: Producéo do Grupo 1
Evidenciamos que o grupo 1 usou a informagéo da equagdo da reta diretriz observando
que a reta diretriz € paralela ao eixo y, concluindo que a parabola pertence ao primeiro e
quarto quadrantes do plano cartesiano. Concluimos, nesse sentido, que o grupo mobilizou
resultados das situaces anteriores que relacionaram as diferentes posicdes da parabola no

plano cartesiano com a posicao da reta diretriz

O grupo 2 ndo priorizou o registro grafico para auxiliar na resolucéo da atividade, eles

encontraram a equacdo com base na definicdo de equidistancia entres os pontos FQP.

Figura 78: Protocolo de resposta do Grupo 2 — Situacdo 9 — Atividade 2

Atividade 2

Obtenha a equacdo da parabola que tem como diretriz a reta x=-2 e como foco o ponto F(2,0).

B(20), P (-21), Gy
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Fonte: Producéo do Grupo 2
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Na atividade 3, itens (a) e (b), observamos que os grupos na fase de agdo mobilizaram
as situacOes anteriores que relacionaram as diferentes posicdes da pardbola no plano
cartesiano com relacdo a posicdo da reta diretriz, além disso, que a distancia focal é o
quadruplo da medida da distancia do vértice até o foco. Na fase de formulacdo, ambos
optaram por fazer um registro grafico com base no enunciado da questdo. Na fase de
validacdo, uma comparacdo entre o registro grafico com as coordenadas cartesianas

encontradas para cada uma das questdes.

Nos protocolos de respostas (figura 79 e 80) evidenciamos que 0S grupos se apoiaram
nas unidades significativas da equacdo a partir da definicdo do objeto matemaético parabola
para determinar a coordenada do foco, o vértice e a equacdo da reta diretriz em registro

algébrico.

Figura 79: Protocolo de resposta do Grupo 1 — Situagdo 9 — Atividade 3 (a)

Atividade 3

Determine o foco, o vértice ¢ a diretriz de cada uma das parabolas:
a) v* = 28x

QW) F30)  Deemex-7 p(3y)

%= A%
rE -4y (Digetpie  x=-F
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Pac | P lv(0,0)
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Fonte: Producéo do Grupo 1
Entendemos que nessa atividade o0s grupos apresentaram resultados de uma
coordenacdo de registro suficientemente desenvolvida em relacédo direta entre representante e
representado. Concluimos, a partir da defesa de Duval (2009, p. 91), que “essa coordenagao
Ihe da, com respeito a representacdes semioticas que ele utiliza, esse grau de liberdade
permitindo ter estratégias heuristicas, conduzir bem os tratamentos escolhidos e controlar a

sua pertinéncia”.
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Figura 80: Protocolo de resposta do Grupo 2 — Situacdo 9 — Atividade 3 (a)

Determine o foco, 0 vértice e a diretriz de cada uma das parébolas:
a) y* = 28x S
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Fonte: Producéo do Grupo 2
No item (b), os grupos encontraram a solucdo (figuras 81 e 82) usando a mesma

estratégia do item (a) e, no nosso entendimento, a resposta vem ao encontro do que Duval
(2009, p. 92) defende: “que as aquisi¢des ndo sejam mais estimadas apenas sobre os critérios
de sucesso (obtengdo de uma “boa” resposta), mas sobre critérios de “maturidade”: rapidez de

tratamento, espontaneidade das conversoes, poténcia das transferéncias”.

Figura 81: Protocolo de resposta do Grupo 1 — Situacéo 9 — Atividade 3 (b)

b) v = —4y
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Fonte: Producéo do Grupo 1

Figura 82: Protocolo de resposta do Grupo 2 — Situacdo 9 — Atividade 3 (b)

b) x? = -4y
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Fonte: Producéo do Grupo 2
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Na atividade 4, observamos que, na fase de agdo, esbocaram o registro grafico como
solicitado no enunciado. Na fase de formulacdo, retomaram a definicdio de funcgéo
(conhecimento disponivel) e, na fase de validacdo, concluiram que a definicdo de funcéo nédo

corresponde ao esboco grafico da equacdo de parabola em questéo.

Os grupos elaboraram uma justificativa em linguagem natural para responder que a
equacdo da parabola em questdo ndo representa uma funcdo quadrética e, para validar a
resposta (figuras 83 e 84), se apoiaram no registro grafico. De acordo com Duval (2009, p.
109): “O registro de chegada € uma descricdo da situacdo apresentada pela representacéo
intermediaria e ndo pela representacdo de saida”. Entendemos que a representagdo
intermediaria nessa questdo pode ser considerada o registro grafico que possibilitou aos
alunos uma comparacdo entre a definicdo do objeto matematico funcdo com objeto
matematico parabola propiciando a elaboracdo de uma justificativa em registro de lingua

natural.

Figura 83: Protocolo de resposta do Grupo 1 — Situagdo 9 — Atividade 4

Atividade 4

Esboce o grifico da parabola v = 2x. Por que esse grifico néio representa uma fungio?
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Fonte: Producéo do Grupo 1
Os grupos, ao elaborar as respostas, consideraram a definicdo matematica do objeto
funcdo em relacdo a definicdo do objeto matematico parabola, o que nos leva a crer em uma
ruptura entre a falsa ideia que os alunos tém de que o objeto matematico paradbola é a

representacdo de uma funcgédo quadratica.

Figura 84: Protocolo de resposta do Grupo 2 — Situagdo 9 — Atividade 4

Atividade 4

Esboce o grafico da paribola y® = 2x. Por que esse grifico nfio representa uma funcdo?
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Fonte: Producéo do Grupo 2
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Na atividade 5, observamos que os grupos na fase de acdo tracaram a reta diretriz
passando pelo ponto (-5,0), identificaram um ponto Q(x,y) na curva, e um ponto (-5,y) na reta
diretriz. Na fase de formulacdo, estabeleceram a relacdo de equidistancia entre as unidades
significantes. E por fim, na fase de validacdo, por meio do célculo da distancia entre dois

pontos no dominio da Geometria Analitica, encontraram o registro algébrico.

Evidenciamos no protocolo de resposta (figura 85) que o grupo 1 encontrou a equagao
da parabola, mas ndo explicitou o registro algébrico da equacédo da reta diretriz. Pudemos
perceber que o grupo se apoiou da construcdo do registro figural da parabola por meio das
dobraduras proposta na situacao 1, pois, demonstraram no registro gréfico que a reta mediatriz
que intercepta o ponto Q na parabola é a formacdo de um tridngulo isdscele. Nesse sentido,
concluimos que a construcdo do registro figural por meio de dobraduras possibilitou a
compreensdo do grupo para a conversdao de um registro grafico no dominio da geometria

analitica.

Figura 85: Protocolo de resposta do Grupo 1 — Situagdo 9 — Atividade 5

Atividade 5

Determine a equagio da paribola representada no grifico abaixo € a equaglio de sua diretriz:
7

Q(x,4)
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Fonte: Producéo do Grupo 1
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Por fim, observamos que o grupo 1 usou o registro grafico (registro de partida) e o
converteu no registro algebrico (registro de chegada). Nesse sentido, o resultado apresentado
pelo grupo 1 vem ao encontro das nossas expectativas, ou seja, da coordenacdo de varios
registros (pelo menos dois) ser uma condicdo necessaria para a compreensao conceitual do

objeto matematico.

No protocolo de resposta do grupo 2 (figura 86), demonstraram que encontraram a
equacdo da parabola por meio da propriedade de equidistancia entre os pontos PFQ, mas nédo
descreveram a equacdo da reta diretriz como solicitado no enunciado da atividade. Embora

tenham tragado a reta nomeada como diretriz cortando o eixo x no ponto (-5,0).

Figura 86: Protocolo de resposta do Grupo 2 — Situagdo 9 — Atividade 5

Atividade 5 »

Bz‘l: TTThe—
Determin@da parabola representada no grifico abaixo e aFua@io de sua diretri%:

Fonte: Producéo do Grupo 2
De forma geral, 0 grupo 2 apresentou 0 mesmo resultado em termos de coordenacgéo
de registro de representacdo semidtico que o grupo 1, o registro de partida é o grafico e o
registro de chegada é o registro algébrico. Os grupos demarcaram no registro grafico as

unidades significantes a fim de estabelecer a conversao.
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Em seguida, no momento da socializagdo das solugdes, a pesquisadora solicitou aos
grupos que as solucdes fossem apresentadas no quadro com o0s registros e comentadas
oralmente. O grupo 1 ficou responsavel por apresentar as atividades 1, 2 e 3, e grupo 2 as

atividades 4 e 5.

No momento seguinte, o grupo 1 dirigiu-se até a lousa e apresentou a resposta das
atividades 1, 2 e 3. As respostas foram bem recebidas pelo grupo 2 sem causar nenhuma
discordancia. O grupo 2 concordou com as respostas e informou que encontrou a equacao da

parabola pelo mesmo “caminho”.

Prosseguindo, o grupo 2 iniciou pela atividade 4 a solugéo, e para isso, esbocou no
quadro o gréafico da equacédo e explicou oralmente a justificativa encontrada pelo grupo para
concluir a questdo. O grupo explicitou que “compreendeu que nem todas as parabolas podem
ser o grafico de fun¢do quadratica, e que esse ¢ um caso”. Na solu¢do da atividade 5, 0 grupo
iniciou comentando que: “perceberam que o Vértice da pardbola ndo estava na origem do
plano cartesiano” e entdo, “marcaram a coordenada do foco e em seguida tracaram a reta
diretriz, ja sabiamos que a reta diretriz passaria pelo eixo x pela coordenada (-5,0), porque o
vertice da parabola € o ponto médio entre a reta diretriz e o ponto do foco”. O grupo 2 conclui
a atividade apresentando o resultado da equacdo da pardbola. O grupo 1 ndo questionou a
solucéo dada pelo grupo 2 e acrescentou que “realizaram a atividade pensando na atividade de

dobradura, e que perceberam que poderiam fazer no plano cartesiano”.

No final das apresentacfes, a pesquisadora retornou a atividade 4 e perguntou: “O que
VOCés pensam a respeito do estudo de parabola realizado até o0 momento e a resposta que
VOCés deram para a atividade 4”?

Grupo 2: O que vimos foi pardbola de diversas formas e em alguns momentos ela
aparece na funcdo do 2° grau como gréafico.

Pesquisadora: O que vocé quer dizer com diversas formas?

Grupo 2: Bem, diversas formas porque, estudamos as defini¢oes, gréficos e equacoes, e
em alguns momentos vimos que a parabola nao é o grafico da fun¢do do segundo grau.
Pesquisadora: E o grupo 1, o que pensa a respeito do que o grupo 2 argumentou?

Grupo 1: Também concordamos que nem sempre a parabola é o grafico de uma funcgao
do segundo grau e que estudamos outras coisas na definicdo da parabola que nao
sabiamos.

Pesquisadora: Alguém quer fazer mais alguma colocagédo?

Pesquisadora: Bom, pessoal tudo isso que vocés perceberam é muito importante para
finalizar a atividade 4. Realmente, a expressao algébrica ndo representa uma funcao
quadrética e todos vocés chegaram a essa conclusdo. Inclusive, fizeram um grafico para
representar e argumentar a solugdo. Além disso, tiveram um argumento muito forte, que
foi usar a definicdo matematica de funcdo para justificar a resposta. Assim, chegamos a
concluséo que a parabola representa o comportamento grafico de uma funcéo quadratica
no plano cartesiano, e que objeto matematico parébola ndo é uma funcéo.
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Em seguida, a pesquisadora dirigiu-se ao quadro e comentou oralmente as solugdes
encontradas nas atividades 1 e 2 que a partir da coordenada do foco e da equacdo da reta
diretriz podemos concluir a distancia focal “c” e a posi¢do da parabola nos quadrantes do

plano cartesiano.

Na atividade 3, a partir da equagdo da parabola, pudemos determinar a distancia focal
dividindo o coeficiente que multiplica a variavel x ou y por 4, o resultado é o valor de “c”
medida da distancia focal, por meio de comparacdo com as equacdes generalizadas

concluimos a posicéo da reta diretriz e da parabola no plano cartesiano.

Na atividade 5, no quadro, mostramos que os registros algébricos encontrados na

solucdo sdo equivalentes e que a equacdo de parabola procurada pode ser escrita em registro

2_gy—
algébrico nas formas y2 —8x — 8y = 8 ouy? = 8x + 8y + 8 ou x = L2

Confrontando as analises a priori e a posteori da situacdo 9, concluimos que 0s grupos
articularam o registro em lingua natural do enunciado para os registros graficos e algébricos e
vice-versa, resignificaram a parabola como objeto matematico e o uso das suas representagdes
em outros contextos da matemética, como por exemplo: representar o comportamento dos
pontos no plano cartesiano de uma funcdo quadratica, e realizaram corretamente o tratamento

algoritmizavel no registro algébrico.
3.5 Consideracdes das analises

As situacbes 1, 2, 3 e 4 possibilitaram aos sujeitos de pesquisa aprendizagem e
reflexdes sobre as diferentes formas de se obter a curva no dominio da geometria, propiciando
a coordenacao entre dois registros, da lingua materna para o registro figural. A construcdo do
registro figural da pardbola, por meio de dobraduras, demonstrou ser uma atividade que
possibilita perceber os elementos matematicos e as propriedades envolvidos na definicdo do
objeto. Logo, notamos que a compreensdo das unidades significativas essenciais para a
conversao dos registros de representacdo, proposta por Duval (2009), foi potencializada
inicialmente a partir do registro figural da parabola por meio de dobraduras, o0 que ajudou, no
ambiente da geometria dindmica, a construir o registro figural do objeto matematico com
outros elementos da definigéo.

A situacdo 5 foi fundamental para a realizacdo da transicdo entre o dominio da
Geometria para Geometria Analitica, no que se refere a introdugdo dos eixos cartesianos,

coordenadas cartesianas e o calculo da distancia entre pontos.
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Nas situacdes 6, 7, 8 e 9, 0s sujeitos da pesquisa apropriaram-se da definicdo de
pardbola enquanto lugar geométrico, no dominio da Geometria Analitica e da coordenacgéo de
ao menos dois registros de representacdo do objeto matematico.

Um dos principais resultados apontados nas analises dos protocolos de respostas e
didlogos com os sujeitos de pesquisa tem relacdo com a nossa hipétese inicial: o aluno do
Ensino Médio tem a falsa ideia de limitar o objeto matematico paradbola a representacdo
gréfica de uma funcédo quadratica. De fato, constamos, pelas respostas e questionamentos dos
sujeitos de pesquisa durante os encontros, que essa ideia foi recorrente. Assim, a Situacdo 9,
atividade 4, possibilitou-nos observar, ao final das Situagdes propostas, uma ruptura entre o

objeto matematico parabola e a representacdo grafica da funcdo quadratica.

Concluimos a partir das analises a priori e a posteriori que 0s sujeitos de pesquisa
apropriaram-se de conhecimentos de pardbola a partir da nocdo de lugar geomeétrico e de sua

conversdo do registro figural para o gréfico e o algébrico.
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CONSIDERACOES FINAIS

Aqui, faremos uma reflex&o dos aspectos que consideramos importantes na pesquisa.
Para isso, destacaremos o0s aspectos metodoldgicos, a fundamentacdo tedrica e suas
contribuicdes para a area de Educacdo Matematica e, por fim, as novas perspectivas para
investigacao.

Os aspectos metodoldgicos escolhidos contribuiram para que a experimentacdo com 0s
sujeitos de pesquisa se desenvolvesse de maneira efetiva e atendesse ao nosso objetivo de
mediar a apropriacdo pelo aluno das defini¢cbes de parabola enquanto lugar geométrico, por
alunos do 2° ano do Ensino Médio, a partir de uma sequéncia didatica. Partimos do
pressuposto de que a sequéncia pudesse contribuir para a apreensao, por parte dos alunos, e
permitisse, ao resolver as situacdes propostas, a realizacdo dos tratamentos e conversdes
propostos por Duval (2009), pertinentes ao objeto estudado.

Os pressupostos da Engenharia Didatica favoreceram a elaboracéo, aplicacdo e analise
da sequéncia de Situacgdes, que foram analisadas com base na Teoria das SituacGes Didaticas
de Brousseau (2008) e na Teoria dos Registros de Representacdo Semidticas de Duval (2009).

Avaliamos que a fundamentacdo tedrica proposta na Teoria de Registros de
Representacdo Semiotica de Duval (2009) evidenciou sua potencialidade durante a pesquisa,
pois a todo 0 momento trabalhamos com, pelo menos, dois registros de representacdo, a partir
dos quais os sujeitos de pesquisa efetuaram conversoes.

Ao observar as producdes dos sujeitos de pesquisa no decorrer das SituacOes da
sequéncia, também constatamos que esses realizaram as conversdes e 0s tratamentos dos
registros de representacdo semidtica, quando fizeram a conversdo do registro em lingua
natural (enunciado das situagdes) para registro figural (parabola por meio de dobraduras), dos
registros graficos para o algébrico e vice-versa, o que 0s levou a resolver a situacdo e a
compreender a defini¢do de parabola.

Nas situagcdes em que o dominio da geometria analitica foi predominante, a conversao
do registro grafico para o algébrico e vice-versa ocorreu de forma satisfatoria. Logo, nosso
objetivo foi alcancado, ja que os sujeitos apropriaram-se da definicdo de pardbola enquanto
lugar geométrico no dominio da geometria e da geometria analitica.

A Teoria das SituagBes Didaticas proposta por Brousseau (2008) forneceu subsidios
para o desenvolvimento da pesquisa. Na elaboracdo da sequéncia didatica, foram propostas

situacbes que exigiram dos sujeitos de pesquisa discussdes a respeito do que aprenderam,
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promovendo o estimulo de novas ideias e favorecendo o desenvolvimento de um ambiente de
reflex&o.

Quanto ao ensino atual das coOnicas, observamos que a pardbola, por sua vez, é
introduzida como grafico representativo da funcdo quadratica na maioria dos manuais
didaticos. Em geral, o aluno do Ensino Médio desconhece totalmente a propriedade
geomeétrica que a caracteriza. Posteriormente, o estudo é complementado, mas tardiamente.

Para que um conceito seja incorporado, ndo deve aparecer uma sé vez durante o0 curso
e apenas num Unico momento da vida escolar do aluno. Dessa forma, consideramos a
possibilidade de que o estudo de pardbola enquanto lugar geométrico no dominio da
Geometria e Geometria Analitica pode ser introduzido nos anos finais do Ensino
Fundamental, quando os alunos tém contato com o plano cartesiano, coordenadas e o Teorema
de Pitagoras, antecedidos pelo estudo de fungbes. Apoiamo-nos nessa possibilidade, porque os
conhecimentos esperados nessas situacdes propostas sdo os de oitava série ou nono ano do
ensino fundamental.

Consideramos que outros aprofundamentos matematicos possam ser feitos a partir das
situacbes 8 e 9 (atividade 5) em futuras pesquisas. E possivel ampliar a discussdo para
questdes que envolvam coordenacgdo e conversao entre 0s registros gréaficos e algébricos com
a translagdo da parabola nos eixos vertical e horizontal, e com o vértice deslocado da origem
V(h,k)#(0,0). Apoiamos-nos em Gardner (2002) que sugere estudos da pardbola a partir da
propriedade “Todas as parabolas sdo semelhantes porque todos os pares formados por uma
reta e um ponto fora dela sdo semelhantes”. Em outras palavras, segundo o mesmo autor:
“Todo o par diretriz-foco s6 pode coincidir com qualquer outro mediante dilatacdes,
translacdes e rotagdes apropriadas”.

Além disso, sugerimos um aprofundamento do estudo do objeto matemaético pardbola
em contextos mais amplos, por meio de situac6es de aprendizagens que envolvam descobertas
realizadas por engenheiros, matematicos, fisicos e astronomos. Com efeito, Bongiovanni
(2001) e Gardner (2002) colaboram com exemplos de descobertas que envolvem a parabola
nos contextos ja citados.

Os autores afirmam que um dos primeiros problemas sobre parabolas foi o da
“quadratura” de uma seccdo limitada por uma corda. O problema foi resolvido, em primeiro
lugar, por Arquimedes no seu famoso tratado Quadrature of the Parabola, por intermedio de
um engenhoso metodo de limites, que antecipou o calculo integral. Desse modo, conseguiu

provar que, ao circunscrevermos um paralelogramo, com dois lados paralelos ao eixo da
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. . . ;2 . -
parabola, a area do segmento da parabola é 3 da &rea do paralelogramo. Outra descoberta feita

por Arquimedes foi a utilizacdo da parabola na construcdo do heptagono regular. Por fim, o
estudo da parébola por meio do problema classico da duplicacdo do cubo, construir um cubo
com o dobro do volume de um cubo dado.

Outros autores como Pereira e Bonfim (2013) afirmam que nos séculos XV e XVI, a
presenca de sistemas articulados na Geometria intensificou-se e, com o passar dos anos,
surgiu uma diversidade de mecanismos capazes de tracar as mais sofisticadas curvas
contribuindo para auxiliar na resolucdo de problemas cléssicos insollveis somente com 0 uso
da régua e do compasso. Nesse sentido, os autores sugerem um estudo das conicas por meio
de instrumentos articulados que desenham cénicas, pois ao serem manipulados permitem a
visualizagdo do tracado de curvas possibilitando definir o lugar geométrico dos pontos que
compdem a curva em questdo. A confecgédo dos artefatos pode ser realizada pelos alunos em
sala de aula, com a ajuda do professor, o que representa uma alternativa de uma atividade para
acompanhar o estudo das conicas na Geometria ou Geometria Analitica do Ensino Médio.

Acrescentamos ainda que as futuras pesquisas sobre as Conicas podem se debrucar
sobre as curvas elipse e hipérbole. A elipse é estudada na fisica quando se trabalha com as leis
de Kepler. Em geral, o professor omite a sua definicdo geométrica, enfatizando apenas a sua
forma. Mais tarde, no 3° ano, 0 conceito geométrico é apresentado na matematica no estudo
da geometria analitica. No entanto, a definicéo de elipse € mostrada com o Unico intuito de se
chegar a sua equacdo cartesiana. Feito isso, 0 desenvolvimento posterior € totalmente
algébrico, a ponto de o aluno no final do curso esquecer a defini¢do que originou todo o seu
estudo.

A hipérbole equilatera surge na quimica e € apresentada como o grafico representativo
da funcdo definida pory = i sendo que sua propriedade geométrica nem sempre é estudada

no 3° ano em geometria analitica. Mesmo assim, a visualizacdo desse lugar geométrico é um
problema para o aluno. Nesse sentido, destacamos a importancia do aprofundamento de outras
Conicas enquanto lugar geometrico em trabalhos voltados para a hipérbole e a elipse.

Enfim, nossa pesquisa contribui para uma reflexdo a respeito do ensino e
aprendizagem das Conicas, pois ao utilizarmos uma sequéncia didatica, articulando diferentes
registros de representacdo, proporcionou-se aos alunos do Ensino Médio a apropriagdo das
defini¢des de parabola enquanto lugar geometrico conjuntamente no dominio da geometria e

da geometria analitica, com elementos e propriedades matematicas ja conhecidos por eles.
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Apéndice A — A Sequéncia de Ensino

Situacdo 1

Atividade 1

Usando uma folha de papel vegetal desenhe uma reta d e marque um ponto F ndo pertencente
a reta d. Selecione um ponto P na reta e dobre o papel-vegetal de forma a fazer coincidir os
pontos P e F. Repita essa operagdo para diferentes escolhas de pontos sobre a reta d.

a) O que vocé observou como resultado dessas dobras? Contorne com lapis o que vocé

observou.

Atividade 2

a) Qual a relacéo entre o segmento FP e a dobra obtida a partir dele? Pode desenhar se quiser.

b) Tome um ponto Q qualquer da reta d e trace, por ele, uma reta perpendicular a reta d.
Dobre a folha de forma que o ponto Q coincida com o ponto F. Chame de R o ponto de
interseccdo da dobra feita com a curva que vocé esbogou. Verifique se a medida de QR ¢é igual
a medida de RF.

c) O que vocé pode concluir a respeito da relagdo entre um ponto da curva e o ponto F e a reta
d?
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Situacdo 2

Vamos agora construir a pardbola a partir das conclusdes da situacdo anterior. Para isso
utilizaremos o software Geogebra. Feche a janela de &lgebra e com o bot&o direito do mouse
esconda os eixos. Determine uma reta qualquer d e um ponto F ndo pertencente a d.
Determine um ponto P na reta e construa a mediatriz do segmento FP, habilite o rastro (botdo

direito do mouse) para a mediatriz e movimente o ponto P sobre a reta. O que vocé observa?
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Situacdo 3

Atividade 1

Abra uma nova janela no Geogebra (feche a janela de algebra e esconda os eixos) e vamos
construir uma parabola a partir das observagdes das situacdes anteriores. Observe que deve
obter um ponto da mediatriz que tenha mesma distancia a reta d e ao ponto F. Explique sua

construcdo. Use a ferramenta lugar geométrico do Geogebra para obter a parabola.

Atividade 2
Abra uma nova Janela no software Geogebra e construa uma nova parabola. O que vocé

observa quando movimenta o ponto F? E quando movimenta a reta d?




135

Situacéo 4
Atividade 1
Abra uma nova Janela no software Geogebra (feche a janela de algebra e esconda 0s eixos).

Construa uma parabola por lugar geomeétrico e encontre o simétrico do ponto F em relacéo a

uma reta tangente a parabola. O que vocé observa?

Atividade 2

Abra uma nova Janela no software Geogebra (feche a janela de algebra e esconda os eixos) e
trace uma reta diretriz e um ponto F. Encontre o lugar geométrico dos centros de

circunferéncias que contém F e tangenciam d. Justifique sua resposta.
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Atividade 3

Abra uma nova Janela no software Geogebra (feche a janela de algebra e esconda os eixos).
Dados um ponto A e duas retas r e s, obtenha os pontos de r que equidistam de A e s. O que

VOCé observa? Justifique sua resposta.

Atividade 4

Abra uma nova Janela no software Geogebra (feche a janela de &lgebra e esconda os eixos) e
construa uma parabola dados o foco F e o vértice. Descreva a sua construcdo. Qual a relacao

entre o ponto V e o segmento FF’ (E” é simétrico F)
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Situacdo 5
Atividade 1

Abra uma nova Janela no software Geogebra e marque os pontos A (4,5) e B(8,2) e trace o

segmento AB.

a) Determine a distancia entre A e B sem usar a ferramenta medir do geogebra.

b) Determine uma regra para calcular a distancia entre dois pontos.
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Situacéo 6
Atividade 1

Nas situacGes anteriores chegamos a uma definicdo matematica para Pardbola que sera

utilizada nesta atividade. Qual é ela?

Abra uma janela no software Geogebra.

a) Determine o ponto F(2,3) e a reta d, paralela ao eixo X, que passa pelo ponto A (0,-2).
Considere F como o foco de uma parabola e a reta d como sua diretriz. Tome um ponto P na

reta d e determine um ponto Q da parabola. Determine as coordenadas dos pontos P e Q.

b) Utilizando a defini¢do de parabola vista até agora e a situacdo 5, determine a equacgdo dessa
Parabola. Para certificar se a equacéo esta correta, esconda o lugar geométrico e determine no
icone “conicas” a parabola por diretriz e foco. No icone exibir janela de algebra, compare 0S

resultados.

c) Vamos generalizar a equacdo de uma paradbola. Considerando que a reta diretriz tenha
equacdo y = c, um ponto dessa reta € P(x,c) o foco F(0,c) e Q(x,y) um ponto qualquer

pertencente a pardbola. Encontre a equacéo geral da Parabola.
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Atividade 2

a) Construa no Geogebra uma parabola com a diretriz paralela ao eixo y. Movimente 0s

pontos de base. O que vocé observa?

b) Agora determine a equacdo de uma parabola cuja diretriz é paralela ao eixo y.
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Situacdo 7
Atividade 1

a) Construa, usando a ferramenta cdnica, uma parabola com vértice na origem e diretriz
paralela ao eixo x. Mostre a equacdo dessa parabola e observe a relacdo entre os coeficientes
da equacdo e a medida entre o foco e a reta diretriz. Movimente a pardbola para validar a sua
resposta. O que vocé observa?

b) Construa agora uma pardbola com vértice na origem e diretriz paralela ao eixo y. Verifique
se a relacdo encontrada na atividade anterior também ¢é valida nesta. Movimente a parabola. O

que vocé observa?

¢) E possivel generalizar esses resultados?
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Situacdo 8
Atividade 1

Determine a equacdo da curva que tem seus pontos equidistantes do ponto A(-1,3) e da reta

representada por y + 3 = 0. Justifique sua resposta.
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Situacédo 9
Atividade 1

Obtenha a equacdo da parabola cuja diretriz é representada pela reta y=-2 e cujo foco é o
ponto F(0,2).

Atividade 2

Obtenha a equacdo da pardbola que tem como diretriz a reta representada por x=-2 e como

foco o ponto F(2,0).
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Atividade 3

Determine o foco, o Vértice e a diretriz de cada uma das equacgdes parabolas representadas:

a) y? = 28x
b) x* = —4y
Atividade 4

Esboce o grafico representado pela equagdo de pardbola y? = 2x. Por que esse grafico ndo

representa uma funcao?
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Atividade 5

Determine a equacao da parabola representada no grafico abaixo e a equacdo de sua diretriz:

o
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Anexo A — Modelo de autorizacao

Autorizacgao para realizacao de pesquisa

Eu,....... , diretora da ...... , venho por meio desta informar a V.S.a que autorizo a
pesquisadora Sandra Pereira Lopes aluna do curso de Mestrado Académico em Educacéo
Matematica da Faculdade de Ciéncias Exatas e Tecnologia — FCET da Pontificia Universidade
Catdlica de Sdo Paulo — PUC/SP a realizar a pesquisa intitulada UMA SEQUENCIA
DIDATICA PARA O ENSINO DE PARABOLA ENQUANTO LUGAR
GEOMETRICO, sob orientacio da Profa. Dra. Maria José Ferreira da Silva.

Declaro conhecer e cumprir as Resolugdes Eticas Brasileiras, em especial a Resolugéo
CNS 196/96. Esta instituicdo estd ciente de suas co-responsabilidades como instituicdo
coparticipante do presente projeto de pesquisa e de seu compromisso no resguardo e bem
estar dos sujeitos nela recrutados, dispondo de infraestrutura necessaria para a garantia de tal

seguranca e bem estar.
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Anexo B — Termo de Consentimento Livre e Esclarecido

TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

\Vocé esta sendo convidado (a) a participar, como voluntario, de uma pesquisa. Apds
ser esclarecido (a) sobre as informacdes a seguir, no caso de aceitar fazer parte do estudo,
assine ao final deste documento, que estd em duas vias. Uma delas € sua e a outro é do
pesquisador responsavel. Em caso de recusa vocé ndo sofrerd nenhum tipo de penalidade. Se
vocé tiver alguma consideracdo ou duvida sobre a ética da pesquisa, entre em contato com a
Comissdo de Etica - Edificio Reitor Bandeira de Mello, na sala 63-C, na Rua Ministro Gododi,
969 — Perdizes — S&o Paulo — SP — CEP: 05015-001 — Tel./FAX: (11) 3670-8466 — e-

mail: cometica@pucsp.br

1. Titulo do Projeto: “UMA SEQUENCIA DIDATICA PARA O ENSINO DE
PARABOLA ENQUANTO LUGAR GEOMETRICO”.

2. O objetivo desta pesquisa € investigar se uma sequéncia didatica com atividades que
contemplam conversdes entre diferentes registros de representacdo semiotica pode favorecer a
aprendizagem do objeto matematico parabola enquanto lugar geométrico.

3. Durante a pesquisa, vocé sera solicitado a participar de alguns encontros onde
realizaremos um conjunto de atividades. Estas atividades serdo filmadas por um cinegrafista,
a fim de subsidiar a analise que sera feita posteriormente. As imagens ndo serdo divulgadas e
as identidades dos participantes serdo preservadas. Cada atividade podera envolver uma parte
pratica, uma resolucdo e/ou uma discussao de questdes sobre a codificacdo e/ou decodificacdo
de representacdo das Conicas enquanto lugar geométrico.

4. Em cada encontro, desenvolveremos a atividade designada para ele,
individualmente ou em grupos. As discussGes surgidas, gerenciadas pela principal
investigadora, Prof? Sandra Pereira Lopes, serdo observadas e filmadas. Os protocolos seréo
recolhidos e deles serdo tirados os dados qualitativos.

5. Os dados analisados serdo utilizados de forma sigilosa. As imagens e sons obtidos
por meio da filmagem das atividades s6 serdo utilizados pelo principal investigador para

esclarecer duvidas que possam surgir durante a analise dos protocolos e das observacdes.
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6. Somente no final do estudo poderemos concluir a presenca ou ndo de algum
beneficio, na forma de propostas de abordagens de ensino diferentes da usual, para a
Matematica em geral e para o caso da codificacdo e da decodificacdo das cbnicas enquanto
lugar geomeétrico.

7. Garantia de acesso: em qualquer etapa do estudo, vocé terd acesso aos profissionais
responsdveis pela pesquisa para esclarecimento de eventuais davidas. A principal
investigadora é a mestranda Sandra Pereira Lopes, que pode ser encontrada em seu local de
trabalho, Rua Silvilino Mantovanini, 300 — JD. Rivieira — CEP 04925-040 — tel. (11) 5517-
6340 ou (11) 99675-8612, email sandraplopes2004@ig.com.br; e a orientadora é a Prof? Dra.
Maria José Ferreira da Silva, que pode ser encontrada na Pontificia Universidade Catolica Sdo

Paulo - Campus da Rua Marqués de Paranagua, 111 - Consolacdo - 01303-050 - Sdo Paulo SP
- Brasil - tel.: (11) 3124.7210 - Ramal 7210, email zeze@pucsp.br. Se vocé tiver alguma

consideracao ou ddvida sobre a ética da pesquisa, entre em contato com a Comisséo de Etica -
Edificio Reitor Bandeira de Mello, na sala 63-C, na Rua Ministro Godoi, 969 — Perdizes — Séo
Paulo — SP — CEP: 05015-001 — Tel./FAX: (11) 3670-8466 — e-mail: cometica@pucsp.br

9. E garantida a liberdade de retirar o consentimento a qualquer momento e deixar de

participar do estudo, sem qualquer prejuizo a continuidade de seu vinculo com a Instituicéo.

10. Direito de confidencialidade — As informacdes obtidas, assim como as imagens e
sons obtidos pela filmagem serdo analisadas no conjunto de participantes, ndo sendo
divulgada a identificacdo de nenhum destes.

11- Direito de ser mantido atualizado — Os resultados parciais das analises serdo
compartilhados, & medida que forem obtidos.

12. Despesas e compensacdes: ndo ha despesas pessoais para 0 participante em
qualquer fase do estudo. Também ndo ha compensacdo financeira relacionada a sua
participacao.

13. Os dados analisados serdo utilizados somente para esta pesquisa.

Acredito ter sido suficientemente informado a respeito das informagGes que li ou que
foram lidas para mim, descrevendo o estudo “Uma sequéncia didatica para o ensino de
conicas enquanto lugar geométrico”. Eu discuti com a mestranda Sandra Pereira Lopes a
minha decisdo em participar desse estudo. Ficaram claros para mim quais séo 0s propdsitos do
estudo, os procedimentos a serem realizados, seus desconfortos e riscos, as garantias de

confidencialidade e de esclarecimentos permanentes. Ficou claro também que minha
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participagdo e isenta de despesas. Concordo voluntariamente em participar deste estudo e
poderei retirar 0 meu consentimento a qualquer momento, antes ou durante 0 mesmo, sem
penalidade ou prejuizos ou perda de qualquer beneficio que eu possa ter adquirido, ou no meu

atendimento nesta unidade de ensino.

Séo Paulo, / /

Assinatura do aluno / representante legal

(Somente para o responsavel do projeto)

Declaro que obtive de forma apropriada e voluntaria o Consentimento Livre e
Esclarecido deste paciente ou representante legal para a participacao neste estudo.

Assinatura do responsavel pelo estudo





