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RESUMO
—— —

O objetivo desta pesquisa atrela-se aos resultados obtidos na Dissertacdo de
Mestrado defendida em setembro de 2008 no Programa de Estudos Pés-Graduados
em Educacdo Matematica da PUC-SP. Nesta mesma dissertacdo, questdes
relacionadas ao ensino e aprendizagem de Algebra Linear buscaram responder e
encontrar novas formas de direcionamento e perspectivas de ensino em uma
graduacdo em Engenharia Elétrica, indagando Por que e Como deve ser lecionada a
disciplina de Algebra Linear em um curso com este perfil? Dentre os resultados
obtidos, identificou-se que a interdisciplinaridade inerente aos tépicos de Algebra
Linear e conteudos especificos ou aplicados da Engenharia constituiu-se de fatores
imprescindiveis para ao reconhecimento das disciplinas matematicas, como base
tedrica e conceitual. A interdisciplinaridade refletida em objetos mateméticos
especificos da Algebra Linear e situacBes praticas da Engenharia prima pela
formacdo do engenheiro conceitual e generalista que busca na fundamentacao
tedrica e basica a justificativa para o aprimoramento tecnologico de sua area. Com
base no cenario e resultados vislumbrados na defesa da dissertacdo, propusemo-
nos investigar as estruturas cognitivas envolvidas na construcdo do objeto
matematico autovalor e autovetor nas fases inicial e final de formagéo do aluno dos
cursos de Engenharia, evidenciando os esquemas cognitivos e a mente matematica
dos estudantes, sujeitos de nossa investigagdo. Para tanto, as seguintes questdes
sdo destacadas: (1) Quais concepcbes (acao-processo-objeto-esquema) sé&o
evidenciadas nos alunos, ap6s o estudo do objeto matematico autovalor e autovetor
nas fases inicial e final de sua formacgdo académica em cursos de Engenharia?; e (2)
Nessas mesmas fases, quais conceitos imagem e definicdo sao evidenciados no
estudo do objeto matematico autovalor e autovetor? Fundamentados pelos aportes
tedricos de Dubinsky (1991), sobre a Teoria APOS, e Vinner (1991) nos conceitos
imagem e definicdo, foram considerados 0s processos cognitivos envolvidos na
construcdo do objeto matematico, identificando a natureza de suas entidades
cognitivas retratadas na mente matematica. A discussao sobre mente matematica
foca-se tanto na estrutura matematica que € concebida e compartiihada pela
comunidade como no delineamento em que cada estrutura bioldégica mental trata
essas mesmas ideias. Para tanto, considerou-se a relagcdo entre as ideias que
constituem a Teoria APOS, os conceitos imagem e definicdo e alguns aspectos da
Neurociéncia Cognitiva. A pesquisa caracterizada como estudos de caso multiplos,
identificou os dados a partir do discurso dos estudantes dos cursos de Engenharia
em contextos diversos de formacao, estabelecidos pelas instituicbes de ensino. A
analise do conceito matematico especifico levou a chamada decomposi¢cédo genética
desse conceito, que foi proposto pelo problema de Sistema Dinamico Discreto,
descrito pela equacéo de diferenca x.,, = Ax, (K=0,1,2,...). Com base nas ideias de

Stewart (2008) e Trigueros et al. (2012), foi possivel identificar algumas
caracteristicas que evidenciassem as diferentes concep¢des dos estudantes. Além
disso, foram consideradas algumas ideias que caracterizam o conceito imagem e
definicdo de acordo com Vinner (1991) e Domingos (2003). Como resultado desta
investigacao, identificou-se que os alunos do primeiro estudo de caso, em fases
distintas de formagé&o, apresentam a concepgao processo e 0 conceito imagem em
nivel instrumental do objeto matematico autovalor e autovetor. Ja os alunos do
segundo de caso, particularmente, todos os da primeira fase, e dois da segunda
apresentaram indicios da concepc¢do acdo e conceito imagem em nivel incipiente.



Apenas um aluno da segunda fase também evidenciou ter a concepg¢ao processo e
0 conceito imagem em nivel instrumental, como os sujeitos do primeiro estudo de
caso. Portanto, constatou-se que ndo houve evolucdo significativa entre as
concepcoes inerentes a Teoria APOS e os conceitos imagem do objeto de estudo.
Evidenciou-se que todos os alunos apresentaram em seus discursos relacbes
existentes entre a disciplina Algebra Linear e demais disciplinas do curso, como
Célculo Numeérico, Circuitos Elétricos, Computacédo Gréfica e Sistemas de Controle,
com menor ou maior grau de profundidade e conhecimento. Percebe-se que os
alunos atribuem relevancia as disciplinas matematicas em suas formacdes e buscam
por um novo enfoque de ensino que contemple as relacdes entre as mesmas e as
disciplinas da Engenhatria.

Palavras-chave: Autovalor e Autovetor, Engenharia, Teoria APOS, Conceito Imagem
e Definicdo; Mente Matematica.



ABSTRACT
— —1

The objective of this research harnesses to the results obtained in the Master's
Dissertation defended in September 2008 in Postgraduate Studies Program in
Mathematics Education at PUC - SP. In this same essay, issues related to teaching
and learning of linear algebra sought to answer and find new ways of targeting and
perspectives of students in a graduate in Electrical Engineering, asking Why and
How should it be taught the discipline of linear algebra on a course with this profile?
Among the results, we identified that the interdisciplinarity inherent to the topics of
Linear Algebra and specific content of engineering or applied constituted an essential
factor for the recognition of mathematical disciplines as theoretical and conceptual
basis. Interdisciplinarity reflected in specific mathematical objects of linear algebra
and practical situations of engineering materials for the formation of conceptual and
general engineer seeking the theoretical foundation and basic justification for the
technological improvement of its area. Based on a scenario and results envisioned in
the dissertation we propose to investigate the cognitive structures involved in the
construction of mathematical object eigenvalue and eigenvector in the initial and final
student education phases in Engineering courses, showing the cognitive schemes in
their mathematical minds. For this, the following issues are highlighted: ( 1 ) What
conceptions (action - process -object- schema ) are evidenced in students after
studying the mathematical object eigenvalue and eigenvector in the initial and final
phases of their academic training courses in Engineering? and ( 2 ) these same
phases, which concept image and concept definition are highlighted in the study of
eigenvalue and eigenvector mathematical object? Substantiated by the theoretical
contributions of Dubinsky (1991), on the APOS Theory and Vinner (1991), about the
concept image and concept definition, we consider the cognitive processes involved
in the construction of mathematical object, identifying the nature of their cognitive
entities portrayed in mathematical mind. The discussion focuses on mathematical
mind both the mathematical structure that is designed and shared by the community
as the design in which each mental biological framework handles such ideas. To do
so, we consider the relationship between the ideas which constitute the APOS theory,
concepts image and definition and some aspects of Cognitive Neuroscience.
Characterized as multiple case studies, data collection covered the speech of
students in engineering courses in various training contexts, established by the
institutions. The analysis of the specific mathematical concept called genetic
decomposition led to this concept, which was proposed by System Dynamic Discrete
problem, described by the difference equation x,,, = Ax., (K=0,1,2,...). Based on

the ideas of Stewart (2008) and Trigueros et al. (2012) it was possible to us to
identify some characteristics of showing the different conceptions of the students.
Moreover, we consider some ideas that characterize the concept image and concept
definition according Vinner (1991) and Domingos (2003). As a result of our
investigation, we identified that the students of the first case study, at different stages
of training, present the design process and the concept image on an instrumental
level mathematical object eigenvalue and eigenvector. Have students in the second
case, particularly, all of the first phase, and two of the second, showed signs of action
and concept image incipient level. As a student of the second phase, have also
highlighted the design process and the concept image on an instrumental level as the
subject of the first case study. Therefore, we find no significant evolution between the
inherent APOS Theory concepts and the concepts image of the object of study. We




show that all students presented their speeches in relations between the Linear
Algebra course and other courses in the program, such as Numerical Calculation,
Electrical Circuits , Computer Graphics and Control Systems, with lesser or greater
degree of depth and knowledge. We realize that students attach importance to
mathematical disciplines in its formations and seek for a new approach to teaching
that address the relationships between them and the disciplines of Engineering.

Keywords: Eigenvalue and Eigenvector, Engineering, APOS Theory, Concept Image
and Concept Definition; Mathematical Mind.
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INTRODUCAO

—— —

A motivacado deste estudo iniciou-se em 2004 em minha primeira aula de
Matemética em uma instituicdo de ensino de nivel superior do Estado de S&o Paulo.
A oportunidade de ingressar na carreira académica trouxe-me inquietacfes que,
para uma engenheira e professora de disciplinas matematicas, poderiam ser
resolvidas ou, pelo menos, amenizadas. Mas, até hoje ainda nédo foram e parecem

crescer cada vez mais ao longo dos anos de ensino em cursos de Engenharia.

Buscar uma maneira para que 0S conceitos matematicos fossem
apresentados e, ao mesmo tempo, pudessem incentivar seu estudo pelos alunos
ingressantes no Ensino Superior foi um dos fatores motivadores para as

investigacdes futuras que se sucederam em nOSsSO grupo de pesquisa.

Em 2006, iniciei minhas pesquisas, tendo sempre como objeto de estudo
conceitos matematicos relacionados a cursos de Engenharia. Pretendia entender
como as relacdes entre 0s conceitos apresentados pelas disciplinas basicas, como
Célculo, Geometria Analitica ou Algebra Linear poderiam ser relacionadas com as
disciplinas especificas da Graduacdo, mostrando sempre que todo conteudo seria

muito importante em toda a formacao do estudante.

Assim, percebi que meu interesse nesta tese de Doutoramento € dar
continuidade a pesquisa do Mestrado Académico intitulada Como sobrevivem as
diferentes nocdes de Algebra Linear nos cursos de Engenharia Elétrica e nas
Instituicbes. Nossa investigagdo estd no atual projeto denominado Em busca de
situacdes propicias para a aprendizagem de conceitos basicos de Algebra Linear do
Grupo de Pesquisa de Educacdo Algébrica (GPEA) da Pontificia Universidade
Catélica de S&o Paulo (PUC-SP)?. A proposta do Grupo é ampliar o campo de
investigacdo a todos os conceitos basicos de Algebra Linear em cursos de Ciéncias

Exatas, como Matematica, Ciéncia da Computacédo, Engenharia e outros.

A pesquisa de Mestrado Académico teve como objetivo identificar elementos

gue pudessem responder a seguinte questdo: Por que e como deve ser lecionada a

1 O atual projeto denominado Em busca de situacdes propicias para a aprendizagem de Algebra
Linear iniciou-se em 2007, substituindo o antigo projeto finalizado em 2006, cujo titulo € Sobre o
desenvolvimento da nocéo de base de um espaco vetorial.

? Destacamos que todos os trabalhos do grupo de pesquisa estdo listados nos dados do Quadro 7
(ANEXO B) desta tese.
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disciplina Algebra Linear em curso de graduacdo de Engenharia Elétrica? Em sua
conclusdo, todas as respostas foram obtidas pela andlise de documentos
governamentais e institucionais de trés universidades brasileiras, do discurso de
cinco professores do curso de graduacdo em Engenharia Elétrica e, por fim, de

exercicios propostos em livros didaticos indicados pelos professores entrevistados.

Na pesquisa de Mestrado, dentre os conceitos evidenciados na analise das
entrevistas realizadas com professores dessa graduacdo, houve destaque para o
objeto matematico autovalor e autovetor, que lhes atribuiu relevancia frente aos
aspectos interdisciplinares em disciplinas especificas da Engenharia, dentre elas,
Processamento de Sinais, Eletromagnetismo, Circuitos Elétricos ou Sistemas e
Sinais (NOMURA, 2008). A relacéao entre os conceitos ocorre na analise de sinais,
como o de um telefone ou uma televisdo que, posteriormente sdo processados por

sistemas que irdo modifica-los ou extrair informacao adicional (NOMURA, 2008).

As respostas nos conduziram ao papel da interdisciplinaridade inerente ao
curso que o professor de Algebra Linear pode destacar e trabalhar ao longo de toda

a formacéao do estudante.

De acordo com Fazenda (2009), a interdisciplinaridade busca um
conhecimento universal, ou seja, um conhecimento que nao seja dividido em
campos ou areas especificas. Na interdisciplinaridade, os saberes cientificos
aproximam-se oriundos de diversos campos do conhecimento, em uma fala

compreensivel e audivel aos diversos interlocutores.

A metodologia interdisciplinar em seu exercicio requer como
pressuposto uma atitude especial ante o conhecimento, que se
evidencia no reconhecimento das competéncias, incompeténcias,
possibilidades e limites da propria disciplina e de seus agentes, no
conhecimento e na valorizacdo suficientes das demais disciplinas e
dos que a sustentam (FAZENDA, 2009, p. 69).

Destacamos o papel fundamental dos aspectos interdisciplinares da formacéao
do profissional da Engenharia e iniciamos contemplando uma citacdo de Poole
(2004) que evidencia tal relacao:
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Algebra Linear € um assunto estimulante. Como ponto de entrada
conduz aos muitos ramos da Matematica com os quais tem ligacoes,
incluindo algebra abstrata, matematica discreta, calculo, equacdes
diferenciais, geometria, estatistica, métodos numéricos, pesquisa
operacional e sistemas dindmicos. Ela expde os estudantes a
aspectos tedricos, aspectos aplicados e aspectos numéricos da
Mateméatica e tem aplicagbes em uma gama variada de disciplinas
(POOLE, 2004, p. xii).

Em diversas situacdes, a Algebra Linear € utilizada para resolver problemas,
tanto na area de Matematica como nas areas de: Fisica, Biologia, Quimica,
Engenharia, Estatistica, Economia, Psicologia, Sociologia, dentre outras. E possivel
afirmar que o curso de Algebra Linear tem grande influéncia na formacio académica
e profissional do estudante, expondo tanto professores como alunos a uma seérie

variada de conceitos e relacdes entre disciplinas pertinentes a sua formacao.

Para Stewart (2008), a Algebra Linear aplica-se a uma variedade de campos
como por exemplo, Quimica, Ciéncia da Computacdo, Engenharia Elétrica,
Economia, Genética, Fisica, Estatistica e Dinamica Populacional. Contudo, um grupo
de pesquisadores de Educacdo Matematica (Dorier et al., 1997) relatou as
dificuldades de estudantes em cursos de Algebra Linear. Stewart (2008) considera
que ensinar e aprender Algebra Linear pode representar uma frustragéo, tanto aos
professores como aos alunos. Acrescenta que 0s alunos nunca tiveram experiéncia
com o0 assunto antes de ingressarem na universidade e que, posteriormente, se
limitam a técnicas e determinados procedimentos de resolugdo em lugar de
compreender 0s conceitos. Evidencia que muitos pesquisadores em Educacéo
Matematica identificam a possibilidade de mudar o curriculo, sugerindo novas
maneiras de ensino, porém, deparam-se com a escassez de pesquisas que mostram
as dificuldades dos alunos.

Dentre as pesquisas que apoiaram nosso estudo e que fazem parte do
Programa de Estudos Poés-Graduados em Educacdo Matematica da PUC-SP, o
doutoramento de Karrer (2006) revelou que, para o0s estudantes da éarea
computacional, o tema transformacéo linear € considerado como pré-requisito para a
disciplina de Computacao Grafica, e sua importancia € atribuida a visualizagcdo em
modelos geométricos e graficos. Apoiando-se em trabalhos de Dorier et al. (1997) e
Chartier (2004) e de maneira a considerar a relevancia do ensino da Algebra Linear

com modelos geométricos e figurativos, a autora explorou a conversao de registros
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em um ambiente de geometria dindmica. Fundamentada na teoria de representagéo
semiodtica de Duval (1995; 2000; 2003), a autora citada analisou a exploracdo de
registros e conversdes explicitadas com base em um questionario aplicado a 86
estudantes da area de computacéo, assim como em livros de Algebra Linear e de

Computacéo Gréfica.

Seus estudos evidenciaram que as principais dificuldades e deficiéncias
(palavras da propria autora) apontadas pelos alunos, sujeitos de sua investigacao,

foram encontradas, sobretudo, nos registros matricial e gréfico.

Acrescentamos que Karrer (2006) explorou as diversas representacdes de
transformacdes lineares, no ambiente Cabri-Géomeétre e papel&lapis, baseada na

metodologia de Design Experiments.

Na pesquisa de Romo e Okta¢ (2007), o objetivo foi observar o papel que os
conceitos matematicos desempenham em projetos de Engenharia, destacando sua
necessidade teorica e os problemas de aplicagdo. A finalidade da investigacdo é
saber o nivel tedrico dos conceitos matematicos que sao usados na resolucao de um
problema de Engenharia na vida real. Expdem questbes, como por exemplo, (a) Que
tipos de conhecimentos matematicos sao usados pelo engenheiro? e (b) Como

justificar a selecao de determinada ferramenta matematica?

A abordagem metodolégica esta atrelada ao marco teérico dos pensamentos
tedricos e praticos que permitem observar e analisar fendmenos relacionados a
esses projetos. Destacamos que a investigagdo das autoras focou o aspecto
interdisciplinar, identificando as relacdes inerentes entre os conceitos matematicos e

a disciplina especifica Engenharia de Sistemas.

Assim, podemos entender que 0s aspectos interdisciplinares potencializam a
relacdo entre 0s conceitos matematicos em diversos contextos e campos do

conhecimento.

Também consideramos que nossa problematizacdo considera aspectos da
pesquisa de Dorier (2002). Em sua pesquisa, 0 autor discute a questdo da
flexibilidade cognitiva como centro da problematica do ensino da Algebra Linear. A
flexibilidade cognitiva repercute a mudanca do ponto de vista das representagdes de
registros semioticos, mudanca de quadros, de niveis de descricdo ou modos de

raciocinio. Seu estudo enfatiza a importancia de repensar o ensino da Algebra
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Linear e de seu processo de aprendizagem, assim como repensar as dificuldades
apresentadas pelos estudantes.

O autor faz referéncia ao trabalho de Guershon Harel e outros 15 membros do
LACSG (Linear Algebra Curriculum Study Group) que iniciaram, em 1990, a reforma
do curriculo da Algebra Linear no ensino universitario dos Estados Unidos da
América (EUA). Como resultado dessa investigagdo, um documento deixou
recomendacdes que se articularam em quatro eixos:

1) A demonstracdo : os autores citam a demonstragdo como desafio
intelectual que acarreta 0 aumento da compreensao dos conceitos em estudo;

2) Tempo suficiente para o ensino da Algebra Linear : o grupo
reconhece que o tempo para o ensino da Algebra Linear nas universidades é
bastante curto e recomenda um segundo curso de Algebra Linear centrado na teoria
matricial, como prioridade do ensino da matemética no inicio da vida universitaria.

3) Novas tecnologias educacionais : outra recomendacdo apresentada
pelo LACSG defende o uso de novas tecnologias em um primeiro curso de Algebra
Linear. Harel sugere a incorporacdo do Matlab (ou outro software similar) no ensino
da Algebra Linear. Assim, o estudo do objeto matematico baseado em um software
pode ajudar os estudantes a ter uma visdo “concreta” (no sentido de serem
especificadas as n-uplas e matrizes); e

4) O contetido : os conceitos estdo limitados ao R", tendo o método de
Gauss como ferramenta fundamental para a resolucdo de sistemas e a
triangularizacdo que sao formas reduzidas de matrizes. Os vetores formam uma
colecdo ordenada de numeros reais e uma transformacéo linear € uma matriz. O
programa engloba os autovalores e autovetores na estrutura euclidiana do R".

No mesmo trabalho, Dorier (2002) cita que Harel propée um quadro tedrico

pautado em trés principios gerais de ensino:

- 0 da concretizagdo : € possivel que o estudante abstraia uma estrutura
matematica de um modelo dado, constituindo entidades conceituais, cujos processos
sdo exemplos de abstracdo reflexionante *. Por exemplo, Harel explica as
dificuldades dos estudantes em resolver exercicios de Algebra Linear elementar em
gue os vetores sao fungdes. Contudo, tanto o conceito de vetor como o de funcéo

ainda ndo sdo concretos, nem correspondem as entidades concretas formadas na

® O termo abstracao reflexionante sera discutido no Capitulo 3.
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mente dos estudantes. Do mesmo modo, os estudantes ndo constroem o conceito

de funcdo como objeto matematico ou como uma entidade de um espacgo vetorial.
Em consequéncia, quando escrevem a igualdade: ax+bx*+cx+dx' =0 para
determinar o conjunto {x x*, x%,x‘} ndo compreendem que o zero a direita da

igualdade é uma funcdo, o vetor nulo do espaco vetorial R*x] e ndo o ndmero real
zero. E mais, ndo interpretam essa igualdade como uma equacéo em X.

Do mesmo modo, os estudantes ndo consideram as n-uplas ou matrizes,
como entidades conceituais, por ndo terem ainda a habilidade da manipulacéo
simbdlica de tais objetos.

Uma condicao prévia para a realizacéo do principio de concretizacdo € que 0s
estudantes construam a compreensdo do conceito em um contexto usado para
construir o conceito imagem* do objeto matemético em estudo. Essa condicdo
preliminar é a base do programa da Algebra Linear desenvolvido para estudantes
por Harel. Sua hipétese é que a aplicagio da Algebra Linear em um contexto
geométrico — em duas ou trés dimensbes — pode conduzir a uma melhor
compreensao dos estudantes do conceito de espago vetorial e posterior aplicacéo
em sistema algébrico.

Assim, o programa inicia-se pelo estudo detalhado dos conceitos centrais de
dependéncia e independéncia linear, de combinacéo linear, de base e dimens&o. E
importante que os estudantes visualizem os fendmenos da Algebra Linear, ao
utilizarem as representacdes graficas aprendidas na fase anterior. O objetivo
essencial é que os estudantes desprendam-se da ideia de que a deducdo dos
resultados em Algebra Linear ndo depende unicamente dos oito axiomas do espago
vetorial ou das definicdes especificas de cada elemento:

- 0 da necessidade : para que o estudante aprenda, € preciso que ele sinta a
necessidade daquilo que é ensinado. Harel considera a necessidade intelectual em
oposicao a necessidade social ou econdémica. Para ele, o conflito cognitivo permite
modificar as concepcodes existentes; e

- 0 da generalizacdo : quando se trata de um modelo especifico, ou seja, um
modelo que atenda ao principio da concretizacdo, as atividades educacionais dentro
desse modelo devem permitir e incentivar a generalizacado dos conceitos envolvidos.

Este principio visa a tornar os estudantes em condi¢cdes de abstrair os conceitos e

* O termo conceito imagem sera discutido no Capitulo 3.
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aplica-los em contextos particulares. Um exemplo apresentado € que em um espaco
geométrico de trés dimensdes pode ser definida uma base por trés vetores néo
coplanares. Mas esta definicdo € restritiva e depende do contexto, ndo sendo
transferida para espacos vetoriais abstratos. Harel faz um estudo sobre o conceito
de base, que é explorado pelos estudantes pautado no conceito de conjunto gerador
minimal. Os estudantes sdo conduzidos a observar que o sistema gerador de
coordenadas pode n&o ser dnico.

Conforme o autor citado expde em seu artigo, muitos estudantes negam a

natureza prépria da Algebra Linear, a abstracao.

Isso faz com que muitos cursos tornem-se a repeticdo de algoritmos e tarefas

que se reduzem ao tratamento de vetores no R? e matrizes.

Estudos de Dorier (2002) e Sierpinska (2000) trazem um compilado de
trabalhos de investigacéo relacionados ao ensino e aprendizagem da Algebra Linear,
ao identificarem que os principais problemas estédo relacionados a prépria natureza
da Algebra Linear (dificuldades conceituais) e outros relacionados a determinada
classe de pensamento requerido para entender a Algebra Linear (dificuldades

cognitivas).

Para Dreyfus (1991), ndo é suficiente, por exemplo, definir e exemplificar um
conceito abstrato como espaco vetorial. Os estudantes podem construir as
propriedades desse conceito, baseados nas deduc¢des da definicdo, cujas atividades
devem promover a abstracdo. Os processos abstratos envolvidos na construcéo de
determinado conceito deverdo ser analisados e discutidos com a finalidade de tornar
os professores de Matematica Avancada mais conscientes do que ocorre durante

tais processos.
Mas, o que torna a Algebra Linear tdo dificil para os alunos compreender?

De acordo com Stewart (2008), pesquisadores em Educacdo Matematica vém
procurando melhorar o curriculo de Algebra Linear com novas maneiras de ensino e
gerenciamento do curso. Existem poucas pesquisas que evidenciam as dificuldades
dos estudantes com os livros-texto de Algebra Linear, apresentados pelos curriculos
e métodos de ensino. Mas, had questdes importantes e razdes suficientes para
estudar esta questdo. A seguir, Stewart (2008) cita algumas possiveis razdes para

as dificuldades dos estudantes na disciplina.
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A natwrega abstrato da Algebra Lineor

O autor afirma haver dificuldades conceituais e cognitivas que sao
relacionadas ao tipo de pensamento requerido para entender a Algebra Linear. Na
maioria dos casos, as duas fontes sio inseparaveis. O ensino da Algebra Linear
usando diferentes representacdes pode melhorar a compreensdo intelectual,
contudo ainda ndo ha estudos suficientes para reduzir as dificuldades cognitivas
apresentadas pelos estudantes. Os assuntos relacionados a Algebra Linear parecem
ser apresentados de forma dissociada, cujo ensino e aprendizagem séao limitados a

definicdo do conceito e a métodos especificos para a resolucédo de problemas.

Problemas ndo- apropriadoy

Observamos que nem sempre € uma tarefa facil encontrar problemas

apropriados para apresentar novos conceitos.

Stewart (2008) cita uma opinido exposta por Dubinsky (1997) que considera
preocupante que algumas das recomendacfes apresentadas por LACSG® (Linear
Algebra Curriculum Study Group) podem involuntariamente dar as indicagbes
erradas aos professores que acabam caindo na armadilha de trabalhar com

exercicios que envolvam manipulacdes técnicas, sem o0 uso de seu conceito.

O autor discute o papel das defini¢cdes, e se a sua falta de compreensao em
Algebra Linear podera representar uma possivel contribuicdo para as dificuldades

dos alunos.

Tendo como problematica o cenario exposto anteriormente, consideramos
gue ainda existem lacunas relacionadas ao estudo das estruturas cognitivas de
estudantes que estudam a Algebra Linear, considerando o aspecto da flexibilidade
cognitiva exigida, além do poder de abstracdo de seus conceitos. Particularmente,
em cursos de Engenharia, qual o papel desses conceitos na formagéo académica e

® As recomendagcdes apresentadas por esse grupo serdo apresentadas no Capitulo 5.
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profissional de seus estudantes? E qual o papel das instituicbes de ensino frente as
dificuldades apresentadas por seus alunos no aprendizado de disciplinas com esse

perfil?

A busca por algumas respostas nos conduziu ao estudo do conceito
especifico da Algebra Linear, autovalor e autovetor, que sera abordado nesta
pesquisa, desde sua definicdo formal como objeto matemético, mediante a reflexdo

sobre sua natureza abstrata e suas representa(;f)es.

Assim, evidenciaremos ser possivel mostrar que a Algebra Linear amplia o
campo de investigacdo na Matematica, enfatizando e compartilhando aspectos entre

pesquisadores, professores, alunos e 0s que tém interesse na area.

De acordo com o trabalho de Fuentes (2008), é evidente o grande obstaculo
ao formalismo no ensino e aprendizagem de conceitos da Algebra Linear. A autora
aponta para a discussao de trabalhos que destaquem a importancia da aplicacao de
problemas novos que permitam estabelecer conexdes com outros conceitos nos
quais seus elementos encontram-se estritamente relacionados. A atitude indagadora
dos estudantes a respeito dos possiveis conceitos envolvidos oferece argumentos
vélidos que permitem justificar a formulacdo de uma solucdo. Assim, a autora
ressalta que a abstracdo e a pratica de novos exemplos incentivam a realizacdo de
conexdes entre conceitos prévios e novos. Devemos considerar o formalismo préprio
dos conceitos, evitando que sejam tratados por suas caracteristicas e

funcionalidades.

Dubinsky (1991) estabelece que a construcdo de objetos matematicos ocorre
em funcéo de situagBes mateméticas problemaéticas, cujas solu¢des envolvem acgoes,
processos, objetos e relagdes entre esquemas que se formam para resolver

determinada situacao.

O autor supracitado acrescenta que o estudo da Algebra Linear pode
acarretar o Pensamento Matematico Avancado® atuante na Engenharia, na Ciéncia,
Economia e outras areas e que, por sua vez, é caracterizado pela abstracao.
Prossegue com a afirmacdo de que os elementos da Algebra Linear s&o
caracterizados como abstratos (transformacgdes lineares sobre espacos vetoriais) e
concretos (matrizes e vetores) e que sao aplicados, conforme o tipo de curso que

® Apresentamos o conceito de Pensamento Matematico Avancado no Capitulo 2.
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sera criado. Mas, ha divergéncias entre determinados conceitos que podem ser
concretos para uns e abstratos para outros.

Para Dreyfus (1991), o Pensamento Matematico Avancado envolve a
representacdo, a visualizacdo, generalizagcdo, assim como a classificacéo,

conjectura, inducao, andlise, sintese, abstragcédo e formalismo.

Com base no cenario anterior de nossa pesquisa de mestrado e da
problematica exposta frente ao estudo da disciplina Algebra Linear, a proposta desta
pesquisa de doutoramento é investigar as estruturas cognitivas envolvidas na
construcdo do objeto matematico autovalor e autovetor nas fases inicial e final de
formacdo do aluno dos cursos de Engenharia. Para tanto, evidenciaremos as
concepcdes (acbes, processos, objetos e esquemas), conforme expde a Teoria
APOS de Ed Dubinsky (1991).

7

Esta descricdo sistematica é apresentada, mediante uma decomposi¢ao
genética que representa um modelo cognitivo no qual o resultado da aplicagéo €
composto pelos componentes: andlise tedrica, desenho e aplicacdo de instrumentos
(corresponde ao problema aplicado) e analise e verificacado ou refutacdo dos dados.
Citamos que o desenvolvimento da decomposi¢cdo genética baseou-se nas ideias
dos trabalhos de Stewart (2008) e Trigueros et al. (2012).

Também serdo considerados os conceitos imagem e definicdo, de acordo
com os estudos de Vinner (1991) e Domingos (2003).

Como sujeitos de nossa pesquisa consideramos os estudantes de cursos de
Engenharia nas seguintes fases de formag¢do académica: (a) apos concluirem a
disciplina de Algebra Linear’ e (b) apés a conclusdo de disciplinas especificas que
contemplem a interdisciplinaridade entre os conceitos aplicados da Engenharia e os

conceitos do objeto matematico em estudo®.
Para tanto, assumimos como questdes de nossa investigacao:

(1) Quais concepcdes (agcdo-processo-objeto-esquema) sao evidenciadas nos

alunos, apés o estudo do objeto mateméatico autovalor e autovetor nas

" Nessa fase, a pesquisa foi realizada com estudantes do 3° e 4° semestres de um curso de
Engenharia de duas instituicdes de ensino superior do Estado de S&o Paulo.

® Nessa fase, a pesquisa foi realizada com estudantes do 10°. semestre de cursos de Engenharia de
duas instituicbes de ensino superior do Estado de Sao Paulo.
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fases inicial e final de sua formagdo académica em cursos de

Engenharia?

(2) Nessas mesmas fases, quais conceitos imagem e definicdo sao

evidenciados no estudo do objeto matematico autovalor e autovetor?

Como hipotese, admitimos que as estruturas cognitivas presentes nos alunos
em fase final de formacéo expdem aspectos que evidenciam relagdes presentes em
disciplinas especificas do curso com as disciplinas matematicas, contrariamente do
que é exposto nas mentes matematicas dos alunos que iniciam o curso de
Engenharia. Compreender as estruturas cognitivas e as mentes matematicas que se
formam nas fases inicial e final da formacdo do estudante, poderdo destacar

evidéncias de diferentes esquemas mentais.

Umvpanorama geral dov Tese

A sequir, apresentaremos uma breve descricdo dos capitulos que compdem a

tese:

No Capitulo 1, discorreremos sobre a revisdo da literatura que consideramos
para justificar nossas escolhas e motivacdes pela pesquisa. Nesse capitulo, serdo
apresentadas pesquisas que destacam o papel do objeto matematico autovalor e
autovetor na Engenharia, dentre elas, a Engenharia de pontes e de energia.
Também ressaltaremos a importancia do trabalho do pesquisador dinamarqués
Pedersen que apresenta um modelo de crescimento populacional para o estudo do
objeto matematico autovalor e autovetor. Ressaltamos que o modelo proposto por
Pedersen constituiu parte da reforma educacional realizada em outubro de 2005 na
Real Universidade de Veterinaria e Agricultura de Copenhague e nos conduziu a

escolha de nosso instrumento diagndstico.

Nesse capitulo, ainda apresentaremos textos que discutem o papel que os
conceitos matematicos desempenham em projetos de Engenharia, apontando para
guestdes sobre quais conhecimentos matematicos sao necessarios para tais
profissionais, ou ainda, como sado estabelecidas as relacdes entre os conceitos

matematicos evidenciados e as especificidades da Engenharia? Em todo o discurso
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dos trabalhos listados, serdo apresentados exemplos especificos de aplicagbes que
poderao nortear os estudos dos interessados na area.

No Capitulo 2, discutiremos a Fundamentacdo Teolrica que nos orientou na
analise das informacdes obtidas na aplicagcdo do instrumento diagndstico e nas

entrevistas realizadas com os estudantes voluntarios.

Apresentaremos também a Teoria APOS (Acdo-Processo-Objeto-Esquema)
de Dubinsky (2001), e as ideias relacionadas ao conceito imagem e conceito
definicdo de Vinner (1991) e Domingos (2003), como integrantes do Pensamento

Matemético Avancado, para nortear a presente analise.

Ressaltamos que o estudo das estruturas cognitivas dos estudantes
participantes da pesquisa foi realizado com base nas diferentes concepcdes
estabelecidas pela Teoria APOS. Conforme expde Dubinsky (2001), as acdes séo
interiorizadas em processos e, entdo, encapsuladas em objetos mentais situados em
esquemas cognitivos mais sofisticados, pensados como atividades dindmicas e em

constante mudang;a.

Esses novos esquemas serdo acomodados a novos fendmenos, e o ciclo

recomecgard sempre em busca de esquemas mais sofisticados.

No mesmo capitulo, estenderemos a Teoria APOS a dominios mais amplos
da aprendizagem matematica, em particular, a do Pensamento Matematico
Avancado. E possivel evidenciar nas leituras expostas que a Teoria APOS foi
desenvolvida no seio do Pensamento Matematico Avancado, envolvendo

transformacdes dos conceitos em estudo.

E importante que os pesquisadores em Educacdo Matematica tenham
consciéncia dos processos mentais que se interagem para a construcdo do
conhecimento, com imagens mentais, visuais ou a linguagem matematica.
Apresentaremos a contribuicdo de Dreyfus (1991), que discute a abstragdo, como a
mais importante capacidade desenvolvida no Pensamento Matematico Avancado

com expressiva exigéncia cognitiva.

Como parte integrante do Pensamento Matematico Avancado,
apresentaremos 0s conceito imagem e definicdo, de acordo com Vinner (1991) e
Domingos (2003). Nesse estudo, Vinner (1991) discute o papel das impressdes e

experiéncias associadas as imagens visuais. Também é destacado o papel dos
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conceitos imagem e definicdo nos contextos do cotidiano técnico (termos usados
pelo autor). Ambos o0s conceitos interagem, sendo possivel também que cada um se
constitua de modo independente. Conforme as leituras expostas, sera possivel ativar
as células dos conceitos definicdo e imagem, de acordo com o perfil dos exercicios
ou problemas desenvolvidos em aula, permitindo que se construa um fluxo continuo
de estimulo-resposta. Outro autor destacado em nossas leituras com significativa
importancia em nossa analise foi Domingos (2003). Em sua investigacao, caracteriza
a compreensao dos conceitos matematicos avancados, como sucessdes, funcdes e
outros conceitos relacionados ao Calculo Diferencial e Integral no inicio do ensino
superior. Assim, destaca trés niveis de conceito imagem: incipiente, instrumental e

relacional, caracterizando-os, de acordo com as ac¢0es realizadas pelos alunos.

Com as leituras, sera possivel evidenciar a estrita relacdo existente entre a
Teoria APOS e o Pensamento Matematico Avancado. A principio, destacamos que
encontramos a relacdo existente entre ambos os aportes tedricos e, mais tarde,
verificaremos a relacdo existente com uma terceira. Tall (2000) trouxe em seu
trabalho um termo que nos chamou a atencéo e que, particularmente, nos instigou a
estuda-lo. O termo mente matematica presente em nosso titulo propde abrir um
campo para futuras investigagcdes em nosso grupo de pesquisa. O autor refere-se ao
termo mente matematica, como a forma como cada processo e conceito matematico
sdo compartilhados entre os individuos, focando tanto a estrutura matematica
concebida pela comunidade, como a estrutura biolégica mental. Estamos
adentrando, portanto, no sistema multiprocessavel, ativo e participante que
corresponde ao cérebro humano. Dentre os autores citados, apresentamos algumas
ideias de Dehaene (1997) que considera que a Matematica encontra-se limitada por
nossa arquitetura cerebral, que impde um limite sobre nossa aprendizagem e
mem©éria. Portanto, € pertinente fazer uma breve descricdo sobre a Neurociéncia
Cognitiva (Dehaene, 2008) e a anatomia do Sistema Nervoso, para que os leitores
tenham uma compreensdo inicial dos termos relativos a mente matematica. Na
perspectiva biologista dos neurocientistas, as condicbes neuronais do individuo
podem ser consideradas na elaboracdo das estratégias para a aprendizagem
matematica. Contudo, deixamos claro que as analises desta tese consideraram o
primeiro aspecto tratado por Tall (2000), em relagdo ao termo mente matematica, a

estrutura matematica concebida pela comunidade. O segundo aspecto € deixado
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como sugestdo para possiveis estudos futuros de nossa comunidade de educadores

matematicos.

No Capitulo 3, apresentaremos a metodologia de investigagcdo que norteou
nosso trabalho, o estudo de caso. Em uma abordagem qualitativa de pesquisa,
consideramos os estudos de caso multiplos por se tratarem de sujeitos de duas
instituicbes de ensino particular do Estado de S&o Paulo, com perfis e realidades
diferentes. Consideramos que os estudos de caso multiplos nos possibilitam revelar
como e por que o objeto matemético autovalor e autovetor é abordado em ambas as
instituices. Nesse capitulo, serdo descritos 0s passos que seguiremos, desde a
selecdo das universidades e dos alunos participantes, até a realizacdo das

entrevistas.

No Capitulo 4, descreveremos a formacdo do profissional orientada por
documentos oficiais que regem os cursos de Engenharia, dentre elas, as Diretrizes
Curriculares Nacionais. E possivel que percebamos o papel fundamental das
instituicbes de ensino na formacdo do profissional que devera agregar trés
componentes: conhecimentos, habilidades e atitudes. Destacaremos o papel da
interdisciplinaridade inerente as disciplinas do curso, apontando que todas tém um
importante papel a seguir.

No Capitulo 5, descreveremos a abordagem adotada pelos autores David
Poole e David C. Lay , referente ao tema Autovalor e Autovetor, respectivamente,
em seus livros Algebra Linear e Algebra Linear e suas aplicagdes. Ambos os livros
fazem parte das referéncias bibliograficas das instituicbes de ensino apresentadas
no Capitulo 3. Com base no estudo dos capitulos especificos sobre Autovalor e
Autovetor, sera possivel estabelecer a selecdo do instrumento diagnéstico que

constitui nosso problema de pesquisa.

No Capitulo 6, intitulado A Investigagdo, apresentaremos o problema ou
instrumento de investigacdo proposto aos alunos participantes. Inicialmente, sera
exposto como ocorreu a investigacdo piloto e sua analise e as razbes que nos
levaram a sua reformulacdo. ApdOs expostas tais razbes, serdo consideradas as
concepgOes agao-processo-objeto e esquema do estudo de autovalor e autovetor,
de acordo com Stewart (2008) e Trigueros et al. (2012). Stewart (2008) expde a
definicdo das concepcdes acgao-processo-objeto-esquema do estudo de temas

relacionados & Algebra Linear, porém, nesse capitulo apresentaremos apenas o
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relacionado ao estudo de Autovalor e Autovetor. Acrescentamos que seu objetivo
serd analisar os dados obtidos em entrevistas baseadas na relacdo entre a Teoria
APOS e a visao corporificada dos Trés Mundos de David Tall. Trigueros et al. (2012)
também expde em seu projeto o estudo de conceitos relacionados a Algebra Linear.
Todos os exemplos apresentados serdo fundamentados na Teoria APOS e deverao
expor suas decomposi¢cdes genéticas relacionadas a modelos aplicados como: o
Modelo da Teoria dos Codigos (Espacos Vetoriais), o Modelo do Ciclista
(Transformacgdes Lineares) e o Modelo de Emprego e Desemprego (Autovalor e

Autovetor).

No Capitulo 7, apresentaremos a analise dos dados obtidos nas entrevistas
realizadas, conforme as ideias sobre as concepcdes acao-processo-objeto-
esquema, de acordo com Stewart (2008) e Trigueros et al. (2012), e as principais
ideias sobre os conceitos imagem e definicdo, conforme expdem Vinner (1991) e
Domingos (2003). Em seguida, apresentaremos nossas consideracdes finais e

sugestdes para futuras investigacoes.
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Capttulo-1 - Revisdo-do Literatuwrar

—7

A seguir, destacaremos as pesquisas que nortearam nossa investigacdo e
que exerceram significativo papel na construcdo da tese e justificaram nossas

escolhas.

1.1 A contribuicio do-trabalho-de Pedersen (2006)

Na investigacdo de Pedersen (2006), o autor descreve a realizagdo de um
projeto com 250 estudantes universitarios ingressantes em um curso de Matematica,
cuja graduacdo era dirigida a Ciéncia dos Alimentos, Biotecnologia e Economia

Agricola.

O projeto desenvolvido foi proveniente de uma reforma educacional realizada
no outono de 2005 na Real Universidade de Veterinaria e Agricultura de
Copenhague. Como resultado, varios programas de bacharelado foram reformulados
em suas cargas horarias e em seus conteudos curriculares. Tais reformulacoes
permitiram que Pedersen incluisse o uso parcial do computador (20% - 25% da
carga horaria) em seus cursos, de modo que servisse como suporte as aulas de
Matematica e, a0 mesmo tempo, introduzisse 0s primeiros conceitos relativos a

Ciéncia da Computacéao.

O autor supracitado enfatiza que a revisdo do conteddo matematico e do
ensino possibilitou sua integracdo com outras disciplinas. Assim, as noc¢des
matematicas passaram a ser apresentadas baseadas em exemplos e aplicacdes que
motivaram os estudantes a desenvolver suas atividades fora do curso e, a0 mesmo

tempo, testar uma ampla série de competéncias.

Como projeto apresentado nos cursos de Matemética, o ensino de autovalor e
autovetor passou a tratar dos modelos de crescimento populacional. O autor ressalta
que tal conteudo nédo fazia parte do antigo curriculo e que, sé apés a reforma, o
tema foi introduzido no conteudo ministrado, tornando-se indispensavel no curso.

Dessa forma, no programa vigente, o aluno que concluisse o curso de

Matematica deveria estar apto a: (a) entender as definicbes de autovalores (e
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autovetores) e como determina-las; (b) entender o0s modelos matriciais

V.., = M.y, para o crescimento populacional; (c) calcular algumas das iteracdes de v,

com o computador e a partir de entdo ganhar experiéncia e tirar suas proprias
conclusdes de tais experimentos matematicos; (d) descrever o comportamento

assintotico de v, em relagéo ao autovalor dominante e seu autovetor associado com

base no seguinte Teorema:

Teorema: Seja M uma matriz n X n, vo um vetor n-dimensional e

vt=Mt.vO para t = 1, 2, ... Sob certas condicbes (que sdo
usualmente satisfeitas) sobre M e v, existe uma constante ¢
V't

T cg, quando t — o ,onde A é o autovalor dominante e g, 0
1
autovetor correspondente (PEDERSEN, 2006, p. 4)

Se a populacéo € dividida em n grupos, de acordo com a faixa etaria, v;
denota o vetor populacional no instante t e M corresponde a Matriz de Leslie para a

populagéo, temos v,,, =M.y, .

Um dos modelos mais populares de crescimento populacional é baseado em
matrizes, sendo introduzido por P. H. Leslie em 1945. O modelo de Leslie descreve
o crescimento de uma populagdo em uma suposta duragdo de vida maxima, com
base na média de nascimentos e nas probabilidades de sobrevivéncias das espécies

em estudo. A matriz de Leslie (L) sera uma matriz n x n com a seguinte estrutura:

Figura 1 - Matriz de Leslie.

b.l.b2b3 bn—lbn
s 0 0 0 0
[0 0 0 0
|0 0 s 0 0
0 0 0 .. s, O]

Fonte: Adaptado de Poole (2004, p. 209)
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em que b, by, ... sdo os parametros de nascimento e S;, Sz, ... as

probabilidades de sobrevivéncia da espécie em estudo.

No contexto, a interpretacdo do teorema € que, com o passar do tempo, a

taxa de crescimento de cada faixa etaria aproxima-se do autovalor dominante A e
que a distribuicdo entre os grupos etarios, atribuida pelo autovetor g,, torna-se

assintoticamente estavel.

Assim, tais situacdes, expostas por problemas, permitem que o estudante
faca transicbes, formulacdes e validagdes que, muito provavelmente, ndo eram

trabalhadas nas aulas.

No projeto, Pedersen conclui que a principal ideia era descobrir autovalores (e
autovetores associados) com base em experimentos matematicos que estimulassem
0 pensamento indutivo do estudante e acarretassem a compreensao do amplo papel
que tais objetos matematicos desempenham em modelos de crescimento

populacional.

Pautados na decomposicdo genética do objeto matematico autovalor e
autovetor, buscamos destacar as relagbes entre os diferentes esquemas que se
formam baseados na exposicao de problemas, como os apresentados por Pedersen
(2006). Problemas como esse expdem conceitos de Sistemas Dinamicos e serdo
melhor detalhados no Capitulo 5 desta pesquisa. Um problema com as mesmas
caracteristicas apresentadas pelo autor foi aplicado aos sujeitos de nossa
investigacdo e apoiados em analise destacamos as concepg¢des (acao-processo-
objeto-esquema) dos alunos, assim como as diferentes capacidades matematicas
que definem as mentes matematicas®, e o que consideram Vinner (1991) e
Domingos (2003) sobre o desenvolvimento do Pensamento Matematico Avancado,

guanto aos conceitos imagem e definicdo.

Consideramos que o exemplo apresentado por Pedersen e mais outros
presentes nos livros didaticos (no Capitulo 5) nos forneceram informacbes
importantes que relacionassem o aspecto interdisciplinar da formacao do engenheiro

as suas estruturas e capacidades cognitivas.

° A expressdo seré discutida no Capitulo 2.
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1.2 A contribuicdo do-trabalho-de Silvaw e Velogo- (2003)

A pesquisa dos autores imersa no contexto da Engenharia Civil considera
como fato as dificuldades que os estudantes dos ciclos basicos da Engenharia
apresentam para compreender as aplicacdes dos conhecimentos tedricos obtidos
em disciplinas relacionadas a Calculo, Fisica e Algebra Linear. Acrescentam que 0s

conhecimentos adquiridos nessas disciplinas

sdo fundamentais para a compreensdo do comportamento de
sistemas estruturais simples na Engenharia tais como trelicas, vigas,
poérticos, placas e sistemas estruturais complexos de aco de
telecomunicacdes e de transmissdo de energia, edificios e outros
(SILVA; VELOZO, 2003, p. 2).

Portanto, € importante que os alunos de graduacdo em Engenharia tenham
uma ideia basica de suas aplicacdes praticas.

Em um primeiro momento, a definigdo do conceito de Autovalor conforme
Lipschutz (1977) é apresentada. Reescrevemos a definicdo do conceito de acordo
com Lipschultz (2002, p. 404):

Seja A uma matriz quadrada de ordem n sobre um corpo K. Diz-se
gue um escalar A 1K é um autovalor de A se existe um vetor
(coluna) ndo-nulo vLIK" para o qual Av = Av. Todo vetor que
satisfaz esta relacdo é entdo chamado de um autovetor de A
pertencente ao autovalor A. Observe que cada mdltiplo escalar k.v é
um desses autovetores, pois A(kv) = k(v) = k(A.v).

O conjunto E, de todos os autovetores pertencentes a A € um
subespaco de K", chamado autoespaco de A.

Acreditam que a apresentacdo de tais conceitos é baseada em métodos
estritamente conceituais e matematicos, sendo contraria ao que deveria ser
informado a um futuro engenheiro, pois tais métodos de ensino ndo apresentam
relacdo alguma com temas especificos, tais como espaco vetorial, corpo, etc., além
de nao ressaltarem onde e como o aluno de graduacao podera utiliza-los em sua
vida profissional. Dessa forma, sugerem que o tema autovalor pode ser associado as

frequéncias naturais e autovetor aos modos de vibracdo de um elemento ou sistema
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estrutural. A andlise a respeito do comportamento dindmico da estrutura previne
deflexdes excessivas e mantém as condi¢cdes de segurancga a ruptura. As deflexdes
excessivas (também chamadas de deformacfes excessivas) podem provocar danos
locais, como fissuracdo de elementos estruturais. Geralmente, o calculo de
deflexdes é feito pautado nas equacdes usuais da Resisténcia dos Materiais.

Como sugestdo para uma abordagem mais apropriada ao ensino do tema,
expdem a equacdo matricial como: MV, +KYV, =0, em que M € a matriz massa, K €
a matriz rigidez, V, € o vetor das aceleracdes e V, é o vetor dos deslocamentos. Na

equacdo (MK —ani’l)g=0 em que ¢ € o i-ésimo modo de vibragdo, com i

7

variando de 1 a N. A equacao seguinte é verdadeira para qualquer ¢ , se

|[M™K —apoi®l |gt =0 em que | representa a matriz identidade. A Gltima equagéo é

designada, como equagdo caracteristica, e suas raizes sdo o0s valores
caracteristicos ou autovalores que correspondem as frequéncias naturais de um
sistema estrutural. Para cada autovalor, associamos 0 autovetor caracteristico ou
autovetor que representa o modo de vibragao do sistema.

Os autores concluem que o embasamento teérico adquirido no ciclo basico é
de grande relevancia para um melhor aproveitamento nos cursos de Engenharia e
destacam ser importante que o enfoque didatico de disciplinas basicas, como a
Algebra Linear, seja direcionado a seus problemas correntes, contribuindo para que

os alunos possam desenvolver um grau de motivagéo e maior maturidade.

1.3 A contribuicio do trabalho- de Silva; Bernawrden;, Reck
(2010)

Com o proposito de apresentar uma ferramenta de apoio a tomada de decisao
no restabelecimento de energia, os autores apresentam a aplicacdo do método AHP
(Analytic Hierarchy Process) em situacdes de contingéncias no restabelecimento de
energia elétrica. A pesquisa reflete a necessidade de melhoria de sistemas de
distribuicdo de energia, permitindo o restabelecimento em tempo real.

Em determinados casos, o restabelecimento de energia elétrica € alcancado
por duas ou mais solugdes, e o0 método estudado pelos autores permite que sejam

avaliadas as alternativas possiveis e a melhor solugédo. Assim, séo atribuidos graus



48

de importancia, ou seja, graus hierarquicos a cada critério avaliado, estabelecendo
prioridade entre as alternativas encontradas.

Para tanto, € importante que sejam considerados os fatores qualitativos e
guantitativos guiados por uma escala de prioridades que representa quanto um
elemento € melhor que outro ou quanto um domina o outro (SILVA; BERNARDEN,;
RECK, 2010, p. 3).

E possivel que seja construida uma matriz de comparacbes baseada nas

seguintes regras:

A=wj;€éamatriznxn

i = subindice referente a linha da matriz;

j = subindice referente a coluna da matriz;
w = peso atribuido ao critério e;

n = numero de critérios.

Sao estabelecidas comparacdes entre os critérios de linha (Ci) e os critérios

de coluna (Cj) que sao wij, se Ci domina Cj, i se Cj domina Ci e 1, se nenhum
wij

domina o outro (SILVA; BERNARDEN; RECK, 2010, p. 3).
Considerando os critérios anteriores, 0s autores apresentam a seguinte matriz

de comparacéao:

C1 C2 C3
Cii1 5 3
A=C2/1/5 1 2
C3|1/3 1/2 1

Os autores consideram os critérios C4, C,, C3 como:

* Restabelecer a energia para o nUmero maximo de consumidores
(Co);

* Realizar o niumero minimo de comutacdo para as transferéncias
de carga (Cy);

e Minimizar o numero de consumidores interrompidos por ano (Cs)
(SILVA; BERNARDEN; RECK, 2010, p. 2).
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7

Com base na matriz de comparacdo apresentada, € possivel que se
estabeleca a seguinte estimativa: C; possui uma forte importancia sobre C, e C3 €
trés vezes melhor que C;.

De acordo com os autores, o autovetor fornece a hierarquia das
caracteristicas que representa o grau de importancia relativa de cada critério. A partir
do estabelecimento de prioridades entre os critérios sdo tomadas decisGes para o
restabelecimento da energia em uma rede de distribuicao elétrica.

Assim, é possivel identificarmos nesse trabalho a relevancia atribuida ao
objeto autovalor e autovetor em contextos aplicados da Engenharia como a
aplicacdo de métodos especificos no apoio a tomada de decisdes.

1.4 A contribuicio do-trabalho-de Romo-e Oktag (2007)

No artigo, as autoras buscam observar o papel que os conceitos matematicos
desempenham na resolucéo de projetos de Engenharia. Para tanto, utilizaram como
metodologia de pesquisa a dos pensamentos teorico e pratico que permitem
observar os fenbmenos produzidos baseados nos conceitos matematicos.

No mesmo trabalho, foram analisados quatro projetos de Engenharia
defendidos no programa de Mestrado em Engenharia de Sistemas do Instituto
Politécnico Nacional do México. Tais projetos foram realizados no mesmo espaco
académico, porém, envolvendo probleméticas diferentes em situagdes reais.

Conforme discorrem as autoras, a problematica envolvida reflete a natureza
do trabalho do engenheiro e a necessidade tedrica da Engenharia e dos conceitos
matematicos frente a resolucdo de problemas praticos. Dentre as questbes que
sugerem tal aspecto, estdo: (1) Que tipo de conhecimentos matematicos sao usados
pelo engenheiro?; (2) Que caracteristicas tém os usos dos elementos matematicos?;
(3) Séo utilizados em nivel de ferramentas para resolver um problema ou para
realizar e justificar hipéteses, procedimentos ou encontrar resultados?

Partindo das reflexdes expostas, a proposta das autoras foi desenvolver uma
ferramenta metodoldgica que analisasse o rol dos elementos matematicos que sédo
utilizados na resolucéo de projetos de Engenharia.

Dentre os trabalhos citados, foram usados aqueles que buscam estudar a

natureza da Engenharia em diferentes enfoques, preocupacdes e objetivos,
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relacionando a pratica profissional e o perfil exigido, além da relagdo que se
estabelece com a natureza do conhecimento matematico.

Com base no marco tedrico dos pensamentos tedrico e pratico, as autoras
descrevem as principais diferencas compreendidas entre ambos 0s pensamentos.
Citam que o pensamento tedérico tem como objeto os sistemas de conceitos,
apresentando suas caracteristicas e relacfes entre conceitos e seus sistemas. Ja o
pensamento pratico, € o que é gerado com o objetivo de se obter algo em concreto;
sendo associado a fenbmenos particulares e centrado no significado das acdes.

As autoras acrescentam algumas questdes levantadas baseadas na pesquisa
de Camarena (1999) que discute o termo saber de aplicacdo: Quais sdo as
caracteristicas desse saber de aplicagdo? Qual é o papel que desempenha na
resolucdo de um problema de engenharia e quais sdo as caracteristicas do
pensamento que se apresentam ou se associam com seu uso?'° (ROMO; OKTAC,
2007, p. 120).

Além disso, as autoras supracitadas definem a abstragdo como conhecimento
em uso', nos quais os engenheiros envolvidos em diferentes problematicas
alcancam um nivel de entendimento sobre a solucdo do problema matematico
(ROMO; OKTAC, 2007, p. 120) ** pautados nos resultados. E esse mesmo
conhecimento matemético que lhes permite modificar ou alterar parametros, ou
ainda, realizar ajustes, quando necessarios. As autoras defendem que a atividade
matematica do engenheiro requer a construcao e o desenvolvimento de ferramentas
tedricas especificas que permitem estudar e analisar essa mesma atividade. Para
eles, a natureza da Matematica no contexto da Engenharia podera favorecer o
desenvolvimento de uma didatica da matematica para a formacao dos profissionais.

Para realizar o estudo dos elementos matematicos empiricos na pratica da
Engenharia, Romo e Okta¢ (2007) partiram da caracterizagdo do pensamento

matematico presente nos projetos investigados. Descrevem que

O pensamento pratico se distingue do tedrico em seu objetivo, objeto,
principais preocupacdes e resultados:

% Traducado nossa: ¢Cudles son las caracteristicas de este saber de aplicaciéon? ¢Cuél es el papel
gue desempefia em La resolucién de um problema de ingenieria y cuéles son las caracteristicas del
?lensamiento gue se presentam 0 se asocian con su uso?

Tradugdo nossa: conocimiento-em-uso.
12 Traducao nossa: alcanzan um nivel de entendimiento sobre la solucidn del problema matematico.
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+ O pensamento teérico € o que se produz no fazer puro de
pensar, tem como objeto os sistemas de conceitos; estuda as
relacbes e caracteristicas entre conceitos e sistemas de
conceitos.

» O pensamento pratico é o que se gera com o fim de se obter algo
em concreto; esta associado a objetos, feitos ou fendmenos
particulares; se centram no significado das a¢des enquanto que
sua validade depende do factivel™® (ROMO; OKTAGC, 2007, p.
122).

Assim, entendemos que 0 pensamento teorico esta atrelado aos conceitos,
sistemas e relacbes que sao estabelecidos entre ambos. Diferentemente do anterior,
0 pensamento pratico associa-se a objetos e ao significado das acdes realizadas

sobre os mesmos.

A metodologio wliligada nav pesquisa de Romo-e Oktag (2007)

As dissertacoes de mestrado apresentadas na pesquisa de Romo e Oktag
(2007) buscam estudar e solucionar problematicas reais vivenciadas em
determinadas empresas ou industrias, locais onde buscam desenvolver suas
atividades profissionais, como engenheiros.

Acrescentam que a busca de solucdo dessas problematicas envolve tempos
distintos daqueles realizados em uma situacéo problematica artificial. Entretanto, ndo
fogem do cunho académico, apresentando argumentac¢des para a solugao com base
nas justificativas e fundamentacdes teoricas quanto ao uso de ferramentas, métodos
ou formulas.

A selecdo dos trabalhos baseou-se nos seguintes aspectos: conteddo
matematico (foram identificadas possiveis categorias do uso do conceito
matematico) e a problematica abordada.

A proposta foi analisar o rol de solucbes dos projetos de Engenharia
investigados, de acordo com os resultados que poderiam redefinir os elementos
matematicos empiricos e, assim, desenvolver uma ferramenta pratica. Acrescentam

nao ser proposito da investigacao determinar as transformacdes ou adaptacdes que

®* Tradugdo nossa: El pensamiento practico se distingue del teérico em su objetivo, objeto,
preocupaciones principales y resultados: o pensamento tedrico es el que se produce em el hecho
puro de pensar; tiene como objeto a los sistemas de conceptos; estudia las relaciones y
caracteristicas entre conceptos y sistemas de conceptos. El pensamiento practico es el que se genera
com el fin de obtener algo em concreto; esta asociado a objetos, hechos o fendmenos particulares; se
centra em el significado de acciones, mientras que su validez depende de lo factible.
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0 conceito mateméatico sofre entre o saber escolar e o saber de aplicagdo, mas

apenas evidenciar que o conhecimento matematico presente em um projeto com

essas caracteristicas passa naturalmente pelo ciclo de vida saber sabio, saber

escolar e saber de aplicacao.

Dentre as pesquisas analisadas, evidenciaremos o tema Desenho e

simulacdo de uma Rede neuronal aplicada ao problema de distribuicdo 6tima de

planta.

Para analise dos dados coletados nos trabalhos investigados, Romo e Oktag

(2007) elaboraram uma ferramenta metodolégica que distingue quatro categorias:

a)

b)

d)

Uso do conceito : corresponde ao papel ou funcdo que determinado
conceito matematico desempenha em um projeto de Engenharia, que
pode se dividir em: Uso conceitual: pode ser usado fazendo-se referéncia
a sua definicdo, ao corpo tedrico a que pertence, assim como as relacdes
com outros conceitos matematicos; podem ser utilizados como modelo de
dado fenémeno, elemento, etc. e Uso tedrico: nesse caso, 0 conceito
matematico é empregado como técnica, um algoritmo ou um modelo em
situacdes especificas;

Componente mateméatico : nessa situacdo, 0 conceito matematico €
compreendido como um Unico ente. E considerado um objeto matematico,
com definicbes, propriedades ou um modelo, algoritmo com férmulas e
meétodos vistos em situacdes especificas;

Relacdo entre conceitos matematicos e conceitos pro prios da
Engenharia : o objetivo das autoras é caracterizar o rol a que pertencem
0S conceitos matematicos envolvidos, e as conexdes que Ssao
estabelecidas com os conceitos especificos da Engenharia; e

Condicdo do elemento matematico : as autoras buscam observar qual o
papel do conceito matematico na teoria especifica da Engenharia. Tratam
de observar se ha transformacéo do objeto com a aplicacdo, assim como
se ha evolucéo, contribuicdo com a teoria matematica ou se aparece

somente como um elemento imutavel dessa teoria.

A seguir, as autoras apresentam a analise da pesquisa Desenho e Simulacéo

de uma Rede Neuronal aplicada ao problema de distribuicdo 6tima de planta. O

objetivo da pesquisa de Mestrado em Engenharia de Sistemas consiste em distribuir
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de modo 6timo um conjunto de elementos, dentre eles, departamentos e maquinas,
a fim de obter beneficio em termos de custos ou utilidades.

O Problema de Alocacdo Quadratica (PAQ) * foi eleito para representar o
problema. O PAQ pode ser definido como um problema classico de otimizacao
combinatdria, composto por um conjunto de n elementos distintos a serem
localizados (atribuido) em n diferentes localizacdes. Tal método considera o fluxo
que ha entre pessoas, a informagcdo, assim como 0S materiais entre o0s
departamentos e a distancia retilinea entre os centros dos departamentos. Na
andlise, também é considerado o custo do movimento de cada elemento entre os
departamentos.

Para solucionar o problema, foi estabelecido um conjunto de elementos
interconectados hierarquicamente, cujas informacfes sdo processadas entre as
diversas redes que se estabelecem com base em uma funcdo de entrada. A
informacéo é trabalhada por uma funcdo de processamento que corresponde a um
neurénio e, entdo, € entregue como funcdo de saida. O propdsito € chegar a
estabilizacdo do sistema apoiado em um custo minimo de energia da rede.

O contetdo matemético é considerado componente essencial do projeto, uma
vez que se objetiva resolver o problema de distribuicdo de planta, com base em um
modelo de otimizagdo matematica, mediante a ferramenta redes neurais.

Considerando a analise da categoria uso do conceito, a matriz foi um dos
conceitos necessarios para a resolucdo do projeto. Mas, em muitas situacdes, néo
se faz referéncia explicita & sua definicAo nem a teoria a que pertence. As autoras
consideram que o uso das matrizes ndo é conceitual e aparece apenas como uma
representacdo grafica do arranjo entre linhas (correspondem aos locais especificos)
e colunas (correspondem aos departamentos). Portanto, seu uso é técnico, ja que
tem como objetivo encontrar um resultado pelo qual ndo se requer conhecer sua
definicdo nem propriedades.

Dessa maneira, as autoras questionam: - Que conhecimento deve ter de um
conceito para que seja usado como modelo? Se ndo sédo conhecidas sua definicao,
propriedades, caracteristicas que o definem, como pode se pensar que simboliza

certo problema, conceito ou elemento?

1 Traducéo nossa: Problema de Asignacion Cuadratica.
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Consideram que o conceito de rede neuronal relaciona-se estritamente com
0S conceitos matematicos, pois seu proposito é solucionar o modelo de otimizacdo
matematica utilizado (PAQ).

Para o desenho da rede neuronal, que se estabelece entre locais especificos
e departamentos envolvidos, o arranjo de matrizes se faz necessario para se
modelar seu comportamento, em que cada elemento tera um significado para a

solucéo do problema.

Figura 2 - Representacdo de uma Rede Neuronal de Departamentos e Locais

@ ©O-0-9
Q@ @@ .
@ @U@
O OO
Departamentos

Fonte: Adaptado de Romo e Oktag (2007, p. 132)

Acrescentam que a relacdo entre o modelo matematico e a rede neuronal
dentro do projeto € tao estreita que ndo se visualizam como elementos distintos, mas,
sim, constituem-se como um Unico ente, definindo-se novamente’® (ROMO; OKTAC,
2007, p. 135).

Concluem a analise do tema considerando que o papel do elemento de
Engenharia é visualizado em torno do matematico. Propdem um aporte a teoria
matematica, envolvendo em elemento da Engenharia com base no desenvolvimento
de uma metodologia para resolucdo de problemas de otimizacdo matemética.

E percebida a necessidade de ressignificar o elemento matematico em termos
de elementos que pertencam aos fendbmenos estudados, assim como de adequacéo

do modelo matematico em termos do fenbmeno ou processo que se modela.

'® Traducao nossa: La relacion entre el modelo matematico y el de la red neuronal dentro del proyecto
es tan estrecha que no se visualizam como elementos distintos, sino se conforman como um solo
ente, definiéndose nuevamente.
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Também € identificado que os elementos de Engenharia constituem parte de um

modelo matematico.

O conteddo matematico ndo se insere de maneira direta na
engenharia, mas toma forma propria, jA& que os problemas da vida
real que a engenharia resolve provocam também a criagdo de
conhecimento matematico'® (ROMO; OKTAC, 2007, p. 139).

Pautados na analise, consideram importante refletir sobre os modos de
pensamento e sua relacdo com a atividade matematica do engenheiro. E pertinente
fazer uma reinterpretacdo dos modos de pensamento tedrico e pratico com base nas
analises que nos permitem observar o pensamento desse profissional associado ao
uso que se faz do conhecimento matematico em exercicio.

Portanto, propdem o estudo e a caracterizacdo da natureza propria da
Engenharia, com o fim de apresentar uma didatica da matematica particular a

formacéo de seus estudantes.

1.5 A contribuicio do-trabalho-de Camoawrena (2011)

Em Camarena (2011), o ensino e a aprendizagem no contexto das ciéncias
para estudos universitarios consideram a interacao entre a fase curricular, didatica,
cognitiva, epistemolégica e docente. O trabalho aborda a modelagem de problemas
matematicos nas graduacdes de Engenharia, particularmente, na Engenharia
Eletrénica. Na pesquisa, é considerada a matematizacdo de fenbmenos e eventos
que se apresentam no campo profissional das areas especificas. A autora
acrescenta que esse tema constitui um conflito cognitivo para os estudantes, visto
qgue vivenciam suas aulas de disciplinas matematicas e especificas, como areas de
conhecimentos desvinculados. No entanto, é necessario que eles possam articula-
las para matematizar o evento ou fendémeno a ser pesquisado. Para a autora, resulta
que os professores de matematica acreditam que esse assunto deva ser tratado

pelos professores do ciclo especifico, e estes ultimos pelos professores das aulas

'® Traducado nossa: El contenido matematico no se inserta de manera directa em la ingenierfa, sino
toma forma propia, ya que los problemas de la vida real que la ingenieria resuelve provocan también
la creacién de conocimiento matematico.
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matematicas. O assunto € abordado pela Rede Internacional de Investigagdo em
Matematica no Contexto das Ciéncias (RedMaCoCiencias) que considera que o
ensino e a aprendizagem de disciplinas matematicas em cursos de Engenharia
devam ser atendidos de forma interdisciplinar para que haja motivacdo e
transferéncia de conhecimentos.

Camarena (2011) questiona: (a) Quais conhecimentos prévios sao
necessarios, para que o aluno aprenda a modelar? e (b) Que elementos de ordem
cognitiva o estudante deve construir para elaborar o modelo matematico de um
evento em Engenharia? Para tanto, acrescenta que séo precisos o conhecimento e
o dominio da matemética na disciplina de contexto.

Para responder as questdes anteriores, a autora pautou-se na Teoria da
Matematica no Contexto das Ciéncias, desenvolvida no Instituto Politécnico Nacional
do México ao longo de quase 30 anos. A teoria reflete a respeito do vinculo que
deve ser estabelecido entre a matematica e as ciéncias que a requerem, entre a
matematica e as futuras atividades profissionais, assim como entre a matematica e
as situacdes da vida cotidiana. Fundamenta-se em trés paradigmas: - a matematica
€ uma ferramenta de apoio e matéria formativa; - a matematica tem uma funcéo
especifica no nivel superior; - os conhecimentos nascem integrados*’ (CAMARENA,
2011, p. 3).

As cinco fases desenvolvidas pela teoria contemplam: a curricular, a didatica,
a epistemoldgica, a docente e a cognitiva que se relacionam e interagem, de modo
dindmico em um ambiente social, econdmico e politico e ndo estdo alheias as

condic¢des socioldgicas nem psicoldgicas dos atores envolvidos.

o Tradugdo nossa: - La matemética es uma herramienta de apoyo y materia formativa; - La
matematica tiene uma funcion especifica em el nivel superior; - Los conocimientos nacen integrados.
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Figura 3 - Uma terna dourada em Educacéo

Cognitiva
Aluno i
Curricular /\J\ Didatica
Docente

Epistemoldgica

Fonte: Adaptado de Camarena (2011, p. 3)

Camarena (2011) afirma que a Teoria Matematica no Contexto das Ciéncias
possibilita a mudanca do paradigma educacional de ensino tradicional, pois trata de
um ensino com conhecimentos integrados, duradouros e centrados no estudante.

Em uma primeira fase, a analise considerou: (a) os eventos que se
apresentaram; (b) a maneira como estes sao representados matematicamente e (c)
os temas e conceitos especificos da Engenharia, que sdo descritos
matematicamente. JA& em uma segunda fase, foram consideradas as areas que
compdem um curso de Engenharia: as ciéncias béasicas, formadas pelas disciplinas
de Fisica, Quimica e Matematica; as ciéncias basicas da Engenharia, formadas
pelas disciplinas: Circuitos Elétricos, Eletromagnetismo, Computacédo, Eletronica
Basica e Comunicacdes Basicas e as ciéncias das especialidades da Engenharia,
como: Comunicacdes, Eletronica, Controle, Acustica, Robotica, Telefonia e
Computacdo; além das Ciéncias Sociais, Econdbmicas e Administrativas.

Para a analise da segunda fase da pesquisa, foi considerada uma amostra
aleatéria de 21 universidades do pais onde estudantes de Engenharia buscaram
resolver uma selecdo de eventos analisados na primeira fase. Na segunda fase,
foram identificados os elementos cognitivos e as habilidades que entram em acg&o no
processo de construir o modelo matematico do evento.

Dentre os resultados obtidos, Camarena (2011) refere que a Matematica
ensinada em cursos de Engenharia é uma linguagem e que as rela¢cdes matematicas
gue se estabelecem com os eventos ou situacées podem ser representadas por uma

equacao, um sistema de equacgcdes ou mesmo uma distribuicdo de probabilidades.
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Para a autora, o processo cognitivo relacionado a modelagem matematica
consta de trés momentos: (1) identificacdo das variaveis e constantes do evento; (2)
as relacbes entre os diversos conceitos presentes, tanto implicita como
explicitamente; (3) validacédo da relacdo matematica que modela o evento com base
na andlise de dados, variaveis e conceitos.

Destaca que pode haver mais de um modelo matematico e varias
representagcbes matematicas que descrevam o mesmo evento, motivo esse que
torna necessaria a validacdo do modelo.

Para conhecer o0os elementos cognitivos que intervém na construcdo do
modelo matematico, é preciso que sejam conhecidos os diferentes enfoques dos
temas e conceitos matematicos da area de contexto. Por exemplo, o conceito de
derivada, € reconhecido como o quociente de diferenciais, um limite muito especifico
ou a operacao inversa da integral. Além disso, sdo necessarios conhecer os pontos
de controle e os padrbes de comportamento do conceito, quando se movem 0s
parametros que os compdem, e deve haver a habilidade de transitar da linguagem
natural a linguagem matematica e vice-versa (CAMARENA, 2011).

Em sua concluséo, ressalta a formacdo do professor de matematica dessas
graduacdes: se sua formacdo for a de matematico, ele devera aprofundar-se nas
areas do conhecimento da Engenharia, ja se sua formacédo for a de engenheiro,

devera conhecer profundamente as areas dos conhecimentos matematicos.

1.6 A contribuicio- do-trabalho-de Nonwuwa (2008)

Nomura, em sua pesquisa de Mestrado concluida, em 2008, propds encontrar
elementos que respondessem a questdo: Por que e como deve ser lecionada a
disciplina Algebra Linear em uma graduacio de Engenharia Elétrica?

A escolha do tema foi justificada pela importancia que a disciplina Algebra
Linear apresenta em relacdo as disciplinas especificas que compdem a graduacao.
Essa evidéncia pdde ser percebida com os discursos obtidos de professores da
graduacdo, que enfatizaram o aspecto interdisciplinar inerente as demais disciplinas
do curso e a necessidade de mudanca de enfoque dado pelos professores que a

lecionam.
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A analise considerou os resultados obtidos em pesquisas bibliograficas,
documentos oficiais que regem um curso de Engenharia, os discursos dos
professores da graduacdo em Engenharia Elétrica, assim como exercicios aplicados
em livros-texto. As entrevistas realizadas com professores da graduacdo em
Engenharia foram consideradas como fonte valiosa de coleta de informacbes e
trouxeram uma diversidade de informacgdes que contribuiram de modo significativo
para a expansdo e criagdo de novas perspectivas e visdes sobre os assuntos
abordados. Como afirmamos anteriormente nas consideracdes finais da dissertacéo
foi, sem duavida, uma experiéncia Unica, pois o tema de nossa pesquisa foi
merecidamente debatido (NOMURA, 2008, p. 110).

As analises seguiram as nocdes expostas pela triade objeto-pessoa-
instituicdo inerentes a Teoria Antropoldgica do Didatico de Chevallard (1999). O
postulado de base dessa teoria admite, com efeito, que toda atividade humana pode
ser descrita como um modelo Unico, que se resume com a palavra praxeologia.

Consideramos que as respostas para a questdo de pesquisa foram obtidas
pautadas na analise da organizacdo praxeoldgica formada pelo conjunto objeto,
pessoa e institui¢ao.

Como resultados obtidos, constatamos ser pertinente que os professores de
Algebra Linear conhecam algumas relagdes que possam ser estabelecidas entre a
disciplina e as demais especificidades do curso e adota-las, como pratica comum em
sua aula. Outro resultado observado relaciona-se a interdisciplinaridade entre os
conceitos de Algebra Linear e os demais conceitos especificos da graduagio, como
por exemplo, Processamento de Sinais, Circuitos Elétricos ou Teoria
Eletromagnética.

Os professores entrevistados consideraram a importancia da formacdo do
engenheiro conceitual e generalista que se prime por conhecimentos matematicos
vinculados a pesquisa.

Nesta dissertacdo, consideramos que as instituicbes de ensino podem
privilegiar a construcdo de um programa de estudos coerentemente integrado que

assegure a interdisciplinaridade requerida e um maior vinculo entre teoria e pratica.
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1.7 Resumo- e Conjecturay

No presente capitulo, destacamos as contribuicbes das pesquisas que
relacionam aspectos tedricos, conceituais e praticos das disciplinas matematicas em
contextos reais da Engenharia. A selecdo dessas pesquisas reforgou a justificativa
por nosso tema, cujas primeiras consideragdes foram evidenciadas na concluséo do
trabalho de Mestrado Académico. Assim, percebemos que os temas expostos focam
0 aspecto interdisciplinar, ndo deixando de lado a énfase que deva ser atribuida aos
conceitos matematicos em relacdo as suas definicbes, propriedades e
caracteristicas proprias. Além disso, acrescentamos que tal aspecto interdisciplinar
podera promover maior grau de motivacdo e maturidade dos estudantes em ambos
0S aspectos, tedrico e pratico.

Pedersen (2006); Romo e Okta¢ (2007), Nomura (2008); Camarena (2011)
defendem a reestruturacdo dos cursos mateméaticos baseados em exemplos e
aplicacoes. Dentre eles, destacamos o modelo de crescimento populacional
proposto por Pedersen (2006) que relaciona o conceito de autovalor e autovetor a
outros conceitos, dentre eles, modelos matriciais, meétodos iterativos e de
comportamento assintotico que correspondem a resposta ao estado estacionario de
um sistema de controle, que é o equivalente em Engenharia ao que denominamos
de comportamento de longo prazo.

De acordo com Ruggiero e Lopes:

Um método iterativo consiste em uma sequéncia de instru¢des que
sdo executadas passo a passo, algumas das quais séo repetidas em
ciclos.

A execucdo de um ciclo recebe o nome de iteracdo. Cada iteracdo
utiliza resultados das iteracdes anteriores e efetua determinados
testes que permitem verificar se foi atingido um resultado préximo o
suficiente do resultado esperado (RUGGIERO; LOPES, 2012, p. 37).

Poole (2004) cita que os métodos que funcionam iterativamente geram
sequéncias de vetores que se aproximam de uma solu¢cdo de um sistema linear.
Além disso, um método iterativo pode ser interrompido, quando a solucao gerada por

ele estiver suficientemente precisa.
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Ressaltamos que o modelo proposto por Pedersen (2006) foi fundamental
para o desenvolvimento de nossa atividade com estudantes em diferentes fases de
formacéo dos cursos de Engenharia.

A analise do modelo de Pedersen considerou a natureza abstrata da Algebra
Linear e enfatizou a construgdo das propriedades do conceito de autovalor e
autovetor baseado em deducgodes da definicao, estimulando o pensamento indutivo.

Silva e Velozo (2003) e Silva; Bernarden; Reck (2010) também destacam que
conceitos matematicos, como autovalor e autovetor, podem ser apresentados
pautados na associacdo com temas especificos, como o estudo do comportamento
dindmico de um sistema estrutural com base na andlise de frequéncias naturais na
Engenharia de Pontes ou no restabelecimento de energia em tempo real de uma
rede elétrica. O texto de Silva e Velozo (2003) aborda conceitos relacionados a
Matematica e Fisica, dentre eles, equag¢do matricial, vetores das aceleracfes e dos
deslocamentos, modo de vibracdo e equacdo caracteristica. Em Silva; Bernarden;
Reck (2010), a escala de prioridade envolve o estudo de uma matriz que estabelece
critérios de comparacdes apresentados entre linhas e colunas.

Em Romo e Okta¢ (2007), o problema de distribuigdo 6tima de planta expde a
relagdo entre conceitos de otimizacdo matemética e as redes que estabelecem o
fluxo de informacgédo entre fungbes de entrada e saida. A partir de entdo, um novo
conceito é apresentado, o de Rede Neural’®. Na sua forma mais geral, uma rede
neural € uma maquina que é projetada para modelar a maneira como 0 cérebro
realiza uma tarefa particular ou funcao de interesse (HAYKIN, 2004, p. 28)

Conforme exposto na dissertacdo de Nomura (2008), seguimos com a defesa
de que em um curso de Algebra Linear é possivel apresentar algumas dessas
discussbes, 0 que permitiria direcionar e estimular os estudantes em suas escolhas
e questdes inerentes a sua futura profisséo.

O aspecto interdisciplinar deve ir além do ensino da Mateméatica, como
ferramenta ou técnica de resolucdo baseada em algoritmos estruturados,
promovendo a construcdo de estruturas cognitivas inerentes aquele sujeito que
realiza e justifica hipéteses, procedimentos e analisa resultados. Dessa forma, a
compreensao é promovida internamente, sendo necessério fazer conexdes entre 0s

conceitos e saber o porqué e como fazé-los.

® As redes neurais sdo também conhecidas na literatura como neurocomputadores, redes
conexionistas, processadores paralelamente distribuidos, etc. (HAYKIN, 2004, p. 28).
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Referindo-nos ao exposto na pesquisa de Romo e Okta¢ (2007), na qual os
estudantes ndo relacionaram a matriz a sua definicdo ou teoria, questionamos se 0
desenvolvimento do problema pode ser bem-sucedido, se ndo ha atribuicdo dos
conceitos as suas definicdes, propriedades e caracteristicas para a construgdo do
conhecimento. Como afirmam as autoras, € esse mesmo conhecimento matemético
gue lhes provera a capacidade de modificar e analisar parametros e realizar ajustes
guando necessario.

E importante que reflitamos nos diferentes modos de pensamento, nas
relacbes numéricas, como parte das propriedades dos objetos em lugar de meras
representacdes de quantidades envolvidas.

Conforme Camarena (2011), a desarticulacdo entre os conhecimentos é
cabida aos professores de matematica que atribuem a responsabilidade
interdisciplinar aos professores das éareas especificas, e estes Ultimos que
responsabilizam os professores de Matematica.

Assim, a Educacdo Matematica para a formacédo de engenheiros € um tépico
gue merece debate sobre a pratica profissional e formacdo académica. Defendemos
a discussao do tema e a construcdo de uma didéatica da matemética em cursos com
esse perfil.

No préximo capitulo, nosso objetivo ser4d descrever os aspectos mais
relevantes dos aportes teoricos que embasaram nossa pesquisa. Primeiramente,
serdo apresentados os pressupostos tedricos de Dubinsky (1991) a respeito da
Teoria APOS. Para a realizacao da analise dos dados coletados com os estudantes,
voluntarios evidenciaremos as constru¢cdes mentais acao-processo-objeto-esquema

exposto nessa teoria.
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Capitulo-2 - Fundamentagio- Tedrica

—> —

Dubinsky e Mc Donald (2002) resumem as caracteristicas das teorias de
aprendizagem, como seguem: (a) ter poder explicativo; (b) ser aplicavel a uma
ampla série de fenbmenos; (c) ajudar a organizar determinados pensamentos sobre
complexidade e inter-relacdo de fendmenos; (d) servir como uma ferramenta de
analise dos dados e (e) prover uma linguagem para comunicar ideias sobre
aprendizagem, além de descri¢des superficiais.

De acordo com Stewart (2008), a Teoria APOS foi construida para encontrar o
critério de teoria que concilie analise teorica, dados empiricos, projeto e
implementacdo do instrumento em um ciclo. E possivel que o ciclo seja repetido
quantas vezes forem necessarias para ganhar uma compreensao melhor sobre a
epistemologia do conceito.

A seguir, apresentamos a Teoria APOS, como norteadora da andlise dos
dados obtidos na investigacdo das construcbes mentais dos estudantes

participantes de nossa pesquisa.
2.1 TeoriaAPOS

Particularmente relacionada ao estudo de Algebra Linear, a Teoria APOS
(Act-Process-Object-Schema) de Dubinsky (1991) utiliza métodos qualitativos de
pesquisa sendo baseada em perspectivas tedricas especificas que foram
desenvolvidas para atender ao entendimento das ideias do psicologo construtivista
Piaget, de acordo com a abstracéo reflexionante no contexto de nivel universitario
(COOLEY et al., 2006).

Dubinsky (1991) explica, o que € entendido por abstracdo reflexionante,
apontando, como ela pode ser usada para descrever a epistemologia de varios
conceitos matematicos e indicando como algumas dificuldades conceituais
apresentadas por estudantes podem ser explicadas. Acrescenta que a abstracéo
reflexionante pode influenciar o desenho da instrugao, resultando em aprimoramento
e ampliando a aquisi¢éo desses conceitos pelo estudante.

O autor descreve que a abstracdo reflexionante pode ser uma ferramenta

poderosa do Pensamento Matematico Avancado e podera prover uma base tedrica
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para suportar nossa compreensdo do que esse pensamento €, e cCOmMO OS
estudantes podem pratica-lo.

O conceito de abstracao reflexionante foi apresentado por Piaget e descreve
a construcdo de estruturas logico-matematicas de individuos durante seu
desenvolvimento cognitivo. Para Piaget, a abstracdo reflexionante ocorre nos
primeiros anos da crianga, durante a coordenacgao de estruturas sensorio-motoras e
continua em niveis mais avancados da Matematica. Piaget concentrou seu estudo
no desenvolvimento do conhecimento matematico de criancas, raramente,
estendendo-se a adolescentes. No mesmo trabalho, Dubinsky (1991) acrescenta
que o enfoque dado as criancas pode ser estendido a niveis mais avancados da
Matematica.

Dubinsky (1991) refere que discussdes e conjecturas com o objetivo de prover
evidéncias em relacdo a conceitos, como indu¢cdo matemética, célculo proposicional,
fungcbes como processos e objetos, independéncia linear, espacos topoldgicos,
dualidade de espacos vetoriais, dualidade de espacos vetoriais topolégicos e
categorias de teorias, podem ser analisadas com base nas mesmas noc¢des
expostas por Piaget, quando descreve a construcédo de conceitos por criangas, como
aritmética, propor¢ao ou, simplesmente, medicao.

O autor destaca como as ideias de Piaget podem ser ampliadas e
reorganizadas, formando uma teoria geral do conhecimento matematico,
identificando como essa mesma teoria pode ser aplicada a niveis mais avancados
do pensamento matematico, como em um curso de Matematica ou uma pesquisa
cientifica.

Piaget caracteriza trés tipos de abstracdo: empirica, pseudoempirica e
reflexionante.

(@) abstracdo empirica: o conhecimento € derivado das propriedades do
objeto que correspondem ao resultado das construgdes internas
realizadas pelo sujeito. Assim, a abstracdo empirica lida com a extracéo
das propriedades comuns dos objetos e a extensdo de suas
generalizacdes, que é a passagem do especifico para o geral. Dubinsky
(1991) afirma que a compreensao de tais propriedades, assim como sua
generalizacdo é particular a cada individuo, que é capaz de identificar

diferentes consideragdes sobre tais propriedades;
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(b) abstracdo pseudoempirica: corresponde a abstragdo entre a empirica e a
reflexionante, cujas propriedades sao retiradas das agdes que 0s sujeitos
apresentam sobre os objetos. Dubinsky cita o exemplo da observacéao da
correspondéncia 1-1 entre dois conjuntos de objetos que o individuo
coloca os elementos alinhados. A situacdo € experimental e as a¢des do
sujeito sobre o objeto, compreendendo sua configuracdo no espago e a
relacdo entre ambos os conjuntos, resultam na realizacado de construcdes
internas; e

(c) Abstracdo reflexionante: € designada como a coordenacdo geral das
acbes, cuja origem € o0 sujeito e é completamente interna. O autor
apresenta, como exemplo, o objeto matematico sequéncia numeérica em
gue as criancas realizam uma série de acdes individuais, como formacgéao
de pares, triplos, etc., interiorizando e coordenando as acdes para formar
uma ordem total. A abstragao reflexionante lida com um diferente tipo de
generalizacdo, que € construida e resulta em novas sinteses em meio a

novos estudos que adquirem novos significados.

Dubinsky (1991) prossegue o estudo, afirmando que os trés tipos de
abstracdo ndo sao completamente independentes, pois as agles realizadas sobre
0s objetos que lidam com as abstracfes pseudoempiricas e reflexionantes s6 podem
ser conhecidas baseadas na abstracdo empirica. Por outro lado, a abstracéo
empirica serd possivel se apoiada na assimilacdo de esquemas, que Ssao

construidos na abstragéo reflexionante.

Abstracdo empirica e pseudoempirica obtém conhecimento a partir
da realizacdo (ou imaginacdo) de objetos. Abstracdo reflexionante
interioriza e coordena essas acdes para formar novas acoes e, em
Gltima instancia novos objetos (que podem ndo ser fisicos, mas
matematicos como uma funcdo ou um grupo). Abstracdo empirica,
portanto, extrai dados desses novos objetos por meio de acdes
mentais sobre eles, e assim por diante [...].

Na abstracdo empirica 0 sujeito observa um numero de objetos e
abstrai uma propriedade comum. Abstracdo pseudo-empirica
procede da mesma maneira, depois que ag¢bes tenham sido
transformadas no objeto. Abstracdo reflexionante, contudo, é muito
mais complicada. De acordo com Piaget, ndo € uma surpresa que “o
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desenvolvimento das estruturas cognitivas é devido a abstracédo
reflexionante™® (DUBINSKY, 1991, p. 98).

Portanto, as trés abstragbes sao consideradas dependentes e relacionam-se
da seguinte forma: a abstracdo empirica permite abstrair determinadas propriedades
dos objetos, estabelecendo acbBes sobre eles com base na abstracédo
pseudoempirica. A interiorizacdo desses conceitos e as ac¢des sobre eles ocorrem
apoiadas na abstracao reflexionante. Em seguida, ha a constru¢cdo de novos objetos
matematicos.

Para Dubinsky (1991), a construcdo dos objetos matematicos ocorre em
funcdo de situacdes matematicas problematicas, cujas solu¢cdes envolvem acoes,
processos, objetos e relagcdes entre esquemas que se formam para resolver
determinada situacdo. Assim, os esquemas mentais dos alunos evoluem, a medida
gue novos esquemas sao formados e nos quais o conhecimento matematico cresce.
O autor afirma que as estruturas mentais apropriadas devem ser construidas para
cada novo conceito e identifica na Teoria APOS a possibilidade de que essas
construcbes mentais (agcbes, processos, objetos e esquemas) sejam estudadas,
assim como 0s mecanismos mentais dados pelas classes de abstracao reflexionante.

A seguir, apresentamos uma breve descricdo das classes de abstracéo
reflexionante de Piaget:

- Interiorizag&o: corresponde a uma sucessdo de acgdes materiais a um
sistema de operacdes interiorizado, que ocorre, quando as criangas usam simbolos,
linguagens, figuras e outras imagens mentais para construir processos internos, cujo
objetivo é dar sentido ao fenbmeno percebido. Um exemplo € a propriedade
comutativa da adicdo. Dubinsky resume este mecanismo como a transferéncia de
uma atividade especifica do mundo externo ao mundo interno (FUENTES, 2008, p.

30). Com base nesse mecanismo, uma acao pode tornar-se um processo.

19 Tradugdo nossa: Empirical and pseudo-empirical abstraction draws knowledge from objects by
performing (or imagining) actions on them. Reflective abstraction interiorizes and coordinates these
actions to form new actions and, ultimately new objects (which may no longer be physical but rather
mathematical such as a function or a group). Empirical abstraction then extracts data from these new
objects through mental actions on them, and so on. This feedback system will be reflected in our
extension of these ideas in the next section.

In empirical abstraction the subject observes a number of objects and abstracts a common property.
Pseudo-empirical abstraction proceeds in the same way, after actions have been performed on the
object. Reflective abstraction, however, is much more complicated. This is not surprising since,
according to Piaget, “The development of cognitive structures is due to reflective abstraction”.
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- Coordenacgédo: corresponde a coordenacdo de acdes necessérias para a
construcédo de novos objetos ou novas agdes. Dessa forma, dois ou mais processos
coordenam-se para formar novos;

- Encapsulacéo (ou Conversao): € considerado 0 mecanismo mais importante
para a construcdo de dado objeto matemético. Nessa classe de abstracdo
reflexionante, temos a conversdo de um processo (estrutura din@mica) em um objeto
matematico (construcdo estéatica). Tal método corresponde a construcdo mais
importante (para a Matematica) e a mais dificil (aos alunos). Para Piaget, a
Matematica deve ser pensada em termos de construcdo de estruturas em que
entidades passam de um nivel a outro, tornando-se um objeto da teoria. Os
processos repetem-se até que estruturas sejam encontradas e transformadas em
estruturas fortes. As novas formas séo construidas com base nas formas anteriores,
mais elementares. Como exemplo, o autor cita a multiplicagéo, proporcéo e variacao
de uma variagcédo (DUBINSKY, 1991, p. 101);

- Generalizacdo: neste mecanismo, o individuo aplica um determinado
esquema a um contexto distinto. Outros objetos podem adicionar-se a um esquema
para serem trabalhados em outros contextos. Assim, o sujeito aplica um esquema
existente em uma ampla colecdo de fendmenos, tornando-se consciente das
aplicabilidades do esquema, que ocorre, qguando um processo € encapsulado como
objeto. Dubinsky (1991) cita alguns exemplos: a razdo de duas quantidades ou a
adicdo € usada como esquema para obter, respectivamente, a proporcdo e
multiplicacdo. Os objetos adquirem novo sentido para o sujeito, a medida que ele
entende que o objeto pode ser assimilado pela extensdo do esquema. Um exemplo
apresentado sdo os vetores de dimenséo 2 ou 3 que podem ser generalizados em
vetores de dimensdo infinita. Um esquema existente, que nao sera alterado formara
novos objetos (resultantes da encapsulagéo); e

- Reverséo: foi agregada por Dubinsky e consiste na capacidade de reverter o
mecanismo gerador de dado objeto mateméatico, regressando ao processo que 0O
gerou. Dubinsky (1991) apresenta alguns exemplos: subtracdo e divisdo, resolucéo

de uma equagao ou inversao de uma funcéo.

Para Fuentes (2008), o aluno adquire uma concepcdo de dado objeto em

particular, caracterizando-a como intrapessoal, ou seja, € o que o individuo
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compreende. J4 o conceito de um objeto matematico € comum e resultante de
acordo entre matematicos.

A autora prossegue afirmando que esquemas constituem estruturas
dindmicas que evoluem constantemente, cada vez que um objeto matematico é
agregado as suas estruturas prévias, sdo constituidos por uma cole¢do de acdes,
processos, objetos e outros esquemas relacionados a determinado conceito
matematico. Fuentes (2008) destaca que, para Meel (2003), os esquemas
constituem novos objetos que se relacionam com o0s conceitos matematicos
preexistentes e aqueles que sdo construidos simultaneamente em um estado
superior. Para Dubinsky (1997), uma acao, processo ou objeto pode ser reconstruida,
como resultado de experiéncias com novos problemas em um plano superior,
interiorizando acdes mais sofisticadas e encapsulando processos enriquecidos. O
nivel inferior de construcdo ndo se perde, e sim forma parte de uma concepcao
enriquecida (FUENTES, 2008, p. 34).

Baseados nas ideias de Jean-Luc Dorier, os autores COOLEY et al. (2006)
sugerem que, particularmente, a aprendizagem de Algebra Linear necessita que 0s
conceitos sejam unificados e generalizados e, assim, devem ser suportados por
atividades metacognitivas.

Nessa teoria, a analise do conceito matematico especifico leva a chamada
decomposicéo genética desse conceito, que corresponde a uma descricdo baseada
em dados experimentais da Matematica envolvida, e em como o0 sujeito fara a
construcdo desse conhecimento. Mas, ndo h4 apenas uma decomposi¢cdo genética
de determinado conceito nem uma Unica forma que o0 sujeito o constréi. A
observacdo do progresso da aprendizagem constitui um importante recurso para a
decomposicdo genética, que sera apresentada, como um guia possivel para o
desenho instrucional. Dubinsky (1991) afirma que a andlise de suas pesquisas foi
fortemente influenciada por dados obtidos de observagdes (entrevistas, testes
escritos, uso do computador, etc.) de estudantes durante o estudo de determinado
conceito. A decomposicéo genética é resultante da sintese de resultados empiricos,

da teoria geral e do conhecimento matematico que envolve o conceito em estudo.

Para Stewart (2008), a decomposicdo genética de determinado conceito
matematico € o resultado de sua andlise teorica, nos quais as constru¢cdes mentais

dos estudantes podem evoluir com o propésito de compreendé-lo. Como as
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construgbes mentais entre os sujeitos diferenciam-se, podemos considerar que a
decomposicdo genética de determinado assunto ndo é Unica. Trata-se de um
conjunto estruturado de construtos mentais que descrevem o conceito na mente do
individuo. E o resultado da andlise tedrica do conceito, 0 modo que cada construcéo
mental do individuo pode progredir com o objetivo de compreender determinado
conceito. Como o detalhe de uma construcdo mental € diferente de individuo para

individuo, a decomposi¢cao genética pode variar e nao ser unica.

O objetivo da analise tedrica de um conceito € propor um modelo cognitivo
que descreva as constru¢des mentais especificas que um estudante podera ter ao
desenvolver sua compreensao sobre determinado conceito. Ao resultado da analise,
atribui-se o nome de decomposicao genética do conceito.

Com base na andlise dos dados coletados, podemos sugerir mudancas na
decomposicao genética, se necessario.

Quando tratamos da Teoria APOS, referimo-nos a quatro fases que se
relacionam e intercalam-se em um ciclo continuo: acdo, processo, objeto e esquema.

Dubinsky (1991) descreve como as ac¢des sao interiorizadas em processos e,
entdo, encapsuladas como objetos mentais situados em esquemas cognitivos mais
sofisticados. Para expandir melhor as concepc¢des do ciclo, serdo destacadas as
informagdes mais relevantes de cada uma:

(@) Concepcédo-acao: os alunos por meio de conhecimentos prévios e das
atividades propostas pelo professor limitam-se as técnicas de
resolucdo conhecidas, sem estabelecer relacdes entre os conceitos
envolvidos;

(b)  Concepcédo-processo: 0os alunos passam a se desprender de exemplos
dados, estabelecendo conexdes entre outros exemplos, e refletindo
sobre a generalizagao de padrdes. Os objetos sao vistos sob diferentes
pontos de vista. Os alunos enxergam novas propriedades e deparam-
se com distintas formas de representacoes;

(c) Concepcao-objeto: o aluno torna-se consciente do processo, como
totalidade, tendo a capacidade de realizar agbes sobre o objeto e
raciocinar sobre suas propriedades; e
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(d) Concepcdo-esquema: todos o0s conceitos sdo relacionados,
compreendidos e generalizados sob diferentes contextos, formando

uma referéncia bem articulada e coerente na mente do individuo.

Figura 4 - Esquemas e suas construcdes

Interiorizacéo

AQ 30 /\A

OBJETOS PROCESSOS
Coordenacao
Reversa

Encapsulagéo

Generalizagéo

Fonte: Adaptado de Dubinsky (1991, p. 107)

O esquema nao pode ser pensado de modo estatico, mas, sim, como uma
atividade dinamica que se constrdi e reconstroi continuamente. Como apresentado
na Figura 4, um esquema ndo se constréi de modo linear, correspondendo a um
sistema de feedback circular.

Como exemplo, Dubinsky (1991, p. 107) apresenta a descricdo dos objetos
matematicos que correspondem a numeros, variaveis, funcdes, espacos topologicos,
topologias, grupos, vetores, espacos vetoriais, etc. Estes objetos sdo construidos
pelo sujeito em seu desenvolvimento matematico. Para tanto, um conjunto de ac¢des
€ realizado e interiorizado sobre tais objetos. Assim, as constru¢des internas séo
feitas sobre as ac¢des. Quando uma acao € interiorizada, é dito que se formou um
processo. A interiorizacdo permite que haja a consciéncia sobre a acdo de modo que
se reflita e tenha combinacédo em outras agdes. Interiorizar acées € uma maneira de
construir processos. Outra maneira é trabalhar com processos existentes para

formar novos. Isso pode ser feito, por exemplo, por reversao.
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Novos processos também podem ser formados com base na composi¢édo e
coordenacao de dois ou mais processos. Um exemplo apresentado € o esquema do
espaco vetorial de dimenséo finita que podera ser utilizado para a construcdo do
objeto espaco vetorial de dimensdo infinita. Diz-se, portanto, que o novo fenémeno
(espacgo vetorial de dimenséao infinita) foi assimilado pelo esquema. Contudo, a
experiéncia matematica mostra ser conveniente o uso de estruturas topoldgicas.
Dessa forma, se houver no sujeito esquemas formados por espaco topoldgico, este
podera ser coordenado com o esquema do espaco vetorial, para se obter um espaco
vetorial topologico. Da mesma forma, esquemas de espacgos topoldgicos podem ser
para o conceito de fungdo continua, e esquemas de espacos vetoriais podem ser
para o conceito de funcéo linear. Portanto, coordenar a continuidade e linearidade
acarretara a ideia de funcéo linear continua.

O estudo de Dubinsky (1991) mostra que novos esquemas sdo acomodados
a novos fendmenos e experiéncias, tornando 0s esquemas antigos menos
satisfatorios. Acrescenta que 0 processo de construir novos processos torna
possivel, que esse novo processo seja transformado em um objeto. Para tanto, €
preciso que o sujeito assuma que a entidade matematica possa ser pensada, tanto
como objeto como processo.

Em pesquisa realizada por Cooley et al. (2006, p. 3), um grupo de professores
buscou estudar o conceito de vetor. No primeiro dia da pesquisa experimental, os
participantes trabalharam com atividades designadas no Maple e Geometer’s Sketch
Pad (GSP). A finalizacao da tarefa ocorreu com a discussao entre os professores de
como as atividades propostas relacionavam-se com a Teoria APOS. Uma das
questdes apontadas foi: Como vocé interpreta o tipo de pensamento que essas
atividades promovem nas mentes dos estudantes??°.

A seguinte questao iniciou o debate em aula: O que é um vetor? Foi proposto
ao grupo que esbocasse a mao a transformacdo de 3D para 2D. Seguiu-se a
discusséo sobre a aplicacdo das projecdes graficas no computador.

O grupo, entdo, discutiu como todas as atividades propostas poderiam ser

incorporadas ao curriculo do nivel universitario.

% Tradugao nossa: How would you interpret the kind of thinking that these activities may promote in
your student’s mind?
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A segunda fase da pesquisa foi dirigida por trés lideres de projeto, que
dividiram as atividades em um grupo de oito professores universitarios (dois homens
e seis mulheres). Foi-lhes proposto que: (a) desenvolvessem um mapa conceitual do
conceito de vetor; (b) fizessem uma reflexdo sobre a evolu¢cdo mental ocorrida entre
as atividades aplicadas nos primeiro e segundo dias; e (c) um ensaio reflexivo sobre
a evolucdo do entendimento do conceito de vetor, baseado na analise de seus
préprios mapas conceituais. As atividades e discussbes foram gravadas e
observadas por dois participantes externos.

Como resultado, os pesquisadores evidenciaram que 0s estudantes auto
avaliaram-se como aprendizes e tiveram maior compreensao dos conceitos
destacados com base em uma variedade de atividades aplicadas.

Duas questbes referiam-se, diretamente, a Teoria APOS: (a) Descreva 0s
componentes da Teoria APOS e (b) Encontre um conceito da Algebra Linear e
atribua sua decomposicdo genética, de acordo com a Teoria. A seguinte
decomposicdo genética do conceito de Independéncia Linear foi dada por um dos

participantes:

Topico de discusséao: Independéncia Linear

z

Acdo Dados dois ou mais vetores, € possivel configurar uma
combinacéo linear com base nos coeficientes desconhecidos e dizer
se 0s vetores sao independentes ou dependentes.

Processo Pode-se descrever o processo de determinacdo da
independéncia linear, sem realmente ter um conjunto de vetores. Os
vetores poderiam também ser pensados geometricamente, e pode-se
imaginar um conjunto linearmente independente ou dependente de
vetores.

Objeto A independéncia linear € pensada como um objeto quando o
conceito pode ser conceituado além do processo de determinacgéo de
independéncia ou imaginando os vetores. Independéncia Linear
conecta as ideias de base e espaco.

Esquema A independéncia linear como conceito ultrapassa o0s
vetores em R" e relaciona-se a base e amplia a visdo em qualquer
tipo de espaco vetorial®* (COOLEY et al., 2006, p. 6).

! Traducao nossa: Linear Independence

Action: Given two or more vectors, one can set up a linear combination, solve for the unknown
coefficients, and tell whether the vectors are lin. Indep or dep.

Process: One can describe the process of determining independence without actually having a set of
vectors. Vectors could also be thought of geometrically, and one could picture a set of lin indep or dep
vectors.
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O professor reconheceu significativa mudanga em seu entendimento e
ampliou suas ideias com base na formagao de novas conexdes e estruturas mentais.

As conexdes foram mais especificas e o niumero de informacdes foi ampliado.
Com a criacdo do segundo mapa conceitual, alguns conceitos vieram a tona, dentre
eles: Matrizes, Transformacdes Lineares e Fisica. As representagfes foram
realizadas, tanto na forma algébrica como na geométrica; e foram realizadas em 2D
e 3D, ampliando a conceitos de movimento, projecdo e velocidade.

De acordo com Trigueros; Oktag; Manzanero (2007), a relacdo dessas
concepcdes podera apresentar diferentes concepcfes de determinada nog¢do em
distintos momentos.

Em seu artigo, Dubinsky (1991) defende que os aspectos educacionais
devem estar relacionados a motivacdo, que estimula estudantes e incentiva
construgbes cognitivas ligadas a situacdes de conflito. Diante da dificuldade, o
estudante é estimulado a resolver o problema, a medida que percebe que a
atividade cognitiva leva ao crescimento e a solucéo do problema.

O autor tece critica a pratica de exemplos repetitivos, chamados de exemplos
perdidos. Afirma que estes poderdo prejudicar a construgdo das estruturas
cognitivas dos estudantes, reforcando interpretacdes incorretas que acarretardo
esquemas inapropriados.

A decomposicao genética possibilita que os estudantes vejam os exemplos de
um modo diferente da pratica tradicional de aula, possibilitando a construcdo de
atividades mentais relacionadas ao objeto matematico em estudo. Assim, acredita
gue é esse o papel do educador matematico. Mas, nao afirma que as praticas com
exemplos devam ser eliminadas. E importante que o estudante desenvolva a
percepcao do erro ou o que deve ser feito de forma apropriada, tornando essencial a
relagdo que se estabelece entre o conhecimento procedural e o conceitual. Cabera
ao professor identificar os tipos de erros cometidos pelos estudantes, justificar as

respostas “corretas” e explicar como elas foram obtidas.

Object: Linear independence is thought of as an object when the concept can be conceptualized
beyond the process of determining independence or picturing vectors. Linear independence connects
to the ideas of basis and span.

Schema: One can see linear indep as a concept beyond vectors in R", but as a concept relating to
basis and span in any sort of vector space.



74

2.1.1 Resuwmo- e Conjecturas

Na Teoria APOS de Dubinsky (1991), encontramos a fundamentacéo tedrica
gue direcionou a analise de nossa pesquisa de doutoramento. O aporte tedrico
possibilitou que diferentes concepgdes do conceito em estudo fossem percebidas,
apos a realizacdo de sua decomposicao genética pelos estudantes, possibilitando a
interpretacéo do tipo de pensamento estabelecido. Entretanto, como afirma Dubinsky
(1991), ndo ha uma unica decomposi¢do genética do conceito, nem mesmo uma
Gnica maneira, como 0 sujeito constréi 0 conhecimento. Além disso, as diferentes
concepcodes estabelecidas podem ter distintos papéis e momentos.

Defendemos que a apresentacédo de problemas que ultrapassem a pratica de
exemplos repetitivos, reforca a construgao das estruturas cognitivas dos estudantes.

De acordo com Stewart (2008), os estudantes buscam um novo enfoque no
ensino da Algebra Linear que devera considerar mais ideias conceituais do que
procedimentais.

E importante que eles ultrapassem a compreensdo limitada dos conceitos
(concepcdo acao), esforcando-se para estabelecer relagbes com suas defini¢oes,
propriedades e diferentes representagbes (concepgéo processo-objeto-esquema).
Se 0 sujeito estiver limitado a concepcdo acado, ele estara restrito a regras e
instrucbes passo a passo de como resolver determinada tarefa. No entanto, &
possivel afirmar que a concepcdo acdo exerca um papel essencial nos primeiros
estagios de compreensdo de determinado conceito. Na concepgdo processo, 0
sujeito pode prever resultados, novos atalhos e descrever a acao verbalmente, tudo
apenas pelo pensamento e ndo, necessariamente, realizando operacdes. Quando
um processo torna-se uma totalidade, entendemos que o individuo apresenta a
concepcao objeto. Nesse caso, afirmamos que o processo foi encapsulado como
objeto mental. J& o esquema corresponde a estrutura na mente do individuo, uma
estrutura dindmica em que novos objetos matematicos serdo agregados as suas
estruturas prévias. Assim, ao escrever a respeito da Teoria APOS, fez com que
refletissemos a respeito dos processos cognitivos envolvidos na constru¢cdo do
conhecimento, que foram perceptiveis, apds a realizacdo da decomposi¢cao genética
dos mesmos. Desse modo, foi nitidamente identificada a relacdo, que teorias

cognitivas como esta podem estabelecer com outras teorias.
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Quando estudamos Algebra Linear, estamos envolvidos com conceitos
altamente abstratos, que séo construidos por uma variedade de processos mentais
que interagem e que relacionam aspectos da Matematica, da Psicologia Cognitiva e
mesmo de nossa natureza biologica. Mas, quais sdo as capacidades encontradas
em estudantes que apresentam um alto grau de abstragcdo? Em qual concepcao (da
Teoria APOS), um estudante com alto grau de abstracao de resolucao de problemas
encontra-se? Assim, defendemos que as estruturas biolégicas que se formam nas
diferentes concepcbes da Teoria APOS ativam distintas regides do cérebro e
estabelecem conexdes em diferentes niveis de complexidade. Remetemo-nos a
relacdo que se estabelece entre a Teoria APOS e o termo mente matematica, em
que cada processo e conceito matematico sdo compartilhados entre os sujeitos, com
base no estudo das estruturas matematicas concebidas pela comunidade.
Consideramos que a conciliagdo dos aportes tedricos citados e o estudo da
Neurociéncia constituem uma futura etapa de nossos estudos. Com certeza, o
estudo que realizaremos sobre este ultimo tema, foi merecedor de uma secao a

parte.

2.2  Penvsaumento- Matemdtico-Avancado- (PMA)

Dubinsky (1991) prop6s analisar a Teoria APOS em dominios mais amplos de
aprendizagem matematica e pensar, em particular, em uma comparacdo de seus
papeéis em contextos que se estendem ao Pensamento Mateméatico Avancado.

O trabalho de Dubinsky ficou centrado na Matematica da graduacéo,
nomeadamente, no desenvolvimento de praticas adequadas de funcionamento e
sequéncias de aprendizagem (Decomposicdo Genética) em uma ampla série de
areas especificas da Matemética, incluindo Matematica Discreta, Logica, Calculo e
Teoria dos Grupos de Algebra Linear.

Para exposicdo do tema Pensamento Matematico Avancado, fizemos uma
sintese do Capitulo 2 do livro Advanced Mathematical Thinking, considerando as
principais ideias de Tommy Dreyfus.

Para Dreyfus (1991, p. 25), ndo é suficiente, por exemplo, definir e

exemplificar um conceito abstrato, como espacgo vetorial. Os estudantes devem,
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entdo, construir as propriedades de tal conceito por meio de deducdes a partir da
definicéo®.

O autor completa que o entendimento € um processo que ocorre na mente
dos alunos, constituido por uma longa sequéncia de atividades de aprendizagem em
gue uma variedade de processos mentais interage. Mas, a analise do entendimento
de uma nog¢do ou um conceito matematico torna-se extremamente dificil. Na area de
psicologia, pesquisadores vém perguntando o que o “entendimento” significa, em
particular, quais seus componentes, quais processos mentais intervém e se
combinam em processos-meta de entendimento. Ja os pesquisadores em Educacéo
Matematica, em particular, tém consciéncia da importancia dos processos
componentes para entender a Matematica avancada e suas interacdes. O interesse
de ambas as areas busca angariar conhecimentos basicos tedricos e estabelecer o
gue ocorre na mente dos alunos.

Os processos abstratos sdo analisados e discutidos com a finalidade de
tornar os professores de Matematica avancada mais conscientes com 0 que ocorre
durante tais processos.

Refletir sobre uma experiéncia matematica é importante para a solugdo de
problemas néo triviais, contrariamente do que ocorre com exercicios-padrdo. Essa
reflexdo é um importante aspecto da metacognicdo e do metaprocesso, sendo uma
caracteristica do Pensamento Matematico Avancado.

Para o autor, ainda ndo esta clara a diferenca entre o Pensamento
Matematico Elementar e o Avancado. Mas, 0 que se evidencia € que o Pensamento
Matematico Avancado esta focado nas abstracdes de definicdo e deducéo; e segue
afirmando que a abstracdo ndo € exclusiva da Matematica avancada.

Assim, abstracfes séo realizadas na fisica, representa¢cdes sdo usadas na
psicologia, andlise é usada na economia e visualizacdo em arte?® (DREYFUS, 1991,
p. 26).

Os processos relevantes para o Pensamento Matematico Avancado focam as
caracteristicas desses mesmos processos. Dreyfus (1991) cita o exemplo de Anéis e

Grupos de Lie que parecem ser muitos complexos. A distingdo estd em como essa

2 Tradugao nossa: Is not sufficient, for example, to define and exemplify an abstract concept such as
vector space. Students must then construct the properties of such a concept through deductions from
the definition.

% Traducdo nossa: Abstractions are made in physics, representations are used in phychology,
analysis is used in economics and visualization in art.
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complexidade é gerenciada. Os processos mais poderosos Sao 0s que permitem, em
particular, abstrair e representar. Quando tratamos de abstracdo e representacao,
um pode se mover de um nivel de detalhe a outro e, entdo, gerenciar tal
complexidade. Os aspectos matematicos e psicolégicos de um processo ndo podem
ser separados. Um exemplo é a constru¢cdo de um gréfico de uma funcdo em que é
executado um processo matematico, seguindo regras que podem ser afirmadas em
uma linguagem matematica e, ao mesmo tempo, esta sendo gerada uma imagem
mental visual do grafico, ou seja, esta sendo gerada uma visualizacdo da funcéo.

Assim, aspectos mentais e imagens matematicas estdo sempre relacionados.
Um néo pode nascer sem 0 outro e ambos sdo gerados pelo mesmo processo que
envolve aspectos matematicos, psicologicos e biologicos. A conexdo entre esses
aspectos torna 0s processos interessantes e relevantes para compreender o
aprendizado e o pensamento na Matemética avancada.

Mas, como devem ser apresentadas as disciplinas Matematicas em cursos
superiores, em particular, em um curso de Engenharia que, particularmente, atrai
nossa atencao?

De acordo com Dreyfus (1991), a Matematica € criada na tentativa e erro,
com base nas afirmacdes parcialmente corretas (e, parcialmente, erradas), no
formalismo intuitvo em que termos desconhecidos e imprecisos Sao
intencionalmente apresentados. A vantagem de se estruturar e apresentar um curso
que segue o formalismo do teorema-prova-aplicacdo permite um bom planejamento,
um progresso em termos de apresentacdo do material e dos programas que devem
ser cobertos. Infelizmente, ha uma séria desvantagem: € inflexivel em termos de
adaptabilidade do estudante. E imprescindivel que o estudante apresente uma
natureza propria de investigacdo e tenha a oportunidade de adquirir uma atitude
matematica. Entretanto, isso ndo funciona para a grande maioria dos estudantes,
aqueles que estdo se formando em Ciéncias, Engenharia, Medicina ou Artes e
estudando a Matematica, como uma disciplina de servigo®*.

Conforme explicam Howson et al. (1987), o profissional de Engenharia devera

ser capaz de modelar ou tratar matematicamente determinado problema. Cabera a

" De acordo com Howson et al (1987) a Matematica tem se tornado uma necessidade conjunta,
envolvendo as areas de Engenharia, Medicina, Arquitetura e outras. A Matematica quando evidencia
um campo especifico entre a teoria e suas aplicacdes é chamada de “disciplina de servico”.
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ele, conhecer Mateméatica o suficiente para que seja capaz de consultar um
matemaético e que tire o melhor beneficio de toda a situagéo.

Dreyfus (1991, p. 28), discute que a maioria das instrucbes da escola
fundamental ao ensino médio ensina o que sdo chamados rituais: faga isso, entéo,
faca isso, se ndo, entdo faca isso®. Os professores consideram esse ritual,
composto por exercicios padronizados e definidos formalmente, suficientes para
trabalhar com os estudantes que adquirem a capacidade de executa-los, contudo de
forma lenta ou com o auxilio de programas computacionais como o Mathematica.
Adquirem uma consideravel quantidade de conhecimentos matematicos, porém, sem
trabalhar a metodologia do matematico que tem uma capacidade de usar seu
conhecimento de modo flexivel na solucéo de diversos problemas. Dessa forma, os
professores ensinam a Matematica, como produto final, porém, ndo ensinam os
processos envolvidos na construcao desses produtos.

No mesmo texto, o Pensamento Matematico Avancado é apresentado como
um processo extremamente complexo, com um grande nuimero de componentes
envolvido de maneiras diferentes. Dreyfus (1991) cita o livro de Hadamard (1945),
que faz referéncia as ideias de Poincaré. Assim, Hadamard explicita a importancia
das resolugbes informais e pensar na esséncia das palavras, na imagem visual e
mental (que n&do sao, necessariamente, expressas em palavras). Nessa fase,
“jogam-se”, com diferentes ideias, com distintos elementos, como em um quebra-
cabeca.

Dreyfus (1991, p. 29) defende a ideia de Hoffman (1989) que propbs a
Filosofia da Educacdo Matematica baseada no reconhecimento da Matematica,
como uma atividade humana, usada no mundo real, caracterizada, como uma
ciéncia que incorpora observacao, experimento e descoberta.

O Pensamento Matemético Avancado envolve a representacdo, a
visualizacdo, generalizacdo, assim como a classificagdo, conjectura, inducao,
analise, sintese, abstracdo ou formalismo.

Quando tratamos dos processos envolvidos na representacdo do Pensamento
Matematico Avancado, a discussdo sobre a importancia da representacdo
matematica é importante. Ao mesmo tempo em que o0s simbolos sdo absolutamente

indispensaveis na moderna Matematica, ha perigos associados a eles. Assim,

2 Traducgdo nossa: do this, then do this, then do this.
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simbolos envolvem rela¢des entre sinais e significados. Permitem que o significado —
o conhecimento implicito da pessoa, - seja expresso em termos de simbolos. Uma
representacdo simbalica é externalizada de forma escrita ou falada, usualmente com
0 objetivo de tornar a comunicacdo sobre o conceito mais facil. Por outro lado, a
representacdo mental refere-se a esquemas internos ou quadros de referéncia que a

pessoa usa para interagir com o mundo externo.

Dreyfus (1991) cita o exemplo dos espacos vetoriais. Quando pensamos em
espaco vetorial, podemos “ver” setas (flechas) e pensar nessas setas, de acordo
com suas bases, transformacdes, etc. Outros irdo pensar nas n-uplas de nimeros ou
simbolos abstratos que satisfazem os axiomas.

As representacdes passam a ser criadas na mente, na base de sistemas de
representacdo concreta. Nesses sistemas, sdo criadas as varias representacdes do
mesmo objeto matematico.

Dreyfus (1991) considera que 0 sucesso na Matematica é obtido quando ha
ricas representacdes dos conceitos matematicos estudados que proporcionardo a
conexdo entre os diversos aspectos envolvidos, pois, caso contrario, tal conexao
sera bastante pobre. Assim, varias representacdes mentais do mesmo objeto
complementam-se e, eventualmente, integram-se em uma unica representacao. Tal
processo € chamado de multiplas conexdes de representacdes.

Uma Unica representacdo ndo é suficiente para gerenciar todo o ciclo de
informacéo usado na solucdo de um problema, a menos que varias representacdes
estejam corretas e conectadas. Uma representacdo pode levar a outra, e uma
podera ser mais eficaz para alcancar o proOximo passo.

Para obter sucesso na solucédo de um problema, sdo necessarias, pelo menos,
duas representacdes, sendo importante que se transfira a informacao obtida de uma
representagdo a outra.

Pela nossa experiéncia como professora, notamos que, quando tratamos das
guestdes aplicadas em um curso de Engenharia, podemos relacionar a experiéncia
do autor com seus alunos. E citado que seus alunos ficam, particularmente,
apreensivos com os “problemas aplicados” nos exames. Os estudantes precisam
compreender ndo apenas o0 contexto dos problemas aplicados, como por exemplo,
circuitos elétricos e estabelecer uma préxima e clara correspondéncia entre as

quantidades referidas em termos de circuitos elétricos e em termos de equacdes
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diferenciais. Essa correspondéncia para o aluno ndo € tdo Obvia e precisa ter o
suporte explicito do professor.

Mas, € discutido que a distincao entre as representacdes mentais, concretas e
simbdlicas estdo desfocadas. Em certo grau, é preciso que 0S processos de
aprendizagem nascam de representacdfes mentais que, por sua vez, nas¢cam de
representacfes concretas. O processo de representacdo concreta tem uma
particular importancia na Matematica aplicada e um peso consideravel na
universidade.

Dentre as capacidades desenvolvidas no Pensamento Matematico Avancado,
€ evidenciada a abstracdo; no entanto, é importante ressaltar que os processos de
abstracdo envolvem ndo sé o pensamento matematico em nivel avancado, como
também o elementar.

Quando tratamos do Pensamento Matematico Avancado, o estudante
desenvolve a habilidade de conscientemente fazer abstracdes de situacdes
matematicas. Dreyfus (1991) descreve dois processos adicionados a representacao
gue formam um pré-requisito para a abstracdo: a generalizacdo e a sintese.

Quando se refere a generalizacdo, o autor supracitado destaca que
generalizar é derivar ou induzir particularidades com o objetivo de identificar
aspectos comuns e expandir a dominios de validade. Cita o exemplo de um
estudante que sabe que a resolucdo de um sistema linear com uma variavel
apresenta uma unica solucdo, e que outros sistemas com duas (ou trés) equacdes e
duas (ou trés) variaveis também apresentam solucdo Unica. Assim, o estudante
generaliza o conceito de n equacdes lineares para n variaveis. No processo, ocorre a
transicdo de um caso particular de n = 1, 2, 3 para um geral n, em que héa
necessidade de se verificar as condigbes comuns de n = 2, n = 3 e, entdo, fazer
conjecturas e estabelecer o dominio de validade da conclusdo em que uma Unica
solucéo pode ser expandida ao caso geral n.

Nesse exemplo, ha o estabelecimento de analogias entre casos concretos de
n =2 e n =3 paran equacgdes e n variaveis, ou seja, casos abstratos.

No processo de generalizagdo, 0s requisitos cognitivos sao
consideravelmente ampliados.

Podemos considerar os processos de Sintese, Generalizacdo e Abstracéao,

como componentes do Pensamento Matematico Avancado.
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A respeito da Sintese, atribui a definicho como a combinacdo de partes, de
modo que estas formem o todo, ou seja, uma entidade.

Na Algebra Linear, os estudantes, usualmente, aprendem um namero de fatos
isolados sobre ortogonalidade de vetores, diagonalizacdo de matrizes,
transformacédo de base, solugdo de sistemas de equacdes lineares, etc. Mais tarde,
todos esses fatos isolados, vistos previamente, irdo se inter-relacionar, formando
uma unica imagem. Mas, € bastante dificil para o matematico estabelecer
ferramentas que auxiliem o estudante que ainda ndo esta acostumado a sintetizar e,
ainda, nao percebe os detalhes envolvidos no processo de aprendizagem
necessarios para sintetizar conceitos e operacoes.

Frente a esse cenario, as praticas de sala de aula ndo sdo suficientes nem
enfatizam o processo de sintese. Poucas atividades sdo praticadas no sentido de
permitir a pratica de sintese de diferentes aspectos do conceito e, muito menos,
distintos conceitos em varios dominios. A maioria dos exercicios € padrao e néo
requer a sintese, consequentemente, 0s estudantes ndo identificam sua
necessidade.

O autor citado defende que, mesmo que a maioria dos problemas seja trivial,
porém, ndo padrdo, € necessario que se requeira flexibilidade de pensamento e
sintese.

Na Abstracdo, apresenta um exemplo: na transicdo entre os vetores do R®
para a nocdo abstrata de espaco vetorial, a relacdo entre os vetores torna-se o foco
de atencao.

A transicdo requer que os estudantes sejam capazes de manter o objeto
“vetor” puramente em termos de suas relacbes com objetos similares e diferentes,
como vetores ou escalares e compreender que 0 objeto por si sé nao é especificado
por qualquer propriedade. Assim, sdo estabelecidas conclusdes que, geralmente,
sao validas, independente, das propriedades intrinsecas dos vetores. Dessa forma,
um grande poder da Matematica advém da abstracdo que esta intimamente ligada a
generalizacao.

Aponta que um dos principais incentivos para a abstracdo € a natureza dos
resultados obtidos. Outro incentivo é sua sintese.

O autor afirma que nem a generalizacdo, nem a sintese tém o peso da

exigéncia cognitiva nos estudantes, como a abstracdo. Usualmente, a generalizacéo
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envolve uma expansdo da estrutura do conceito de individuo, e a abstracdo, uma
reconstrucao mental.

Portanto, a abstracdo contém o potencial de ambas: generalizacdo e sintese.
Dreyfus (1991) aponta que a natureza do processo mental da abstracdo € bastante
diferente do processo mental da generalizagdo e sintese. O processo da abstracéo
corresponde a um processo construtivo de estruturas mentais necessarias para a
construcéo das estruturas matematicas, de suas propriedades e relagdes com outros
objetos matematicos.

A abstracao requer que a estrutura das propriedades e as relagcbes entre 0s
objetos sejam observadas As estruturas tornam-se importantes, e detalhes
irrelevantes sado omitidos de forma a reduzir a complexidade da situacéo.

O autor discute algumas questdes:

Como podemos gerar estruturas mentais que estdo frequentemente
relacionadas a imagens visuais, se elas podem representar relacdes
que sdo removidas do concreto que estdo originalmente
relacionadas? Qual é o papel da visualizacdo no processo de
abstracdo? (DREYFUS, 1991, p. 38)%.

Entretanto, ndo ha respostas definidas para tais questdes.

As imagens visuais ajudam os estudantes a engajarem-se na abstracao,
incorporando aspectos comuns dos processos indutivos e exibindo as estruturas e
funcionalidades comuns em entidades Unicas, permitindo que construam e

aperfeicoem suas representacdes mentais por inducéao.

Os processos de representacdo e abstracdo s&o complementares e
funcionam em direcdes opostas. Um conceito é sempre abstraido de varias
representagfes; por outro lado, representacdes sdo sempre representacdes de
conceitos mais abstratos. Quando uma Unica representacdo de um conceito é usada,

a atencdo deve focar nessa ultima, em lugar do objeto abstrato. Mas, quando muitas

% Tradugdo nossa: How can we generate mental structures which are so often linked to visual images,
if they should represent relationships that are removed from the concrete which were originally linked
to? What is the role of visualization in the process of abstraction?
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representacdes sdo consideradas em paralelo, a relagdo com o conceito abstrato
torna-se importante. Portanto, as estruturas cognitivas aprimoram-se, quando 0s
estudantes passam a pensar paralelamente em diferentes representacfes, no caso,
visuais, promovendo uma complementaridade entre a Matematica e 0s aspectos
cognitivos da representacao das estruturas matematicas. Ambas se complementam,
uma entre abstracdo e representacdo, e a outra entre a Matematica e as
representaces mentais.

De acordo com Dreyfus (1991), alguns aspectos devem ser considerados nos
processos de aprendizagem que consistem em quatro estagios: (a) usar uma unica
representacdo; (b) usar mais de uma representacdo em paralelo; (c) estabelecer
relacfes entre as representacdes e (d) integrar as representacdes e conecta-las de
modo flexivel.

Quando usamos uma Unica representacdo, partimos de um caso concreto. Ja
quando h& diferentes representacdes usadas paralelamente, evidencia-se a
dificuldade de se estabelecer conexdes entre elas. O poder de estabelecer tais
conexdes reforca o conceito e a influéncia da abstracdo. Na udltima fase, as
conexdes entre as relagbes aparecem, assim como as propriedades comuns que
formam o conceito abstrato, pois, caso contrario podera ocorrer uma regressao. Por
fim, quando esse processo estiver completo, haverd a formagéo da nocdo abstrata
do conceito dado, e o0 estudante retornard a uma (ou varias) representacdo para
resolver o problema matematico proposto.

Dreyfus (1991) destaca que a representacdo e a abstracdo sdo 0S processos
mais importantes do Pensamento Matemético Avancado, englobando interagfes
entre descobertas, intuicdo, checagem, prova, definicdo e outros.

O ensino e a aprendizagem do processo de investigacdo permitem o
envolvimento pessoal, ampliam a intensidade de atencao e o sentimento de atingir o
sucesso. Mas despende tempo, fazendo com que professores ndo o utilizem de
modo eficiente.

A descoberta, a intuicdo e a checagem correspondem ao inicio da sequéncia
dos processos matematicos, cujo objetivo € compreender as relagfes abstratas que
se encontram entre 0s objetos matematicos. Os processos devem ser explicitados
aos alunos com o maximo de detalhes, e os alunos devem ter ciéncia de promover a

interac&o entre os diversos processos como representacao e abstracao.
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A Teoria APOS desenvolveu-se no seio do Pensamento Matemético
Avancado, pela necessidade de um grupo de pesquisadores da RUMEC (Research
in Undergraduate Mathematics Education Community) pesquisar, como O0S
processos mentais se desenvolvem, pelos quais 0s novos conceitos matematicos
sao adquiridos.

A transicdo entre a concepgao processo e objeto caracteriza o Pensamento
Matematico Avancado (PMA). Para tanto, ha uma transformacdo dinamica de
conceitos que se constituiram baseados nos objetos iniciais. Apés a construcdo do
novo obijeto, o individuo devera desencapsular os objetos envolvidos e coordena-los
em um Novo Processo.

Mas, 0 que caracteriza o Pensamento Matematico Avancado (PMA)? Quais
as gualidades essenciais da criatividade Matematica no Pensamento Matematico
Avancado?

Conforme Tall (2000), a estrutura falha dos programas de Matematica das
universidades proporciona um grande obstaculo entre a forma como as ideias séo
construidas cognitivamente e 0 modo como sdo apresentadas em uma ordem
dedutiva. Nesses programas ndo ha evidéncias de crescimento psicologico da mente
humana formada com base no processo de abstragao reflexionante.

O autor acrescenta que todos 0s conceitos matematicos avancados séo
abstratos; aqueles que comegam como processos, Sao encapsulados como objetos
mentais e, assim, atingem niveis mais elevados de pensamento.

A caracterizagdo do Pensamento Matematico Avancado (PMA) ocorre,
quando: (a) ha a participacao ativa do aluno em um “debate cientifico”, o contrério de
uma postura passiva de uma teoria pré-organizada; (b) ha o conflito do estudante
frente a construcdo de novas teorias, de forma a ajuda-lo a refletir sobre o problema
e construir um novo; (c) h& a construcdo de fundamentacdo cognitiva apropriada de
conceitos do Pensamento Matematico Avangcado (PMA) com base em um enfoque
gue equilibra o crescimento cognitivo e o desenvolvimento logico; (d) o uso da
visualizacdo, particularmente, apoiada no computador permite uma visdo ampla dos
conceitos e novos métodos de tratar a informacdo; (e) o uso da programacao,
objetivando incentivar o pensamento dos estudantes baseados nos processos
matematicos evidencia como esses processos sdo encapsulados por abstracdo

reflexionante.
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De acordo com Tall (1991), o ciclo completo do Pensamento Matematico
Avancado (PMA) inicia-se no ato criativo de considerar o contexto do problema na
pesquisa que acarreta a formulacdo de conjecturas e o ultimo estagio, o refinamento
e prova. Deve-se, portanto, focar o processo e ndo o produto como no nivel
elementar.

Tall (1991) apresenta os diferentes tipos de mente mateméatica. De acordo
com Poincaré, ha estudantes que preferem tratar o problema matematico pela
“Analise”, e outros pela “Geometria”. Os primeiros tém dificuldades em *“olhar no
espacgo”, os segundos recorrem a Geometria, transformando cada conceito em uma
imagem que correspondera a seu significado.

Em consideracdes metatedricas, o autor discorre que a Matematica € uma
cultura e que devem ser considerados diferentes aspectos diante de cada contexto
sob o ponto de vista de um analista e de um mateméatico aplicado, acarretando
distintas atitudes frente ao conceito matematico.

Prossegue com a definicho dos conceitos imagem e definicdo. O termo
conceito imagem € usado para descrever a estrutura cognitiva total que esta
associada ao conceito, incluindo todas as figuras mentais, propriedades e processos.
E essa mesma estrutura cognitiva final que, apds construida, seré desencapsulada
nos objetos envolvidos e coordenados em um novo processo. No entanto, a
construcdo do conceito imagem ndo se faz de modo coerente, pois o cérebro
humano ndo se comporta dessa forma. Estimulos ativam diferentes partes do
conceito imagem, tornando-o coerente, como um todo. Para tanto, uma série de
conhecimentos deve ser sequenciada em argumentos dedutivos.

Portanto, deve-se prover material que auxilie o estudante na construcao de
uma sequéncia légica correta e que promova a construcdo de novas estruturas e
processos de pensamentos amadurecidos em um nivel mais elevado de abstracgéo.

Assim, o Pensamento Matematico Avancado ocorre quando pensamos em

sistemas dinamicos controlados por uma variedade de parametros.

2.2.1 O Conceito- Imagem e Conceito- Definicdo- na concepgdo- de
Vinwner (1991)

Vinner (1991, p.68) define o conceito imagem como algo n&o verbal

associado em nossa memoria com o conceito nome. Por sua vez, o conceito nome
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corresponde ao conceito que, quando visto ou escutado, provoca um estimulo em
nossa memoria. Assim, afirma que estimulos podem provocar uma representacao
visual, repleta de impressdes e experiéncias. As representacdes visuais, as figuras
mentais, as impressdes e as experiéncias associadas ao conceito nome podem ser
transformadas em formas verbais?’.

Mas, é importante ressaltar que as imagens visuais ndo sdo as primeiras a
serem evocadas em nossa memoria, mas, sim, as impressdoes e experiéncias
associadas a essa imagem visual. O autor cita o0 exemplo de uma funcéo. Afirma que
guando escutamos a palavra “funcdo”, imediatamente, pensamos na expressao

y=f(x) ou visualizamos um gréfico da funcdo, ou pensamos em func¢bes
especificas como y=sen;, etc. E importante salientar que o conceito nome é

especifico de cada sujeito e que esse mesmo sujeito pode reagir de diferentes
maneiras em relacéo ao conceito nome dependendo da situacao.

Para adquirir e entender um conceito de dado objeto, € preciso formar um
conceito imagem do mesmo e que o conceito definicdo nao é suficiente para garantir
seu pleno entendimento. Para o autor, a maioria dos conceitos do cotidiano é
adquirida sem qualquer envolvimento de defini¢des. Por outro lado, alguns conceitos
podem ser apresentados com base nas definicdes, cujo papel € auxiliar a construcao
do conceito imagem (VINNER, 1991).

Em contextos do cotidiano?®, a partir do momento que o conceito imagem se
forma, o conceito definicdo torna-se dispenséavel, inativo ou mesmo esquecido.

Contudo, em contextos técnicos®®, as definicbes continuam a exercer um
papel primordial na formacéo, tanto do conceito imagem como no desenvolvimento
de estruturas cognitivas. Observamos que os contextos técnicos impdem aos alunos
um modo de pensar totalmente diferente do apresentado nas praticas cotidianas. No
inicio dos processos de aprendizagem, os habitos de pensar sobre o cotidiano
sobrepfem-se aos habitos impostos pelos contextos técnicos.

Com o objetivo de apresentar suas ideias preliminares a respeito do conceito
imagem e conceito definicdo, Vinner (1991) assume a existéncia de duas células

diferentes (ndo biologicas) em nossa estrutura definitiva.

*" Traducdo nossa: The visual representations, the mental pictures, the impressions and the
experiences associated with the concept name can be translated int verbal forms.

%8 Mantivemos o mesmo termo apresentados pelo autor.

# Mantivemos o mesmo termo apresentados pelo autor.
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Figura 5 - Inter-relagéo entre conceito imagem e conceito definicao

Conceito Definigéo —> Conceito Imagem

Fonte: Adaptado de Vinner (1991, p. 70)

Na Figura 5, uma célula representa o conceito definicdo e outra o0 conceito
imagem. Vinner (1991) prossegue afirmando que ambas as células ou apenas uma &
evocada. Destacamos a sentenca de Vinner, ao afirmar que a célula do conceito
imagem pode se apresentar vazia, quando algum significado ndo esta associado ao
conceito nome. Isso pode ocorrer, por exemplo, quando ndo ha ou ha pouca
atribuicdo de significado ao conceito definicho. Ambos 0s conceitos interagem,
contudo, também podem se constituir de modo independente. O autor na Figura 6
ilustra a expectativa dos professores do Ensino Médio ou Superior na formacdo do

conceito imagem, apoés a atribuicdo de significado ao conceito defini¢ao.

Figura 6 - O crescimento cognitivo do conceito formal

Conceito Definigéo > Conceito Imagem

Fonte: Adaptado de Vinner (1991, p. 71)

Vinner (1991) discute que, qualquer conceito pode ser, a principio,
apresentado pelo conceito definicdo. Nesse momento, a célula do conceito imagem
ainda se encontra vazia e que, ap0s muitos exemplos e explicacbes, passa a ser
preenchida. Mas, isso ndo significa que todos os aspectos do conceito definicao
sejam refletidos.

Em processos que envolvam a solugcdo de problemas ou teste de
desempenho, € suposto que as células do conceito imagem e definicdo sejam
ativadas. Assim, o0 autor expressa pelas Figuras 5, 6 e 7, as expectativas de

professores ao desenvolverem e aplicarem diferentes problemas. Na Figura 7, o
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autor ilustra a inter-relacéo entre definicdo e imagem. Evidenciamos que o estimulo
dado, por exemplo, com base na aplicacdo de problemas aciona a célula do conceito
definicdo que, por sua vez, interage com a célula do conceito imagem em um fluxo
continuo de estimulo-resposta. Portanto, todas as imagens mentais, as
representagcdes, as experiéncias existentes sobre o conceito nome sao ativadas,
com base no conceito definicdo apresentado pelo professor. Uma resposta do aluno

pode representar o ambiente intelectual desenvolvido.

Figura 7 - Inter-relagéo entre definicdo e imagem

(uma resposta)

1
Saida: Um ambiente intelectual
1
|
1
1

Conceito Definicao , - Conceito Imagem
_—(\h — A_

Entrada: Uma tarefa cognitivai
(identificagd@o ou construcao) !

Fonte: Adaptado de Vinner (1991, p. 71)

A Figura 8 ilustra a construcdo de uma deducdo puramente formal. Um
estimulo aciona o conceito definicgdo, gerando uma resposta (saida). Nessa

construgdo, a célula do conceito imagem permanece vazia.
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Figura 8 - Deducéo puramente formal

Conceito Definigéo Conceito Imagem

Fonte: Adaptado de Vinner (1991, p. 71)
Na Figura 9, a deducéo do conceito € atribuida por um pensamento intuitivo.
Primeiramente, o conceito imagem ¢é acionado. Por sua vez, segue o estimulo do

conceito definicdo, que sera o precursor da resposta atribuida pelo aluno.

Figura 9 - Deducao seguida de pensamento intuitivo

Conceito Definigéo TM— Conceito Imagem
i Entrada

Fonte: Adaptado de Vinner (1991, p. 72)
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Assim, Vinner (1991) afirma que 0s processos que levem em conta a
construcédo do conhecimento, ilustrados nas Figuras 7, 8 e 9, independentemente do
mesmo modo como a associacdo dos sistemas reage, quando um problema é
apresentado no contexto técnico, toda solucdo dependerd do conceito definicdo.
Este processo é desejavel, porém, a préatica evidencia o contrario. E o que mostra a
ilustracdo dada pela Figura 10.

Na situacdo exposta pela Figura 10, € gerada uma resposta puramente
intuitiva, apds a ativagdo cognitiva do conceito imagem. Nesse caso, 0 conceito
nome esta relacionado as figuras mentais, impressdes e experiéncias que sao
expressas em formas verbais. A célula do conceito definicdo ndo é consultada e

permanece vazia.

Figura 10 - Resposta intuitiva

Conceito Definicdo Conceito Imagem
I — I —

Fonte: Adaptado de Vinner (1991, p. 73)

Os pensamentos que relacionam os habitos do cotidiano, ndo tém a
necessidade de consultar a definicdo formal. Assim, a referéncia a célula do conceito
imagem torna-se quase que suficiente, desencorajando os alunos a se referirem ao
conceito definicdo. Vinner (1991) destaca que a aplicacdo de contextos técnicos ou
praticas inapropriadas sdo precursores da construcdo errbnea e enganada dos

conceitos imagens.
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Para o autor, o Ensino Médio e o Superior ndo desenvolvem os habitos
necessarios em contextos técnicos, pois os estudantes continuam a usar habitos de
pensamento do cotidiano. Assim, afirma ser facilmente evidenciado o conceito
definicdo de um estudante por uma questao direta, como por exemplo, 0 que é uma
funcdo? O que é uma tangente? Ou, como expde nosso estudo, 0 que é autovalor e
autovetor? Isso ocorre porque as definicbes sdo verbais e explicitas. Ja, quando
buscamos identificar qual o conceito imagem esta presente na mente do estudante,
usualmente, apresentamos questdes indiretas, pois 0s conceitos imagens sdo nao
verbais e implicitos ao sujeito. Assim, a tarefa principal do pesquisador é inventar
questdes que tém o potencial de expor as respostas ao conceito imagem (VINNER,
1991, p. 74).

Vinner reafirma que a intencdo do ensino da Matematica deveria mudar os
habitos do pensamento do cotidiano para habitos que envolvam modelos técnicos.
Fica evidente que o papel da definicAo no pensamento matematico estd sendo
negligenciado em contextos oficiais, como mostram os livros didaticos e documentos

oficiais que objetivam investigar o ensino da Matematica, etc.

2.2.1.1  Oygdiferentes nveis de conceitos imagem

Domingos (2003) buscou caracterizar a compreensdao dos conceitos
matematicos avangados no inicio do Ensino Superior relacionados com os topicos
das sucessodes, fungbes e Calculo Diferencial e Integral, conciliando varias teorias
sobre a construcdo dos conceitos matematicos e caracterizando 0s conceitos
imagem manifestados nos alunos. Para tanto, assumiu como sujeitos de sua
investigacdo os alunos de licenciaturas em Ensino das Ciéncias, Engenharia
Eletrotécnica e Mateméatica. Como resultado, destaca que 0s conceitos imagem e
definicdo sdo conceitos-chave para a compreensao dos objetos matematicos
estudados.

Tall (2000) concebe uma visao proceitual dos conceitos (ou objetos) com
base na realizagcdo de procedimentos e processos que vao sendo cada vez mais
sofisticados e que culminam na possibilidade de pensar na matematica,

simbolicamente, como proceito (processos e conceitos).

* Traducao nossa: Thus the main task of the researcher is to invent questions that have the potential
to expose the respondent’s concept image.
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Dubinsky também realca o papel de objetos sobre os quais séo realizados
determinados processos que posteriormente, serdo encapsulados, como objetos
mentais ou novos objetos matematicos.

Para Domingos (2003), os conceitos imagem apresentam niveis de
complexidade que lhes conferem caracteristicas proprias. Acrescenta que um aluno
pode apresentar um conceito imagem incipiente de funcdo , mas, para a nocao de
limite de funcéo ele pode apresentar o conceito imagem em nivel instrumental ou
relacional. Assim, em situagcdes em que se poderia pensar em um conceito para a
construcéo de outro, devem ser usados os conceitos imagem dos alunos que nao,
necessariamente, traduzam essa relagao.

Entendemos que o0s conceitos imagem revelam a existéncia de uma
hierarquia, estendendo-se do nivel de conceito imagem incipiente (caracteristicos da
matemética elementar) ao conceito imagem relacional.

Domingos (2003) aborda outra caracteristica do conceito imagem, que é a
existéncia de certa estabilidade, ou seja, a permanéncia em determinado nivel.
Quando o aluno encontra-se no nivel do conceito imagem relacional, entendemos
gue h& uma situacdo 6tima em termos de aprendizagem. Portanto, quando o aluno
estabiliza-se no nivel de conceito imagem relacional, ha a plena compreenséo dos
conceitos. Quando o aluno estabiliza-se no nivel de conceito imagem incipiente, os
conceitos abordados ndo sao considerados objetos matematicos. Ja o nivel de
conceito imagem instrumental é suficiente, para que os alunos tenham sucesso na
disciplina.

O autor acrescenta que 0s conceitos imagem sao caracterizados em termos
de objetos, processos, traducdo entre representacdes, propriedades e pensamento
proceitual (DOMINGOS, 2003, p. VIl). O pensamento proceitual permite que o0s
alunos compreendam os objetos mateméticos mais avancados com base em uma
sequéncia de raciocinio que compacta esses mesmos objetos em simbolos.

Estas caracteristicas permitem uma analise pormenorizada da compreensao
estabelecida pelos alunos que evidencia que 0 sucesso escolar ocorre, quando ha a
integracdo de conceitos imagem bastante diversificados. Tal diversidade revela
conceitos imagem atrelados a compreenséao relacional (o aluno consegue aplicar o
objeto matematico em estudo a mais de uma situacdo), a compreensao instrumental

ou operacional e a compreensao incipiente.
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O autor destaca ainda que os alunos com conceito imagem incipiente
revelam-se como um caso paradoxal, pois também podem representar um caso de
sucesso escolar.

Em sua pesquisa, é destacada a caracterizacado dos niveis de complexidade
(ou grau de desenvolvimento cognitivo do pensamento matematico) dos conceitos
imagem identificados com dados empiricos. Desse modo, sdo destacados trés
diferentes niveis de conceitos imagem nos alunos: conceito imagem incipiente,
conceito imagem instrumental e conceito imagem relacional. Dentre os trés tipos de
conceitos imagem, o incipiente aproxima-se da Matemética elementar, e o conceito
imagem relacional, das caracteristicas da Matemética avancada.

Assim, podemos evidenciar que niveis hierarquicos partem do nivel incipiente
(Matematica elementar) ao nivel relacional (Matematica avancada), cujas fronteiras
sao bastante difusas.

Domingos (2003, p. 131) considera que os alunos com conceito imagem em
nivel incipiente ndo assumem 0s conceitos trabalhados, como objetos matematicos.
Os conceitos imagem desse nivel sdo muito incompletos referindo-se a objetos
elementares que por si s6 ndo traduzem o conceito pretendido. Acrescenta que o0s
proprios alunos tém consciéncia das limitacdes dos conceitos trabalhados e que as
acOes ndo conduzem a processos, que sdo encapsulados nos objetos matematicos
pretendidos.

Os processos utilizados sdo quase sempre em nivel elementar, mas podem
ser encapsulados, de modo que sejam transformados em objetos matematicos,
ainda com consideracoes insuficientes sobre suas propriedades e com demasiada
automatizacao de procedimentos.

Os alunos verbalizam determinadas propriedades dos conceitos, porém nao
fazem uma traducdo simbdlica adequada com atribuicdo do significado pretendido
aos simbolos representados. As propriedades passam a ser repletas de
memorizacdo e ventriloquismo, sem atribuicdo de significado. Dessa forma, os
construtos ndo tém o estatuto de objeto matematico nem podem ser pensados
proceitualmente. Assim, quando os simbolos sdo usados na traducdo simbdlica de
conceitos, estdo quase sempre desprovidos de significado no contexto da definicdo

simbodlica.
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Os alunos néo estabelecem relagbes entre os diversos objetos envolvidos na

construcdo do conceito, tornando-se necessario que sejam criados outros objetos

intermediarios para que a compreensao dos conceitos torne-se efetiva.

Quanto ao pensamento proceitual, o aluno utiliza simbolos, porém néo

consegue explicar seu significado e integrar todos os simbolos presentes. Em uma

situacdo como essa, geralmente, é ativada parte do pensamento proceitual ao

componente processual.

Os dados do Quadro 1 mostram as principais ideias que caracterizam o

conceito imagem incipiente:

Quadro 1 - Principais ideias apresentadas por Domingos (2003) que caracterizam o

conceito imagem incipiente

_ Tradugéo entre _ Pensamento
Objetos Processos _ Propriedades .
representagoes Proceitual
» S&o * Manifestacdo de | « Baseada em | ¢ Manifestacdo de | » Os simbolos séo

essencialmente
elementares
neste nivel de
ensino.

» As acdes
realizadas sobre
eles nédo
conduzem a
processos
possiveis de
encapsular nos
objetos que
representam o

conceito.

ventriloquismo
(recurso a
processos
memorizados).

e Processos
baseados na
automatizacao
de
procedimentos.

e Processos
elementares,
sem
coordenacao
entre eles.

* Processos
interiorizados de
nivel elementar

gue conduzem a

objetos

elementares.

* Uso preferencial

procedimentos
demasiado
elementares
para esse nivel
de ensino.

e As
representagoes
entre as quais
sdo feitas a

traducéo nao

séo objetos
matematicos.

e As

sdo

traducdes
quase
sempre
incompletas
(nomeadamente
as traducdes

simbadlicas).

ventriloquismo
(recurso a
verbalizacdo de
propriedades
memorizadas).

* Memorizagéo.

* Propriedades
elementares que
sdo usadas com

compreensao.

usados como
proceitos
representando
objetos
matematicos
elementares.

» Uso de proceitos
elementares que
sdo abordados
em termos de
processos.

» Simbolos que
apenas
representam o
conceito de
forma parcial.

* Uso parcial do
proceito,
destacando
apenas sua

componente
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: Tradugéo entre : Pensamento
Objetos Processos Propriedades
representacoes Proceitual

de processos processual.

algébricos. Simbolos

Verbalizacdo de desprovidos do

processos que significado

nao séo esperado.

possiveis de Componentes

representar na processual e

forma de conceptual do

proceito. conceito
desligados uma
da outra.

Fonte: Adaptado de Domingos (2003, p. 134)
Conceito- imagem instrumental

Neste nivel, podemos identificar a realizacdo e coordenacédo de processos

gue conduzem a construcdo de objetos matematicos e novos conceitos. Contudo,

tais processos ainda sao insuficientes, para que haja a encapsulacdo destes em

novos objetos mentais.

Neste nivel de conceito imagem, o aluno apresenta dificuldade para

coordenar todos o0s elementos relacionados ao conceito para explicitar seu

significado.

7z

Os objetos podem ser apresentados como proceitos, e € necessario que

sejam estabelecidas relacdes entre eles.

Esta ultima fase, que diz respeito a capacidade de utilizar o conceito
como um objeto, ndo € atingida neste nivel, ficando os alunos ligados
aos processos maioritariamente realizados, usando procedimentos
algébricos e envolvendo objetos concretos. Os processos que
envolvem objetos abstratos sdo apenas abordados de forma parcial,
sendo possivel verbaliza-los mas sua traducdo simbdlica revela-se
insuficiente (DOMINGOS, 2003, p. 136)

Ja os alunos dos cursos de Engenharia, que também foram sujeitos de sua

investigacdo, apresentam 0s conceitos imagem no nivel instrumental e revelam uma
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compreensao dos objetos matematicos que lhes permitem ter sucesso na disciplina
ou, pelo menos, que tenham aprovacao.

No nivel do conceito imagem instrumental, € possivel estabelecer processos
gue conduzam a construcdo do objeto matematico. Mas, 0s processos sao ainda
insuficientes, para que haja a plena interiorizagdo em objetos mentais.

Para Domingos (2003, p. 135), é possivel identificar alguns processos
realizados sobre esses objetos, mas falta a coordenacédo entre eles para que
possam ser encapsulados em novos objetos.

Nesse nivel de conceito imagem, os alunos tém grande dificuldade para
identificar o papel dos quantificadores e das definicbes simbdlicas, recorrendo a
memorizacao de algumas sequéncias de simbolos.

As propriedades dos objetos matematicos em estudo sdo estabelecidas de
modo operacional e ainda séo elementares.

Os alunos estdo ligados, sobretudo, aos processos algébricos e objetos
concretos. Assim, 0S processos que se relacionam aos objetos abstratos séo
abordados de modo parcial, sendo possivel verbaliza-los de forma simbdlica, porém,
de maneira ainda insuficiente.

Quanto ao pensamento proceitual, os simbolos sdo usados de modo
operacional, limitados a processos e procedimentos concretos, permitindo-lhes fazer
uma traducdo parcial dos conceitos; e os alunos estabelecem traduc¢des incompletas
em relacdo aos conceitos que correspondem a situacdes de aprendizagem em que
ndo sao atribuidos significados de representagdo, como um todo.

Os dados do Quadro 2 apresentam as principais ideias que caracterizam o

conceito imagem instrumental

Quadro 2 - Principais ideias apresentadas por Domingos (2003) que caracterizam o

conceito imagem instrumental

_ Tradugao entre _ Pensamento
Objetos Processos . Propriedades _
representagoes Proceitual
 Hauma » Processos « Baseada em * Propriedades » Os simbolos séo
variedade de interiorizados e processos elementares usados como
objetos condensados. repetitivos; usadas com proceitos
elementares para | « Coordenacdo de | » Baseada em compreensao. representando
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_ Tradugéao entre _ Pensamento
Objetos Processos Propriedades _
representacgoes Proceitual
esse nivel de processos que, procedimentos « Uso de algumas objetos
ensino, mas, com por vezes, interiorizados. propriedades matematicos
escassa resultam na + E feita de modo evidenciando as elementares.
interiorizacao e criagéo de operacional. suas No pensamento
coordenacao. objetos  As traducgdes caracteristicas proceitual,
* Alguns objetos matematicos. simbélicas s&o relacionadas apenas
s&o interiorizados Processos guase sempre com os destacam sua
em processos, realizados sobre incompletas, processos. componente
gue depois ndo objetos sem atingir o * Séo processual.
séo concretos. significado estabelecidas de Os conceitos

encapsulados.

Partes dos

conceitos sao
considerados
como objetos; no
entanto, isso nao
é suficiente para

sua reificacéo.

Dificuldade em
realizar
processos
envolvendo
objetos
abstratos.

Uso adequado
de processos
algébricos.
Capacidade de
verbalizar
processos
representados
parcialmente,

como proceitos.

pretendido pelo

ensino.

modo

operacional.

mais complexos
tém uma
traducao
simbdlica
incompleta.
Memorizagéo de
algumas
sequéncias de
simbolos.

Uso de proceitos
em algumas
partes da
traducéo
simbdlica de

conceitos.

Fonte: Adaptado de Domingos (2003, p. 137)

Em sua pesquisa, Domingos (2003) considera o caso de José, um tipico

aluno de Engenharia que apresenta um desempenho satisfatorio, mesmo que nao

manifeste uma compreensédo relacional dos conceitos envolvidos. José apresenta

uma concepc¢ao operacional dos conceitos apoiada em graficos e esquemas.

O autor acrescenta que alunos como José

Embora ele mostre alguma capacidade em manipular determinados
processos inerentes a cada uma das propriedades abordadas,
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encontra alguma dificuldade quando € necesséario coordenar esses
processos de forma a construir outros mais complexos (DOMINGOS,
2003, p. 329)

Muitas vezes, alunos com esse perfil encontram dificuldades em representar
alguns parametros, e o estabelecimento da representacdo simbolica nédo atribui
pleno significado aos quantificadores. Nessas condigcbes, uma representacao
simbdlica ndo pode ser considerada como um proceito.

No estudo do Célculo, José evidencia processos e procedimentos
necessarios para estabelecer as propriedades, contudo ndo consegue construir

outros objetos matematicos.
Conceito- imagem relacional

Neste nivel de conceito imagem, existe a representatividade dos conceitos
gue sdo abordados na forma estrutural, ou seja, os alunos referem-se como se estes

representassem propriedades com uma concepcao préxima da definicdo formal.

O conceito relaciona assim outros objetos mateméaticos, como por
exemplo a sua representagdo algébrica ou gréfica, que obedecem a
determinados processos, processos estes que sdo coordenados e
encapsulados dando origem ao novo objeto (DOMINGOS, 2003, p.
138).

Os conceitos sao considerados objetos matematicos, pois, baseados nos
processos sdo encapsulados em novos objetos mentais.

Conforme exple a pesquisa de Domingos (2003), a passagem do conceito
imagem instrumental ao relacional ocorreu com a ajuda do entrevistador. Um
exemplo citado mostra que os alunos conseguem referir-se a derivada de uma
funcdo em um ponto com base em sua definicdo formal, mas o papel do limite s6 &
estabelecido quando Ihes é pedido que facam a sua representagdo geomeétrica.

Neste nivel, o aluno consegue lidar com um maior nimero de processos que
deram origem ao objeto matematico, que o autor chama de desencapsulacéo, ou

seja, o0 aluno retorna baseado em um objeto matematico a todos 0s processos que
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Ihes deram origem. Também € possivel que esses processos sejam coordenados

com o objetivo de encapsular e formar novos objetos matematicos.

As propriedades representam 0s objetos matematicos e sdo verbalizadas

pautadas em suas definicdes formais. O autor afirma que tais propriedades podem

ser encapsuladas em novos objetos matematicos mais avancados do mesmo modo

gue esses objetos possam ser desencapsulados, para que sejam evocadas

propriedades mais elementares.

No dominio do pensamento proceitual, os quantificadores desempenham um

papel fundamental, pois com base nestes um pensamento proceitual € manifestado,

explicitando 0s objetos e processos que estao na definigao.

Os dados do Quadro 3 apresentam as principais ideias que caracterizam o

conceito imagem relacional.

Quadro 3 - Principais ideias apresentadas por Domingos (2003) que caracterizam o

conceito imagem relacional

_ Traducgéo entre . Pensamento
Objetos Processos . Propriedades _
representacoes Proceitual
» Os conceitos » Continuam a ser Traducgles » S80 enunciadas E possivel
assumem o utilizados simbolicas dos com compreensao. traduzir

estatuto de
objetos
mateméticos.

* Os objetos séo
encarados como
proceitos.

« Alguns objetos
séao dificeis de

desencapsular.

processos de
indole
operacional,
ainda que com
menor
frequéncia.

* Os processos
mais utilizados
resultam do
desencapsular
de objetos.

* Os processos
realizados sobre
0s objetos mais
elementares séo

coordenados e

conceitos.

Tém por base
objetos que sdo
desencapsulados.
Ha um predominio
de aspectos
estruturais em
detrimento dos
aspectos
operacionais.
Fluidez na traducgé&o
entre

representacoes.

« S&0 usadas de
forma estrutural.

e Enunciadas como
objetos
matematicos que
podem ser

desencapsulados.

simbolicamente
0S conceitos.
Os simbolos sédo
usados como
proceitos.

No pensamento
proceitual é
possivel
observar as
componentes
processual e
conceptual em
interacao.

A componente
proceitual dos

conceitos mais
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_ Traducéo entre _ Pensamento
Objetos Processos . Propriedades :
representacoes Proceitual
encapsulados avancados ainda
€em novos é fraca.
objetos.

Fonte: Adaptado de Domingos (2003, p. 140)

No terceiro nivel de conceito imagem, o relacional, os alunos recorrem aos
processos que estiveram na origem da construcdo do objeto matematico. Assim,
uma variedade de processos é manipulada e encapsulada, como novos objetos
mentais. Sao destacadas suas propriedades, porém, em algumas situacfes, ainda
em carater elementar. Isso ocorre quando ndo houve plena interiorizacdo e
encapsulacéo de determinados processos que seguem baseados em procedimentos

elementares.

O conceito relaciona assim objetos matematicos, como por exemplo,
a sua representacdo algébrica ou gréfica, que obedecem a
determinados processos, processos estes que sdo coordenados e
encapsulados dando origem ao novo objeto (DOMINGOS, 2003, p.
138).

Ainda nesse nivel, ocorre a traducdo entre varias representacdes, como a
algébrica e a gréfica, com base nos objetos e processos matematicos mais
complexos. Também a reducdo no numero de procedimentos operacionais é
observada.

As propriedades s&o enunciadas com compreensdo, € 0 pensamento
proceitual é evidenciado, quando 0s objetos matematicos e processos interagem
mutuamente e sao explicitados na definigao.

Ocorre, portanto, a passagem do elementar ao avancado, a transicdo da
descricdo a definicdo, do convencer ao provar baseado em definicées, visando a
uma reconstrucao cognitiva no sujeito.

Dessa forma, considerando a estrita relagcdo entre a Teoria APOS e o
Pensamento Matematico Avancado, propusemo-nos a investigar 0S processos
cognitivos envolvidos na construcado do objeto matematico autovalor e autovetor nas

fases iniciais e finais de formagdo de um estudante de Engenharia. Para tanto,




101

evidenciaremos suas concepg¢des acao-processo-objeto e esquema, conforme as
ideias expostas por Stewart (2008) e Trigueros et al. (2012), e os conceitos imagem
e definicao, de acordo com Vinner (1991) e Domingos (2003).

Na realizacdo da decomposicdo genética, o material apresentado pelos
alunos, como primeiros sujeitos de nossa pesquisa, auxiliard novos alunos na
construcdo de uma sequéncia légica que possibilite a construgdo de estruturas
conceituais que correspondem a conceitos imagens, desencadeando niveis mais
elevados de abstracao.

Dubinsky (1991) apresenta quatro passos que poderdo ajudar os estudantes
a desenvolver o Pensamento Matematico Avancado: (a) observar o processo de
aprendizagem dos estudantes em um tépico especifico ou em um conjunto de
topicos, identificando o desenvolvimento de estruturas conceituais que
correspondem a seus conceitos imagens; (b) observar os dados e desenvolver uma
decomposicdo genética para cada topico em estudo que representa uma
possibilidade na qual o sujeito construira o conceito; (c) desenvolver atividades e
criar situacbes que induzirdo os estudantes a realizar a abstracdo reflexionante
especifica; e (d) repetir 0 processo, revise a decomposi¢do genética e o tratamento
dos dados e continue até que ocorra a estabilizacdo (se ela ocorrer).

Em nossa investigacdo, consideramos que iremos percorrer 0s trés primeiros
itens para poder identificar as concepg¢des dos estudantes participantes. Ha a
observacdo do processo de aprendizagem dos alunos referente ao objeto
matematico autovalor e autovetor, assim como a observacdo dos dados expostos
com base em seus discursos, resolugcoes do problema e exposi¢céo de suas ideias e
experiéncias no papel. Quanto ao item (d), por ndo se tratar de um processo de

ensino por parte da pesquisadora, ndo houve repeticdo do processo.

2.2.2 Resumo- e Conjecturay

Defendemos as ideias de Dreyfus (1991) sobre o Pensamento Matematico
Avancado. O autor considera que um conceito abstrato, como por exemplo, espaco
vetorial podera ser construido por meio de deduc¢des com base na definicdo e ainda
estabelecer que o entendimento s6 pode ocorrer pautado em uma longa sequéncia
de atividades de aprendizagem que promovam a interacd0 entre 0S processos

mentais. Assim, questionamo-nos a respeito das barreiras que podem promover o
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nao entendimento pelos sujeitos e, dentre elas, citamos a falta de tempo habil para a
aplicacdo adequada de uma sequéncia de atividades nas préticas escolares.

O Pensamento Matematico Avancado é caracterizado pelos processos que 0
constituem, como a abstracéo e a representacao, responsaveis pela construcdo de
uma imagem mental e visual do objeto matematico em estudo. Portanto, destacamos
a importancia da relacdo que se estabelece entre os aspectos mentais, matematicos
e bioldgicos na constituicdo e compreensao dos conceitos matematicos.

Voltemos a questdo apresentada: Mas como devem ser apresentadas as
disciplinas matematicas em cursos superiores, em particular, em um curso de
Engenharia que, particularmente, atrai nossa atencao?

Uma das respostas, que defendemos é que no estudo de disciplinas
matematicas deve ser incentivada a natureza prépria da investigacdo pelo aluno,
uma atitude matematica. E possivel considerarmos que os chamados rituais
atribuidos por inimeras instru¢cdes devam ser minimizados e substituidos por
problemas que promovam o0s aspectos abstratos e dedutivos do Pensamento
Matematico Avancado.

Em nossas consideracdes parciais, destacamos o papel dos simbolos nas
representacdes que refletem as relagGes entre sinais e significados e que podem ser
externalizados nas formas escrita ou falada. J& as representagbes mentais, referem-
se a esquemas internos que podem construir varias representacoes do mesmo
objeto matematico.

Devemos, portanto, considerar que compreender a Matematica envolve
conhecer diferentes representacbes do mesmo objeto matematico em estudo. S&o
as chamadas multiplas conexdes de representacdes. Quando sédo estabelecidas
relacdes entre as diferentes representacdes, ha o reforco do conceito com base na
influéncia da abstracao e da evidéncia de propriedades comuns.

Dreyfus (1991) destaca que os problemas aplicados podem requerer uma
flexibilidade cognitiva no processo de construcédo de novas estruturas cognitivas.

Neste capitulo, como aspecto relevante consideramos a afirmacao de Tall
(2000) sobre as estruturas falhas dos programas de Matematica das universidades
gue nao tém favorecido o crescimento psicoldgico da mente humana formada com

base no processo de abstracao reflexionante.
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Outro aspecto importante que nos auxiliard na analise desta tese, refere-se
aos aspectos que caracterizam o Pensamento Matemético Avancado: (a) a
participacdo ativa do aluno em um debate cientifico; (b) o conflito do aluno na
construcdo de novas teorias com base na formulacdo de conjecturas e hipoéteses; (c)
a construcao de uma fundamentacg&o cognitiva que equilibre o crescimento cognitivo
e o raciocinio logico.

Outros aspectos tratados por Vinner (1991) e Domingos (2003) referem-se
aos conceitos imagem e definicdo. Para que haja a construcédo do conceito imagem,
€ preciso uma série de conhecimentos sequenciada em argumentos dedutivos, que
promova a construgao de figuras mentais, propriedades e processos.

De acordo com Vinner (1991), o conceito imagem é construido apoiado nos
estimulos que podem provocar uma representacdo visual, uma figura mental,
impressodes e experiéncias associadas ao conceito nome e podem ser transformadas
em formas verbais. As impressdes e experiéncias sao as primeiras a serem
evocadas em nossa memoria e sdo as responsaveis pela formacdo das imagens
visuais.

Para Vinner (1991), é necessario que se construa um conceito imagem do
objeto em estudo, pois 0 conceito definigcdo, por si sO, ndo é suficiente, para que o
aluno tenha plena compreenséo do objeto de estudo.

Defendemos que ambas as células, a do conceito imagem e definicdo, devam
ser evocadas, para que haja plena atribuicdo de significado ao conceito nome. E o
que propomos com a aplicacdo de problemas, como o apresentado em nossa
investigacao.

Em situagcbes que explicitem as expectativas de professores ao
desenvolverem diferentes problemas, as células do conceito definicdo séao,
primeiramente, ativadas e interagem com a célula do conceito imagem. Em um fluxo
continuo de estimulo-resposta, é possivel que sejam explicitadas as representacdes
visuais e mentais, experiéncias e impressdes do objeto matematico em estudo.

Assim, é preciso considerarmos que o professor de Matematica repense suas
praticas em sala de aula e promova situagcdes baseadas em problemas que
estimulem a construgdo do conceito nome com base na inter-relacdo entre ambas as
células.

O estudo deste Capitulo possibilitara identificar, apoiados nos discursos dos

alunos, qual célula foi primeiramente ativada, a do conceito imagem ou definicéo e,
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dai, tracar consideracdes a respeito de suas estruturas cognitivas e das concepcdes
gue tém em relacdo ao objeto matematico autovalor e autovetor.

Outro autor que trouxe contribuicdes significativas para esta pesquisa, foi o
portugués Antonio Manuel Dias Domingos. Em sua tese, considera os diferentes
niveis de conceito imagem, como uma hierarquia que se estende do incipiente ao
relacional. Afirma que o0s conceitos imagem sao caracterizados em termos de
objetos, traducdo entre representacdes, propriedades e pensamento proceitual.
Assim, utilizaremos as principais ideias tracadas pelo autor para identificar quais as
caracteristicas de cada nivel de conceito imagem podem estar presentes no discurso
dos alunos entrevistados.

Destacamos a afirmacédo do autor que considera que 0 sucesso escolar nao,
necessariamente, esta atrelado ao ultimo nivel do conceito imagem, o relacional. E o
caso citado do aluno José, um tipico aluno da Engenharia. José € um aluno que tem
sucesso na disciplina, e seus processos conduzem a construcdo do objeto
matematico, contudo, ndo sao plenamente interiorizados, como entidades mentais.

E possivel afirmarmos que em um curso de Engenharia o terceiro nivel do
conceito imagem, o relacional, é dificil de ser atingido, visto que a abordagem
adotada pelo professor e pela instituicdo € bastante diferente da atribuida em um
curso de Bacharelado ou Licenciatura em Matematica. Assim, questionamo-nos se
cabera ao aluno, individualmente, escolher entre avancar ou ndo suas concepc¢oes e
construcfes mentais para o nivel de conceito imagem relacional?

Uma questdo como esta € cabivel de discusséo e voltarq a ser apresentada
nas Consideracdes Finais deste estudo.

A seguir, 0 termo mente matematica apresentado no artigo de Tall (2000) sera
discutido em razéo de ter sido agregado a nosso titulo por razées que explicitaremos

na proxima secao.

2.3 A bwse bioldgicaw do- processo- de acdo-objeto-esquema -
perspectivasy das contribuicdes de aspectosy da Newrociénciow
Cognitivav

Nesta secéo, apresentaremos algumas ideias das principais contribuicbes das

referéncias Tall (2000), Devlin (2008) e Dehaene (2008) em nossa pesquisa. Em
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razao do crescimento exponencial, que toma 0s assuntos relativos a essa ciéncia
que emerge, nossa contribuicdo é ainda limitada, porém, pode garantir campo de
investigacao para trabalhos futuros.

Apesar dos aspectos que se contrapdem entre as teorias, que Sao
evidenciadas nos estudos dos mesmos autores, destacamos que nosso objetivo
sera expor 0s aspectos comuns que, em conjunto, contribuem para a analise das
construcdes cognitivas que se estabelecem na formacao do objeto matematico.

A presente secdo expOe a relevancia e as possiveis contribuicbes da
Neurociéncia Cognitiva na constituicio do Pensamento Matematico Avancado na
area de Educacao Matemaética.

Conforme apresenta Nicolelis (2011), a Neurociéncia do século XXI liberta-se
do dogma da visdo cartesiana de que o cérebro humano comporta-se de modo
passivo, sem opinides prévias ou prejulgamento, simplesmente recebendo sinais do
mundo exterior, para uma ViSdo que O apresenta, como uma estrutura ativa e
participante.

Dessa forma, entendemos que as estruturas cognitivas vinculadas as reacoes
do cérebro humano que sdo formadas no Pensamento Matematico Avancado,
modificam-se e adaptam-se de maneira ativa junto a constru¢cdo de determinado
conhecimento, diferente, das estruturas cognitivas que se constroem no Pensamento
Matematico Elementar®’. Por consequéncia, as estruturas bioldgicas que constituem
o cérebro humano também sédo distintas, ativando populacdes de neurbnios e
estabelecendo conexdes mais duradouras que as estabelecidas em operacdes
matematicas elementares.

Dessa forma, pesquisadores em Educacdo Matematica, em particular, tém
consciéncia da importancia dos processos componentes para entender a
Matematica avancgada e suas interacdes (DREYFUS, 1991).

Dentre estas interacdes, entender as estruturas bioldgicas subjacentes ao
estudo de determinado conceito matematico regido pela abstracdo, generalizacéo e
sintese ou padrbdes que definem a visualizacdo e manipulacédo de simbolos que nos
permitiram descobrir aspectos que regem um circuito neuronal, concedendo-nos

algum vocabulario extra que, até entdo, foi tdo pouco ou que, absolutamente, nunca

%! Destacamos gue ndo € objeto desta pesquisa, tracar as diferencas e as interfaces que separam
ambos os pensamentos. Ressaltamos que, caso o leitor tenha interesse, podera aprofundar seu
conhecimento com as referéncias que compdem esta tese.
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compOs o quadro de vocabulario comum em nossa area. Cortex cerebral, axdénio,
sinapse, Mapa de Broadmann, todas estas palavras estéo relacionadas, mesmo que,
de forma, ainda indireta, as definicbes de objetos matematicos, as suas
representacbes geomeétricas e aos padroes que se estabelecem a Aritmética, a
Algebra ou ao Calculo.

Conforme Ferrari (2008), € crescente o numero de reflexdes na area de
Psicologia, Neuropsicologia e Educacdo com foco no desenvolvimento cognitivo e
na aprendizagem. Tais reflexdes poderdo contribuir na busca de fundamentos,
principios e conceitos epistemoldgicos, bem como na melhoria da pratica
metodolégica do professor.

Em sua pesquisa, a autora investiga a formacdo do conceito de numero na
crianca com base nas ideias de Piaget e do neurocientista Stanislas Dehaene,
expostas na obra “La Bosse des Maths”. Conforme explica Dehaene (1997), foi a
invencdo dos sistemas simbdlicos para escrever e falar sobre numerais que nos
iniciou na escalada para a Matematica. A Matematica encontra-se limitada por nossa

arquitetura cerebral que imp8&e um limite sobre a aprendizagem e memoaria.

Nossas construgcdes matematicas, as mais abstratas, sdo o fruto
acabado da atividade coerente de nosso cérebro e daqueles milhbes
de outros que, antes de néds, talharam e selecionaram as ferramentas
matematicas. Importa, portanto, compreender 0s entraves que nossa
biologia de “homem neuronal” impde as nossas atividades
matematicas (DEHAENE, 1997, p. 4)

Devlin (2008) destaca que a parte do cérebro humano ativada por um
matematico ou um muasico experiente forma imagens semelhantes visualizadas por
técnicas de tratamento de imagem. Essas imagens, contudo, tornam-se diferentes
guando tratadas por amadores. Prossegue afirmando que os padrdes podem ser
descritos baseados na linguagem que incluem as linguagens especializadas, como a

notacdo musical e a Matematica.

O cérebro ndo adquiriu novos processos de pensamento apenas
aplicando processos j4 existentes a objetos em um nivel maior de
abstracdo. Em outras palavras, o desenvolvimento crucial foi de
abstracdo crescente, ndo de maior complexidade dos processos de
pensamento (DEVLIN, 2008, p. 144).
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Portanto, parece que estamos diante de uma das areas mais fascinantes e
promissoras da pesquisa cientifica, seja em termos dos impactos que prometem
causar na construcdo do conhecimento, seja em termos sociais.

Para tanto, é procedente fazer uma breve descricdo da Neurociéncia
Cognitiva e das estruturas que compdem o cérebro humano ou da anatomia que
constitui o sistema nervoso, para que o leitor torne-se mais familiarizado com tantos
termos diferentes. Em seguida, estabeleceremos a relacdo que rege essa fascinante

ciéncia e o Pensamento Matematico Avancado.

2.3.1 Uma breve descricio- da Newrociéncia Cognitivar

Consideramos importante expor algumas ideias sobre o tema Neurociéncia
Cognitiva, afim de que o leitor desta tese tenha familiaridade com alguns conceitos e
expressdes usadas por alguns autores, como por exemplo, Dreyfus (1991), Vinner
(1991) e Tall (2000), conforme expusemos no inicio desta pesquisa. Os autores
discutem que a Teoria APOS e o Pensamento Matematico Avancado estdo
intrinsecamente relacionados as estruturas bioldgicas subjacentes do individuo.
Essa relacdo nos instigou a observacdo de algumas relacbes consideradas entre
ambos o0s aportes tedricos e que, como afirmamos, nos levou em busca de
conhecimentos relacionados a uma terceira: a Neurociéncia Cognitiva. Destacamos
também a importancia desses conhecimentos para a compreensao do termo mente
matematica, que compde o titulo desta tese.

Assim, apresentamos uma descricdo de suas ideias principais.

A Neurociéncia Cognitiva objetiva entender, como as fungdes cognitivas e
suas manifestacoes e experiéncias no ambiente do sujeito surgem da atividade do
cérebro. Constitui um hibrido de muitas disciplinas distintas que, até ha pouco tempo,
pareciam estagnadas em meétodos ou novas ideias. Tais disciplinas incluem a
Psicologia Cognitiva, Neuropsicologia Clinica, Psicologia Fisiolégica e
Neurofisiologia (RUGG, 1997). Atualmente, outras &reas foram incorporadas a
Neurociéncia Cognitiva, a Ciéncia da Computacéo e a Engenharia. Equipamentos de
tomografia ou ressonancia magnética podem visualizar os circuitos ativos do cérebro

humano, enquanto ele calcula ou soluciona um problema.
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Nos ultimos 200 anos, a Neurociéncia envolveu-se no estudo das regides do
cérebro que medeiam diferentes funcdes cerebrais ou comportamentos. Foi
representada por dois grupos de posi¢cdes extremas. O primeiro, 0s localizacionistas
radicais, defensores dos preceitos do anatomista aleméo Franz Gall (1758-1828),
criador da frenologia®, que acreditavam piamente que as funcdes cerebrais
especificas eram geradas por regides do sistema nervoso central e que atributos
essenciais da personalidade humana, como vaidade, afetuosidade, orgulho, etc.,
poderiam ser reconhecidos pelo simples palpar dos contornos do couro cabeludo
criados pelas diferentes configuragbes oOsseas do cranio. Assim, cada uma das
emocdes do ser humano poderia ser reconhecida em regifes corticais especificas.
Ja o segundo grupo, foi representado pelos distribucionistas, defensores de que o
cérebro humano realiza suas tarefas por meio de um trabalho coletivo de grandes
populacbes de neurdnios, localizados nas diferentes regides do cérebro. As
populacdes de neurbnios passaram a ser os verdadeiros compositores das sinfonias
elétricas que dao vida a todos os pensamentos gerados pelo cérebro humano
(NICOLELIS, 2011, p. 21).

Por quase um século, pesquisas foram conduzidas para identificar as regides
do cérebro e suas interconexfes que suportassem 0S processos cognitivos
responsaveis por complexos comportamentos, como por exemplo, a linguagem.
Contudo, as pesquisas revelaram uma caréncia de modelos bem articulados,
necessarios para direcionar questdes empiricas e prover um leque de ferramentas
de analise e interpretacdo dos resultados. Dessa forma, a emergéncia da Psicologia
Cognitiva durante os anos 1960, com foco no desenvolvimento de modelos
funcionais do processo cognitivo e métodos experimentais para testar tais modelos,
proveram a Neuropsicologia de ferramentas conceituais bastante necessarias, que
auxiliaram na descoberta das regibes do cérebro e suas estruturas relacionadas a
determinados processos cognitivos. Em decorréncia, foram aprimorados os estudos
sobre as regibes do cérebro que sofreram lesdo, assim como a constituicdo da
memaoria em uma ampla série de circunstancias.

No século XX, um novo campo da Ciéncia emergiu: a cognicdo matematica
ou, simplesmente, o funcionamento do cérebro humano relacionado ao pensamento

matematico.

%2 Consiste no estudo do carater e das fungdes intelectuais humanas com base na estrutura craniana.
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Mas, como pode o cérebro humano entender objetos abstratos que
manipulamos em nosso pensamento matematico? Com base no exposto, alguns
assuntos surgem em nossa discussdo, como por exemplo, a formacdo da memoria
de longo prazo, a visualizagcdo e manipulacdo de simbolos, os sistemas verbais e
visuais que séo atrelados a conceitos especificos.

Dehaene (1997) destaca que parece ser um tempo promissor para o
matematico e interessados na area voltarem-se ao estudo do imenso poder do

cérebro, a Neurociéncia Cognitiva.
2.3.2 A respeito- do anatomiow do- sistema nervoso-

Nesta secao, apresentamos a importancia da neuroanatomia ou anatomia do
cérebro, que é a disciplina fundamental da Neurociéncia, englobando tanto o nivel
microscépico dos neurbnios individuais (células nervosas) como o nivel
macroscopico dos sistemas que se estendem pelo cérebro.

O cérebro é dividido nas regides central e periférica; e constitui 0 componente
principal do sistema nervoso central. Além do cérebro, que é dividido em hemisférios
esquerdo e direito unidos pelo corpo caloso (fiboras nervosas que ligam
bidirecionalmente o cérebro), o sistema nervoso central também inclui o diencéfalo
(nudcleos nervosos escondidos sob os hemisférios, formados pelo tadlamo e
hipotalamo), o mesencéfalo, o tronco cerebral, o cerebelo e a medula espinhal.

J& o sistema nervoso periférico, € constituido por nervos que ligam o sistema
nervoso central a todo o resto do corpo.

A principio, apresentamos o cérebro humano dividido nos chamados setores:
escuro e claro. O escuro, conhecido como massa cinzenta, corresponde a grupos de
corpos celulares de neurdnios, e o setor claro ou massa branca é constituido por
axonios, ou fibras nervosas que saem dos corpos celulares da massa cinzenta. A
massa cinzenta € formada por neurbnios dispostos em camadas, chamadas de
cortex cerebral (que envolvem os hemisférios cerebrais) e o cértex cerebeloso (que
envolve o cerebelo).

Outro conjunto que forma a massa cinzenta é o nucleo.

A Neurociéncia tem atribuido especial atencédo ao cortex cerebral, que pode

ser visualizado, como um manto que recobre todo o cérebro, incluindo as fissuras e
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sulcos que |he atribuem a aparéncia enrugada caracteristica. Toda a camada
localizada abaixo do cortex é conhecida como subcortical. A parte evolutiva do
cortex é conhecida como neocortex; e a parte do coértex, evolutivamente, mais antiga

€ o cortex limbico.

Figura 11 - Mapa de Broadmann

cognition, language, emotion
n somato-

sensory

vision

. audition

Fonte: Adaptado de Damasio (2007, p. 50)

Durante os dois Uultimos séculos, ambos o0s grupos localizacionistas e
distribucionistas elegeram o cortex cerebral, como o principal campo de batalha
entre as duas ideologias.

Os neurdnios constituem as células do tecido nervoso, sendo organizados em
circuitos locais que, quando dispostos em camadas formam regibes corticais e
guando agregados em grupos, sem constituir camadas, constituem os ndcleos.
Tanto as regides corticais como 0s nucleos formam sistemas e sistemas de sistemas,
ampliando o nivel de complexidade.

Estes s&o divididos em trés componentes: um corpo celular, uma fibra
principal de saida, também chamada de axénio e fibras de entrada ou dendritos; os
neurdnios interligam-se em circuitos baseados em seus ax6nios que estabelecem
contato com os dendritos de outros neurbnios. A partir do momento que 0s

"33 uma corrente elétrica

neurdnios, tornam-se ativos, ou quando ocorre um “disparo
propaga-se pelo corpo celular ao longo do axdnio, atingindo a sinapse. Esta constitui

0s pontos onde os axdnios conectam-se com o0s dendritos de outros neurdnios.

¥ 0 termo “disparo” é usado como giria na Neurociéncia.
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Assim, as substancias quimicas conhecidas como neurotransmissoras sao liberadas,
estabelecendo as sinapses que, por um lado, podem ser estimuladoras, facilitando a
transmissdo de um dado impulso ou inibidoras, quando dificultam ou bloqueiam tal

transmissao.

Essas intrincadas redes, cujo grau de complexidade e conectividade
suplanta, por varias ordens de magnitude, qualquer outra rede
elétrica, computacional, mecénica ou telefénica jamais criada por
seres humanos, permitem que cada célula cerebral, ou neurdnio,
estabeleca contato direto e se comunique com centenas ou mesmo
milhares de outras células cerebrais. O cérebro humano possui cerca
de 10 bilhdes de neurbnios e mais de 10 trilhdes de sinapses.
Contudo, se selecionarmos aleatoriamente alguns neurbnios do
nacleo ou cortex cerebral descobriremos que cada neurbnio se
comunica com pequenos grupos e ndo com a maioria dos neurdnios
restantes, apesar dos axdnios se prolongarem milimetros ou até
centimetros ao longo do cérebro (NICOLELIS, 2011, p. 18).

Damasio (2007) estabelece que as principais consequéncias desse arranjo
sao: (i) o neurdnio depende da relacdo que se estabelece com o conjunto de
neurdnios inseridos; (ii) os sistemas formados pelos conjuntos de neurdnios
influenciam-se mutuamente, e a contribuicdo de cada conjunto de neurdnios
depende de sua localizagdo no sistema de grande escala, constituindo a
especializacdo do cérebro.

O autor apresenta os niveis de arquitetura cerebral: 1°) neurdnios; 2°)
circuitos locais; 3°) nucleos subcorticais; 4°) regies corticais; 5°) sistemas e 6°)
sistemas de sistemas.

Dessa forma, o cérebro constitui um supersistema de sistemas interligados
por complexas regiées macroscopicas, como as corticais e 0s nucleos subcorticais e
regibes microscopicas, como 0s circuitos locais e neurdnios.

Gerald Edelman recebeu o prémio Nobel de Psicologia, em 1972, por estudar
0 sistema imunolégico humano, estendeu sua teoria aos trabalhos do cérebro.
Baseada na selecdo de grupos neuronais, a teoria defende trés principios: (i) o
cérebro apresenta uma grande diversidade de interconexdes que permitem um vasto
repertdrio de agbes mentais e fisicas que podem ou ndo serem usadas; (ii) quando
as atividades ocorrem com sucesso, as conexdes correspondentes séo reforcadas
(com base nas alteragcbes quimicas, nas sinapses entre sucessivos nheurdnios),

tornando mais facil uma acéo ja conhecida em ocasido futura; (iii) essas funcdes
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operam grupos de neurdnios que se tornam fortemente interconectados com grupos
e entre grupos. Tais conexdes permitem que 0s neurdnios trabalhem, como uma
unidade em co-operacao.

Uma caracteristica importante da inteligéncia humana é a capacidade de
pensar sobre memdrias passadas que permitem ter o senso de tempo passado e a
possibilidade de planejar o futuro.

Tall (1994) considera que o cérebro humano tem um tipo de organizacao
modular, estruturado com unidades que funcionam de modo relativamente
independente e que trabalham em paralelo, com um componente cerebral que atua,
como um intérprete de mensagens de conflito. Com base nas conexdes, o0 modulo
verbal de saida fornece sentido ao “produto” e mostra o que é interpretado pelo
cérebro (ou o que o individuo pensa que o0 cérebro esta interpretando),

estabelecendo um senso de escolha e livre arbitrio.
2.3.3 Ay concepgdes opostas de Piaget e da Neurociéncio

Alguns aspectos contraditérios entre as teorias de Piaget e da Neurociéncia
foram expostos nos trabalhos de Stanislas Dehaene (1997) e Keith Devlin (2008).

Keith Devlin (2008) revela que, com base nas investigacdes subsequentes
aos estudos do psicologo cognitivo Jean Piaget, os resultados apontaram que as
conclusdes de Piaget estavam quase que certamente erradas. Enfatiza o termo
guase que certamente erradas e admite que os resultados experimentais realizados
pelo psicologo acarretaram conclusdes alternativas.

Em seus estudos realizados nas décadas de 1940 e 1950, Piaget defendeu o
principio de construcdo gradativa do conhecimento de um bebé recém-nascido. Em
outras palavras, apresentou a ideia de que o bebé nasce com uma mente vazia e
constr6i um modelo mental ou uma conceitualizagdo do mundo (DEVLIN, 2008, p.
46) ao longo dos anos.

Seus experimentos mostraram que 0 senso numerico de criancas é adquirido
por volta de 4 ou 5 anos de idade. Piaget alegava que criangas de 4 a 5 anos nédo
tém a nocdo de conservacdo do numero, ou seja, o0 rearranjo dos objetos de um
conjunto ndo altera o seu numero (DEVLIN, 2008, p. 47).

Mas, seus métodos apontavam graves falhas.
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No final da década de 1960, Jacques Mehler e Tom Bever, do Massachussets
Institute of Technology (MIT), realizaram o experimento original de Piaget sobre a
conservacao numeérica, porém, com criancas de 2 e 3 anos. Os resultados
contradisseram o0s anteriores do psicologo experimentalista. Mehler e Bever
acreditavam que criancas de 4 e 5 anos (conforme apontam os testes realizados por
Piaget) sofrem grande influéncia de adultos, sobretudo, aqueles que s&o por eles
admirados, como 0s pais ou 0 pesquisador. As criangas passam a raciocinar sobre o
que € que realmente ele quer, criando respostas alternativas sobre a expectativa
desses adultos. Assim, os pesquisadores defendem o raciocinio que criangas de 2
ou 3 anos interpretam as perguntas, literalmente, como séo.

Nos anos 1980 e 1990, os resultados experimentais de Piaget sobre as
capacidades numéricas de criancas continuaram a ser rebatidos.

Experimentos realizados por Prentice Starkey e seus colegas da Universidade
da Pensilvania, em 1980, com bebés entre 16 e 30 semanas objetivavam descobrir
0s pensamentos desses bebés. Os resultados evidenciaram que o0s bebés
conseguem distinguir dois pontos de trés, destacando que a mudanca de numero
era o que atraia o interesse dos bebés, e ndo a forma ou o tamanho dos objetos.

Em seguida, mostraram que bebés podem reconhecer uma estrutura silabica
num conjunto continuo de sons e, de certo modo inato e consciente, podem detectar
diferencas no numero de silabas (DEVLIN, 2008, p. 52), incluindo similaridade entre
duas ou trés silabas. Da mesma forma, a similaridade € estendida a objetos,
mostrando que existe, certamente, um conceito numérico, uma capacidade
matematica inata. NOs nascemos com ele (DEVLIN, 2008, p. 53).

Estendendo os experimentos a capacidade de somar, em 1972, a psicologa
americana Karen Wynn surpreendeu 0 mundo ao anunciar que criancas com 4
meses de idade séo capazes de realizar somas e subtra¢cbes de modo inconsciente.

Devlin (2008, p. 54) acrescenta que é interessante notar que, de todas as
caracteristicas do mundo fisico com as quais os bebés nascem, o senso numérico
parece ser o mais significativo — muito mais do que a forma ou aparéncia fisica.

Assim, o conceito de conservagao do objeto apontado por Piaget parece ter
sido posto em duavida por novos experimentos que contradizem as ideias de
construcdo do conhecimento ao longo do tempo.

Com uma visdo de senso numeérico inato, semelhante ao apresentado por

Devlin, 0 matematico e neuropsicologo cognitivo Stanislas Dehaene aponta que,
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infelizmente, os testes de Piaget ndo mostram, como as criancas sao realmente
capazes de pensar. O neuropsicologo destaca que as criancas ndo entendem,
exatamente, o que esta sendo questionado, o que podera acarretar erros nas
interpretacdes dos resultados observados. Dessa forma, Dehaene (1997) questiona:
as criancgas interpretam as questdes como os adultos o fazem? Também € colocado
em davida o conceito de conservacdo numérica apresentado por Piaget. O autor
citado ressalta que os testes realizados por Piaget ndo podem medir a competéncia
numerica das criancas, pois seus experimentos foram repletos de inferéncias sobre
as respostas apresentadas pelas mesmas.

Para Dehaene (1997), ndo existem respostas conclusivas a respeito das
ideias de Piaget nem sobre as ideias que tentam rebater o conceito de conservacao
numerica exposto pelo psicologo construtivista.

Acrescenta que este € um dominio ativo da pesquisa que ainda atrai muitos
pesquisadores pelo mundo (DEHAENE, 1997, p. 47).

Ampliando os resultados dos aspectos fisiologicos do cérebro humano,
cientistas acreditam que a falha dos testes de Piaget reflete a continua maturacéo
do cortex pré-frontal, uma regido do cérebro que nos habilita & selecédo de estratégia.

O neurocientista expde que seu objetivo é apresentar, 0 que 0s estudos de
Piaget ndo mostraram, ressaltando que os testes continuam prematuros, quando o
assunto discute a capacidade numérica das criancas.

Assim, 0s neuropsicologos nédo estao refutando toda a teoria construtivista de
Piaget, mas, sim, advertindo sobre resultados que, como Devlin destaca, parecem
quase que certamente errados.

Em seu trabalho de doutoramento, Ferrari (2008) evidencia que Piaget
desenvolveu uma teoria com métodos proprios: o Método Clinico Experimental. Para
Piaget, a construcado do conhecimento ocorre com base na interacdo do sujeito com
0 meio, considerando 0s processos cognitivos. A grande questdo traz a tona as
conjecturas apontadas por Piaget. Dentre elas, Ferrari (2008, p. 22) cita que [...] se
todas as informacgdes cognitivas surgem dos objetos do meio, ou seja, estéo fora do
sujeito, ou se ao contrario, 0 sujeito nasce com estruturas enddgenas que sao

precondicdes biologicas desse processo.

Ferrari (2008) prossegue ressaltando que o estudo de Piaget buscou, em

primeiro lugar, identificar as operacdes basicas de classificacdo, de seriacdo ou
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ordenacéo e, em um segundo lugar, mostrar a ontogénese desse funcionamento
baseado em uma embriologia mental. Portanto, para o psicélogo construtivista, o
desenvolvimento da inteligéncia ocorre pautado em transformacdes sucessivas da
construcdo do conhecimento, sem saltos, envolvendo aspectos mentais, fisiologicos,
sociais e afetivos.

Na perspectiva biologista dos neurocientistas, condigdes neuronais intervém
nas possibilidades de aprender e devem ser consideradas na elaboracdo de
estratégias que visem a aprendizagem da Matematica. Dehaene (1997) acrescenta
que as reflexdes a respeito da constru¢cdo do conhecimento mateméatico dependem
das atividades realizadas no cortex cerebral, assumindo o senso numérico, como
uma capacidade inata de perceber diferentes quantidades.

O neurocientista cita que Tobias Dantzig, em 1954, também refutou a teoria
de Piaget e confirmou a sua: todas as pessoas possuem, mesmo que em Seu
primeiro ano de vida, uma intuicio bem desenvolvida sobre nimeros. Bebés de 6
meses, assim como animais trabalham com uma aritmética minima, por
aproximacdo, e em contextos limitados. Mas, 0s humanos apresentam uma
competéncia adicional: a habilidade de criar complexos sistemas de simbolos,
incluindo a fala e a escrita da linguagem. Dessa forma, Dehaene enfatiza que
palavras ou simbolos separam conceitos de arbitrarios significados, por sua vez,
muito proximos. A linguagem nos permite trabalhar com infinitos numeros diferentes
que podem simbolizar e discretizar qualquer quantidade continua. Apenas o0s
nameros apresentam as regras formais de comparacao, adicdo ou em que a divisdo
de dois numeros se preserva. Os andaimes da Matematica podem entdo ser
levantados, sempre mais altos, sempre mais abstratos. E assim que proponho
(DEHAENE, 1997, p. 6).3*

O autor afirma que, nossa memodria, diferentemente do computador, ndo é
digital, e que trabalha por associacédo de ideias. Hoje, alguns objetos matematicos
parecem ser bastante intuitivos, porque suas estruturas estdo bem adaptadas a
arquitetura do cérebro humano.

O conhecimento mateméatico é incorporado as estruturas biolégicas do

cérebro, tornando os conceitos aritméticos mais simples do que outros.

3 Traducgdo nossa: The scaffolding of mathematics can then rise ever higher, ever more abstract.
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Dehaene (1997) argumenta que, seu ponto de vista, eventualmente, leva a
melhoria no ensino da Matematica. Para otimizar as experiéncias de aprendizado
das criancas, considerou quais sao 0s impactos educacionais e a maturacao do
cérebro na organizacéo das representacdes mentais? Obviamente, ainda esta longe
de entender qual extenséo de aprendizagem pode modificar nossa maquina cerebral.

Portanto, na visdo de um biologista, é evidenciado que as habilidades

matematicas nao se encontram isoladas de seus precursores biologicos.

2.3.4 Contribuicées da Newrociénciaw Cognitivaw no- Persamento-
Matemdtico-Avancado- e nav Tducacio- Matemdtico

Em estudos do artigo de Tall (2000), identificamos que o autor considera que
0 modo como pensamos e aprendemos Matematica em determinada referéncia
ocorre pela visualizacdo e manipulacdo de simbolos; considera que a visualizacdo
ocupa uma porc¢ao principal do cortex cerebral e habilita o Homo Sapiens a ver como
as ideias podem ser formadas e relacionadas.

Os simbolos matematicos na Aritmética, Algebra, Calculo, particularmente,
acionam o cérebro humano, atuando como pivds entre conceitos para pensar sobre
Matematica, calcular e prever seus processos.

O termo proceito é usado para descrever essa particular combinagdo de
simbolo como processo e conceito. A andalise do proceito revela que o
desenvolvimento de simbolos ndo segue um caminho cognitivo facil no crescimento
do individuo porque opera em diferentes formas na Aritmética, Algebra e Calculo. A
no¢cédo de proceito pode ser identificada em acdes de criangas que calculam 8+6
como 8+2+4=10+4=14. Primeiramente, a crianca entende 6 como a equivaléncia
2+4, assim a expressao 8+2+4 aparece como 8+2 = 10 e 4, totalizando 14.

Tall (2000) acrescenta o termo “mente matematica°

, para se referir a forma
como cada processo e conceito matematico sdo concebidos e compartilhados entre
os individuos. A discussdo sobre “mente matemética” foca, tanto na estrutura
matematica, que é concebida e compartilhada pela comunidade e na maneira de

delineamento em que cada estrutura biolégica mental trata estas ideias.

% Traducgdo nossa: Mathematical Mind.
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Portanto, afirma que a ultima década do ultimo milénio foi dedicada a “década
do cérebro”, no qual o interesse crescente expde seu funcionamento, cujos
resultados vém sendo divulgados a um grande publico.

Na construcdo de uma teoria da mente mateméatica, o autor afirma acreditar
em construtos teéricos. Estes sdo concebidos para corresponder a forma de
funcionamento do cérebro, considerado como um complexo sistema
multiprocessavel. Para simplificar os processos de pensamento, atividades sao
rotinizadas e passam a requerer uma menor atividade cerebral. Isso ocorre quando
passamos a agir mecanicamente.

O autor supracitado considera que a ideia basica é que 0s primeiros
processos cerebrais ocorram de forma paralela, possibilitando a operacao
simultanea de vérias atividades. A medida que as informacfes sdo selecionadas,
novos estagios desenvolvem-se e apenas um (ou poucos) “objetos” passam a ser
tratados ao mesmo tempo. O sistema cerebral move-se, rapidamente, para o
proximo objeto, tornando a relacdo entre os diferentes objetos serial e ndo mais
paralela (atendendo um objeto apos o0 outro e ndo varios ao mesmo tempo).

Isso pode ser feito usando palavras ou, mais eficientemente, simbolos.

Assim, Tall (2000) reafirma que € possivel a combinacdo entre o cérebro
bioldgico e a mente matematica.

Construtos relacionados a descricdo da operagdo cognitiva da mente
matematica sdo descritos, como: o conceito imagem que se refere ao total de
estruturas cognitivas na mente do individuo associada ao conceito, incluindo todas
as figuras mentais associadas a propriedades e processos e a teoria de unidades
cognitivas (grandes estruturas mentais que usamos e suas relacbes com as
estruturas cognitivas).

Conforme o autor supracitado, a no¢ao do conceito imagem depende da pré-
histéria do individuo e apresenta interpretacdes e inconsisténcias pessoais. Para sua
construcdo, grupos neuronais correlacionam-se de varias maneiras, sendo
modificadas por novas experiéncias. Assim, uma base biolégica do pensamento
torna-se evidente, tanto para matematicos, estudantes e pesquisadores da area.

Assim, um tipo particular de unidade cognitiva, muito importante na

Matematica, é a nocao de proceito, que representa a forma na qual trabalhamos os
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simbolos, evidenciando, tanto 0s processos matematicos como Sseus conceitos.

Exemplos incluem: 3+5; ax* +bx+c; %(exsinx) ou ix—r;
n=0

Para Tall (2000), a no¢cédo de conceito imagem prové o mais valioso construto
em contraste com a mente matematica e o computador. Enquanto o computador
esta limitado a algoritmos computacionais e representa solugdes em numeros e
figuras, a mente matematica tem todos os tipos de associa¢cdes com um ceérebro
multiprocessavel. Por exemplo, o conceito de funcdo ndo apresenta apenas as
propriedades dadas pela definicdo, sua imagem inclui relacdes com uma série de
outras ideias, dentre elas, uma formula singular, um grafico uniforme, cujo dominio
consiste em todos os pontos em que a funcéo € definida. Além disso, o conceito de
funcdo apresenta uma figura reconhecida determinada por polinbmios, expressoes
trigonométricas, exponenciais e logaritmicas.

A nocao de proceito e a mais geral nogcdo de unidade cognitiva sao formas
poderosas de descrever como a mente matemética abrange 0s conceitos
matematicos.

Simbolos como proceitos operam de forma adequada com o cérebro
bioldgico; eles podem ser usados como sinais que serdo acomodados pelo foco
limitado da atencdo, e podem ser empregados para chamar processos
desenvolvidos no subconsciente, deixando a atencdo consciente focar em aspectos
mais importantes.

O cérebro ndo esta naturalmente configurado para uma Aritmética rapida e
eficiente (DEHAENE, 1997). Em lugar disso, havera o uso de relacdes de significado
entre as unidades cognitivas.

O pensamento matematico €, portanto, mais do que conhecer procedimentos
“de como fazer”. Envolve conhecer as estruturas que sdo compativeis com a
estrutura biolégica do cérebro humano, formando um grande estoque * de
conhecimentos e relagdes internas entre atividades singulares. Além disso, envolve
conhecer os “tipos de consciéncias” necessarias ao desenvolvimento de tarefas
especificas, de longo prazo, que tratem da combinacdo de varias operacdes e que

estejam relacionadas aos aspectos abstratos, l6gicos, dinAmicos e espaciais e as

% Traducdo de huge store.
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acOes externas (intencionais) que ativam o cérebro humano para o desenvolvimento
de tais conceitos.

Quando processos na Aritmética, Algebra ou Calculo passam a ser
rotinizados, os resultados sdo alcancados com pouca atencdo consciente. Assim,
simbolos s&o evocados.

Esta acdo permite que as teorias de processo-objeto e encapsulagédo de
Piaget, Dienes; Greeno; Dubinsky; Sfard e etc. e a dualidade, ambiguidade,
flexibilidade do simbolismo como processo e conceito sejam representadas pela
nocéao de proceito.

O Pensamento Matemético Avancado ndo apenas envolve uma grande
complexidade de ideias, mas também uma sistematizacdo e uma organizacao,
levando as teorias axiomaticas. A necessidade de prova leva ao conceito definicdo e
a formulacdo de conceitos matematicos, essencialmente, apresentados como
objetos mentais que foram prescritos com propriedades verbal-simbdlicas.

Tall (1994) defende que os diferentes métodos de construcdo do objeto
matematico podem causar grandes dificuldades aos estudantes na transicdo ao
Pensamento Matemético Avancado. A apresentacdo de métodos axiomaticos requer
a construcdo massiva de novas estruturas matematicas mentais em que 0s objetos
matematicos tém apenas as propriedades que seguem as definicdes. As multiplas
conexdes, particularmente, as imagens visuais e verbais, devem ser reconectadas
de uma maneira logicamente dedutivel. Mas, as novas definicdes podem envolver
uma nova forma de pensamento que entra em conflito com a antiga.

Assim, o0 cérebro biolégico com suas imagens conceituais ricamente
conectadas ainda tem que crescer em uma mente matematica (TALL, 1994, p. 8).

Baseados no estudo das leituras expostas, defendemos que a Teoria APOS e
o Pensamento Matematico Avangado parecem ter uma profunda estrutura biolégica
subjacente.

A proxima Figura mostra um modelo simplificado das trés fases do

desenvolvimento cerebral, como resultado de estimulos sucessivos.
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Figura 12 - A constru¢do da memoria no cérebro humano

initial stimulus -------=  weak connection
—{¥— connection strong enough to trigger firing
Q ——— linked

Fonte: Tall (1999, p. 2)

A primeira fase representa um estimulo externo ao grupo 1 de neurénios,
sendo suficientemente forte para ativar o grupo 2, mas, ndo o 3. A conexao
estabelecida entre os grupos 1 e 2 estabelece a memoaria de curto prazo (horas ou
dias). A reativacdo sucessiva dessas conexdes a longo prazo estabelece a
construcéo de novas estruturas mentais. As conexdes estabelecidas entre os grupos
1 e 2 agora acionam o grupo 3 e, assim, por diante.

Portanto, estimulos externos entre dois estagios, percebidos, a principio,
como separados, podem trabalhar em conjunto de forma a ativar outros grupos

neuronais e, assim, situacdes mais complexas.
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2.3.5 Ay contribuicdes de Keith Devlinv

Keith Devlin®" é outro autor com significativa importancia na construcdo de

nossa pesquisa.

A importancia que atribuimos a seus trabalhos esta atrelada a seu empenho
em identificar aspectos do Pensamento Matematico Avancado relacionando, mesmo
que, de forma implicita, suas pesquisas aos conceitos anteriormente citados, como
mente matematica, conceito imagem, definicdo, proceito e conceitos da

Neurociéncia Cognitiva.

Para Devlin (2008), a habilidade de pensar matematicamente surgiu da
mesma capacidade de manipulacdo de simbolos. O autor analisa o funcionamento
do cérebro, dos sistemas matematicos, das teorias do linguista Noam Chomsky e
mostra-nos, como a Matematica € usada no dominio humano do raciocinio e
comunicacdo. Considera que a formacdo de padrbes é uma habilidade inata. Em
sua investigagao, afirma que as pessoas dividem-se em dois grupos distintos: o
primeiro formado pelos que acham a Matematica inteiramente incompreensivel e o

segundo, por agueles que consideram as coisas bastante faceis.

Destaca que o objetivo de seu livro O Gene da Matematica: o talento para
lidar com numeros e a evolugdo do pensamento matematico, ndo € tratar a
Aritmética, mas, sim, a Matematica. Ambos sdo diferentes, e as partes mais
avancadas da Matematica tém pouco a ver com Aritmética ou Calculo Numérico, ou,

até mesmo, com numeros.

Mas, o que é Matemética exatamente? O que a palavra significa para um

matematico?

O que é Matematica? Os matematicos responderiam: E a ciéncia dos padrdes,
qguando estudados podem ser reais ou imaginarios, visuais ou mentais, estaticos ou

dindmicos, qualitativos ou quantitativos, utilitarios ou recreativos.

Acrescentam que diferentes tipos de padrdes fazem surgir distintas areas da
Matematica. Como tais padrdes sdo altamente abstratos, exigem uma anotagdo
simbdlica, também abstrata, como a notacgéo algébrica.

%7 Keith Devlin é matematico e chefe da Escola de Ciéncia de St. Mary’s College. Pesquisador Sénior
do Centro de Estudos da Linguagem e Comunicac¢éo da Universidade de Stanford.
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O Unico modo de apreciar a Matematica € ler visualmente os simbolos. A

Matematica s6 pode ser “vista” com os “olhos da mente” (DEVLIN, 2008, p. 27). Mas,

o problema que relaciona Matematica e simbolos tem a ver com a capacidade

cognitiva do ser humano que devera reconhecer a entidade ou simbolo, como uma

entidade bem definida. Entender o simbolo permite pensar em seu conceito.

Mas, 0 que é preciso para ter uma mente matematica?

Algumas qualidades citadas sao consideradas de extrema importancia, como:

senso numeérico: é a capacidade de distinguir e comparar pequenas
quantidades, contudo ndo exige um conceito de nameros, como

entidades abstratas. Consiste em uma capacidade inata;

capacidade numeérica: € a capacidade de contar e continuar uma,
sequéncia numérica e contar arbitrariamente grandes conjuntos, € uma
capacidade adquirida e ndo inata e envolve algum nivel de abstracéo;

e

capacidade algoritmica: um algoritmo é uma sequéncia de passos que
leva a um objetivo. Na Matematica, consiste em uma sequéncia de
operacdes com numeros, como exemplo, temos a resolucdo de uma

equacdao polinomial de 2° grau.

As trés capacidades levam a capacidade aritmética; as demais contribuem em

maior ou menor grau com a capacidade matematica,

capacidade em lidar com abstracdes: corresponde & maior barreira ao
uso da Matematica. O cérebro humano adquiriu essa capacidade
baseado na linguagem e sua maior dificuldade esta em aplicar essa

mesma linguagem as abstracdes;

um senso de causa e efeito: a capacidade de elaborar e seguir uma
sequéncia causal de fatos ou eventos: essa capacidade é adquirida
depois dos primeiros anos de vida. A prova de um teorema é um

exemplo de cadeia causal de fatos;

capacidade de raciocinio logico: esta relacionada ao senso de causa e
efeito, em que o raciocinio l6gico segue um passo a passo. Essa

capacidade é considerada fundamental na Matematica,
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» capacidade de raciocinio relacional: o autor defende a tese de que
raciocinar sobre objetos matematicos nédo é diferente de raciocinar

sobre relacdes fisicas ou relagcbes humanas entre pessoas; e

» capacidade de raciocinio espacial: constitui a base da Geometria, pode
também ser usada para raciocinar sobre areas que nao sao,

necessariamente, espaciais.

Na realidade, muitas das grandes descobertas na Matemética
avancada nascem de matematicos que procuram novas maneiras de
ver problemas de modo espacial (A prova do ultimo teorema de
Fermat, em 1994, surgiu dessa forma) (DEVLIN, 2008, p. 30).

O autor acrescenta que cada uma das capacidades listadas acima traz um
custo em termos de consumo de energia para o cérebro e que as capacidades de
causa e efeito, raciocinio relacional e espacial estao relacionadas a sobrevivéncia de

muitas espécies animais.

Para Devlin (2008), a Matematica trata da vida e do mundo onde vivemos
com base nos simbolos abstratos, uma linguagem propria dos matematicos. E essa
linguagem abstrata que caracteriza padroes também abstratos. Mas, por que fazer
isso? Ha necessidade de que se escreva no papel um padréo que existe apenas na
mente humana. Acrescenta que a estrutura que criou a Matematica € o cérebro
humano que, por sua vez, quando ativado por um matematico ou um mauasico
experiente forma imagens semelhantes visualizadas por técnicas de tratamento de
imagem. Estas imagens, contudo, tornam-se diferentes, quando tratadas por

amadores.

O autor discorre sobre os quatro niveis de abstracdo que caracterizam o
cérebro humano. Assim, uma de suas caracteristicas é pensar sobre entidades
abstratas denotadas por simbolos que correspondem a objetos de n0osSsos processos

de pensamento.
Desse modo, considera o pensamento abstrato em termos de quatro niveis:

» abstracdo de nivel 1: ndo h4 abstracdo. Os objetos desse pensamento

sdo todos objetos concretos no ambiente imediato. Mas, Devlin
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ressalta que acha valido assumir que tais objetos podem se deslocar
para diferentes lugares do ambiente ou serem arrumados de distintas

maneiras, assumindo também o carater abstrato;

abstracdo de nivel 2: esta relacionada a objetos reais familiares a quem

pensa, contudo, ndo sdo acessiveis a percep¢ao no ambiente imediato;

abstracdo de nivel 3: aqui os objetos de pensamento podem ser
objetos reais ou versdes imaginarias de objetos reais. Embora sejam
objetos imaginarios, podem ser descritos em termos de objetos reais.
Devlin acrescenta que somente os humanos sédo capazes de abstrair
no nivel 3. A capacidade de pensar no nivel de abstracdo 3 equivale a

ter uma linguagem; e

abstracao de nivel 4: nesse nivel temos 0 pensamento matematico no

qual os objetos sao inteiramente abstratos.

Segue com a afirmacao

O cérebro ndo adquiriu novos processos de pensamento apenas
aplicando processos j4 existentes a objetos em um nivel maior de
abstracdo. Em outras palavras, o desenvolvimento crucial foi de
abstracdo crescente, ndo de maior complexidade dos processos de
pensamento (DEVLIN, 2008, p. 144).

Para resolver o problema do nivel de abstracdo 3, o cérebro adquiriu a

capacidade de criar padroes de ativagcdo que se parecem com 0s criados pela

estimulacdo sensorial direta do mundo.

Essa capacidade de simular o mundo real, avancando para um campo

puramente simbdlico — abstracdo de nivel 4 — caracteriza 0 pensamento matematico.

Os matematicos pensam em objetos e circunstancias, que sao os focos do

pensamento matematico.

Devlin (2008) apresenta o pensamento desconectado, cuja ideia e nome nao

sdo de sua autoria.

[...] o pensamento desconectado é a capacidade de raciocinar de
uma maneira abstrata e hipotética. Examinando a estrutura do



125

pensamento desconectado, e a mudanca na estrutura cerebral
exigida para lidar com essa nova faculdade, veremos como ela
produz a sintaxe (sob a forma da gramatica universal) e a faculdade
de pensar matematicamente (DEVLIN, 2008, p. 194).

Outra capacidade apontada pelo autor necessaria para o0 pensamento
matematico é a percepcao de causa e efeito; prossegue ressaltando que lidar com a
Matematica ndo exige novas capacidades mentais, mas, sim, lidar com capacidades

ja existentes de uma nova forma.

Acrescenta que, para agir com mais inteligéncia, devemos considerar a
estrutura do cérebro e as capacidades de resolver problemas, particularmente, as

gue envolvem pensamento abstrato ou pensamento simbdlico.

O autor supracitado critica a visdo do filésofo francés René Descartes de que
a mente é uma maquina de calcular, que pensa seguindo uma progressao de

passos logicos isolados.

Prossegue com a afirmacéo

Como afirmei em meu livio Goodbye Descartes, 0 pressuposto de
gue todos os processos mentais podem ser entendidos por regras
l6gicas é falso. Além do mais, é precisamente a falsidade dessa
assertiva que explica o fracasso de muitas tentativas de programar
computadores digitais para reconhecer cenas, lidar com a linguagem
natural e mostrar inteligéncia artificial. No final de Goodbye
Descartes, propus uma visao alternativa para a mente humana, como
um instrumento de reconhecer padrbes — padrdes visuais, padrdes
auditivos, padrbes linguisticos, padrdes de atividades, padrdes de
comportamentos, padrdes logicos e muitos outros. Tais padrdes
podem estar presentes no mundo, ou podem ser impostos pela
mente humana como parte integrante de sua visdo do mundo
(DEVLIN, 2008, p. 209).

Conforme explica, os padrbes podem ser descritos baseados na linguagem
que inclui as linguagens especializadas, como a notacdo musical e a Matematica. E
a capacidade de reconhecer (e, possivelmente, criar) um grande niumero de padrdes
e reagir com eles. Afirma que as regras sao Uteis para se adquirir uma nova
capacidade e que o conhecimento especializado surge, quando o cérebro ja se

adaptou a nova capacidade e reage sem esforco. Nesse estagio, as regras nao séo
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mais necessarias [...] ndo precisamos mais das regras que governam o0 processo de
aprendizado (DEVLIN, 2008, p. 210).

A evolucdo nos fornece a capacidade de reconhecer novos padroes e

desenvolver rea¢cdes comportamentais a esses padroes.

Acrescenta que as mudancas estruturais do cérebro nos ultimos 200000 anos
trouxeram consequéncias para a atividade cerebral, que estdo relacionadas ao
pensamento simbdlico, desconectado, a linguagem, ao sentido do tempo, a
capacidade de formular e seguir planos de a¢cbes complexos, e a capacidade de
projetar e construir uma quantidade cada vez maior de artefatos (DEVLIN, 2008, p.
211).

Outro estagio de desenvolvimento do cérebro humano aborda o raciocinio

simbdlico que, por sua vez, € muito mais problematico.

A capacidade fundamental para o planejamento e para a criacdo de
ferramentas advém da capacidade de formular uma cadeia de proposi¢des “Se isso,

entdo, aquilo”.

Devlin defende que as ideias de Birkerton, do livro Language and Human
Behavior, de 1995, ajudaram muito na compreensao da constru¢do mental humana
gue se desenvolveu em dois estagios. Assim, a partir do momento que temos a
capacidade de lidar com abstracdes (pensamento desconectado), temos a
linguagem. A linguagem associada ao senso numérico leva a capacidade numeérica,
e a capacidade algoritmica e de raciocinio logico sdo versfes abstratas da
capacidade de elaborar e seguir uma cadeia causal de fatos e eventos.

O autor descreve o funcionamento do cérebro, como uma grande rede neural
formada por, aproximadamente, 100 bilhGes de neurdnios, cada um ligado quase a
1000 e 100000 outros neurénios, produzindo um comportamento do tipo estimulo-
resposta. O conjunto de neurénios recebe inputs do mundo exterior, e outro gera

outputs como resposta.

E prossegue

Onde as conexdes neurais tém capacidades variaveis, o dispositivo
pode “aprender” um novo padrdo de estimulo-resposta, se tiver o
treinamento adequado (isso exige um mecanismo de feedback para
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ajustar as capacidades das conexdes variaveis (DEVLIN, 2008, p.
258).

Neurbnios em “camadas ocultas” entre 0os neurdnios de input e output sao

capazes de comportamentos mais sofisticados.

Figura 13 - Parte de uma rede neural simples que Ié palavras de trés letras e as associa a
diversas propriedades dos objetos que elas denotam

Fonte: Adaptado de Devlin (2008, p. 259)38

O autor chama de “pensamento desconectado”, o que esta na capacidade do
cérebro humano, diferentemente de qualquer criatura viva ou extinta, simular um
padrao de ativacao produzido externamente de modo a dar partida a uma sequéncia

sem, necessariamente, gerar uma resposta corporal.

Assim, resolver um problema matematico, ndo requer um estimulo externo, é

pensar desconectado sobre um mundo de simbolos gerados externamente. O

%8 Observacg@es de Devlin (2008), a respeito da Figura 13: [Devido as peculiaridades morfologicas do
exemplo em inglés, este foi conservado com as palavras originais]. Parte de uma rede neural simples
que |é palavras de trés letras e as associa a diversas propriedades dos objetos que elas denotam. Os
inputs (camada inferior) s&o letras individuais em determinadas posi¢cdes nas palavras. A camada do
meio representa unidades que a rede reconhece como palavras completas. Os outputs (camada
superior) séo propriedades dos objetos descritos pelas palavras. A rede é construida de tal modo que
trés sinais devem atingir um nédulo na camada do meio a fim de que esta seja ativada e envie um
sinal para a camada do output . Por exemplo, se a palavra cat é input, ao se fornecer inputs para os
nddulos “c/1”, “a/2”, “t/3”", os sinais viajardo para atingir um dos nddulos na camada do meio. Mas
apenas o nédulo “cat” recebeu trés inputs , de modo que apenas ele torna-se ativo, enviando sinais
para os nddulos “animate ” e “hairy . Assim, a rede associa o input da palavras cat ao output das
palavras animate e hairy .
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pensamento desconectado nos da automaticamente a linguagem completa. De

acordo com o autor, 0 pensamento desconectado e a linguagem caminham juntos.

Acrescenta que é o ambiente fisico que gera, por meio de estimulos de input
— 0s padrbes de ativacdo do pensamento desconectado sem que termine em uma
acao motora ou acao fisica. O pensamento desconectado leva ao conhecimento e
ndo a acdo. E necessario que uma grande quantidade de tipos seja combinada, de
modo que corresponda a estrutura de situagdes do mundo real, mas, que espécies

de combinacdes sao necessarias?

O autor defende que, para pensar desconectado, € preciso que tenhamos a
linguagem integral e aponta que o pensamento matematico € simplesmente uma

forma, de certa maneira especializada, de pensamento desconectado.

O pensamento simbdlico foi adquirido quando

[...] o cérebro adquiriu a capacidade de simular os padrées de
ativacdo normalmente causados por estimulos sensoriais, e de isolar
dos centros motores do corpo 0s resultados dos processos de
pensamentos resultantes. Em resumo, o cérebro tornou-se capaz de
pensar “desconectado” (DEVLIN, 2008, p. 275).

Assim, 0 pensamento desconectado s6 pode ocorrer, depois que o cérebro
adquiriu um numero suficiente de tipos para suportar um “modelo” interno do mundo
e desenvolveu uma estrutura do mundo suficientemente rica. Para o autor, a
Matematica € uma consequéncia automatica do pensamento desconectado e que o

gene da Matematica e o gene da linguagem s&o 0s mesmos.

Para compreender a Matematica, €& preciso que conhecamos 0sS
“personagens” em uma série matematica *, que correspondem aos objetos

mateméaticos — nimeros, figuras geométricas, grupos, espacos topoldgicos, etc.

Por sua vez, os objetos matematicos apresentam relagbes e propriedades

gue soO podem ser encontradas na mente humana, la no fundo da mente.

Para lidar com a Matematica, precisamos pensar desconectadamente em
objetos totalmente abstratos — que ndo tém semelhanca com qualquer coisa no

mundo real — abstracdo de nivel 4 — nos quais os padrbes de ativacao cerebrais sao

%9 Aqui 0 autor refere-se a série matematica, como um filme composto por atores e personagens.
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diferentes dos relacionados ao mundo real. E por meio da familiaridade e de um
trabalho duro que o cérebro fica confortdvel com uma nova abstracéo, aproximando-
a de uma situagéo concreta. Outro ponto de dificuldade da Matematica é o grau de
rigor exigido nos processos de raciocinio, sobretudo, na verificacdo de coisas ja

descobertas.

E preciso convencer os outros da verdade das descobertas, o que torna a
necessidade de verificagdo formal uma consequéncia direta da natureza da
descoberta Matematica. As provas formais sdo a segurancga final (e totalmente
confidveis) contra falsas “descobertas” (DEVLIN, 2008, p. 292).

ApOs a resolucao de um problema, o matematico comeca a trabalhar na prova

l6gica que corresponde ao arbitro da verdade matematica.

O autor acrescenta que o “treinamento” mental exigido para acompanhar a
abstracdo de uma série de televisdo (também abstrata) € fornecido pelas nossas
vidas do dia a dia. Contudo, os personagens da série matematica compostos pelos
objetos matematicos ndo se parecem com as coisas que encontramos em nossas

vidas.

O autor defende ser importante estruturar cursos que demonstrem o papel da
Matematica e da Ciéncia na vida moderna, em vez de tentar desenvolver
determinadas capacidades. Acrescenta que o papel da educacéo é transmitir cultura

humana e n&o fazer treinamento profissional.

2.3.6 Resumo- e Conjecturas

Na secdo Um Panorama Geral da Tese exposta na Introducdo desta tese, a
principio, evidenciamos a estrita relacdo que se estabelece entre a Teoria APOS e
as principais ideias presentes no Pensamento Matematico Avancgado.

Com base em nossos estudos sobre as principais ideias presentes no
Pensamento Matematico Avancado, deparamo-nos com o artigo de Tall (2000) que
nos trouxe uma indagacao a respeito do termo mente matematica. Aprofundando
nossas leituras sobre o tema, identificamos que o autor relaciona-o aos processos

cognitivos envolvidos na construgcdo dos conceitos matematicos, dentre eles,
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processos inerentes a estrutura matematica e a estrutura biolégica mental do sujeito
gue os constroi.

Em nossa proposta de estudo, € perfeitamente cabivel relacionar a primeira
estrutura aos aportes tedricos desta tese, a Teoria APOS e o Pensamento
Matematico Avancado.

Entretanto, também reconhecemos que 0s aspectos inerentes a estrutura
biologica do sujeito tém um papel primordial na constru¢cdo das concepcdes acao-
processo-objeto-esquema e dos conceitos imagem e definicdo que se formam no
individuo.

E fato que o tema mereceu uma maior discussdo e uma segdo neste Capitulo
para direcionar os estudos de interessados na area.

Assim, estendemo-nos ao estudo dos aspectos relativos a Neurociéncia
Cognitiva na construcdo do Pensamento Matematico Avancgado.

Como citado no inicio desta sec¢do, nosso objetivo € contrapor os aspectos
comuns evidenciados nas leituras que, em conjunto, contribuem para a andlise das
construcdes cognitivas dos sujeitos.

Em nossos estudos é possivel evidenciarmos que as constru¢cdes mentais
qgue se estabelecem no Pensamento Matematico Avancado sédo mais duradouras
gue as estabelecidas no Pensamento Matematico Elementar. Contudo, ndo foi
nosso proposito discutir aqui os diferentes aspectos que regem cada um deles.

Portanto, € impossivel refletir sobre os aspectos cognitivos sem considerar as
estruturas biolégicas subjacentes a constru¢do de determinado conceito matemaético.

Mas, como afirma Dehaene (1997), é necessario compreender 0s entraves
gue nossa biologia de “homem neuronal” impde as nossas atividades matematicas.

O estudo do funcionamento do cérebro humano relacionado ao pensamento
mateméatico parece emergir nos debates cientificos no século XX e, com ele,
discussdes a respeito da constituicdo da memoria a longo prazo, da visualizagéo e
da manipulacdo de simbolos e sistemas verbais e visuais atrelados a conceitos
especificos da Matematica.

Mas, como é possivel compreender a atuacdo de sistemas e sub-sistemas
cerebrais na constituicdo de determinado conceito? Como s&o estabelecidas as
conexdes neuronais em individuos que apresentam elementos caracteristicos do
Pensamento Matematico Avancado? Estas sdo questdes que poderdo ser

respondidas em futuras investigacoes.
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Defendemos as ideias expostas por Geraldo Edelman, ao apontar, quando as
atividades ocorrem com sucesso, as conexdes correspondentes sao reforcadas e
tornam a acao ja conhecida em situacdes futuras.

Contudo, é importante ressaltar que existem divergéncias entre as
concepcoes de Stanislas Dehaene e Keith Devlin em relacdo a teoria cognitivista de
Piaget.

Apoiados nos experimentos realizados com bebés, os neurocientistas
evidenciaram que a teoria piagetiana de constru¢cdo de um modelo mental ao longo
dos anos estava quase que certamente errada. Os neurocientistas defendiam a ideia
de que os bebés apresentam um senso numérico inato, pois conseguem detectar
diferencas no numero de silabas das palavras e estender essa similaridade aos
objetos.

Para o matematico russo Tobias Dantzig (1884-1956), os humanos sao
dotados pela habilidade de criar complexos sistemas de simbolos, incluindo, a fala e
a escrita da linguagem, e estas constituem habilidades inatas.

Portanto, destacamos que ha evidéncias das ideias de Tall (2000) que
considera que a maneira como aprendemos Matematica esta relacionada a
visualizacdo e a manipulacdo de simbolos e que, como defendem os neurocientistas,
corresponde a uma habilidade inata do ser humano.

Assim, os simbolos matematicos atuam como pivés entre 0s conceitos, mas,
para tanto, sdo fundamentais que os processos envolvidos em sua construcao sejam
compreendidos.

Tall (2000) atribui ao termo proceito essa particular combinagdo entre
processo e conceito; também destaca o termo mente mateméatica ao referir-se a
forma em que cada processo e conceito sdo concebidos pelo sujeito, além das
estruturas biologicas envolvidas nessa construgao.

Assim, é possivel conceber a atividade matematica a fisiologia cerebral
humana. Tall (2000) acrescenta que 0s primeiros processos cerebrais ocorrem de
forma paralela, possibilitando a operacdo simultanea de varias atividades. No
entanto, defendemos que, na situacdo exposta pelo autor, as informag¢des ndo se
encontram plenamente interiorizadas e o aluno n&do consegue estabelecer uma
concepcao do objeto matematico, como entidade mental. Ressaltamos que a acéo

simultanea de varias atividades em paralelo pode ser percebida no momento da
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aplicacdo de um problema ou da entrevista com os estudantes, sujeitos de nossa
pesquisa.

Ainda de acordo com as ideias de Tall (2000), se o aluno conceber o objeto
matematico como entidade mental, a relacao entre os diversos objetos passara a ser
serial e sera explicitada baseada em palavras e simbolos. E o que Bruner (1966)
chama de compactabilidade.

Nesta secdo, o termo conceito imagem é apresentado como O construto
relacionado a descricdo da operagdo cognitiva da mente matemética. Portanto, as
ideias por tras da mente matematica abrangem ndo s6 a no¢céao do proceito, como
também a nocdo do conceito imagem que reflete a pré-historia do individuo.

Em nossa pesquisa, Devlin (2008) também contribuiu com a compreensao do
termo mente matematica acrescentando qualidades atribuidas a ela, que sao: senso
numeérico, capacidades numérica e algoritmica que contribuem em maior ou menor
grau para a constituicdo da capacidade em lidar com abstracbes, um senso de
causa e efeito, capacidade de raciocinios logico, relacional e espacial.

O autor acrescenta que raciocinar de uma maneira abstrata e hipotética
caracteriza o pensamento desconectado e a facilidade de pensar matematicamente,
leva ao conhecimento e ndo, necessariamente, a agdo motora ou fisica.

Assim, de acordo com as ideias expostas por Devlin (2008) defendemos que
para que seja atingido o nivel de abstracao 4 citado pelo autor € necessario que haja
familiaridade com os objetos matematicos existentes, e esta sera obtida apoiada em
um trabalho duro e persistente que tornara o cérebro confortavel com os processos
gue envolvem, sobretudo, a abstragéo.

Diante das consideracdes tracadas sobre os aportes tedricos desta tese e do
significado do termo mente matematica em nosso titulo, no proximo capitulo,
apresentaremos a metodologia de pesquisa que norteou nossa investigagao, como
também os passos percorridos para atingir nossa proposta e responder as questdes

da pesquisa.
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Capitulo- 3 - Procedimentos Metodoldgicos

—>

O presente capitulo abordard a metodologia empregada nesta pesquisa, bem
como serdo descritos os procedimentos metodoldgicos adotados, com o objetivo de
responder as questdes do estudo.

Por meio de uma abordagem qualitativa, apresentaremos a metodologia de
investigacao que norteara o estudo.

Nos estudos de caso multiplos, identificaremos a possibilidade de comparar
os diferentes aspectos cognitivos destacados pelos alunos dos cursos de
Engenharia de duas instituicbes de ensino privado, localizadas no Estado de Séo
Paulo. Destacaremos que o trabalho com estudos de caso multiplos nos permitira
identificar a particularidade inerente a cada curso e a compreender a realidade
existente em ambas as instituigdes.

Para refinar e aprimorar algumas ideias e conjecturas tragcadas no inicio da
pesquisa, sera apresentada, inicialmente, a investigacdo piloto a respeito do
problema proposto, com o objetivo de identificar como pode ocorrer a construgéo do
conhecimento pelos estudantes participantes.

ApoOs a analise dos dados relacionados a primeira investigacdo, a chamada
investigacdo piloto, seguiremos para o aprimoramento da coleta de dados e analise,
com base em novas leituras e revisdes bibliograficas; depois com a apresentacdo

dos passos percorridos e o cenario da investigacao.

3.1 A metodologia de irwestigacdo-

Ludke e André (2005) afirmam que a pesquisa qualitativa envolve a coleta de
dados descritivos, obtidos no contato direto do pesquisador com a situacéo estudada,
enfatizam mais o processo do que o produto e preocupam-se em retratar a
perspectiva dos participantes.

Para as autoras, uma pesquisa qualitativa tem o ambiente natural, como sua
fonte direta de dados, e o pesquisador como seu principal instrumento. Os

problemas sdo estudados no ambiente onde eles ocorrem, naturalmente, sem
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gualquer manipulacao intencional do pesquisador. Dessa forma, esse tipo de estudo
também pode ser chamado de “naturalistico”.

Dentre as caracteristicas citadas, destacam que os dados coletados sao
predominantemente descritivos, ricos em especificacbes de pessoas, situacdes e
acontecimentos. O interesse do pesquisador ao estudar um determinado problema é
verificar, como ele se manifesta nas atividades, nos procedimentos e nas interagdes
cotidianas.

Para os autores a analise documental busca identificar informagfes factuais
nos documentos a partir de questées ou hipéteses de interesse (LUDKE; ANDRE,
2005, p. 38).

3.1.1 O estudo de caso-como- metodologia de irnwestigacio

Iniciamos com a citagdo de Ponte (2006, p. 1) sobre a caracterizacdo de um
estudo de caso: O estudo de caso é caracterizado, como incidindo numa entidade
bem definida, como um programa, uma instituicdo, um sistema educativo, uma
pessoa ou uma unidade social.

O autor discute que o estudo de caso visa a compreender com profundidade o
seu “como” e “porqué”, com base em um enfoque particularista em que sé&o
investigadas as caracteristicas proprias da unidade. Pode seguir uma perspectiva
interpretativa ou pragmatica. Na primeira, a compreensao ocorre do ponto de vista
dos participantes e na segunda, do ponto de vista global do objeto de estudo.

Cita que o estudo de caso deve contribuir para a compreenséo global de certo
fendmeno de interesse, revelando em profundidade o “como” e porqué” dessa
entidade, em uma visao particularista, Unica e especial. Acrescenta que, no Brasil,
os estudos de caso tém sido usados para investigar o ensino e a aprendizagem de
guestdes relacionadas as praticas didaticas e pedagdgicas, programas de formacéo
inicial e continua de professores, assim como orientacdes curriculares. Tais estudos
permitem que ndo s6 haja uma reflexdo mais aprofundada por parte dos atores
envolvidos, como também seja observado o modo contraditério, nos quais 0s
projetos institucionais sao desenvolvidos.

O autor cita alguns exemplos, como o caso do trabalhador do século XIX,

Phineas P. Gage, que sofreu um grave acidente de trabalho e danificou uma parte
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consideravel do cérebro, relatado por Damasio em 1995, ou a introducdo de um
novo programa de Matematica e a avaliacdo de um curso de Licenciatura em
Matematica. Todos sdo considerados estudos de caso.

Em qualquer que seja a situacdo, um estudo de caso € marcado sempre por
suas determinantes internas, sua historia, suas propriedades, assim como suas
influéncias externas, quer da realidade local, quer de natureza social e sistémica que
o influenciaram (PONTE, 2006, p. 5).

O autor refere que a existéncia de “estudos de caso mdltiplos”, que
correspondem a diversos estudos, que podem ser comparados de modo a ajudar a
compreender a diversidade de realidades existentes em um grupo, divididas entre
preocupacdes e interesses pessoais.

Os estudos de caso podem ser classificados, conforme seus objetivos: (i)
exploratorio: sdo obtidas as informacdes preliminares a respeito de um objeto de
interesse. No estudo de caso exploratorio, as informacdes podem ser descritivas
(aqui o proposito é descrever “como é€” 0 caso de interesse) ou analiticas (as
informacgdes passam a ser problematizadas, confrontadas com a teoria existente e,
possivelmente, propulsoras de uma nova teoria).

Ponte (2006, p. 6) acrescenta que a investigacdo exploratoria e descritiva €
essencial para a coleta de informacdo em um estudo de caso, porém é o estudo
analitico que proporcionara um avanco significativo do conhecimento. Além disso,
afirma que os casos ndo precisam ser muito detalhados nos seus procedimentos
metodoldgicos — devem ser ilustrativos e fortemente evocativos junto ao publico a
gue se destinam.

Para o autor, o estudo de caso pode englobar uma variedade de instrumentos
e estratégias de coleta e andlise dos dados, cuja natureza faz com que a pesquisa
baseie-se em trabalho de campo ou em andlise documental. As evidéncias sao
relatadas por entrevistas, observagcbes, documentos ou artefatos. Assim,
apresentam um forte cunho descritivo, cujos fatos séo relatados de modo literal,
sistematico e o mais completo possivel. No entanto, ndo € apenas o lado do estudo
de caso descritivo que permite um profundo alcance analitico, mas, a verificagédo e
confrontacdo de teorias e a possibilidade de gerar questdes futuras.

No estudo de caso, 0 pesquisador nao intervém na situacdo ou

comportamento dos participantes que nao serao modificados ou manipulados.
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Também é possivel que haja uma natureza mista, envolvendo tanto uma
abordagem qualitativa como quantitativa. Os resultados podem ser descritos por
textos, comunicacdes orais ou registros em video e devem acrescentar algo de

significativo e original ao que ja é conhecido.

O conhecimento- produgido-em umw estudo- de caso

De acordo com Ponte (2006, p. 12), a perspectiva essencial de um estudo de
caso pode ser interpretativa ou pragmatica. Na primeira, hd a compreensdo do
mundo do ponto de vista dos participantes, e na segunda € proporcionada uma
perspectiva global do objeto de estudo, do ponto de vista do investigador, tanto
guanto possivel completa e coerente.

A perspectiva interpretativa tem como ideia central a atividade humana como
experiéncia social em que cada sujeito vai constantemente elaborando significado.
Ocorre a interacdo entre os atores que relatam em suas experiéncias a realidade tal
como ela é, assim como suas emoc0des que vao além dos fatos e aparéncias.

O autor evidencia que tanto o estudo de caso como os estudos de caso
multiplos buscam enriquecer o conhecimento coletivo a respeito dos problemas e
fendmenos particulares, sem generaliza-los.

Acrescenta que o estudo de caso permite que exista a confirmagcdo ou
refutacdo de uma teoria existente, sem que haja uma generalizagdo em extensao.
Assim, sdo estabelecidas novas hipoteses de trabalho que poderéo ser testadas em
novas investigacdes, originadas de novas questdes levantadas.

Outro fator destacado pelo autor refere-se as caracteristicas e qualidade dos
trabalhos, sobretudo, em Educacdo Matematica que tém sido muito desiguais. Para
0 autor, a investigagao qualitativa permite certa “tolerancia”, pois um dado fenémeno
pode ser visto de maneiras diferentes, assegurando alguma flexibilidade em sua

apreciacao.

Deve haver capacidade para distinguir a que é investigacdo
adequada da que nao € e isso afeta os estudos de caso do mesmo
modo que afeta qualquer outro tipo de investigacdo. A existéncia de
padrdes de qualidade é necesséria, tanto por razdes de ordem
interna & comunidade de investigacdo, como por razdes de ordem

externa (PONTE, 2006, p. 17).
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O autor aponta o cuidado que o pesquisador deve ter a respeito do propdsito
dos estudos de caso. Acredita que deva ser reforcada a compreensdo® e ndo a
comprovacdo ou refutacdo de leis gerais*', como ocorre nas ciéncias naturais, o que
faz com que se estabelecam eventuais critérios de qualidade que reflitam essa
diferenca essencial.

Dentre os critérios gerais de qualidade para a avaliagdo do estudo de caso,
do tipo interpretativo, Ponte (2006) cita Goetz e LeCompte (1984) que sugerem cinco
critérios: (i) adequacéo; (ii) clareza; (iii) carater completo; (iv) credibilidade e (v)
significado. As investigacfes do tipo interpretativo, a coleta e analise dos dados
correspondem a uma atividade diversificada com a exposi¢éo de novos problemas e,
frequentemente, requerem flexibilidade e criatividade por parte dos pesquisadores.
Ja para um estudo de caso de carater excepcional, as autoras acrescentam outros
dois critérios possiveis: (vi) criatividade e (vii) carater Unico. Estes constituem
critérios que néo séo exclusivos dos estudos de caso, mas para toda investigacdo de
cunho qualitativo. O autor lembra que os estudos de caso ganham em relacédo a
validade interna, um objetivo especifico, mas, perdem em relacéo a fidedignidade.
Para o autor, a fidedignidade refere-se a questdo de saber se as operacdes do
estudo (recolha de dados) poderiam ser repetidas, de modo a produzir resultados
semelhantes (PONTE, 2006, p.19).

Para Cohen; Manior; Morrison (2005), um estudo de caso corresponde a um
exemplo especifico que €, frequentemente, desenhado para ilustrar um exemplo
geral. Pode-se restringir a um determinado periodo, a um contexto geografico,
organizacional, institucional e a outros contextos que se limitam e sédo definidos por
caracteristicas do individuo ou do grupo.

O caso especifico de um sistema é limitado, por exemplo, a uma crianga, uma
classe, uma escola ou uma comunidade. O estudo de caso possibilita que os leitores
compreendam as ideias e abstraiam o0s principios que se relacionam. Os autores
acrescentam que o estudo de caso pode revelar situacdes e resultados que ndo séo
suscetiveis a uma analise numeérica, permitindo que pesquisadores entendam casos

similares, fendmenos ou situacoes.

40 Grifo do autor.
41 Grifo do autor.
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Assim, podem ser estabelecidas relacbes de causa e efeito em contextos
reais que revelam uma interacdo Unica e dinamica entre os eventos, relagbes
humanas e outros atores em um unico exemplo e sdo suportadas por evidéncias.

Na apresentacdo do livro de Robert Yin (2005), Donald T. Campbell —

Bethlehem, Pensilvania, descreve o estudo de caso como:

Um método de pesquisa para investigacdo de inferéncias validas a
partir de eventos que se encontram fora dos limites do laboratério, ao
mesmo tempo em que mantém os objetivos do conhecimento
compartilhado com a ciéncia laboratorial. A esséncia do método
cientifico ndo é a experimentacdo, mas sim a estratégia conotada
pela expressdo “hipéteses concorrentes plausiveis”, em que as
solucBes sdo alcancadas a partir de evidéncias ou pode comecar
com hipéteses que estardo atreladas ao contexto e apresentadas em
“redes ampliadas de implicac6es que (embora nunca completas) sédo
cruciais a sua avaliacéo cientifica” (YIN, 2005, p. vii).

Yin (2005, p. 19) acrescenta que os estudos de caso representam a estratégia
preferida quando se colocam questdes do tipo “como” e “porque” e que hoje séo
predominantes em todas as ciéncias sociais, sendo utilizados como estratégias de
pesquisa de fenbmenos individuais, organizacionais, sociais, politicos, educacionais
e outros. Para utiliza-lo como estratégia de pesquisa, devemos estar atentos a sua
definicdo, a determinacéo e coleta de dados relevantes e a sua analise.

Assim, Yin (2005) considera que a pesquisa empirica vem acompanhada pelo
pensamento légico e nao pela coleta de dados realizada como propdsito mecanicista.
Assim, os estudos de caso podem ser utilizados para descrever ou testar
proposicdes e representam a estratégia preferida quando se colocam questdes do
tipo “como” e “por que” sobre um conjunto contemporaneo de acontecimentos.

Portanto, trabalhar com a metodologia baseada em estudos de caso, permite
gue compreendamos 0S processos e nao apenas os produtos de uma investigacéo
cientifica baseada na coleta de dados empiricos. Os fendbmenos em estudo s&o
entendidos, como um sistema complexo e cujas interdependéncias permitem que as

inimeras variaveis envolvidas estabelecam relacdes de causa e efeito.
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3.2 Ospassos percorridos e o- cendrio- da irwestigacio

A pesquisa foi constituida por dois momentos: no primeiro momento ,
realizamos a investigacdo piloto com um estudante do curso de Engenharia de uma
instituicio de ensino privada do Estado de S&o Paulo. A andlise dos dados
considerou algumas ideias destacadas por Trigueros et al. (2012), em seu projeto de
pesquisa n° 62375, realizado pelo Departamento de Matematica do Instituto
Tecnolégico do México e da Associacdo Mexicana de Cultura A. C., intitulado
Desenvolvimento de Modelos de Aplicacdo dos conceitos de Algebra Linear para a
aprendizagem significativa. Tal analise considerou os aspectos evidenciados como
0S objetos matematicos prévios e as concepcdes acao-processo-objeto-esquema
desses conhecimentos prévios. Contudo, evidenciamos que, tal analise néo
considerou as principais ideias que pudessem caracterizar a concepcao final do
objeto matematico autovalor e autovetor pelos estudantes investigados. Além disso,
estdvamos em busca de mais evidéncias a respeito da relevancia de problemas
COMO O proposto na investigacao, que tratassem do tema Sistema Dinamico Discreto.
Tais evidéncias foram afirmadas pelas leituras que se sucederam ao Exame de
Qualificagao.

ApoOs um aprofundamento da revisdo bibliografica, identificamos que alguns
trabalhos relacionavam-se diretamente a nossa tese, dentre eles, as pesquisas que
tratavam contextos semelhantes ao nosso, ou seja, o0 estudo de disciplinas
matematicas em cursos de Engenharia. Dentre eles, evidenciamos no trabalho de
Pedersen (2006), a relevancia de problemas de Sistemas Dinamicos Discretos na
construcdo do objeto matematico autovalor e autovetor.

Problemas como esses, também foram destacados nas descri¢6es dos livros-
texto que compdem o conteltdo programatico dos programas de Engenharia das
instituicdes investigadas.

Assim, baseamo-nos nos aportes teoricos de Dubinsky (1991) e Vinner (1991),
que subsidiariam a andlise desta tese, e que nos sustentariam na identificacdo das
concepcdes acao-processo-objeto-esquema, apos a analise das decomposicdes
genéticas realizadas. Além do mais, também seria possivel a identificacdo dos
conceitos imagem e definicdo relacionados ao objeto matematico autovalor e

autovetor e suas posteriores analises.
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Apés a andlise da investigacdo piloto, partimos para uma reformulagdo que
poderia evidenciar uma melhor maneira de analise dos dados e que nos levou ao
segundo momento da pesquisa.

Assim, realizou-se o0 segundo momento , no qual passamos a identificar
quais caracteristicas sédo evidenciadas nas concepg¢des agdo, processo, objeto ou
esquema desse objeto matematico, de acordo com as pesquisas de Stewart (2008)
e de Trigueros et al. (2012); além das caracteristicas que evidenciam os diferentes
niveis de conceito imagem, de acordo com Vinner (1991) e Domingos (2003). Essas
mesmas caracteristicas serdo destacadas no Capitulo 6 desta tese.

Este momento considerou outras duas instituicbes de ensino do Estado de
Sé&o Paulo, distintas da instuicdo de ensino apresentada na investigacao piloto, e a
analise da producéo de dez estudantes, sendo quatro da primeira instituicdo e seis,
da segunda.

Assim, chamamos de Estudo de Caso |, aos alunos participantes da primeira
instituicdo de ensino e Estudo de Caso Il, aos alunos participantes da segunda.

O Estudo de Caso | foi realizado em uma instituicdo de ensino localizada em
uma cidade da regido metropolitana do Estado de S&o Paulo, fundada em 1945.
Hoje, a instituicdo constitui-se de sete cursos de Engenharia, um de Ciéncia da
Computacdo e um de Administracdo, além de programas de Mestrado e Doutorado.

A aplicacdo do problema aos alunos voluntarios, realizou-se entre 0os meses
de maio e julho de 2013, com trés alunos que haviam concluido a disciplina Algebra
Linear no semestre anterior e um aluno que estava no ultimo semestre da graduacao.

A principio, tinhamos a ideia de que mais alunos seriam voluntarios de nossa
pesquisa, mas, apos o convite pela pesquisadora, foram poucos 0s retornos e suas
disponibilildades para participarem.

A Coordenacao da instituicdo onde foi realizado o estudo forneceu o plano e
ensino da disciplina Algebra Linear (ANEXO G), para que pudéssemos identificar os
livros recomendados, a carga horaria dispendida, assim como o conteudo trabalhado.

Ja o Estudo de Caso ll, foi realizado em uma instituicdo de ensino privada
localizada na cidade de S&o Paulo, fundada em 1968. Hoje, ela é constituida por
cursos de graduacdo em nivel bacharelado e tecnoldgicos, além de programas de
Mestrado e Doutorado.

Com a participacdo de seis estudantes, sendo trés na primeira fase e trés na

segunda. A primeira fase foi realizada com estudantes que haviam concluido a
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disciplina Algebra Linear no primeiro semestre letivo da graduag&o em Engenharia e
a segunda fase, com trés estudantes do ultimo semestre do curso.

Assim, como no Estudo de Caso |, houve o convite, por parte da
pesquisadora, a todos os alunos matriculados nesses semestres, porém, foram
poucos 0s que se prontificaram a participar.

O plano de ensino da disciplina também nos foi entregue pela Coordenacgéo
do curso (ANEXO H).

O desenvolvimento do problema pelos alunos foi realizado em um horario
extraclasse, nas proprias instituicbes de ensino ou em nosso programa de pos-
graduacéo. A todos os alunos, foi concedido o Termo de Consentimento Livre e
Esclarecido (TCLE) (ANEXO A)

3.3 Resuwmo-e Conjecturas

Em nossa pesquisa, consideramos que a abordagem qualitativa adotada
propiciard a analise e compreensdo das estruturas cognitivas dos alunos e o0s
diferentes perfis das instituicdes de ensino envolvidas com o processo de ensino e
aprendizagem da disciplina de Algebra Linear. Assim, de acordo com 0 é exposto
por Ponte (2006), consideraremos como entidade bem definida que caracteriza
nossos estudos de caso, os alunos voluntérios e as instituicbes de ensino as quais
fazem parte.

Sob a perspectiva qualitativa, pudemos retratar os processos descritos pelas
narrativas dos estudantes expostas nas entrevistas, encontrando argumentos que
respondessem a nossa questéo de pesquisa e validassem nossa hipoétese.

Caracterizada como estudos de caso multiplos, a coleta e a analise dos dados
abrangeram o discurso dos estudantes de cursos de Engenharia em contextos
diversos de formacao estabelecidos pelas instituicbes de ensino onde a pesquisa foi
realizada. O perfil diferente das instituicbes nos permitird estabelecer uma
comparacao e extrair resultados com base nas diversidades existentes.

Também foi possivel que compreendéssemos com profundidade “como” a
disciplina de Algebra Linear foi lecionada e o “porque” de sua importancia na

graduacdo, explicitando as caracteristicas particulares, Unicas e especiais de seu
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ensino, marcadas por influéncias internas e externas, pela realidade local, social e
sistémica.

Em nossa investigacédo, optamos pela selecdo de perguntas abertas, também
chamadas livres ou néo limitadas, em razédo da ampla série de informacdes obtidas
nos discursos dos sujeitos e que nos instigavam na busca de novas consideracgoes.

Lakatos; Marconi (2003, p. 204) explicam que perguntas com tais
caracteristicas permitem ao informante responder livremente, usando linguagem
propria, e emitir opinides. Possibilitam investigacdes mais profundas e precisas.

Apds a selecdo das perguntas, foram realizadas entrevistas com os alunos
participantes, cujo objetivo foi determinar a validade das hip6teses apresentadas na
construcdo do instrumento diagnostico, referente aos mecanismos mentais
desenvolvidos pelos estudantes na construcdo do conceito de autovalor e autovetor.

As entrevistas foram caracterizadas como despadronizadas ou néo
estruturadas, cercadas por certo grau de liberdade e flexibilidade entre o
pesquisador e o grupo de estudantes. Os autores supracitados apontam que ha
diferentes tipos de entrevistas que variam, conforme o objetivo do entrevistador. S&o,
portanto, consideradas entrevistas do tipo padronizada ou estruturada, a
despadronizada ou ndo estruturada e o painel. Assim, esse tipo de entrevista
permite que o entrevistador tenha liberdade para redirecionar as questdes, a medida
gue identifica cada situacdo. Em geral, as perguntas sdo abertas e podem ser
respondidas dentro de uma conversacéo informal (LAKATOS; MARCONI, 2003, p.
197).

A capacidade de refletir € o maior recurso de conhecimento em todos os
niveis da Matematica; e € importante que o aluno exponha seu pensamento a outros
alunos, compartilhando leituras, conhecimentos e compreensoes.

Consideramos nossos estudos de caso exploratérios e descritivos, pois nos
permitem obter as informacdes preliminares do objeto de interesse com base na
analise documental, entrevistas e observacoes.

Para Ludke e André:

Sdo considerados documentos “quaisquer materiais escritos que
possam ser usados como fonte de informacdo sobre o
comportamento humano” (Phillips, 1974, p. 187). Estes incluem
desde leis e regulamentos, normas, pareceres, cartas, memorandos,
didrios pessoais, autobiografias, jornais, revistas, discursos, roteiros



143

de programas de radio e televiséo até livros, estatisticas e arquivos
escolares (LUDKE; ANDRE, 2005, p. 38).

Na perspectiva interpretativa, a coleta e analise dos dados retrataram as
experiéncias e convicgcbes dos estudantes, tal como a realidade €, levando-nos a
formular novas hipéteses de trabalho e questbes, como por exemplo, se ha o
interesse do estudante, por que o professor ndo incentiva a exploracdo de novos
problemas que abordem os conceitos matematicos com um enfoque particularista
direcionado a formacao do estudante?

No entanto, afirmamos que o resultado obtido com os estudos de caso
multiplos ndo podera ser extensivo a outros grupos de estudantes ou a outras
instituicdes de ensino, pois ele tem um enfoque particular, restrito as caracteristicas
do grupo investigado.

No proximo capitulo, discutiremos o papel das Diretrizes Curriculares
Nacionais para os cursos de Engenharia. Nesse capitulo, serdo evidenciados 0s
autores que subsidiaram sua construcdo, assim como informacdes pertinentes ao
perfil do futuro profissional da Engenharia, o papel do professor e da instituicdo de
ensino na construcdo do pensamento criativo, e a constituicdo do aprendizado
independente e interdependente ao longo da vida académica e profissional do

estudante.
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Capitwlo 4 - A formagdo do profissional de
tngenhariov  orientada  pelasy  Dirvetriges
Cuwrriculawes Nacionais

— —

Neste capitulo, serd discutida a formacédo do profissional de Engenharia, de
acordo com um documento oficial que rege os cursos da graduacao.

Consideramos que o papel das Diretrizes Curriculares Nacionais para 0s
cursos de Engenharia visa a contemplar a formacdo académica e profissional de
seus integrantes e orientar a plena integracdo dos conteudos trabalhados nas
instituicdes de ensino. Para tanto, sera imprescindivel que se estabelecam relacbes
entre as disciplinas de formacédo béasica, como a de matematica, com as
especificidades de formacgao de seus alunos, permitindo-lhes que consigam ampliar
seus argumentos, discursos e criticas, quando deparados por problemas que
envolvam contextos especificos.

Iniciamos o capitulo, contemplando uma citacdo que define a Engenharia e

gue privilegia as mentes que a constitui.

Engenharia: eis uma profissdo que é fruto do trabalho de milhares de
pessoas que, ao longo dos tempos, estudaram, arriscaram,
investiram anos de suas vidas, que se decepcionaram e que
exultaram com os resultados de suas solu¢des. Mais que isso: essa
€ uma profissdo que precisa constantemente renovar seus arsenais
de “mentes de obra” bem qualificadas, irrequietas, criativas,
dispostas a batalhar e a ultrapassar limites, curiosas (BAZZO;
PEREIRA, 2012, p. 12).

Definir a Engenharia, ressaltando seus profissionais, segue um percurso que
se inicia com o ingresso do estudante no curso universitario. Sua postura frente a
esse mundo que o assombra, encanta e remete a uma futura postura profissional,
envolve uma imensiddo de aspectos que estdo relacionados a comportamentos,
ética, condicdes psicoldgicas, fisicas e intelectuais e a uma vida estudantil que sera
desenvolvida na instituicdo de ensino escolhida.

A vida na universidade deve estimular a criatividade e o aprimoramento

intelectual, mas, é necessario que o estudante esteja motivado para acompanhar
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ativamente seu processo de formacdo que comeca justamente conhecendo e
vivenciando a instituicdo de ensino (BAZZO; PEREIRA, 2012, p. 16).

Na elaboracao deste capitulo, apresentamos as contribuicdes da pesquisa de
Rugarcia; Woods; Stice (2000).

4.1 Ay contribuicdes de Rugarciav; Woods; Stice{2000)

Os autores supracitados apontam as poucas mudancgas ocorridas na area de
Educagcdo em Engenharia nos ultimos 30 anos, exceto as mudancas tecnoldgicas
atribuidas ao uso das calculadoras e softwares, que apresentam métodos de
solugcédo grafica. Mas, algumas mudancas no contexto educacional vém ocorrendo
com a participacdo de seus professores em conferéncias e oficinas de ensino que
tém adotado novos enfoques em suas praticas escolares. Acrescentam que 0S
padrbes de credenciamento dos cursos de Engenharia passaram a ser
implementados nas universidades americanas, cujos curriculos implantados
deveriam ser embasados em fundamentos fisicos, matematicos e da Engenharia,
além de habilitar seus alunos as praticas da comunicacdo, as equipes
multidisciplinares e a ética.

Na pesquisa dos autores, alternativas para o ensino tradicional nas
universidades passam a ser discutidas. Eles relatam que, embora este estudo
aborde praticas e experiéncias relatadas em universidades do México, Estados
Unidos da América e Canad4, elas podem ser generalizadas para uma ampla série
de paises desenvolvidos ou em desenvolvimento.

As sete caracteristicas que foram identificadas colocam novos desafios aos
futuros engenheiros, foram elas: (1) a proliferacdo da informacdo; (2) o
desenvolvimento tecnologico; (3) a globalizacdo de mercados; (4) os ambientes
ameacados de extincdo; (5) a emergéncia de responsabilidade social; (6) a
participacdo de estruturas corporativas e (7) as rapidas mudancas nos diversos

setores da Engenharia.
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4.1.1 Componentes da Educacdo em Engenhariov

Conforme o0s autores citados, os perfis dos engenheiros podem ser
apresentados em trés componentes: (i) conhecimentos: relacionados aos conceitos
e eventos; (i) as habilidades que usam no gerenciamento e aplicagcdo de seus
conhecimentos, como 0s computacionais, experimentais, de analise, sintese,
avaliacdo, comunicacao, lideranca e trabalho em equipe e (iii) as atitudes que ditam
as metas em que suas habilidades e conhecimentos s&o direcionados, dentre elas,
valores pessoais, preferéncias e preconceitos.

Conhecimento é a base de dado de um profissional da engenharia,
habilidades séo as ferramentas usadas para manipular o
conhecimento com o propdsito de encontrar uma meta ditada ou
fortemente influenciada por atitudes (RUGARCIA; WOODS; STICE,
2000, p. 5)

Os autores citam que hoje as disciplinas que compdem um curso de
Engenharia ampliam os campos da ciéncia, englobando novas éareas. Citam o
exemplo da graduacdo em Engenharia Quimica que parte de disciplinas tradicionais
para novas que agreguem conhecimentos em Biotecnologia, Ciéncia Ambiental,
Engenharia da Saude e Seguranca; Tecnologia de Semicondutores , além de
Negocios e Financas. Para que o profissional atenda a esse amplo espectro de
novas possibilidades profissionais, os graduados também devem compreender 0s
conceitos de Biologia, Fisica, Toxologia, Politica Fiscal e Engenharia da
Computacdo e de Software que estdo além do alcance da Engenharia Quimica
tradicional. Assim, descrevem que para atender a essa ampla série de areas
especializadas é importante prover aos estudantes um conjunto de fundamentos da
Ciéncia e da Engenharia, ajudando-os a integrar o conhecimento baseado nos
cursos e disciplinas.

Dentre as habilidades requeridas, citam: (i) habilidades relacionadas a
independéncia, interdependéncia e aprendizagem ao longo da vida®; (ii) resolucédo
de problemas, pensamento critico e criativo; (iii) habilidades interpessoais e de

equipe; (iv) habilidades de comunicacédo; (v) habilidades de autoavaliacéo, (vi)

2 para outras informacdes ver W.G.Perry, Jr., Forms of Intellectual and Ethical Development in the
College Years. Holt, Reinlhart and Winston, New York, 1968.
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habilidades de pensamento global e de integracdo e (vii) habilidades de
gerenciamento de mudancas.

Sob outra perspectiva, a ABET Enginnering Criteria 2000 requer que 0s
estudantes dos programas das graduacdes em Engenharia adquiram habilidades
para aplicar os conhecimentos das matematicas, ciéncias e engenharia; de conduzir
experimentos e analisar seus dados; de projetar um sistema, componente ou
processo; de formar e conduzir times multidisciplinares; de identificar e solucionar
problemas da Engenharia; de agir com responsabilidade profissional e ética e

compreender o impacto das solugdes da Engenharia no contexto social e global.

4.1.2 Aprendigado Independente, Interdependente e ao- longo- dov
vida

Rugarcia; Woods; Stice (2000) afirmam que a maioria dos estudantes entra
na faculdade, como aprendiz dependente e confia a seus professores a
responsabilidade de organizar e interpretar o conhecimento a ser transferido.
Contudo, apontam para o papel do professor estimular que os estudantes tornem-se

aprendizes independentes. Acrescentam que 0s

aprendizes independentes que percebem que todo o conhecimento
ndo é conhecido e diferentes pontos de vista podem vir em tons de
cinza em lugar de preto ou branco, e que sua tarefa € adquirir
conhecimento pautado em uma variedade de fontes e submeté-la a
sua propria avaliacdo critica®®(RUGARCIA; WOODS; STICE, 2000, p.
7).

Para tanto, o aluno podera identificar os fatores pertinentes e assuntos que
afetem a situacdo dada baseada nas diferentes perspectivas e adquira o
conhecimento pertinente que ainda nédo possua e aplique-o para adquirir a melhor
solucéao de um problema.

No entanto, devem ir além da aprendizagem independente. O reconhecimento
da aprendizagem interdependente surge, quando os estudantes passam a ver todo

**Traducdo nossa: independent learners, who realize that all knowledge is not known and different
points of view may come in shades of gray rather than being either black or white, and that their task is
to acquire knowledge from a variety of sources and subject it to their own critical evaluation.
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conhecimento e atitudes no contexto, atribuindo a informagéo de uma variedade de

fontes e recursos.

Os estudantes aprendem a reconhecer seus proprios estilos de
aprendizagem, pontos fortes e fracos, e tomar vantagem da sinergia
gque vem das pessoas com uma diversidade de origens e
capacidades de trabalho em grupo em direcdo a um objetivo comum
(RUGARCIA; WOODS; STICE, 2000, p. 8).

Completam que os alunos, quando deixam a universidade e entram no
mercado de trabalho, ndo terdo mais o suporte dos livros didaticos ou professores
para resolucdo de problemas, restando-lhes o acesso a seus colegas ou a si mesmo.
Assim, ao se tornarem aprendizes interdependentes, estardo mais bem preparados

para a aprendizagem ao longo de suas carreiras.
4.1.3 Resolucdo- de problemas; pervsamento- critico-e criatividade

No mesmo artigo, 0os autores citam o pensamento critico e criativo como as
principais habilidades aplicadas a resolucdo de problemas. Com base no
pensamento critico e criativo, os estudantes poderéo identificar a meta a ser atingida
e coloca-la em um contexto, formular um plano sistematico de analise, sintese e
avaliacdo. Também poderao identificar as principais ideias e suposi¢des subjacentes
e a credibilidade dos recursos envolvidos e que sao estabelecidas prioridades,
observacdes apropriadas e inferéncias, de modo a garantir que argumentos

convincentes reflitam a validade e plausibilidade das hipéteses ou tese.
4.1.4 obsticudos v mudanco

Assim,

um numero consideravel de professores de engenharia desconhece
métodos educacionais alternativos, e muitos que estao cientes deles,
optam por ndo incorpora-los em sua abordagem de ensino. Ha varias
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razbes possiveis para essa inércia, além da resisténcia humana a
mudanca** (RUGARCIA; WOODS; STICE, 2000, p. 11).

Algumas questbes encerram a pesquisa, como: Qual o equilibrio adequado
entre os fundamentos e aplicagcbes? Cabe as instituicbes de modo individual
enfatizar um ou outro, ou ambos devem ser integrados de maneira equilibrada no
curriculo do curso? O fluxo normal deve seguir a sequéncia de fundamentos para
aplicacdes ou vice-versa?

Concluem que o ensino tradicional parece ndo ser o mais adequado para
dotar os formandos em Engenharia dos conhecimentos, habilidades e atitudes que
necessitam para atender as demandas das préximas décadas, e os métodos
alternativos podem oferecer boas perspectivas.

Diante dessa exposicdo preliminar, apresentamos o papel das Diretrizes
Curriculares Nacionais dos Cursos de Engenharia frente a constituicdo do projeto
pedagdgico que cada instituicdo de ensino podera implementar.

Instituida pelo Parecer CNE/CES 1362/2001 e publicada no Diario Oficial da
Unido em 25/02/2002, as Diretrizes Curriculares Nacionais para o0s cursos de

Engenharia definem:

os principios, fundamentos, condi¢des e procedimentos da formagéo
de engenheiros estabelecida pela Camara de Educacdo Superior do
Conselho Nacional de Educacéo, para aplicagcdo em ambito nacional
na organizagdo, desenvolvimento e avaliagdo dos projetos
pedagogicos dos cursos de graduacdo em Engenharia das
Instituicbes de Ensino Superior (PARECER CNE/CES 11, 2002, p. 1).

O relatério inicia-se com o breve historico do ensino de Engenharia no Brasil,
apontando as caracteristicas fundamentais que devem estar presentes no perfil do
engenheiro diante do atual cenario global.

Na mesma diretriz, o topico perfil do egresso ressalta privilegiar o profissional
com solida formacéo técnico cientifica, capaz de lidar com as atuais demandas da
sociedade, envolvendo aspectos que trabalhem com a resolucéo de problemas em

diversas situacdes, com visao ética e humanistica.

* Traducgdo nossa: A substancial number of engineering professors are still unaware of alternative
educational methods, and many who are aware of them choose not to incorporate them into their
approach to teaching. There are several likely reasons for this inertia, aside from the inevitable human
resistance to change.
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Para Bazzo e Pereira

O profissional deve possuir bons conhecimentos dos fundamentos da
fisica, da estrutura da matéria, do comportamento dos fluidos, das
ligacbes quimicas, da conversdo de energia e de diversos outros
aspectos do mundo real. Porém, apenas o conhecimento dos
fendmenos fisicos basicos ndo é suficiente. E preciso, antes de tudo,
saber identificar, interpretar, modelar e aplicar esses fenbmenos a
solucdo de problemas concretos. [...]. A familiarizacdo com a
tecnologia requer que o profissional saiba muito de ciéncias fisicas
aplicadas e domine conhecimentos empiricos sistematizados
(BAZZO; PEREIRA, 2012, p.86).

Com foco primordial na formacdo do profissional da Engenharia, as IES
(Instituicbes de Ensino Superior) visam a equacionar problemas que resultem na
melhoria da qualidade de ensino, envolvendo novas analises curriculares,
reformulacbes de projetos pedagdgicos e um repensar sobre as competéncias e
habilidades especificas do profissional.

E enfatizado que o conceito de curriculo passa a adotar uma estrutura flexivel
que incorpore as tendéncias do mercado atual, considerando o0 aspecto
interdisciplinar, a formagédo do carater critico, a possibilidade de articulagdo direta
com a pos-graduacdo e forte vinculagédo entre teoria e pratica.

Dessa forma, o estudante deve buscar ser um agente ativo frente a
construcdo do conhecimento, direcionando com mais liberdade e autonomia seu
aprendizado, de acordo com suas potencialidades e interesses.

Partindo do pressuposto de que o estudante deve adotar uma postura
participante, a nova definicho de curriculo passa a incorporar elementos
fundamentais que norteiam a proposta das Diretrizes Curriculares Nacionais para 0s
cursos de Engenharia.

As atividades complementares séo consideradas, como trabalhos de iniciagao
cientifica e tecnoldgica, visitas técnicas e eventos cientificos, dentre outros. O
objetivo € que o estudante de Engenharia tenha uma formacé&o sociocultural que Ihe
amplie os horizontes de uma formacéo profissional. E importante que o estudante
participe ativamente da constru¢cdo de seu conhecimento e tenha o professor, como
um orientador de seus estudos e experiéncias.

A proposta do novo conceito de curriculo também aborda a ado¢cdo de um
programa de estudos coerentemente integrado (PARECER CNE/CES 1362, 2001,
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p.2) que busca facilitar a compreensao total e global do conhecimento, em seus
aspectos fundamentais, sociais, culturais ou tecnoldgicos. Dessa forma, a palavra
transdisciplinaridade € usada, como um fator de convergéncia e alinhamento entre
as disciplinas, permitindo uma nova organizacgao curricular. Repercute-se, portanto,
sobre o conhecimento do estudante que devera encadear logicamente 0s topicos
trabalhados e discutidos em aula, estabelecendo uma postura critica de causas e
efeitos. Como resultado, seus estudos seréo fixados e organizados de modo ldgico e
duradouro, apoiado na incorporacdo de conhecimentos Uteis e que serédo
modificados continuamente.

No curriculo de um curso, salientamos que todos 0s assuntos exercem um
papel importante, embora, a principio, isso ndo parece estar claro.

No tdépico Competéncias e Habilidades sao destacados 14 itens que
identificam o papel primordial das disciplinas basicas, como a Matematica,
Estatistica ou a Fisica e as disciplinas especificas que compdem a grade curricular.

Nas Diretrizes Curriculares, listamos os 14 itens descritos:

a) aplicar conhecimentos matematicos, cientificos, tecnolégicos e
instrumentais a Engenharia; b)projetar e conduzir experimentos e
interpretar resultados; c) conceber, projetar e analisar sistemas,
produtos e processos; d) planejar, supervisionar, elaborar e
coordenar projetos e servicos de Engenharia; e) identificar,
formular e resolver problemas de Engenharia; f) desenvolver e/ou
utilizar novas ferramentas e técnicas; g) supervisionar a operacao
e a manutencdo de sistemas; h) avaliar criticamente a operacao e
a manutencdo de sistemas; i) comunicar-se eficientemente nas
formas escrita, oral e gréfica; j) atuar em equipes multidisciplinares;
k) compreender e aplicar a ética e responsabilidade profissionais; )
avaliar o impacto das atividades da Engenharia no contexto social
e ambiental; m) avaliar a viabilidade econdmica de projetos de
Engenharia; n) assumir a postura de permanente busca de
atualizacao profissional (PARECER CNE/CES 1362, 2001, p. 4).

O engenheiro deve contar para um bom desempenho profissional com sua
formacéao basica e com o raciocinio analitico e senso critico agucado.

E necessario que o profissional seja consciente de sua cidadania baseado em
uma formulacdo completa de véarios problemas e solu¢cdes que Ihe tragam
repercussdes positivas. Cabe-lhe uma postura coerente e racional, pautada em
preceitos éticos consistentes, perante a sociedade, seu empregador, clientes e

concorrentes.



153

Portanto, a estrutura do curso deve englobar um projeto pedagdgico que
garanta o cumprimento das atividades relacionadas ao perfil do egresso que a IES
objetiva formar. E atribuida énfase aos projetos que envolvam trabalhos individuais e
em grupo, sintese e integracdo dos conhecimentos adquiridos ao longo do curso,
projetos multidisciplinares, participagdo em empresas juniores e demais atividades
complementares.

No tépico Conteudos Curriculares, as diretrizes apontam trés nucleos de
formacdo que integram os cursos de Engenharia (em qualquer modalidade): o
nacleo de conteddos basicos, os profissionalizantes e o0s especificos que
contemplam uma carga horaria minima de 3600 horas.

Compondo 30% da carga horaria minima total do curso, o nucleo de
conteudos basicos é formado por disciplinas fundamentais, visando a constituicdo do
perfil do egresso, competéncias e habilidades. Dentre elas, citamos Matematica,
Fisica, Informatica, Quimica, Administracdo, Humanidades, Ciéncias Sociais e
Cidadania.

Na Engenharia, € comum o uso de tabelas, graficos e formulas matematicas
gue correspondem a uma representacéo de uma situacao real, envolvendo a relagcéo
entre variaveis ou a evolugdo de algum fendmeno, ou evento. E importante que
sempre ocorra 0 habito de interpretar seus significados e resultados. Assim, as
disciplinas de formacédo basica fornecem fundamentacéo as disciplinas especificas
que constituem as modalidades, abordando tematicas que serdo trabalhadas ao
longo de todo o curso.

Os dados do Quadro 4 apresentam o0s conteludos gerais das disciplinas

béasicas.
Quadro 4 - Conteudos gerais das disciplinas basicas
Conteudos gerais das disciplinas basicas
Matemética Desenho Resisténcia dos
Célculo vetorial. Célculo Representacéo de forma e materiais
diferencial e integral. dimensdo. Convengles e Tensdes e deformactes
Geometria analitica. normalizacdo. Utilizacéo nos sélidos. Andlise de
Calculo numeérico. de elementos gréaficos na pecas sujeitas a esforcos
Algebra  Linear 5 interpretacdo e solugéo de simples e combinados.
Probabilidade e problemas. Energia de deformacao.
estatistica.

5 Grifo nosso.
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Conteudos gerais das disciplinas basicas
Quimica Fenbmenos de Eletricidade
Estrutura e propriedades transporte Circuitos. Medidas
periédicas dos elementos Mecéanica dos fluidos. elétricas e magnéticas.
e compostos quimicos. Transferéncia de calor e Componentes e
Topicos basicos da fisico- de massa. equipamentos elétricos e
quimica. eletrdnicos.
Processamento de Fisica Mecénica
dados Medidas fisicas. Estatica, cinematica e
Conceitos basicos de Fundamentos de dindmica do ponto e do
computacdo. Aplicacdes mecanica classica. Teoria corpo rigido.
tipicas de computadores cinética. Termodinamica.
digitais. Linguagens Eletrostatica e
basicas e sistemas eletromagnetismo. Fisica
operacionais. Técnicas de ondulatéria. Introducéo a
programacao. mecanica quantica e
Desenvolvimento de relativista. Introducédo a
sistema de Engenharia. fisica atbmica e nuclear.
Simulacdo e técnicas de
otimizacao.

Fonte: Adaptado de Bazzo; Pereira (2012, p. 96)

Com 15% da carga horaria minima total, o nucleo de contetudos
profissionalizantes é constituido por disciplinas que integram as diversas
modalidades da Engenharia®®, como Algoritmos e Estruturas de Dados, Circuitos
Logicos, Eletromagnetismo, Ergonomia e Seguranca do Trabalho, Matematica
Discreta, Métodos Numéricos, Modelagem, Andlise e Simulacdo de Sistemas,
Sistemas Operacionais e outras.

Com o complemento da carga minima total restante, o nucleo de conteudos
especificos se constitui em extensdes e aprofundamentos dos contetdos do nucleo
de conteudos profissionalizantes, bem como de outros conteldos destinados a
caracterizar modalidades (PARECER CNE/CES 1362, 2001, p. 7). Vale salientar que
esses conteudos serdo propostos exclusivamente pela IES e devem abranger os
conhecimentos cientificos, tecnolégicos e instrumentais que assegurem 0
desenvolvimento das competéncias e habilidades propostas pelas diretrizes.

Como atividade obrigatdria, os estagios supervisionados contemplam 160

horas totais do curso. Também é considerada atividade obrigatoria a realizacdo do

*® 0s campos de atuacdo da Engenharia sdo bastante amplos o que acarreta a existéncia de diversas
modalidades. Dentre elas, citamos: Aeronautica, Agricola, Agrimensura, Agronomia, Alimentos,
Cartogréfica, Civil, Computacao, Elétrica, Florestal, Industrial, Materiais, Mecéanica, Metallrgica,
Minas, Naval, Pesca, Producédo, Quimica, Sanitaria e Téxtil.
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trabalho de concluséo de curso (TCC) englobando os conhecimentos desenvolvidos,
além de trabalhar com a viséo critica sobre os assuntos tratados.

No mesmo Parecer, as diretrizes apontam para 0s seguintes principios que
devem nortear a elaboracdo de curriculos desenvolvidos pelas IES. Séo eles: a) a
IES tera total e ampla liberdade para compor a carga horaria, visando a
integralizacdo dos conteudos, assim como as unidades de estudos a serem
ministradas; b) as disciplinas que compdem o nucleo de conteudos especificos, ndo
devem ultrapassar 50% da carga horaria total do curso; c) deve ser evitado o
prolongamento desnecessario do curso; d) devem ser estimuladas diferentes
habilitacbes em um mesmo programa de modo que o profissional esteja apto a
exercer a profissdo em condi¢cdes diversas; e) o estudante deve ser estimulado a
desenvolver a autonomia em seus aspectos profissionais e intelectuais; f) os
conhecimentos adquiridos fora da faculdade devem ser encorajados, sobretudo,
aqueles considerados relevantes a area de formacdo; g) os estagios
supervisionados e a participacdo em atividades de extensdo devem fortalecer a
articulacdo entre teoria e pratica; h) as avaliacbes periddicas devem incluir
instrumentos variados que fornegcam informag¢des aos docentes e discentes sobre o
desenvolvimento das atividades didaticas.

A implantagdo e o desenvolvimento das diretrizes curriculares serdo
acompanhados e permanentemente avaliados com o propdésito de realizar ajustes

necessarios frente as mudancas e/ou evolugdes tecnoldgicas e sociais.

4.2 Resuwmo- e Conjecturas

Para adentrar ao mundo da Engenharia, o estudante depara-se com encantos
e frustracBes relacionados as condic¢des psicoldgicas, fisicas e intelectuais que serédo
desenvolvidas na instituicdo de ensino e, mais tarde, no mercado de trabalho.
Portanto, é evidente o papel fundamental que a instituicdo de ensino escolhida
desenvolve na vida estudantil e profissional.

De acordo com Rugarcia, Woods; Stice (2000), as disciplinas que compdem
um curso de Engenharia englobam diversas areas que possibilitam que o

profissional amplie o espectro das areas de atuacao.
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O profissional precisa compreender o impacto das solu¢gbes da Engenharia,
estabelecendo as prioridades e as observacdes apropriadas de garantir argumentos
gue verifiqguem a validade das hipéteses ou teses nos contextos sociais e globais.

Além disso, cabe a nds, professores, prover os diferentes pontos de vista,
para que o aluno adquira sua independéncia ao longo da vida académica com base
na variedade de fontes de informacédo e diferentes perspectivas. Como afirmam
Rugarcia; Woods, Stice (2000), fazer com que o aluno va além da aprendizagem
independente. E na aprendizagem interdependente que ele adquire conhecimento
pautado na identificacdo de seus proprios estilos de aprendizagem.

Uma das consideragbes que ressaltamos atrela-se aos resultados de
Rugarcia; Woods; Stice (2000) em que muitos professores de Engenharia tém
ciéncia de métodos alternativos que podem ser incorporados a suas aulas, porém,
optam por ndo o fazé-lo. Cabe-nos, portanto, a davida a respeito da provavel inércia
gue paira sobre a maioria dos professores e/ou instituicées de ensino.

Conforme exposto pelas Diretrizes Curriculares Nacionais para 0s cursos de
Engenharia, as IES devem privilegiar o aspecto interdisciplinar, considerando as
estruturas curriculares flexiveis.

E importante que com base em seus estudos, o estudante adquira o0s
conhecimentos Uteis que foram fixados e organizados de maneira légica e duradoura.

Outro fator que ressaltamos a respeito dos principios que norteiam as
diretrizes, € o estimulo as diferentes habilitacbes que um mesmo programa deve
proporcionar ao futuro egresso. E importante que ele possa exercer a profissdo em
contextos diversos. Atribuimos esse principio aos diversos contextos que a
Engenharia pode seguir e que, para tanto, o estudante devera estar preparado. E o
inicio de uma vida profissional constituida por alternativas que poderdo requerer
conhecimentos adquiridos nos trés nucleos de formacdo do estudante (basico,
profissionalizante e especifico) propiciado pela IES. E a valorizagdo dos aspectos
interdisciplinar, interdependente e independente do estudante.

No proximo capitulo, faremos uma descricdo da abordagem adotada pelos
autores David C. Lay e David Poole em seus livros de Algebra Linear. O objetivo
serd apresentar a abordagem adotada pelos autores para exposicdo do tema
autovalores e autovetores; pautados na exposicao e estudo de um seus exemplos,
fizemos a escolha pelo problema usado, como instrumento diagnéstico de nossa

Tese.
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Capitulo- 5 - A descricio de livroy de Algebra

Lineow

—>

O presente capitulo apresentard a descricdo dos capitulos referentes ao tema
autovalor e autovetor em dois livros: (1) Algebra Linear de autoria de David Poole
(2004) e Algebra Linear e suas aplicacdes de autoria de David C. Lay (1999).

O primeiro livro esta entre os que compdem as referéncias bibliograficas
basicas da instituicAo de ensino investigada, que constitui a investigacao piloto.
Assim, um primeiro contato sera importante para reconhecer quais livros séo
indicados pelas instituicbes de ensino, assim como ter um panorama geral dos
exercicios e problemas propostos, de suas representacdes e a abordagem adotada
pelos autores.

JA o0 segundo livro estd entre os citados nas referéncias bibliograficas
complementares do plano de ensino de Algebra Linear da instituicdo que fez parte
da investigacéao piloto e da primeira instituicdo que constituiu o Estudo de Caso I.

Nosso objetivo serd expor a abordagem adotada pelos autores ao tratar o
tema autovalor e autovetor e descrever 0s principais conceitos relacionados ou
conhecimentos prévios que se fazem necessarios para a apresentacdo dos
exemplos e resolucdo dos exercicios expostos. Também destacaremos que o
problema proposto em nossa investigacdo sera retirado do segundo livro. A
justificativa para a ado¢do desse problema € apresentada no Capitulo 6 da presente

pesquisa.

5.1 O lvro: Algebraw Lineowr de Dawid Poole (2004)

O objetivo desta secdo € expor como 0 objeto mateméatico autovalor e
autovetor é abordado pelo autor David Poole no livro Algebra Linear, identificando os
conceitos preliminares requeridos e os tipos de abordagens estabelecidas, como a
matricial, algébrica, geométrica, etc.

O autor introduz o capitulo Valores e Vetores Proprios com o conceito de
processo iterativo ou Sistema Dinamico sobre grafos. Os problemas iniciais

relacionados a grafos introduzem o conceito de autovalor e autovetor também
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chamados de valor caracteristico e vetor caracteristico. Com base nos problemas
iniciais, o objetivo foi fazer com que o leitor compreenda o comportamento dos
exemplos apresentados nos capitulos anteriores do livro que destacam as Cadeias
de Markov e os modelos de Leslie, para o crescimento populacional, que exibem
estados estacionarios em algumas situagoes.

O primeiro exemplo apresentado envolve grafos. O autor cita que um grafo
completo é aquele que cada vertice é adjacente a todos os outros veértices. A

denotacdo K, é um grafo completo com n vértices. A Figura 14 mostra uma

representacao de K.

Figura 14 - Grafo Completo

Vi Vo

v
A 3

Fonte: Adaptado de Poole (2004, p. 230)

Os problemas iniciais expostos pelo autor, ainda sem solugédo, trazem o0s
primeiros conceitos de autovalor e autovetor. O objetivo foi que o leitor, com o
estudo dos conceitos que seguem o capitulo, volte-se aos problemas iniciais e
consiga resolvé-los.

Os problemas 1 a 8 introduzem o capitulo:

Problema 1 :Considere um vetor qualquer x em R*, com coordenadas
ndo negativas, e utilize tais coordenadas para nomear os vértices de
K, de maneira que v; seja chamado de x;, e assim por diante.
Determine a matriz de vértices A de K, e renomeie os vértices do
grafo com as coordenadas correspondentes de Ax. Repita o0
procedimento para varios vetores x e explique, em termos do grafo,
como 0s novos nomes podem ser determinados a partir dos velhos.

Problema 2: Agora, faca uma iteracdo do processo descrito no
Problema 1 — ou seja, para uma dada escolha de x, renomeie 0s
vértices como antes e em seguida aplique A novamente (depois de
novo, e de novo) até que surja um padrdo. Como as coordenadas
dos vetores se tornardo nUmeros bastante elevados, faremos uma
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mudanga de escala, dividindo cada coordenada do vetor por 1/4
depois de cada iteracdo. Assim, se os calculos nos fornecem o vetor

4 4 1
, L 1|2 05
noés o substituiremos por — =
4/1| | 025
1 1| | 025

Observe que esse processo garante que a maior coordenada de
cada vetor ficard sempre igual a 1. Faca isso para K4,depois para Kj
e para Ks. Itere pelo menos dez vezes, dando os resultados com
precisdo de, no minimo, até a segunda casa decimal. O que parece
acontecer?

Problema 3: Vocé deve ter notado que, em cada caso, 0s vetores
obtidos no processo de iteracdo se aproximam de um determinado
vetor (um vetor em estado estacionario!). Nomeie os vértices do
grafo completo com as coordenadas desse vetor e apligue mais uma
vez a matriz de vértices A (sem mudancas de escala). Qual a relacéo
entre as novas coordenadas e as anteriores?

Problema 4 : Faca uma conjectura para o caso geral K,. Qual serd o
vetor em estado estacionario? O que acontecerd se nomearmos K,
com as coordenadas desse Ultimo vetor e aplicarmos a matriz de
adjacéncia A, sem mudancas de escala?

Problema 5: Na Figura 15, mostramos o grafo de Petersen . Repita
o procedimento dos Problemas de 1 a 3 com esse grafo

Figura 15 - Grafo de Petersen

Fonte: Adaptado de Poole (2004, p. 231)

Vamos agora explorar o procedimento descrito anteriormente com
outros tipos de grafos para ver se eles se comportam da mesma
forma. O ciclo C, é o grafo de n vértices apresentado em um formato
ciclico.

Problema 6 : Repita o procedimento descrito hos problemas de 1 a 3
com ciclos C,, para alguns valores impares de n, e estabeleca uma
conjectura para o caso geral.

Problema 7 : Repita o Problema 6, utilizando valores pares de n. O
gue acontece? (POOLE, 2004, p. 231).

Apos os problemas 1 a 7, o autor apresenta o grafo bipartido completo
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em que seus veértices admitem uma particdo em conjuntos U e V de
maneira que cada vértice de U seja adjacente a todos os vértices de
V, e vice-versa. Se U e V tiverem, cada um, n vértices, o grafo sera
denotado por K, , (POOLE, 2004, p. 232).

A Figura 16 apresenta um grafo bipartido completo denotado por Kj 3.

Figura 16 - Grafo Bipartido

Fonte: Adaptado de Poole (2004, p. 232)

Problema 8 : Repita o procedimento descrito nos problemas de 1 a 3
para grafos bipartidos completos K, , para varios valores de n. O que
acontece? (POOLE, 2004, p. 232).

O autor citado acrescenta que, no final do capitulo, o leitor ter4 condicbes de
explicar as observacgdes que fez nesta Introducéao.

Na secdo intitulada Introdugdo aos Valores e Vetores Proprios, o autor
apresenta o significado do adjetivo germanico eigen que significa “préprio” ou
“caracteristico de”. Assim, os valores e vetores proprios sao caracteristicos de uma
matriz no sentido de conferirem informacdes importantes sobre sua natureza
(POOLE, 2004, p. 232). A letra A (lambda), letra grega equivalente ao L em
portugués designa os autovalores que, antigamente, eram chamados de valores
latentes.

Para iniciarmos o estudo do capitulo exposto por Poole (2004) é necessario
compreender a no¢do de vetor em estado estacionario. A discussédo desse conceito
ocorreu no capitulo anterior de seu livro com base na exposicdo das aplicacdes:
Cadeias de Markov e Modelos de Leslie para crescimento populacional. No contexto
das Cadeias de Markov com matriz de transi¢cdo P, um vetor em estado estacionario
X, satisfaz a equacédo matricial P.x = x, em que x € um vetor de R", ja para uma

Matriz de Leslie L, um vetor em estado estacionario corresponde a um vetor
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populacio x que satisfaz a equagdo matricial L.x = r.x,em que X € um vetor de R" e
em que r representa a taxa de crescimento do estado estacionario.

O autor apresenta que dada uma matriz quadrada A, a existéncia de vetores
nao nulos x que tornam o valor de A.x um multiplo de x, corresponde ao problema

*" mais central da Algebra Linear. Acrescenta que esse tipo de

de autovalor
problema tem aplicacbes por todas as areas da Matematica, e fora dela também
(POOLE, 2004, p. 232).

A seguir, apresentamos a definicdo estabelecida pelo autor do conceito de
autovalor e autovetor: Definicdo: Considere A uma matriz nxn. Um escalar A é
chamado de autovalor de A se existe um vetor ndo nulo x tal que A.x = x. Tal vetor
€ chamado de um autovetor de A correspondente a A (POOLE, 2004, p. 233).

Nos estudos de Fuentes (2008), a importancia da axiomatizacdo da Algebra
Linear relaciona-se a generalizacdo e unificagdo e, em consequéncia, a simplificacdo
dos métodos de resolucdo de problemas.

Os exemplos apresentados abordam conceitos prévios relacionados a
disciplina, dentre eles: subespaco nulo, matrizes linearmente dependentes e
independentes, o Teorema Fundamental das Matrizes Invertiveis, base, combinacao
linear, transformacgdes lineares e corpo. Acrescenta o conceito de autossubespaco
de A, que é denotado por E,.

Ressaltamos a importancia atribuida pelo autor as interpretacbes geométricas
da nocdo de autovetor. Conforme expde no prefacio do livro, o capitulo apresenta

autovalores, usando “autofiguras” como apoio visual.

A demonstracdo do Teorema de Perron é vista heuristicamente em
um primeiro momento para depois ser vista formalmente, com o
emprego de um argumento geométrico nos dois casos. A natureza
da decomposicdo por valores singulares é também explicada
informalmente com o uso de um argumento geométrico (POOLE,

2004, p. xiii).

Os exemplos apresentados seguem a ordem:

1 31
Exemplo 1. Mostre que X:L} € um autovetor de A=L 3} e

encontre o autovalor correspondente.

" Grifo do autor.
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1 2
Exemplo2 . Mostre que 5 é um autovalor de A=L 3}e determine

todos os autovetores correspondentes a esse autovalor.

7 1 -2
Exemplo 3. Mostre que A=6 é um autovalor de A=|-3 3 6 |e
2 2 2

encontre uma base para seu autossubespaco.
Exemplo 4. Encontre geometricamente o0s autovalores de

A[; _OJ.

31
Exemplo 5. Encontre todos os autovalores da matriz A=L 3} do

Exemplo 1.
Exemplo 6. Interprete a matriz do Exemplo 5 como uma matriz sobre
Z3 e encontre autovalores nesse corpo.

0
(b) sobre os nimeros complexos C (POOLE, 2004, p. 236).

Exemplo 7. Determine os autovalores de A=L }(a) sobre R e

No mesmo capitulo, o autor segue com a definicdo de determinantes,

necessaria para o calculo de valores e vetores proprios de matrizes nxn.

&, &, a5
Definicdo : Seja A=|a,;, a&,, &, |. Entdo, o determinante de A é
8y 83 g
A A3 A1 B3 Ay 8y
oescalardeta=|A=a - +a
A al ¥, al M, a

(POOLE, 2004, p. 240).

O autor prossegue com a secao Valores e Vetores Proprios de Matrizes nxn.
Relembra que A é um autovalor de A se, e somente se, A-A.lI for ndo invertivel. Isso
ocorre se, e somente se, det(A- Al) = 0. Assim, os autovalores de uma matriz A sédo
precisamente as solugdes A da equagéo det(A- Al) = 0.

Quando desenvolvemos det(A- Al), obtemos um polinébmio em A, chamado de
polindbmio caracteristico de A. Ja a equacéao det(A- Al) = 0 é chamada de equacao

caracteristica de A. Assim, temos como polinémio caracteristico
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a_
det(A- Al) = ‘

c)l q ?A‘z(a - A)(d = A) — bc = A* — (a + d)A+(ad - bc)

O autor faz uma breve citagédo ao Teorema Fundamental da Algebra (ANEXO
C - (b)) que diz que um polindbmio de grau n, com coeficientes reais ou complexos,
tem no maximo n raizes distintas. Assim, uma matriz nxn, com elementos reais ou
complexos, tem no maximo n autovalores distintos.

Poole (2004) prossegue com um resumo do procedimento que sera abordado

para a determinacao de autovalores e autovetores (autossubespacos) de uma matriz.

Seja A uma matriz nxn.

1. Encontre o polinémio caracteristico det(A — Al) de A.

2. Ache os autovalores de A determinando os valores de A na
equacao caracteristica det (A- Al) = 0.

3. Para cada autovalor A, determine o subespaco anulado pela
matriz A — Al. Esse é o0 autossubespaco E,, formado pelos
autovetores de A (n&o nulos) que correspondem a A.

4. Encontre uma base para cada autossubespaco. (POOLE, 2004,
p. 264)

Os exemplos apresentados seguem a ordem:

Exemplo 1. Encontre os autovalores e o0s correspondentes

0O 1 O
autossubespacosde A=|0 0 1
2 -5 4
Exemplo 2. Encontre (_)s autovalores e o0s correspondentes
-1 0 1
autossubespacosde A=| 3 0 -3
1 0 -1
2 00 O
Exemplo 3. Os autovalores de A= "1 1000 sao
0 3 O
5 7 4 -2

A=2A,=LA4=3e A,=-2, pelo Teorema 1. [De fato, o
polinbmio caracteristico é P(A) = (2 — A)(1 — AB — A(-2 - A)].
Observe que matrizes diagonais sdo casos particulares do
Teorema 1, j& que uma matriz diagonal € ao mesmo tempo
triangular superior e inferior. Autovalores capturam muitas das
informacBes importantes sobre o comportamento de uma matriz.
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Quando conhecemos os autovalores de uma matriz, podemos
deduzir muitas coisas sem nenhum trabalho suplementar.

0 1775
Exemplo 4. Calcule 2 1| 11 (POOLE, 2004, p. 267)

No exemplo 1, o autor faz referéncia ao Teorema da Fatoragdo (ANEXO C —
(a)) para determinacédo do polinbmio caracteristico e da equacao caracteristica. J4 o
Teorema Fundamental da Algebra define a multiplicidade algébrica de um autovalor
como sua multiplicidade como raiz da equacao caracteristica. Logo em seguida,
define-se a multiplicidade geométrica de um autovalor A como E,, a dimensédo do
autossubespaco associado a A. E importante uma comparacdo entre estas duas
nocdes de multiplicidade.

O exemplo 2 faz referéncia ao Teorema do Determinante de uma Matriz
Triangular (ANEXO C - (d)).

Ja no exemplo 3, o autor faz referéncia a outros quatro teoremas (ANEXO C -
(e), (M, (9), (h)) e estende o Teorema Fundamental das Matrizes Invertiveis incluindo
os resultados provados no capitulo (ANEXO C - (i)).

No final do exemplo 3, Poole (2004) acrescenta que 0s autovalores permitem
capturar muitas informacodes a respeito do comportamento de uma matriz. Para tanto,
apresenta o Teorema (ANEXO C - (e)) como um dos mais importantes a esse
respeito.

Para o exemplo 4, Poole (2004), faz referéncia ao Teorema (ANEXO C - (j))
gue envolve os autovalores de poténcia e da inversa de uma matriz.

O autor ressalta que as matrizes triangulares e diagonais séo interessantes
no sentido de que seus autovalores manifestam-se de forma transparente. Destaca
gue seria interessante relacionar uma matriz a outra matriz triangular ou diagonal,
porém os autovalores ndo sdo preservados nessa conversao e apresentam um tipo
diferente de transformag&o de uma matriz que preserva seus autovalores. Para tanto,
inicia a secdo Semelhanca e Diagonalizacdo com a definicho de Matrizes
Semelhantes. Poole (2004, p. 273) apresenta Definicdo : Sejam A e B matrizes nxn.
Dizemos que A é semelhante a B se existir uma matriz nxn invertivel P tal que

P1AP = B. Se A é semelhante a B, escrevemos A ~ B.
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O autor destaca que a relacdo de equivaléncia permite que objetos partilhem
propriedades importantes. Segue com dois teoremas (ANEXO C — (I) e (m)) para
matrizes semelhantes.

Na secao Diagonalizacéo, destaca que a melhor situacdo possivel € quando
uma matriz quadrada € semelhante a uma matriz diagonal. Apresenta que a
possibilidade disso ocorrer relaciona-se aos autovalores e autovetores da matriz.

Poole (2004, p. 274) segue com a definicdo de matriz diagonalizavel Uma
matriz nxn é diagonalizavel se existe uma matriz diagonal D tal que A seja
semelhante a D, ou seja, se existe uma matriz P nxn invertivel tal que P*AP = D.

O autor apresenta o Teorema (ANEXO C - (n)) que acrescenta o conceito de
autovetores linearmente independentes para identificacdo de uma matriz

diagonalizavel.

5.1.1 Resuumo- e Conjecturas

Poole (2004) introduz o tema sobre autovalores e autovetores com o conceito
de método iterativo com base em um sistema dindmico sobre grafos. Destaca que o
tema permitira que sejam compreendidos conceitos expostos em capitulos
anteriores que destacam as Cadeias de Markov e os Modelos de Leslie, que tratam
do crescimento populacional a partir de vetores em estado estacionario.

O autor atribui seu livro as recomendacdes feitas pelo LACSG que propde o
estudo da Algebra Linear pautado em matrizes.

Nos problemas iniciais é possivel identificar a intencdo do autor ao apresentar
0S primeiros conceitos relativos ao vetor em estado estacionario, com base na
iteracdo do processo. Ele descreve o vetor estacionario, a partir do surgimento de
um padréo estabelecido nos vértices do grafo. Em seus problemas, questiona sobre
0 que acontecera se forem aplicadas, pelo menos, dez iteracbes e que o leitor faca
conjecturas para o caso geral K", estendendo o estudo para grafos de n vértices.

Consideramos que problemas, como os que introduzem o tema em estudo
apresentam uma abordagem que visa a facilitar a compreenséo e a construcao das
primeiras concepc¢fes do aluno em relacdo ao objeto de estudo. Os exemplos
permitem que o aluno estabeleca conjecturas pautadas na generalizacdo de padrées

e identifigue em seu estudo conceitos-chave que regem nao s6 o objeto matematico
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autovalor e autovetor, mas também conceitos relacionados ao estudo de grafos e de
sistemas dinamicos.

O autor considera como problema de autovalor mais central da Algebra Linear
a existéncia de vetores nao nulos x que tornam o valor de A.x um mudltiplo de x, e
gue € obtido a partir de Ax=A.X.

Ha o reconhecimento da necessidade de conhecimentos prévios, para que o
aluno possa iniciar o estudo do tema e o0 apelo as representagdes geométricas.

Contudo, destacamos que ndo desconsidera 0os exemplos e 0S exercicios
tradicionais.

Estabelece relacdes com teoremas e propriedades, dentre eles, o Teorema
Fundamental da Algebra que define a multiplicidade algébrica e geométrica de um
autovalor. Com base nesse teorema, € possivel que o aluno depreenda que para
uma matriz nxn, com elementos reais ou complexos tem no maximo n autovalores
distintos.

A seguir, apresentaremos a descri¢do do livro Algebra Linear de autoria de
David C. Lay. A escolha pela descricdo deste livro ocorre por ele fazer parte da
referéncia bibliografica complementar da primeira instituicdo investigada e que
constituiu a investigacao piloto e também da instituicdo que participou do Estudo de
Caso |I. Do mesmo modo, como a apresentacdo desta se¢do, nosso objetivo é
descrever a abordagem adotada pelo autor ao situar o tema de autovalores e
autovetores.

Consideramos que a descri¢cdo de mais um livro podera nortear a escolha de
exemplos, exercicios e problemas e um repensar sobre as possiveis mudangas que
podem ocorrer na apresentacdo do tema pelas instituicbes e pelo corpo docente,

desvencilhando-se das praticas sistematicas e tradicionais.
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5.2. O livro: Algebrav Linear e suas aplicacses de David C. Lay*®
(1999)

Como descrito pelo autor, David C. Lay, o livro Algebra Linear e suas
aplicacoes propfe-se a ajudar os alunos, com maturidade de dois semestres
completos de Matematica em nivel superior, a dominar 0s conceitos e habilidades
basicas que usardo mais tarde em suas carreiras. Tais conceitos e habilidades
compreendem conhecer os conceitos fundamentais que constituem a disciplina,
assim como suas aplicacoes.

Para tanto, o autor segue as recomendacfes do Linear Algebra Curriculum
Study Group, que se baseou em uma cuidadosa e minuciosa pesquisa sobre as
necessidades reais dos alunos e dos profissionais de muitos campos que tém a
Algebra Linear, como disciplina de servico.

Lay (1999) afirma que a Algebra Linear é a mais interessante e mais Util
disciplina de Matematica de toda a graduacgéo, enfatizando que os conceitos sdo tao
importantes como os calculos e que na vida profissional os computadores passarao
a fazer todos os calculos. Contudo, € preciso saber interpretar os resultados e
explicar esses dados a outras pessoas.

O autor supracitado aponta que, para que o0s exercicios de determinada
secao sejam resolvidos, é necessério que os das sec¢les precedentes tenham sido
também resolvidos. Dessa forma, ressalta a importancia dos conceitos preliminares
gue compdem os objetos matematicos em estudo.

O capitulo de Autovalores e Autovetores aparece, razoavelmente, cedo no
texto com forte énfase geométrica. Os teoremas sdo demonstrados, tendo-se em
mente que os alunos sao principiantes, e 0s exercicios variam de rotineiros a
conceituais. Quanto aos exercicios conceituais, o autor expde que estes necessitam
de maiores reflexdes, buscando aprofundar a compreensao, em lugar de se limitar a

calculos mecanicos.

8 David C. Lay fez bacharelado na Universidade de Aurora, em lllinois, mestrado e doutorado na
Universidade da Califérnia em Los Angeles. E professor e pesquisador em Matematica, desde 1996,
sobretudo na Universidade de Maryland, em College Park. Também foi professor visitante na
Universidade de Amsterdd, na Universidade Livre de Amsterda e na Universidade de Kaiserslautern,
na Alemanha. Publicou mais de 30 artigos de pesquisa em andlise funcional e algebra linear (Fonte:
Algebra Linear e suas aplicacdes, 22. ed., 1999)
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O mesmo capitulo tem como exemplo introdutério o Sistema Dinamico
Discreto e o estudo de R. H. Lamberson e seus colegas, que ndo mediram esforgos
para compreender a dinamica populacional das corujas malhadas em risco de
extingcdo em razao da exploracao das florestas do noroeste do Pacifico. O estudo do
grupo pretendia convencer o governo federal americano sobre o risco de extingao da
coruja malhada, o que mobilizou ambientalistas matematicos a estudarem o ciclo de
vida da espécie, modelando a dinamica da populacdo baseada em uma matriz de

fase que corresponde a uma equagédo de diferengas da forma X, = Ax. Tal

equacdo chamada de sistema dinamico discreto descreve a variagdo de um sistema
em funcdo do tempo. O modelo descrito prevé a extincdo da espécie e €
apresentado, posteriormente, no mesmo capitulo.

Lay (1991, p. 272) expde que o objetivo do capitulo foi dissecar a agédo de

uma transformada linear x|-» Axem elementos que sejam facilmente visualizaveis.

S&o destacadas que as principais aplicacfes serdo em torno de sistemas dinamicos
discretos, mas o0 objeto matematico autovalor e autovetor aparece em situacdes
muito mais gerais do que estas, englobando equacdes diferenciais e sistemas
dindmicos continuos, que fornecem informacgdes criticas em projetos de Engenharia
e surgem de modo natural nas areas de Fisica e Quimica.

A abordagem usada pelo autor € matricial, e os exemplos dispbéem de

representacfes geomeétricas. O conceito de autovalor e autovetor desenvolve-se

com base em uma transformagéo x|- AX que desloca vetores em muitas direcdes.

Na primeira se¢éo do capitulo, sdo apresentados cinco exemplos.

3 -2 -1 2
Exemplo 1. Sejam A= 1 0 , U= G V= 1|- As imagens

de u e v na multiplicacdo por A sdo mostradas na Figura 17. De fato,

Av é simplesmente 2v. Assim, A apenas “estica”, ou dilata v.
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Figura 17 - Efeitos da multiplicacdo por A

Fonte: Lay (1999, p. 272)

16 [6 I3
Exemplo 2 . Sejam A= 5 o , U= _5 ,eV= _o|-Seraqueue

v sdo autovetores de A?

Exemplo 3 . Mostre que 7 € um autovalor para a matriz A do Exemplo
2 e determine os autovetores associados.

4 -1 6

Exemplo 4 . Seja A=12 1 6| um autovalor de A é 2. Determine
2 -1 8
uma base para o autoespaco associado.

3 6 -8 4 0 0
Exemplo 5. Sejam A=|0 0 6| ¢ B=-2 1 0 Os
00 2 5 3 4

autovalores de A séo 3, 0 e 2. Os autovalores de B sdo 4 e 1. O que
significa para uma matriz A ter um valor igual a 0, como no exemplo
5? (LAY, 1999, p. 276).

Na exposicdo dos exemplos anteriores, Lay (1999, p. 272) faz uso de
expressées como a matriz A “estica” ou dilata v, apresentada na Figura 17 do
Exemplo 1, os efeitos da multiplicacdo por A. A abordagem apresentada em um
exemplo inicial deixa claro o papel de A em relacéo aos vetores u e v, direcionando o
aluno a compreensao do conceito de autovalor e autovetor. Acrescenta que iremos
procurar por vetores que sdo transformados por A em multiplos escalares deles

mesmos.
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Segue com a defini¢ao:

Um autovetor de uma matriz A, n x n, € um vetor ndo-nulo x tal que
Ax = Ax para algum escalar A. Um escalar A é chamado de autovalor
para A se existe solucdo néo trivial x para Ax = Ax; este x € chamado
de autovetor associado a A (LAY, 1999, p. 273).

Para a solucdo do exemplo 3, € preciso que tenhamos conhecimento prévio
de vetores linearmente dependentes e independentes e escalonamento de matrizes
para alcancar a solugao nao trivial da equagao Ax = 7x. Conceitos séo estabelecidos
durante a propria resolucdo do exercicio, como por exemplo, autoespaco de A
associado a A que corresponde a um subespaco do R", formado pelo vetor nulo e
por todos os autovetores associados a A . A representacdo geomeétrica permite a

visualizacdo da acdo geométrica da transformada x+— Ax em cada subespaco.

Figura 18 - Autoespacos paraA=-4elA=7

-+ Multiplicagdo _ ,t/x"
-1 por T 3™ ’
7 J/

il , :
Y & /
4 \ ks Vi / Auto-espaco
: ¢ 3 paraA =7
\

/o4

~ /

Multiplicagdo ~ ~ /< a
4 YA

por —4 / -+ Auto-espaco

£ N_ paraA = —4

Fonte: Lay (1999, p. 274)

No exemplo 4, a relacdo se estabelece com o conceito de base. A Figura 19

4 -1 6
que ilustra o resultado do exemplo apresenta que a matriz A=|2 1 6| age como
2 -1 8

uma expansdo no autoespaco.
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Figura 19 - A age como uma expansao no autoespago

Multiplicagdo
G por A B

Fonte: Lay (1999, p. 116)

Para a resolucéo do exemplo 5, o autor apresenta o primeiro teorema exposto
no capitulo (Teorema 1 — ANEXO D).

Os conceitos que seguem no capitulo, fazem referéncia a outro teorema
(Teorema da Matriz Invertivel).

O autor prossegue o capitulo de Autovalores e Autovetores apresentando a
Equacdo Caracteristica e Polinbmio Caracteristico de A. Um exemplo simples e
especifico conduz a um exemplo geral. Todas as solucdes levam ao Teorema da
Matriz Invertivel e ao calculo de seu determinante, cujas propriedades séao
resumidas e usadas para o estudo de autovalores. Como nos demais exemplos
expostos no capitulo, representacdées geométricas enriquecem a visualizacdo e
compreensao dos conceitos apresentados.

O exemplo 1 é apresentado e sua solugcdo pede determinar todos os
escalares A para os quais a equacao matricial tem solugéo néo trivial, ou seja, cujas
incégnitas sdo independentes. A equacdo matricial com as incognitas A e x é
transformada na equacdo escalar A + 4A - 21 = 0 que apresenta apenas uma

incognita. Assim, estende a ideia para matrizes nxn.

2 3
Exemplo 1. Determine os autovalores de A:L _J.(LAY, 1999,
p. 281)
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Na exposicao do conceito de determinante, o autor atribui a comparagcéo com
o volume do paralelepipedo. Acrescenta que uma matriz nxn escalonada obtida de A,
apenas com base nas operacdes de substituicdo e troca de linhas (sem mudanca de
escala) em que r representa o nimero de operacdes realizadas de trocas de linhas
leva a seqguinte propriedade:

detA = (-D" (produto dos  quando A é invertivel
0 pivbs de U) guando A nao é invertivel

Assim, det A é igual a (-1)r vezes o produto dos elementos da diagonal
principal ui, Uy, us, ..., U, de U. Se A € invertivel, entdo, ui, Uy, Us, ..., U, SA0 todos
pivds. Caso contrario, pelo menos u, € igual a zero e, entdo, o produto us, Uz, Us, ...,
un € igual a zero.

Segue com o exemplo 2. Na solucdo, séo identificadas que existem duas
possibilidades de escalonamento. Na primeira, o autor faz uso de apenas uma troca
de linha, assim, r = 1. Segue com 0 escalonamento alternativo em que r = 0, pois
ndo ha troca de linhas, resultando em um escalonamento diferente, porém, sem

mudanca de escala. Ambos os escalonamentos levam ao mesmo resultado.

1 5 0
Exemplo 2. Calcule detA para A=12 4 -1 (LAY, 1999, p.
0 -2 0

281)

Antes de prosseguir com matrizes de ordens maiores, expde as propriedades
dos determinantes que serdo usadas para estudar os autovalores.

Sao elas:

TEOREMA 3
PROPRIEDADES DO DETERMINANTE

Sejam A e B matrizes nxn.

a. A éinvertivel se e somente se A # 0.
b. det(AB) = (detA)(detB).
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c. detA'=detA

d. Se A é matriz triangular, entdo, detA € o produto dos elementos
da diagonal principal.

e. Uma operacdo de substituicdo de linhas em A néo altera o valor
do determinante. Uma operagdo de troca de linhas muda o sinal
do determinante. Um reescalonamento de linha muda o
determinante pelo mesmo fator (LAY, 1999, p. 282)

O autor referencia o Teorema 3(a) para determinar quando a matriz A — Al ndo
é invertivel. A equacao escalar det(A — A)=0 é chamada de equacédo caracteristica
de A e um escalar A € um autovalor de uma matriz Anx, Se, e somente se, A satisfaz a
equacao caracteristica det(A — Al) = 0.

Segue com o exemplo 3 que acrescentara mais um conceito, o de polindbmio

caracteristico.

Exemplo 3. Determine a equacdo caracteristica de
5 -2 6 -1
10 3 -8 0
“lo 0 5 4 (LAY, 1999, p. 282).

0O 0 0 1

Na solucdo do exemplo 3, o autor faz referéncia a propriedade do
determinante do Teorema 3 (d). A equacdo caracteristica final

5-A*B-ANGB-A)@-A)ou@-52%A-3)(A-1) =0 expande o produto para
um polinbmio de grau 4 chamado de equacdo caracteristica de A, como
apresentado:

A*- 14A%+ 68A% - 1304 + 75.

E exposto o conceito de multiplicidade (algébrica) de um autovalor de A que
se caracteriza como a multiplicidade como raiz da equacdo caracteristica. Dessa
forma, temos que a multiplicidade (algébrica) do autovalor 5 é igual a 2. O mesmo
raciocinio é aplicado aos demais autovalores do exemplo.

Tendo por base, 0s conceitos ja apresentados, nos exemplos 1 a 3,
poderemos agora determinar os autovalores e suas multiplicidades. Seguimos com o

exemplo 4, exposto por Lay (1999, p. 283)
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Exemplo 4. O polinbmio caracteristico de uma matriz 6 x 6 €&

P(/])=A6‘4/]5‘12/14- Determine os autovalores e suas
multiplicidades.

A fatoracdo do polindmio leva & seguinte solucdo: A* (A - 6) (A + 2), cujos
autovalores e multiplicidades respectivas sdo 0 (multiplicidade 4), 6 (multiplicidade 1)
e -2 (multiplicidade 1).

Nos exemplos apresentados, sdo considerados apenas o0s autovalores reais e
0s escalares também reais.

Lay (1999) apresenta que, nas aplicacdes, os autovalores de qualquer matriz
de ordem maior que 2x2, deverao ser determinados por computador, a menos que a
matriz seja triangular ou que tenha outras propriedades especiais que facilitem a
determinacdo dos autovalores. A fatoracdo de um polinbmio caracteristico de uma
matriz 3x3 pode se tornar bastante dificil. Para tanto, faz referéncia aos Comentéarios
Numeéricos que séo apresentados no ANEXO E.

Como exposto no inicio do capitulo, as aplicacbes de autovalores em
sistemas dinamicos fazem uso de métodos iterativos que aproximam *° os
autovalores. Para tanto, o autor expbe o0 conceito de transformacdo de

similaridade entre duas matrizes A e B.

Se A e B sdo matrizes n x n, entdo A é similar a B se existe uma
matriz invertivel P tal que P*AP = B, ou, de modo equivalente, A =
PBP™. Denotando P* por Q, temos Q'BQ = A. Portanto, B também é
similar a A, e dizemos simplesmente que A e B s&o similares
(LAY,1999,p. 283).

Segue com o Teorema 4 (ANEXO D).

A primeira aplicacéo do capitulo destina-se ao estudo de Sistemas Dinamicos.
Considera que os autovalores e autovetores séo a chave da evolugcao discreta de
um sistema dinamico (LAY, 1999, p. 284).

Corresponde ao exemplo que segue:

49 Grifo do autor.
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095 003 _
. Analise o comportamento
005 097

assintético do sistema dindmico definido por x«.1=Ax¢ (k=0,1,2,...)

Exemplo 5. Seja A={

Ol
com X, :[04} (LAY, 1999, p. 284)

O autor supracitado descreve o exemplo anterior, como uma aplicacao
interessante das Cadeias de Markov. Na secéo Aplicacbes a Cadeias de Markov, a
matriz A € chamada de matriz de migracdo M, X, € a distribuicdo de populacgéo inicial
entre cidade e suburbio e xi representa a distribuicdo de populacdo apds k anos.
Faz referéncia ao Teorema 18 (referente ao Capitulo 4, secdo 4.9 do mesmo livro)
(ANEXO D) que apresenta a sequéncia xx de uma matriz A, convergindo ao vetor em
estado “estacionario” que corresponde a um multiplo do vetor v;. O Teorema
apresenta que o estado inicial ndo tem qualquer efeito sobre o comportamento a
longo prazo da cadeia de Markov.

A ideia de aplicacdo em sistemas dinamicos prossegue com a secdo de
Diagonalizagdo. A informacdo sobre autovalores e autovetores contida em uma
matriz A pode ser apresentada baseada na fatoracdo Util do tipo A = PDP™. A
fatoracao € utilizada para calcular AX rapidamente, quando k tem um valor elevado e
€ apresentada em exercicios posteriores para analisar (e desacoplar) sistemas
dindmicos. Matrizes Diagonais séo representadas por D.

O autor segue com os exemplos:

50
Exemplo1l.Se D= , entdo
0 3

oe_[5 05 0]_[5 o .
0O 3|0 3 0 32
5 0[5 0 5 0
D®*=DD?*= = . Em eral,
[0 3}{0 32} {o 33} J

|5 0 4 o
D" = 0 3 para k = 1. Se A=PDP™ para alguma matriz invertivel

e matriz diagonal D, entdo A também fica facil de calcular, como
mostra o préximo exemplo.
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2
Exemplo 2. Seja A={ 4 J. Determine uma formula para A¥,

1 1
dado que A=PDP™, onde P :{ L -0

50
e D= (LAY, 1999, p.
0 3
288).

O Teorema 5 (ANEXO D) expde uma caracterizacdo de matrizes
diagonalizaveis em que o0s autovetores sdo em numero suficiente, para formar uma
base para o R", chamada de base de autovetores .

Em Diagonalizando Matrizes, o autor expde os exemplos 3, 4 e 5, como

seguem.

Exemplo 3. Diagonalize a seguinte matriz, se possivel.

1 3 3
A=|-3 =5 -=3].Isto é, determine uma matriz invertivel P e uma
3 3 1

matriz diagonal D tal que A=PDP™ (LAY, 1999, p. 290).

A solucdo do exemplo citado & descrita como um procedimento sistematico,
dividido em passos. No passo 1, devem ser determinados os autovalores de A; no
passo 2, devem ser determinados trés autovetores linearmente independentes para
A; no passo 3, escrever P com base nos vetores do passo 2 e no passo 4, escrever

D baseado nos autovalores associados.

Exemplo 4 . Diagonalize a seguinte matriz, se possivel.

2 4 3
A=[-4 -6 -3
3 3 1

Exemplo 5 . Determine se a seguinte matriz é diagonalizavel.

5 -8 1
A=|0 0 7 [(LAY, 1999, p. 292).
0O 0 -2
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2 4 3
Na solugdo do exemplo 4, a matriz A={-4 -6 -3|é apresentada como
3 3 1

nao diagonalizavel, pois, cada autoespaco € apenas unidimensional. Nao existem
outros autovalores e, todo autovetor de A € um multiplo escalar de v; ou de v..
Portanto, é impossivel obter uma base para o R® usando autovetores de A (LAY,
1999, p. 290). Assim, a condi¢do suficiente para que uma matriz seja diagonalizavel
segue o Teorema 6 (ANEXO D).

O exemplo 5 apresenta uma matriz triangular com trés autovalores distintos 5,
0 e -2. Portanto, ela € diagonalizavel.

Na secdao intitulada Autovetores e Transformadas Lineares, o autor expde que
o objetivo é compreender a fatoracdo da matriz A = PDP’ no contexto de
transformada linear (LAY, 1999, p. 295). E apresentada que a transformacio
X+ Axé igual a aplicagdo simples ur Du, cuja interpretacdo analoga aplica-se a A
e D. Nesse caso, D néo é, necessariamente, uma matriz diagonal. Sera preciso que
0 aluno relembre que toda transformacao linear pode ser implementada com a
multiplicacdo a esquerda de uma matriz A, chamada de matriz canbnica de T. A
mesma representacdo é utilizada para qualquer transformada linear entre dois
espacos vetoriais de dimenséo finita (LAY, 1999, p. 295).

O autor citado dedica uma sec¢ao ao estudo de Sistemas Dinamicos Discretos

e em sua citacdo apresenta que:

0s autovalores e autovetores sdo a chave para a compreensdo do
comportamento assintético, ou da evolugdo, de um sistema dinamico
descrito pela equacdo de diferencas Xx+1=Axk [...]. Os vetores xg
fornecem informacéo sobre o sistema em funcéo do tempo (denotado
por K) (LAY, 1999, p. 309).

Alguns exemplos anteriores foram expostos ao longo dos capitulos, dentre
eles, o exemplo para modelar a populacéo, alguns sobre Cadeias de Markov e outro
sobre a populagédo das corujas malhadas. Os exemplos apresentados pelo autor
concentram-se em problemas ecoldgicos que, conforme ele, sdo mais faceis de
serem explicados. Contudo, acrescenta a importancia dos sistemas dinamicos nas

areas de Engenharia e Fisica, como por exemplo, no estudo de sistemas de controle,



178

7

cuja resposta estacionaria equivale ao que ¢é apresentado no livro como
“comportamento assintotico” do sistema dindmico Xk+1 = A.Xk.

Inicialmente, considera que Xg = C1Vy + CoV2 + ...+ CvV, €M que Cy, Cy, ..., Cy SA0
escalares [Jao R" e vi, vy, ..., vV, s80 vetores linearmente independentes e formam
uma base para o R". Seus autovalores associados S80 Ay, Ay, ..., A,. A decomposicéo
de autovetores de Xxp determina o que acontece com a sequéncia {xy}, partindo para

a generalizacao.

X1 = AXg = C1AV; + ... + CLAV,, = C1A1V + ... + ChALVL.
Em geral,

Xk = C1(A) vy + ... + (A Vi (K =0, 1, 2,...) (LAY, 1999, p. 310)

O exemplo 1 apresenta um sistema dinamico linear para modelar o sistema
fisico da populacdo de corujas e ratos. Embora seja um exemplo ficticio, pode ser
considerado, como ponto de partida para sistemas dinamicos nao lineares

estudados em casos reais.

Exemplo 1. Vamos denotar as populacbes de corujas e ratos do

O
mato, no instante K, por X Z{Rﬂ onde K é medido em meses, O

€ 0 nimero de corujas na regido estudada e R é o nimero de ratos
(medidos em milhares). Suponha que

OK+1 = (O,S)OK + (O,4)RK
Rk+1 = - p.Ok + (1, 1)Rk

onde p € um parametro positivo a ser especificado. O termo (0,5)Ok
da primeira equacao diz que sem 0s ratos para poderem se alimentar,
apenas metade das corujas sobrevive a cada més, enquanto 0s
termo (1,1)R¢ da segunda equacdo diz que sem as corujas como
predadoras a populacéo de ratos cresce a uma taxa de 10% ao més.
Se os ratos abundam, o termo (0,4)Rk fara com que a populacdo das
corujas cresca, enquanto o termo negativo —p.Ox mede o nimero de
mortes de ratos devido a agdo predadora das corujas. (De fato,
1000p € o numero médio de ratos comidos por uma coruja em um
més). Determine a evolugdo desse sistema quando o parametro
predatorio é igual a 0,104 (LAY, 1999, p. 311).
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O autor expbe exemplos que fazem uso da descricdo gréfica das solucdes
que representam a evolucdo do sistema e que descrevem a trajetoria do sistema
dindmico. Considerando A uma matriz 2x2 e Xk+1 = A.Xk uma descricdo do que
acontece com 0 ponto inicial xo do R? a representacdo mostra a sucessdo
construida de X, @ medida que € aplicada a x.

Seguem os exemplos:

Exemplo 2 . Represente graficamente algumas trajetorias do sistema
080 O
a4l

dindmico xy+1 = A.Xg, quando A={ 0 06

Exemplo 3. Represente graficamente varias solugfes tipicas da
144 o}

equacao Xx+1 = A.Xk , onde A=
quac K+1 K {O 12

Exemplo 4. Represente graficamente varias solucbes tipicas da

20 O

. (Usamos D e y em vez
0 05
de A e x porque esse exemplo sera usado mais tarde). Mostre que
uma solucgdo [yx] ndo é limitada se seu ponto inicial ndo pertence ao
eixo X, (LAY, 1999, p. 313).

equacgdo yx+1 = D.yk, onde D ={

Na solucédo do exemplo 2, o autor expde que Xk tende a zero, porque tanto
(0,80)¢ como (0,64)¢ aproximam-se de zero quando K — . Os primeiros termos

sdo expostos nos bordos dos vértices (x3x3). A origem é chamada de atrator do

sistema dinamico, porque todas as trajetérias tendem a zero. O sistema sempre
apresentara essa caracteristica, quando os autovalores forem menores que 1 em

maodulo.

A direcdo da atracdo mais forte é ao longo da reta por zero e pelo
autovetor associado ao autovalor de menor valor absoluto (LAY,
1999, p. 312).
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Figura 20 - A origem como atrator

Fonte: Lay (1999, p. 312)

No exemplo 3, temos um caso em que 0s autovalores sdo maiores que 1 em
modulo. De modo contrario ao exemplo 2, a origem representa o repulsor do
sistema dinamico em que todas as solucbes de xx+1 = A.Xk, exceto a solucéo

(constante) zero, ndo séo limitadas e tendem a se afastar da origem (LAY, 1999, p.
312).

Figura 21 - A origem como repulsor

Fonte: Lay (1999, p. 313)

O exemplo 4 apresenta um caso em que 0s autovalores séo, respectivamente,
2,0 e 0,5. Em razéo dessa caracteristica, a origem é chamada de ponto de sela .

Nessa situagdo, ha tanto a atracdo como a repulsdo em diferentes dire¢bes. O
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objetivo desse exemplo € mostrar que uma solucao {yx} ndo é limitada se seu ponto
inicial yo ndo pertence ao eixo x,. O primeiro termo da expressao para yg torna-se
cada vez maior e, portanto, {yx} ndo é limitada (LAY, 1999, p. 314). Na Figura 21,

sdo expostas dez trajetdérias que partem de pontos no eixo Xz, Ou proéximos ao eixo Xa.

Figura 22 - A origem como ponto de sela (Exemplo 4)

P
o
4

Fonte: Lay (1999, p. 314)

O autor cita que os trés exemplos anteriores trataram de matrizes diagonais e
encaminha o leitor para o estudo de matrizes ndo diagonais. Para tanto, Lay (1999)
segue com a secdo Mudanca de Variavel, em que € exposto o tema Sistemas
Dinamicos.

Em casos de matrizes ndo diagonais, precisamos voltar ao caso em que 0s
autovetores de uma matriz A formam uma base {vi, V>, ..., Vs} para o R".

Seja P={vi, vz, ..., vpo} € D uma matriz diagonal formada por autovetores
associados a diagonal principal. A partir da sequéncia {xx} satisfazendo xx+1 = A.Xx,
define uma nova sequéncia {yx} por yx=Pxx ou xx=Pyk. Dessa forma, é promovida a
mudanca de variavel na equacao.

A substituicdo é feita na equacdo Xxk:+1=A.Xx e usando A=PDP™, tem-se que
P.Yc., = APy, =(PDP™).Py, = P.D.y, . Multiplicando os dois membros da equag&o

por P%, seguimos com yks1 = D.yk.
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Denota-se yk por y(k) €, em consequéncia, todas as suas componentes yi(x),

Y2(k)s -+ Yn(K)-

wk+n] [4 0 0 0wk
L&+D|_|0 4 0 0]yk

0 0 A Of ..
Yok +D| [0 0 0 A, y,(K

O autor expde que a mudanca de variavel de xk para yx desacoplou o sistema
de equacdes de diferencas, pois a evolucéo de yi(x) ndo é influenciada por yz(k). O

mesmo ocorre para qualquer outra variavel.

A equacdo xx = Pyx diz que yx é o vetor das coordenadas para Xg
com respeito a base de autovetores {vi, ..., v,}. Podemos desacoplar
0 sistema xx.1 = Axx fazendo os calculos no novo sistema de
coordenadas dos autovetores. Quando n = 2, isso significa usarmos
uma folha de papel quadriculada com os eixos nas direc6es dos dois
vetores (LAY, 1999, p. 314)

O exemplo 5 é apresentado, cuja proposta de solucdo faz uso do papel
quadriculado para tracar eixos por vi e v, que correspondem a base canbnica da

equacao xx=c;Kv; + c2(0,5)Kv,. Por técnicas usuais, os autovalores 2 e 0,5 com

) 1 1
autovetores associados vl{ J e VZ:M foram encontrados. De acordo com o

exemplo 4, encontramos o ponto de sela do sistema dinamico, pois |2]|>1 e
| 0,5 <1.

Exemplo 5. Mostre que a origem é um ponto de sela para as
125 -075

. Determine as
-075 125 }

direcBes de maior atracao e maior repulséo) (LAY, 1999, p. 314).

solucbes de xx+1 = Axg, onde A:{
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Figura 23 - A origem como ponto de sela (Exemplo 5)

Fonte: Lay (1999, p. 315)

5.2.1 Resuwmo- e Conjecturay

Como descrito pelo autor, o livro visa a propor a apresentacao dos conceitos
fundamentais que constituem a disciplina de Algebra Linear, assim como suas
aplicacoes. Foi redigido apoiado nas recomendagfes do Linear Algebra Curriculum
Study Group (LACSG), e expbe o que o autor chama de necessidades reais dos
alunos com base nos varios exemplos de aplicagéo.

Lay (1999) enfatiza a relevancia tanto dos célculos quanto dos conceitos. Mas,
salienta que em disciplinas de servico, os resultados saibam ser interpretados,
analisados e explicados a outras pessoas.

Em seu livro, o tema autovalor e autovetor recebe forte apelo geométrico,
porém considera que esta ndo € uma pratica comum nas tradicionais de Algebra
Linear.

Além disso, destaca a dependéncia dos conhecimentos prévios adquiridos
nos capitulos anteriores, para que o0s exercicios da secdo de autovalores e
autovetores sejam resolvidos. Estes variam de rotineiros a conceituais, portanto,
consideramos ser possivel destacar e valorizar a construgdo do conceito mesmo
para alunos em inicio de formacdo académica. Mas, para tanto, € preciso que haja o
incentivo a reflexdo e ao pensamento critico de maneira a estimular a formulacéo de

conjecturas, hipéteses baseadas na mente criativa do estudante.
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A primeira exposicdo do tema autovalor e autovetor apresenta um exemplo
introdutério de Sistema Dinamico Discreto, pautado em uma pesquisa realizada no
Noroeste do Pacifico com populacdes de corujas malhadas. O ciclo de vida dessas
populacdes passou a ser estudado, para que 0s pesquisadores pudessem expor ao
governo federal americano o risco de extincdo da espécie.

Com base na situagdo real e pratica que conduziu a elaboracdo do exemplo
apresentado por Lay (1999), defendemos que a exposicdo de problemas que
relacionem temas especificos das disciplinas matematicas e outras que compdem a
formacao do estudante sdo, perfeitamente, viaveis em qualquer etapa.

De modo diferente das aulas tradicionais, a pratica de problemas que
enfatizem os aspectos interdisciplinares, incentiva a discussdo e uma maior
maturidade do estudante, apoiado nos aspectos, que acarretem um encadeamento
I6gico de causa e efeito.

Com base na exposicao do autor, que cita como objetivo do capitulo, discorrer

a acdo de uma transformada linear x|- Ax em elementos que sejam facilmente

visualizaveis (LAY, 1999), torna-se evidente a valorizacdo da representacao
geométrica do tema e a abordagem matricial, seguindo as recomendac¢fes dos
LACSG.

Assim, todo conceito de autovalor e autovetor desenvolve-se apoiado em uma

transformacdo x|- Ax que desloca vetores em varias direcbes. Entendemos que,

baseados na exposicao do autor, é apresentada a ideia de preservacgéo de direcdo e
gue todo multiplo escalar de um autovetor também é um autovetor, ocorrendo,
portanto, infinitos autovetores. Apoiado nos exemplos iniciais, 0 aluno também
adquire as noc¢des de autoespaco de A associado a A e base de um autoespaco.

Evidenciamos que tais conceitos constituem, portanto, conceitos basicos e
primordiais necessarios para a compreensdo do tema em questao.

O autor usa termos que podem facilitar a compreensdo e a posterior
exposicao do tema pelo aluno, como por exemplo, a matriz A estica ou dilata v (LAY,
1999, p. 272). Acrescentamos que termos como 0 exposto podem trazer elementos
gue sejam, posteriormente, internalizados como objetos mentais.

Para a solucdo dos exemplos propostos, € necessario que conhecimentos

prévios adquiridos nos capitulos anteriores sejam reconhecidos. Nos exemplos
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iniciais, temos dependéncia e independéncia linear e escalonamento de matrizes
para encontrar uma solucéo nao trivial da equacdo Ax= AX.

Assim, podemos considerar que o0 autor assume algumas caracteristicas
evidenciadas no PMA, como a generalizacdo, ou seja, o reconhecimento de padroes,
além de aspectos que evidenciam a concretizagdo, a sintese e o pensamento
proceitual.

Além disso, destacamos a importancia em apresentar as propriedades e
Teoremas aos estudantes. Dentre elas, evidenciamos a relevancia do Teorema 3(a),

exposto pelo autor que apresenta a equacao caracteristica de A, det(A—Al)=0 em

que A é o autovalor de uma matriz nxn se, e somente se, A satisfizer a equacéo

caracteristica det(A—Al)=0.

As aplicagbes de autovalores em sistemas dindmicos fazem uso de métodos
iterativos que aproximam os autovalores. Portanto, é pertinente que os alunos
tenham uma familiaridade com os conceitos relacionados aos métodos iterativos que
ocorrem, geralmente, dentre os 3°. ou 4°. semestres letivos na disciplina de Calculo
Numérico ou Métodos Numeéricos.

A primeira aplicacdo introduz termos como comportamento assintotico de um
sistema dinamico, descrito pela equagéo de diferengas x,,, = Ax, (K = 0,1,2,3,...)
com base em um vetor inicial x,. Outro termo que destacamos, refere-se ao vetor

em estado “estacionario”.

Evidenciamos que, nas aulas consideradas tradicionais, termos como 0sS
anteriormente expostos ndo sdo comuns, porém, podem ser facilmente
compreensiveis pelos alunos e podem ser apresentados durante a discussao do
conceito de autovalor e autovetor.

Lay (1999), concentra-se em problemas ecolégicos para explicar o
comportamento de um vetor em estado estaciondrio, mas ressalta a importancia de
outros temas relacionados, como por exemplo, o estudo de sistemas de controle na
Engenharia, cuja resposta estacionaria equivale ao “comportamento assintotico” do
sistema dindmico X, = AX,.

A partir da equacao X, =cV, +c\V, +...+ C,V,em que Cy, Cy, ..., C, SA0 escalares

OR" e vy, Vo, ..., V, SA0 vetores linearmente independentes e formam uma base para
o R" o autor parte de um caso especifico para um caso geral. Assim, com base na

decomposicao de Xy € possivel identificar, 0 que acontece com a sequéncia Xk, pois,
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X = Ax, = GAyY, +CAy, +...+C AV, €, para 0 caso geral, tem-se
X, =C(A) v, +...4¢ (1) v, com (K=0,1,2,...). Apoiado na sequéncia anterior, é

discutido o que ocorre com xx quando K - o . Assumimos que ha a construcdo
gradativa do conhecimento e a expansao do conhecimento especifico para o geral.

O autor atribui significativa relevancia as representacdes geométricas. Isso
pode ser evidenciado nas descrigBes graficas das solugbes da evolucdo do sistema
dindmico que sao apresentadas e descrevem sua trajetéria, assumindo a origem
como atrator, repulsor e ponto de sela. Essas situacbes podem favorecer a
construcbes de imagens mentais dos estudantes, promovendo a construcdo do
conceito como entidade mental, com base nos processos envolvidos.

Assim, exemplos como o0s apresentados no inicio da discussdo do tema
podem acarretar um grau de maturidade significativo nos estudantes, direcionando-
0S a repensar a respeito das situacdes especificas que estimulem os aspectos
abstratos e gerais do objeto matematico em estudo e que estejam, verdadeiramente,

engajados a adentrar no intrigante mundo da Engenharia.

5.3 Covsideragdes a respeito- de amboy oy lvroy e as
recomendacdes destacadas pelo- LACSG, pawaw wuw primeivo- curso-de

Algebra Linear

Nossas consideracdes foram pautados na leitura realizada sobre as principais
recomendacdes do LACSG (Linear Algebra Curriculum Study Group) de modo a
identificar e justificar as abordagens adotadas pelos autores dos livros descritos nas
sec¢Oes anteriores.

Conforme a exposicao dos autores David Poole e David C. Lay, os livros
foram escritos para atender a um publico que emerge e cujo programa de Algebra
Linear de muitas universidades ainda ndo estd adequado para atender. S&o os
estudantes de cursos de Engenharia, Ciéncia da Computacdo, Pesquisa
Operacional, Economia e Estatistica. Além disso, os autores ressaltam que as

mudancas também devem ocorrer em relagcdo as novas geracdes de hardware e
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software que vém ampliando, significativamente, a magnitude das solucdes de
problemas relacionados as varias areas do conhecimento.

Os autores expdem que seus livros foram escritos, de acordo com as
recomendacdes do LACSG para um primeiro curso de Algebra Linear.

Conforme os pesquisadores que compdem o grupo, a importancia da Algebra
Linear nas areas especificas ndo é apresentada aos estudantes, e a influéncia do
computador ndo é percebida durante a selecao dos tépicos trabalhados. Além disso,
a énfase total da abstracdo pode sobrecarregar os alunos iniciantes até o ponto que
eles decidem deixar o curso. Em uma situacdo como essa, é bem provavel que os
estudantes saiam sem, pelo menos, conhecer 0s conceitos basicos que irdo precisar
nas futuras disciplinas ou em suas atividades profissionais.

Em resposta a essa real situacdo, um grupo de pesquisadores, em 1990,
formou o LACSG, cuja proposta foi despertar e iniciar uma significativa mudanca no
curriculo da Algebra Linear nos Estados Unidos da América.

Com base nas reunides e em um workshop promovido pelo grupo em agosto

de 1990, foram ressaltadas as cinco recomendacdes, que Sao:

1. O curriculo e a apresentacdo de um primeiro curso de Algebra Linear
devem responder as disciplinas do estudante® (CARLSON et al., 1993, p. 41).

Conforme os autores, um primeiro curso de Algebra Linear deve ser
considerado, como uma disciplina de servico de modo a atender uma variedade de
disciplinas que envolvam aspectos da Ciéncia da Computacdo, Engenharia Elétrica,
Aeroespacial e de Sistemas e outras tantas areas de conhecimento. Adicionalmente,
devem ser considerados os interesses daqueles que buscam uma pdés-graduacao no
futuro.

Em nossas consideracdes, somos favordveis a adocdo de algumas
aplicacdes, como a pratica de ensino da Algebra Linear que evidencie sua
relevancia e potencialidade, como uma das mais importantes disciplinas
matematicas que constitui a graduacéao.

O nivel e 0 modo de apresentar o curso devem considerar 0 conhecimento e
as habilidades dos alunos, além de promover uma soélida mudanca intelectual nos

estudantes com base na exposicédo cuidadosa das definicdbes e demonstracfes de

¥ Traducado nossa: 1. The syllabus and presentation of the first course in linear algebra must respond
to the needs of client disciplines.
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teoremas e provas que identificardo a relacdo e aprofundarédo a compreensédo dos
varios conceitos envolvidos.

Assim, os autores identificam a relacdo que se estabelecera entre os
professores e profissionais das areas relacionadas. Dessa forma, ressaltamos o
aspecto interdisciplinar e a efetiva interacdo que podera ser estabelecida entre os
departamentos, para evidenciar a fundamentagéo e a base necessaria para adentrar

ao mundo da Engenharia.

2. Os departamentos de matematica devem, seriamente, considerar e
fazer um primeiro curso de Algebra Linear em um curso orientado a matrizes®*
(CARLSON et al., 1993, p. 42).

Os autores reconhecem que essa recomendagdo corresponde a uma
mudanca significativa na pratica de ensino da Algebra Linear. Defendem que um
primeiro curso de Algebra Linear pode refletir os aspectos da disciplina como uma
ferramenta cientifica, pautada em uma menor énfase na abstracdo e maior énfase
na solucdo de problemas. Contudo, destacam que esse enfoque nao reduziria o
papel do rigor ou da prova de teoremas. Tal mudanca propiciaria a mudancga de um
enfoque introspectivo para um mais pratico orientado por matrizes que atenderiam
as necessidades ndo s6 dos estudantes de cursos de Matematica como também das
chamadas disciplinas de servico.

Os autores consideram que os assuntos principais da Algebra Linear possam
ser cobertos entre 26-28 aulas de 50 minutos cada. Além disso, ressaltam ser
necessario adquirir uma maturidade matematica associada a conclusdo bem
sucedida de dois semestres em Céalculo, objetivando direcionar o aluno a solucao de
problemas.

O conteudo béasico podera abordar:

(a) Adicdo e Multiplicacéo de Matrizes (3 dias);

(b) Sistemas de Equacdes Lineares (4 dias);

(c) Determinantes (2-3 dias);

1 Tradugdo nossa: 2. Mathematics departments should seriously consider making their first course in
linear algebra a matrix-oriented course.
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(d) Propriedades do R" (7-8 dias);

No tépico (d), os autores observam que o conjunto do R" podera ser
apresentado como um conjunto de n-uplas e ndo como o espaco vetorial formal. As
provas formais de todas as propriedades nao precisam ser consideradas. Além disso,
deve ocorrer forte apelo as representacdes geomeétricas dos conceitos estudados,
como combinacGes lineares, base do R", subespaco do R", matrizes como

transformacdes lineares, matrizes linha e coluna e produto interno.
(e) Autovalores e Autovetores (6 dias);

No tépico (e), os autores ressaltam a ampla variedade de aplicacbes que
estdo atreladas ao conceito. Acrescentam que o tema seja apresentado, pautado em

exemplos que envolvam as representacdes geométricas.
() Ortogonalidade (4 dias); e
(g) Topicos Suplementares.

Nesta secdo, algumas aplicagbes podem ser apresentadas, como por
exemplo, Cadeias de Markov, Modelos de Entrada-Saida, Matriz de Leslie ou

Programacao Linear;

3. O corpo docente devera considerar as necessidades e interesses dos
estudantes como aprendizes®® (CARLSON et al., 1993, p. 45).

Os autores enfatizam que um primeiro curso de Algebra Linear podera pautar-
se em exemplos concretos e praticos para exemplos gerais, incentivando a solucéo
de problemas, que serdo estimulados por uma atuacdo critica e participativa dos
alunos. Algumas questdes que envolvam as estratégias de ensino, as avaliagdes e 0
papel da abstracdo e das aplicagbes poderdo ser repensadas pelos professores da

disciplina;

2 Traducao nossa: 3. Faculty should consider the needs and interests of students as learners.
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4. O corpo docente devera ser encorajado a utilizar a tecnologia em um
primeiro curso de Algebra Linear®® (CARLSON et al., 1993, p. 45).

Projetos vinculados ao tema que considerem a utilizacdo de ferramentas
tecnologicas podem reforcar os conceitos estudados e contribuir para a descoberta
de novos com base na viabilizacdo de solugbes na solucdo dos problemas aplicados.

5. Pelo menos, um “segundo curso” em teoria matricial / Algebra Linear
podera ter uma alta prioridade para cada programa de matematica® (CARLSON et
al., 1993, p. 45).

Um segundo curso de Algebra Linear poderd englobar: espaco vetorial
abstrato, analise e aplicagdo matricial em Algebra Linear; Algebra Linear Numérica.
Deverao ser priorizados o rigor e a abstracdo. Os autores acrescentam que tal
enfoque podera corresponder a uma futura base para estudos de pds-graduacéo e
uma oportunidade para melhorar a eficiéncia curricular.

De acordo com Fuentes (2008), ha evidéncias que, para estabelecer o
conceito matematico é necessario que se fagam conexdes com outros conceitos.

A autora destaca que a maior dificuldade enfrentada pelos estudantes,
consiste na representacdo dos diversos objetos matematicos que podem ser
descritos por uma variedade de linguagens que envolvem 0s conceitos.

Abaixo, apresentaremos 0s principais topicos que dividem a Analise da
Linguagem da Algebra Linear. Em A linguagem formal, Fuentes (2008) baseia-se
nos conceitos de Dorier (2002) que denomina esse fenbmeno como obstaculo ao
formalismo. Esse obstaculo esta relacionado as dificuldades encontradas pelos
alunos frente as estruturas da teoria dos espacos vetoriais sem ter controle sobre as
ferramentas de l6gica e teoria dos conjuntos. N&do ha, portanto, nenhuma relacéo
entre as estruturas matematicas prévias e novas.

No topico A linguagem geométrica, algébrica e abstrata da Algebra Linear,
Fuentes (2008), baseado-se nos conceitos de Hillel (2000), apresenta como fonte
das dificuldades conceituais da Algebra Linear, a existéncia de variadas linguagens
ou modo de descri¢do, o problema da representacao e a aplicabilidade da teoria em

>3 Tradugdo nossa: 4. Faculty should be encouraged to utilize technology in the first linear algebra
course.

¥ Tradugdo nossa: 5. At least one “second course” in matrix theory / linear algebra should be a high
priority for every mathematics curriculum.
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geral. Acrescenta que a Algebra Linear inclui trés modos de representacdo: o modo
abstrato: uso da linguagem da teoria formal dos espacos vetoriais que incluem:
espacos vetoriais, subespacos, dimenséo e operadores, etc.; 0 modo algébrico: uso
da linguagem e conceitos especificos do espaco R" que incluem: n-uplas, matrizes,
solucdo de sistemas de equacdes lineares, etc.; e o0 modo geométrico: uso da
linguagem e conceitos sobre 0s espacgos de dimenséo dois ou trés, que incluem:
segmentos de reta dirigidos, pontos, linhas, planos e transformacgcdes geométricas.

De acordo com Hillel (2000), os professores trocam o0s modos de
representacdo e de notacdo. Acrescenta que os alunos tém como obstaculo
epistemologico a familiaridade com a analise geométrica e o uso de coordenadas e
nocdes relacionadas ao R". Pensar em vetores e transformacdes em um contexto
geomeétrico permite fazer conexdes com a notacdo conhecida, contudo, estas
conexdes podem tornar-se um obstaculo ao considerarem o conceito de base e a
troca de uma base para outra. Outra dificuldade encontrada esta na relacdo entre
sistemas de equacdes lineares e vetores, matrizes ou polinébmios.

Sierpinska (2000) considera que ha trés modos de pensamento em Algebra
Linear e a necessidade de transitar de um para outro. Sao eles: modo sintético
geométrico, modo analitico aritmético e o0 modo analitico estrutural. A autora admite
gue os objetos matematicos adquirem diferentes significados e que sdo necessarios
distintos pensamentos para interpreta-los.

Dessa forma, identificamos que a abordagem dos autores dos livros-texto visa
a expor a Algebra Linear, de forma que n&o exista um Gnico estilo de aprendizado,
no qual os alunos apreciem manipulagfes algébricas, outros adeptos de métodos
numericos (com ou sem um computador) e alguns que exibem forte intuicdo
geomeétrica. Em consonancia com essas ideias, 0s autores apresentam os topicos
algebricamente, geometricamente, numericamente e verbalmente. Poole (2004, p.
xii) afirma que uma disciplina de algebra linear voltada a preparacéo dos alunos para
disciplinas tedricas de nivel mais avancado deve também expor esses alunos as
aplicacoes.

Apoiados nas recomendacgdes feitas pelo Grupo de Estudos Curriculares de
Algebra Linear, o objetivo foi afastar-se da abstracdo em direcdo a uma disciplina
mais concreta, baseada em matrizes.

Talvez seja essa a abordagem de aula atribuida a disciplina para um futuro

engenheiro. E o que evidencia Camarena (2011), ao considerar que deve ser



192

estabelecido um vinculo entre a matemética e as ciéncias que a requer, entre a
matematica e futuras atividades profissionais, assim como a matematica e as
situacOes da vida cotidiana. Para tanto, a autora fundamenta-se em trés paradigmas:
- a matematica é uma ferramenta de apoio e matéria formativa; - a matematica tem
uma funcdo especifica no nivel superior; - os conhecimentos nascem integrados®”
(CAMARENA, 2011, p. 3).

Camarena (2011) considera que, para os engenheiros, a Matematica nédo €
uma meta por si mesma. E importante que os alunos identifiguem problemas, como
0S expostos pelos autores que evidenciem a aplicagdo em suas carreiras. Os que
resolvem problemas matematicos atingem um nivel de entendimento matematico
avancado sobre a solucéo do problema, pois sdo capazes de usar os resultados em

situacdes reais.

Pautados nas consideracdes tracadas a respeito de ambos os livros que
afirmaram nossa decisdo quanto a escolha do problema a ser aplicado na
investigacdo, seguiremos para descricdo da mesma, evidenciando 0s passos

percorridos para chegarmos a analise final dos resultados.

%5 Traduc&o nossa: - La matemética es uma herranderagoyo y materia formativa; - La matematicaetien
uma funcion especifica em el nivel superior; - togocimientos nacen integrados.
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Capitulo-6 - A irwestigacio

—7

Para a realizacdo da investigacdo, serd proposto um problema aos alunos
voluntarios dos cursos de Engenharia. Apés o convite da pesquisadora, os alunos
prontificaram-se a participar de todas as atividades propostas, dentre elas, a
entrevista com aplicacdo de questionério. Assim, a aplicacdo do problema exposto e
as entrevistas ocorreram, entre marco e novembro de 2013, tanto em suas
faculdades como na sala de estudo de nosso Programa, que duraram entre uma e
trés horas e foram gravadas em audio. Foi permitido que os alunos consultassem 0s

apontamentos realizados em aula.
6.1 Apresentacio do-problema

A escolha do problema proposto aos alunos justifica-se pelos motivos
expostos no Capitulo 1 com base nas pesquisas de Pedersen (2003) e, no Capitulo
5, ao apresentar os dois livros de Algebra Linear. Nos livros de David Poole (2007) e
David C. Lay (1999), evidenciamos a énfase dos autores em relacéo a aplicacao dos
Sistemas Dinamicos.

Conforme explica Monteiro (2006), nossa rotina, horarios e habitos que se
repetem, podem ser descritos por um regime permanente x(t), aproximadamente,
periédico. O regime é expresso pela fungao Xpermanente (t), CUjo comportamento €, em

geral, assintoticamente estavel. Explica que perturbacdes afetam apenas de modo
transiente nosso dia a dia, de maneira que X(t) = Xpemanemdt) conforme o tempo
passa, isto &, para [—-%® . As comparacdes entre Xoermaneteantes (1) @

Xpermanetesepoi (1) identificam, como o sistema era antes e depois do evento critico
(perturbacéo), permitindo identificar o caos ou sair dele.

A Teoria dos Sistemas Dinamicos € usada na analise qualitativa de sistemas
qgue sao, convenientemente, descritos por equacdes diferenciais ou por equacdes de
diferencas, lineares ou nao.

Assim, foram expostos varios exemplos que ilustraram a taxa de crescimento
assintético de um sistema baseado em parametros que descrevem os autovalores e

autovetores associados a dado sistema de equacdes de diferencas.
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Nos mesmos livros, identificamos que o tema Cadeias de Markov e Matriz de
Leslie antecedem o estudo de autovalores e autovetores.

As Cadeias de Markov sdo usadas, como modelos matematicos que
descrevem um experimento ou medida que € realizada, muitas vezes, e cujo 0
resultado pertence a um dentre os resultados previamente especificados e que
depende do resultado do experimento imediatamente anterior. Assim, o estado a
gue o resultado pertence ndo depende da historia pela qual o processo passa, e a

probabilidade disso ocorrer, dada pelas probabilidades de transicdo também é
constante. A Cadeia de Markov satisfaz a relagéo: %« = PX parak =0, 1, 2,..., em

gue * sdo chamados vetores de estado. Assim, uma Cadeia de Markov é
determinada por suas probabilidades de transi¢cao e por seu estado inicial.
Ja, o0 modelo de Leslie descreve o crescimento populacional (baseado em

matrizes) em relacdo ao tempo. Os vetores de crescimento populacional séo

descritos por %1 = L% para k = 0, 1, 2,...em que L é chamada de Matriz de Leslie
(podemos notar que a estrutura da equacdo € a mesma da Cadeia de Markov,
porém, a interpretacdo é totalmente diferente). Mas, destacamos, que o estudo
desses assuntos ndo € um conhecimento prévio, para se chegar ao tema Sistemas

Dinamicos.

O Problemav

Vamos denotar as populagbes de corujas e ratos do mato, no
@)
instante k, por Xk:{F{] em que k € medido em meses, O é 0

namero de corujas na regido estudada e R € 0 nimero de ratos
(medidos em milhares). Suponha que

Oz = (0,5)Ok + (0,4)R

RK+1 =- pok + (1-1)Rk
onde p € um parametro positivo a ser especificado. O termo (0,5)O
da primeira equacao diz que sem 0s ratos para poderem se alimentar,
apenas metade das corujas sobrevive a cada més, enquanto 0s
termo (1,1)Ry da segunda equacdo diz que sem as corujas como
predadoras a populacéo de ratos cresce a uma taxa de 10% ao més.
Se os ratos abundam, o termo (0,4)Ry fard com que a populacdo das
corujas cresca, enquanto o termo negativo —p. O, mede o numero de
mortes de ratos devido a acdo predadora das corujas. (De fato,
1000p é o numero médio de ratos comidos por uma coruja em um
més). Determine a evolucdo desse sistema quando o parametro
predatério é igual a 0,104 (LAY, 1999, p. 311).
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6.2 A Inwvestigacio Piloto

A realizacdo da investigagdo piloto ocorreu em agosto de 2012, com um
estudante do curso de Engenharia de uma instituicdo privada do Estado de S&o
Paulo.

A seguir, apresentamos o discurso estabelecido entre a pesquisadora e o
aluno a respeito do problema proposto e como ocorreu sua solugéo.

A primeira fase constituiu-se da leitura do enunciado do problema e discusséao
do contexto que o envolvia.

As consideragOes tracadas pela pesquisadora evidenciaram as principais
ideias da pesquisa de Trigueros et al. (2012), particularmente, do Projeto n°® 62375 (a
decomposicdo genética deste projeto, referente ao objeto matematico autovalor e
autovetor sera, integralmente, apresentada na secao 6.5 desta tese), em relacdo as
concepcdes acdo-processo-objeto-esquema da Teoria APOS. Também foram
expostas consideragdes sobre os conceitos imagem e definicdo, de acordo com as
ideias de Vinner (1991) e Domingos (2003).

Denominamos P de Professor e A de Aluno.

P: Entdo, ele explica quem é O e quem é R e 0 que € 0 parametro
predatério. Vocé conseguiu entender os parametros 0,5; 0,4; 1,1 e p?
A: O g € o parametro predatério. O 0,5 diz que se ndo houver ratos
apenas a metade das corujas sobrevivem, o 0,4 esté relacionado ao
crescimento da populacéo das corujas e 0 1,1 diz que 10% dos ratos
crescem a cada més se ndo houver as corujas, € isso?

P: Ok.

A: E 0 —p seria 0 numero de ratos que uma coruja devora?

P:
A: Enquanto o termo for negativo?

P: E, enquanto o termo for negativo, for -p. Entdo vocé entendeu os
par@metros. Mas o que ele quer saber? Vocé passa a atribuir um
valor de p. Por onde a gente comecga?

A: N6s transformamos esse sistema numa matriz? Alids, substituindo
o valor de p e transformando o sistema numa matriz, ndo é?

P: Isso. Entdo quer dizer que vocé representara em forma matricial o
sistema.

A: Sim (Entrevista Piloto).
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A acdo de analisar os parametros dados pelas equagbes lineares é
interiorizada em processos e coordena-se no processo de representar

matricialmente 0 sistema de equacoes: O, = (05.0, + (04).R, e

R.=—pO, + (L).R, . As acdes interiorizam-se em processos e coordenam o

. 05 04
processo para formar a matriz A= .

-p 11

Como classe de abstracdo reflexionante, a interiorizagdo permite uma
sucessdo de agBes materiais a um sistema de ac¢des interiorizado, cujo objetivo €
atribuir sentido ao fenébmeno percebido. S&o estabelecidas relagbes com simbolos,
linguagens, figuras ou outras imagens mentais, resultando na representacdo

matricial do sistema de equacdes lineares.

P: Esse tipo de problema trabalha com sistemas dindmicos, em que
vOocé tem variaveis e vocé estuda o comportamento dessas variaveis
em funcdo do tempo. Depois de determinado tempo, elas vao se
encontrar. Quando as variaveis se encontrarem, quer dizer que em
fungéo do tempo a situacao esta estabilizada. Dentro de AL, temos a
equacdao de diferencas...

A: Tem algo assim. Tem uma matriz vezes um escalar, que € um
escalar vezes um vetor, ndo é?

P: Entdo, temos diferentes formas de resolver. Oy,; = A.Oy. O, vocé
substitui por A.v, que foi o que vocé falou. O que representa A?

A: O A € um escalar. A seria o autovalor. O autovalor € um fator de
multiplicidade da matriz.

P: Ent&o, vocé conseguiu identificar o autovalor pela simbologia do A.
A: E isso? E a matriz vezes Ok que € igual a A vezes Ok, ndo é?

P: Ok+1 = A.Or. SO que Ok passa a ser v e por ter esse fator K+1
ent&o passa a ser A“*! (Entrevista Piloto).

O aluno apresenta a concepgdo objeto da matriz A que pode ser escrita,
como A*'v . O processo é encapsulado para formar a equagido matricial
(A-A.1).v=0; ocorre a conversao de um processo (estrutura dindmica representada
pelo sistema de equacles lineares) em um objeto matematico (estrutura estatica
representada pela matriz A e pela equacdo matricial ( (A-A.l)v=0)). Assim,
entidades passam de um nivel a outro, sempre relacionados com as estruturas
prévias mais elementares.

A equacéo matricial deve ter uma solugdo nao trivial. Portanto, identificamos
gue o aluno apresenta concepcéao objeto do conceito envolvido.
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Recorre-se ao Teorema da Matriz Invertivel para determinar todos os A para
0S quais a matriz A—A.l é nao invertivel. Para tanto, seu determinante € igual a
zero, fato que caracteriza os autovalores. As acdes interiorizam-se em processos
para determinacdo do conjunto solucdo de todos os autovalores. O processo
encapsula-se no objeto autovetor da matriz baseado em ac¢des necessarias para
determinar a independéncia linear dos vetores no conjunto solugdo. Assim,
coordenam-se 0S processos para encontrar 0s autovetores associados aos
autovalores de uma matriz com o processo de calculo de um determinante em um

processo que permite obter o polinbmio caracteristico.

A: [...]. Se eu calculo o determinante dessa equagdo, 0 que eu
consigo identificar com a equacéao caracteristica?

P: Se ha uma matriz n x n entdo o determinante de A — Al é
chamado polindmio caracteristico. Vocé vai achar o valor de A.

A: Sim, que é o autovalor.

Resolvendo a equacdo polinomial referente ao polind mio
caracteristico.

A: & =061+ 05=0e ai vocé resolve e acha os autovalores. Deram
1,02 e 0,68.
P: Vocé encontrou A, e 4,.

A: Agora vamos encontrar 0s autovetores associados a esses
autovalores (Entrevista Piloto).

A determinacdo de v, =(0,130,) permite a identificagdo do autoespaco
associado a 4 =102 e v,=(0,;020,) permite a identificagdo do autoespaco
associado a A, = 058, possibilitando sua representacdo geometrica.

Portanto, séo realizadas acdes para encontrar 0 espaco gerado por todos 0s
autovetores correspondentes. Essas ac¢bes interiorizam-se no processo que

possibilita encontrar o autoespaco associado a A, e A,. O processo encapsula-se no

objeto espaco préprio de uma matriz baseado no estudo de suas propriedades e sua
representacdo geomeétrica. Quando o processo é encapsulado como objeto, este
adquire novo sentido para o sujeito, a medida que ele entende que o objeto pode ser
assimilado pela extensdo do esquema em estruturas dindmicas. Dessa forma,
entendemos que 0S esquemas constituem estruturas dindmicas que evoluem
constantemente, a medida que um objeto matematico é agregado as suas estruturas

prévias.
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P: Entdo vocé chegou em 1,02 e 0,58. Vocé tem infinitas solu¢des?
A: Sim. Para qualquer valor de O, temos infinitos Ry.

P: Que representacdo geomeétrica vocé conseguiu estabelecer?

A: Na verdade, vocé vai ter duas retas.

P: Isso!

A: Acho que ele (o professor) julgava quando era muito necessaria a
representacdo geométrica e quando ndo. Ele passava toda a matéria
na lousa e dava um exemplo e resolvia. Ele dava um segundo
exemplo e esperava a gente resolver aquele exemplo (...) e quando
ele julgava importante, pedia a representacdo grafica daquela
situacéo.

P: Vocé acha que a representacdo geométrica ajuda entender o
conceito?

A: Vocé consegue identificar, enxergar o que ele esta falando. Ajuda
bastante a entender a matéria. Em ambas as situacbes, as
populacBes crescem, porém, para A=0,58 a taxa de crescimento &
menor (Entrevista Piloto).

Identificamos que o0s objetos mateméaticos: autovalores, autovetores e
autoespago relacionam-se baseados em uma matriz e estdo associados a um
esquema que permite encontrar uma matriz dada e determinar suas propriedades.

Com base na relagdo v, =(0, 130,) e v,=(0,,020,), sdo adotados dois
vetores arbitrarios v, = (L013) e v,= (L02) , possibilitando escrever x, como
combinacéo linear de v, e v,.

Observamos que o aluno nao apresentou a concepg¢ao objeto do conceito de
combinagdo linear, pois dada a definicio x, =c.Av, +c,.A, v, ndo conseguiu
demonstrar que Ax, = A(c.A“V, +¢,.A,V,) resultaria na Equacéo de Diferengas de

primeira ordem Ax, =X, (k=0,1,2,3,...).

P: O Oy também pode ser escrito como combinacdo linear dos
vetores. Se temos cl.)llk v, + cz.)lzk \V,e se vocé resolver chegaremos
a equacao de diferencas. Na realidade, qual é o comportamento da
curva quando k — o ? O que se deduz quando k — o0 ?

Se O, =c.A Vv, +C,A Y, , entdo O, =c¢ .02 Y, +c,.(058)" v, .
Pela relacdo O, = 13.R, entdo podemos achar O, =1e R =13.
Vamos pensar somente na equacgdo. O que acontece se elevarmos a
um valor muito alto? Observe (058). Por exemplo, se k = 10 e se k
= 400?

A: Se k é elevado a 400, ele tende a zero.
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P: Vamos ficar somente com O, = ¢, .(L02)".v, porque (058)" tende a
zero.
A: A medida que k cresce, O, cresce absurdamente.

Exponencialmente (Entrevista Piloto)

Combinacdes lineares também séo solugdes, portanto, para k=0, podemos

escrever:
10 10
=, .(102". +c,.(059". :
¢ =6 03], s [
O aluno conseguiu identificar que, para k — ©, (058)* - 0, acarretando a
« « |10 « o
expressao X, = 10 .102". 13 = X, = 102X%,. As acdes foram interiorizadas em

processos que permitiram chegar ao objeto vetor em estado estacionario 102.x, .

P: No final, chegamos a O,,, = 1020, . O elemento posterior é

sempre dependente do elemento anterior. HaA sempre essa relacao
de dependéncia. Bem, vocé consegue entender como é O
comportamento das populacdes de coruja e de rato apoiado na
equacdo final?

A: As populacdes crescem com um fator de 1,02 ao més. Ambas,
com a mesma taxa. Na aula, s6 trabalhamos a teoria, ndo me lembro
em ter trabalhado com esse tipo de exercicio. Depois que vocé vé
resolvido, vé que ndo tem nenhum mistério aqui.

P: O objetivo é exatamente esse. Mostrar a que leva o autovalor e o
autovetor. Na Engenharia, temos o0s sistemas dinamicos e esse é um
exemplo de sistema dindmico. Vocé usou a linguagem natural que foi
trabalhada durante o curso. Todos os parametros foram
compreendidos, vocé conseguiu identificar o objeto matemético em
estudo que é o autovalor e autovetor. Pela representacdo geométrica,
vocé também identificou o0 autoespaco. Dentre todos esses conceitos
envolvidos, quais foram os que vocé trabalhou?

A: A transformacdo do sistema em matriz, produto escalar, o
autovalor e autovetor quando a gente usa ha vetorizacdo de A. O
exercicio comeca quando se determina isso (equacdo matricial). Dai
em diante foi achar o autovetor associado para a gente conseguir
determinar a evoluc¢do que o exercicio pede.

P: Vocé usou a equacdo matricial.

A: Também a equacado caracteristica, o polindmio caracteristico, o
determinante da matriz e, em seguida, a gente acha os autovalores e,
em seguida, os autovetores. Também usamos a matriz identidade.
No final, tivemos a combinacéo linear.

P: Vocé conseguiria identificar o contexto em que se desenvolve o
problema? Como por exemplo, explicar o que € um crescimento
assintotico?
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A: Ainda ndo. Na verdade, foi vocé que me introduziu o assunto
(Entrevista Piloto).

Ressaltamos que a relacdo dessas concepcbes nao ocorre de modo,
necessariamente, continuo, apresentando diferentes concepcdes de determinada
noc¢ao em distintos momentos.

Ndo h& uma unica decomposicdo genética do conceito nem uma Unica
maneira como 0 sujeito o constroi. A decomposicdo genética possibilita que os
estudantes vejam os exemplos diferentes da pratica tradicional de ensino, que é
repleta por “exemplos perdidos” (DUBINSKY, 1991). Tais exemplos sé&o envolvidos
pela pratica da repeticdo e interpretacfes, muitas vezes, incorretas que poderao
acarretar a construcao de esquemas inapropriados.

6.2.1 Oy Conceitosy Imagem e Definicdo- nav concepcio- de Vinner
(1991) e Domingos (2003)

Em nossa andlise, sdo consideradas as concepc¢des de Vinner (1991) e
Domingos (2003) referentes aos conceitos imagem e definicdo. Para tanto,
destacamos 0s objetos matematicos envolvidos, 0os processos, a traducao entre as
representacdes, as propriedades e o pensamento proceitual destacado pelo aluno
durante a resolucéo do problema.

Para Vinner (1991), o termo proceito corresponde a um tipo de unidade
cognitiva que representa a forma como trabalhamos os simbolos, evidenciando tanto
0S processos matematicos como seus conceitos. No problema exposto, exemplos de

, 05 04 )
proceitos foram destacados em: A= o 11 A -064+05=0

Ax = ACA Y, +CA, V) detA=0

Como afirmam os autores, simbolos como proceitos operam de forma
adequada no cérebro bioldgico e sdo responsaveis por ativarem processos
desenvolvidos no subconsciente.

O autor supracitado acrescenta que o conceito imagem corresponde a algo

nao verbal associado a nossa memdria, com 0 conceito nome que é acionado por
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um estimulo externo. Este por sua vez, desencadeia na mente do aluno, as
representacdes visuais, suas impressoes e experiéncias a respeito do tema exposto.

Identificamos que, apos a leitura do enunciado do problema, o aluno
apresentou duvida em relacdo ao contexto especifico desse enunciado, pois,

conforme exp0s, ele ndo havia se deparado com problemas semelhantes.

P: A principio, dé uma olhada no enunciado e veja se ha alguma
familiaridade com o que vocé aprendeu em Algebra Linear.

A: Nado me lembro ter trabalhado um exercicio desse (Entrevista
Piloto).

Mas, ndo houve dificuldade, para que ele resolvesse o problema proposto,
listando os assuntos tratados em aula. Sua experiéncia, observada por seus
apontamentos da aula, permitiu que iniciasse a representacdo matricial do sistema
de equacOes lineares exposto no enunciado do problema, atribuindo-lhe uma

imagem visual.

A: N6s transformamos esse sistema numa matriz? Alids, substituindo
o valor de p e transformando o sistema numa matriz, ndo é?

P: Isso. Entdo, quer dizer que vocé representara em forma matricial o
sistema.

A: Sim (Entrevista Piloto).

O mesmo ocorreu, apoés a identificacdo dos autovalores A=102 o 4, = 0’58,

com base na identificacdo da equacdo caracteristica e resolucdo do polindmio
caracteristico. Com base nos autovalores identificados, o aluno, prontamente,

propds-se a encontrar 0s autovetores associados.

A: [..]. Se eu calculo o determinante dessa equacgdo, 0 que eu
consigo identificar com a equacéo caracteristica?

P: Se ha uma matriz nxn, entdo, o determinante de A por | € igual ao
chamado polinémio caracteristico. Vocé vai achar o valor de A.

A: Sim, que é o autovalor.

Encontrando as raizes do polinbmio caracteristico

A: & =061+ 05=0e ai vocé resolve e acha os autovalores. Deram
1,02 e 0,68.

P: Vocé encontrou A, e A,.
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A: Agora vamos encontrar os autovetores associados a esses
autovalores. Um dos autovetores € zero? O de 1,02? Eu acho que eu
raciocinei totalmente errado. Sao duas equacdes e duas incognitas,
entdo, é um SPD, ndo €? Se for SPI € que tem inlUmeras solucdes.
Sao infinitos vetores. Qualquer vetor cabe nessa situagao (Entrevista
Piloto).

Identificamos que o conceito imagem do objeto mateméatico exposto pelo
aluno foi relacionado ao conceito definicdo, e sua constru¢cdo ocorreu baseada na
interacdo entre ambos (Figura 5). Assim, a exploracdo de exemplos e explicacdes
desenvolvidos em aula possibilitou a constru¢cdo do conceito imagem, baseado no
conceito definicdo apresentado pelo professor ao elucidar o tema. Mas, ndo foram
refletidos todos os aspectos do conceito definicdo, como as definicbes formais,
teoremas e suas demonstracdes, quando o aluno buscou resolver o problema.

Evidenciamos que o0 sujeito de nossa investigacdo esta no nivel do conceito
imagem instrumental ou operacional em relacdo a determinados objetos
matematicos, porém, a grande maioria mostrou estar no nivel do conceito imagem
relacional. Um exemplo do nivel de conceito imagem instrumental foi exposto,
guando o aluno referiu-se as expressodes algébricas e ao grafico como objetos, mas,

nao foi capaz de explicitar os processos que lhe permitem definir o conceito.

P: Entéo, vocé chegou em 1,02 e 0,58. Vocé tem infinitas solu¢des?
A: Sim. Para qualquer valor de Oy, temos infinitos Ry.

P: Que representacdo geomeétrica vocé conseguiu estabelecer?

A: Na verdade, vocé vai ter duas retas.

P: Isso (Entrevista Piloto).

Como afirma Dreyfus (1991), quando muitas representacbes sao
consideradas em paralelo, a relagdo com o conceito abstrato torna-se importante.
Assim, estruturas cognitivas sdo aprimoradas, quando os estudantes pensam
paralelamente em diferentes representacdes (algébricas, geométricas, visuais, etc.),
propiciando uma complementaridade entre a Matematica e 0os aspectos cognitivos
da representacdo das estruturas matematicas, entre a abstracdo e representacdes
mentais.

Portanto, constatamos que o aluno estabeleceu uma relacdo entre diversas

representacdes, conectando-as de modo flexivel.
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E necesséario que sejam consideradas todas as relagbes entre os objetos
envolvidos, para que haja uma compreensdo adequada do conceito. Também
pudemos evidenciar a descricdo de Domingos (2003) ao afirmar que os alunos
nesse nivel de conceito imagem sao capazes de relacionar os processos a objetos
concretos, porém, de maneira parcial e insuficiente aos objetos abstratos, tomados
pela representacdo simbodlica. Em muitas situagdes, o aluno ultrapassou a
operacionalidade dos processos, atingindo o nivel do conceito imagem relacional.
Nesse nivel, sdo destacadas suas propriedades, mas, em algumas situacoes, ainda,
em carater elementar. O aluno recorreu as propriedades do Teorema da Matriz
Invertivel para calculo de todos os A para os quais a matriz A — A.l ndo € invertivel.
Identificamos que a matriz deixa de ser invertivel, quando seu determinante é zero.

ApOs a identificacdo dos autovalores, autovetores associados e autoespaco, 0
aluno expde a relacdo estabelecida entre as equacdes que definem o crescimento

assintotico da populacao de corujas e ratos.

P: No final, chegamos a O,,, = 1020, . O elemento posterior &

sempre dependente do elemento anterior. H4 sempre essa relagédo
de dependéncia. Bem, vocé consegue entender como é O
comportamento das populagbes de coruja e de rato a partir da
equacdo final?

A: As populacdes crescem com um fator de 1,02 ao més. Ambas,
com a mesma taxa. Na aula, so trabalhamos a teoria, ndo me lembro
em ter trabalhado com esse tipo de exercicio. Depois que vocé vé
resolvido, vé que ndo tem nenhum mistério aqui (Entrevista Piloto).

Assumimos, portanto, que ele tem o conceito imagem relacional do objeto
matematico autovalor e autovetor.

Para o aluno, participante de nossa pesquisa, a maioria das propriedades
dadas pela definicdo que caracteriza o tema autovalor e autovetor é destacada como
objeto. Ele envolve relacbes com outras ideias, dentre elas, uma férmula singular,
uma representacao grafica e, no final do desenvolvimento do problema proposto,
conseguiu identificar contextos especificos como o exposto no enunciado do
problema (estudo de sistemas dinamicos). Além disso, 0 mesmo tema apresenta
uma figura reconhecida, dada por vetores, matrizes, equacdes, polinbmios e

determinantes.
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Como refere Dreyfus (1991), a descoberta, a intuicio e a checagem
correspondem ao inicio da sequéncia dos processos matematicos cujo objetivo é
compreender as relacbes abstratas que se encontram entre os objetos matematicos.

O aluno acrescenta que, a principio, nao houve familiaridade com o problema
proposto e que a exposicdo do tema, com base nos problemas especificos e

particulares do curso de Engenharia, € interessante e pertinente a sua formacao.

6.3. A reformulacdo da inwestigacdo-piloto-

Na investigacédo piloto, propusemo-nos a investigar os discursos dos alunos
participantes, baseados nas ideias expostas no projeto anteriormente citado.
Contudo, apés um estudo mais aprofundado do projeto de Trigueros et al. (2012),
passamos a considerar as principais ideias que caracterizam as concepg¢des agao-
processo-objeto-esquema referentes ao objeto matematico autovalor e autovetor. A
revisdo bibliografica também nos permitiu assumir as ideias tratadas no trabalho de
Stewart (2008) a respeito do tema.

Afirmamos que também houve um aperfeicoamento das ideias discutidas a
respeito dos conceitos imagem e definicdo, com base nas pesquisas de Vinner
(1991) e Domingos (2003) que nao foram evidenciadas na investigacao piloto.

Conforme exposto, para efeito de andlise decidimos pela reformulacdo da
investigacdo, contemplando as principais ideias que serdo expostas nos trabalhos

seguintes e que serdo apresentadas, resumidamente, nos dados dos Quadros 5 e 6.

6.4 Ay concepcdes (acio-processo-objeto-esquema) de acordo-com
Stewawt (2008)

A ideia implicita de Stewart (2008) € o estudo de equacbes na forma
Ax=A.xem que A, x e A séo, respectivamente, a matriz dada, o autovetor e o
autovalor e observar os vetores que sao transformados pela matriz A em um multiplo
escalar de si mesmo. Stewart (2008) considera que as manipula¢des simbdlicas séo
necessarias, para que os alunos adquiram uma noc¢dao intuitiva do conceito, contudo,
iIsso nem sempre é possivel. Além disso, atribui ao conceito de autovalor e autovetor

uma forte imagem corporificada que ilustra a relacdo simbdlica Ax=A.x.
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Dado que x e A, sdo autovetor e um autovalor para a matriz A,
geometricamente a matriz estendeu-se (ou encolheu) a magnitude de
X por um fator de A (o autovalor). Assim, existe uma linha (ou plano)
associada a um autovetor ou autovetores. Os autovetores também
informam que a direcao foi preservada® (STEWART, 2008, p. 197).

No cenario tradicional, o conceito de autovalor e autovetor € apresentado com
base em sua definicdo formal, na qual a relacdo simbdlica da matriz Ax=A.xé
usada na definicdo para encontrar os autovalores e autovetores associados.

A decomposicdo genética de tais conceitos permite que sejam perceptiveis:
(&) a concepcdo-acdo: encontrar os autovalores e autovetores; (b) concepcéo-
processo: perceber que existem infinitos autovetores associados ao autovalor e
compreender o processo de encontra-los baseados em qualquer matriz A; e (c)
concepgao-objeto: compreender a definicho de autovalores e autovetores como
objetos.

Na pesquisa de Stewart (2008), listamos as questdes aplicadas aos alunos

entrevistados:

*® Traducdo nossa: Given that x and A are an eigenvector and an eigenvalue for a matrix A,
geometrically the matrix A stretches (or shrinks) the magnitude of x by a factor of A. In fact all multiples
of x (except the zero vector) are also stretched (shrunk) by a factor of A (the eigenvalue). Thus there is
a line (or plane) associated with an eigenvector or eigenvectors. The eigenvectors also inform one that
the direction was preserved.
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Figura 24 - Questdes apresentadas sobre autovalores e autovetores

Descreva o termo autovetores com suas proprias palavras;

1 2
SejaA:{4 3} uma matriz de ordem 2 x 2. Quais sao os autovalorgs e

autovetores da matriz A?

Quantos diferentes autovetores sdo associados com um dado autovaﬂLO

Como podemos decidir se um dado vetor € um autovetor de uma
Explique isso com suas préprias palavras;
Se A é uma matriz 2 x 2, explique porque a figura abaixo ndo &@lossi

3
Podem {

Explique sua resposta.
Se A.x =A.x coloque todos 0s passos necessarios para mostrar que
(A-AD).x=0

_3 )
} e [4} ambos serem autovetores de uma dada matriz?

Fonte: Adaptado de Stewart (2008, p. 198)

A pesquisa foi dividida em duas fases, a primeira composta por dez

estudantes do primeiro ano dos cursos de Matematica e Ciéncias da Universidade

de Auckland, e a segunda com 42 alunos participantes do segundo ano do mesmo

curso e universidade.

Quando os alunos entrevistados foram questionados a respeito do conceito

de autovetor, trés, dentre os dez participantes da primeira fase, apresentaram a ideia

de direcéo de

um vetor. Dentre as respostas obtidas, foi considerada a preservacao

da direcéo dos autovetores quando multiplicados (ou transformados) por uma matriz

especifica. Assim, os alunos entendem que o0 autovetor pode mudar em

comprimento,

mas, ndo em direcdo. A resposta de um aluno evidenciou

adicionalmente a nogéo corporificada de mudangca de comprimento, como parte de

Seu esquema.

triz?
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As construgbes mentais dos estudantes ilustraram seus pensamentos
procedimentais com base na: (a) representacdo matricial e (b) representacao

algébrica.

a) {’S XZMW} - u{vl] em que {Xl Xz}é a matriz, {Vl}os autovetores e

X3 X, X3 X, v,
u o autovalor

b) Av=Av, em que v sdo os autovetores e A o autovalor.

Stewart (2008) considerou as respostas dos estudantes no ensino do tema
que, muitas vezes, desprestigiou as representacdes geomeétricas em relacdo a
apresentacao formal dos conceitos.

Na segunda parte de sua pesquisa, dos 42 estudantes entrevistados, 16 nao
atribuiram uma definicdo e 17 referiram-se a parte procedimental da definicdo
Ax=Ax.Uma resposta tipica dessa questdo é apresentada a seguir: Autovalores
sao encontrados a partir de det(A-Al) = 0. Autovetores sao encontrados por (A-Al) =0
e tém a relacdo de A.v = A.v°’ (Adaptado de Stewart, 2008, p. 200).

A resposta anterior destaca um conjunto de instrucbes para encontrar 0S
autovalores e autovetores, porém pouco evidencia o que realmente sao.

O autor citado afirma que todas as respostas indicaram o pensamento dos
estudantes no mundo simbdlico e que eles buscaram descrever procedimentalmente
a formula Ax=A.x. Quando questionados a respeito da compreensao do conceito, a
resposta de um aluno, embora bastante vaga mostrou uma opinido honesta do que,

de fato, ocorreu nas aulas.

Sim, porque é isso que eu disse. Eu ndo tenho certeza, o que sé@o
autovalores e autovetores e, em nossa aula, eles simplesmente nos
ensinam, ok, este € chamado autovalor e vocé pode lembrar isso, ele
irh aparecer no seu exame, e essa € a maneira como vocé o calcula
e esse vetor obtido € chamado autovetor e esse valor que tem
lambda é chamado autovalor. Assim, parece que eu sei 0 que é

*" Tradugdo nossa: Eigenvalues are found through det(A-A1)=0; Eigenvectors are found by (A-Al)=0
and have the relationship of Av = Av.
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autovalor e autovetor, mas, na verdade, eu ndo sei 0 que eles sdo*®
(STEWART, 2008, p. 202).

Em seguida, quando o aluno foi questionado a respeito da definicdo do
conceito, respondeu: Eu ndo entendo, o que sao autovalores e autovetores. Eu acho
gue posso calcula-los. Eu consegui calcula-los muito facilmente. Eu n&o gosto
disso® (STEWART, 2008, p. 202).

Portanto, o aluno apresentou dificuldades para compreender o conceito,
porém, pode calcular seus valores baseado na manipulacdo procedimental dos
simbolos.

O autor citado ressalta que ficou evidente a busca dos estudantes por mais
conhecimento a respeito do tema. ApGs a discussao com o pesquisador de que uma
matriz nxn tem n autovalores e cada autovetor corresponde a um autovalor, havera,
portanto, infinitos autovetores. Isso permitiu expandir a compreensdao ao tema
autoespaco que possibilitou a discussao sobre a nocdo de base. Os alunos
acrescentaram que, em suas compreensodes iniciais, havia a ideia limitada de vetor
finito. Desse modo, passaram a buscar conexdes com todas as pecas de informacéo
gue nao faziam sentido anteriormente. Uma vez descoberta a existéncia de infinitos
autovetores foi possivel compreender o conceito de autoespaco. No que dizia
respeito aos temas expostos, tudo foi se encaixando como uma peca de quebra-
cabeca.

Com base na representacdo geomeétrica, os estudantes descobriram que ha

infinitos autovetores e que todos séo linearmente independentes.

Manipulacdo-acio simbolica do-problema

Uma das questdes mais frequentes é encontrar os autovalores e autovetores

com base em uma matriz dada.

 Traducdo nossa: Yeah, because that is what | said, I'm not sure what is eigenvalues and
eigenvectors for, and in our class they just teach us, ok this is called eigenvalue and you can
remember that and it will appear on your exam paper and this is the way you calculate it and this
vector get it called eigenvector and this value got it lambda it's called eigenvalue. So its seems | know
what is eigenvalue and eigenvector, but actually | don’t know what they are, yeah.

% Traducdo nossa: | don’t quite understanding what eigenvalues and eigenvectors are. | think | can
calculate them. | managed to calculate them very easily. | don’t like it.
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Stewart (2008) identifica que, mesmo que alguns alunos cheguem aos
resultados corretos dos autovetores e autovalores associados, nem todos seguem
0S passos corretos na obtengdo dos mesmos.

O autor citado discute que, na Teoria APOS, a manipulacdo simbdlica dos
resultados evidencia a concepcdo-acdo dos alunos participantes. Nessa situacao,

eles limitam-se a procedimentos de calculo para encontrar os resultados.
Problemas de objetoy conceituais

As questbes 3 e 4 buscaram evidenciar o pensamento conceitual dos
estudantes com base em duas propriedades significantes.

Sem fazer qualquer calculo um estudante mostrou que um vetor € um
autovetor baseado em sua representacdo geometrica. O autor acrescenta, isso pode
ser conseguido geometricamente se 0 vetor pertencer ao autoespaco, ou podera ser
verificado, simbolicamente, mostrando, que a relagdo na definicdo aplica-se a
Ax=Ax % (STEWART, 2008, p. 205). O autor afirma que era esperado que os
alunos percebessem que qualquer multiplo escalar de um autovetor também seja um
autovetor. Contudo, essa percepcao ndo é enfatizada ou talvez nem mesmo exista
nas aulas.

Dentre os alunos entrevistados, apenas um escreveu 0S autovetores de

o coreia| - =l o[ = ) prem. v 1t sp
maneira correta =v| _|e =\, , porém, nada foi dito a respeito do
2v, 2 -Vl -1
namero infinito de possiveis autovetores ou que qualquer multiplo escalar de v,

também fosse considerado um autovetor.
Visdio- covporificada doy autovetores

A questdo 5 foi apresentada com o proposito de testar a habilidade dos
alunos em reconhecer os autovetores em uma representacdo diferente da
apresentada usualmente. Para Stewart (2008), a ideia geométrica da questéo

permite a visualizacdo e a compreensao, quando um autovetor € multiplicado por

® Tradugao nossa: This can be achieved geometrically if the vector belongs to the eigenspace, or it
can be checked symbolically by showing that the relationship in the definition holds, namely Ax=A.x
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uma matriz, ele terd& a mesma direcdo, porém, ndo necessariamente 0 mesmo
sentido. Na questdo, os alunos reconheceram geometricamente que cada um dos
trés vetores satisfazia a definicdo de autovetores, porém perceberam uma
contradicdo em suas respostas com o enunciado do problema ao afirmarem que
uma matriz 2x2 nao pode ter trés vetores independentes, uma vez que sé pode
haver, no maximo, dois autovalores. Assim, apenas 6 dos 42 alunos entrevistados
justificaram que o diagrama apresentado na questdo nao fazia sentido, uma vez que
a matriz A de ordem 2 x 2 apresenta no maximo dois autovetores de diferentes
direcOes.

Dentre as respostas obtidas, foi destacada a nocdo de base de um espaco
vetorial e de vetores linearmente independentes.

De acordo com a resposta de um aluno, a impossibilidade de lembrar a
definicdo do conceito, chamada por Stewart (2008), de ideias formais, levou-o a
manipulacdo simbdlica (acdes), que foi denominada pelo proprio entrevistado de
ideias basicas. No entanto, sua resolucdo ndo expressou uma visao do processo
nem houve conclusdes a respeito de suas manipulacdes.

O pesquisador observou que a maioria dos estudantes ndo reconheceu 0s
autovetores em diferentes representagdes e relacionou o fato de que uma matriz de

ordem 2x2 pode ter dois autovetores linearmente independentes.

Relacionando- o representacdo- matvicial ao- pensoumnento-
covporificado

O objetivo da questédo 6 foi identificar se a compreensdo dos alunos sobre
autovetores estava limitada as representacfes algébrica e matricial ou se eles
conseguem relacionar tais representacdes as resoluc¢des visuais, ou 0 que o autor
intitula de pensamento corporificado.

Dentre as respostas destacadas pelo autor, foi evidenciada a relagao
estabelecida com as representacfes algébrica e matricial, sempre envolvendo

- -3 3
maltiplos como {4},(—1):{

}. No entanto, ocasionalmente, um comentario

-3 3
geométrico foi estabelecido, como por exemplo, {4 }e { 4} sdo multiplos um do
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outro em dire¢cdes opostas. Em outros comentérios, foram retomadas as ideias de
vetores linearmente independentes. Assim, 0 autor acrescenta que as ideias
corporificadas nas aulas consideradas tradicionais pouco enfatizam o pensamento

geometrico.

Embora alguns alunos estivessem respondendo de uma maneira ndo
geométrica, isto é claro que nao significa que eles ndo sdo capazes
de pensar geometricamente. No entanto, é provavel que, neste caso,
ideias tradicionalmente corporificadas ndo foram enfatizadas como
tal nas aulas®* (STEWART,2008, p. 211).

Em outra resposta, o estudante revelou pensamentos similares a de seus
colegas a respeito do multiplo escalar (-1), porém, com um esquema mais completo
destacado na percepcéo da possibilidade de infinitos autovetores.

Os resultados gerais da questdo 6 evidenciaram que poucos estudantes
conseguiram estabelecer conexdes e ver o fato de que qualquer multiplo escalar de
um autovetor é também um autovetor e que ha infinitos autovetores para todo
autovetor. Portanto, a tarefa de encontrar os autovetores sempre foi efetuada pelos
estudantes, porém a compreensdo conceitual e explicacdes sobre os resultados nem

sempre foram enfatizadas nas aulas.
Problema Processo-Objeto-

Stewart (2008) assume como hipétese de que ha uma possivel concepcao
processo-objeto relacionada a equacdo Ax=A.x, no sentido de que ambos os
membros da equacdo representam processos distintos e que devem ser
encapsulados, para que sejam estabelecidos objetos matematicos equivalentes.
Assim, no lado esquerdo da equacdo, temos uma matriz que deve ser multiplicada
por um vetor e, no lado direito, o processo de multiplicar um vetor por um mdltiplo
escalar, resultando em um mesmo vetor como objeto final. O autor acrescenta que

essa relacéo pode criar um obstaculo ao pensamento do estudante.

® Traducao nossa: Although some students were answering in a non-geometric manner, this does not
of course, mean that they definitely were not able to think geometrically. However, this is likely in this
case, as traditionally embodied ideas were not emphasised as such in the lectures.
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Dentre as questdes destacadas pelo autor, a questdo 7 buscou evidenciar,
como a perspectiva do estudante nessa mudanca da equacao pode influenciar sua
habilidade ao respondé-la.

Durante sua resolucdo, uma resposta ndo revelou a natureza da matriz
identidade, contudo o aluno fez comentarios a respeito dela em (A-A.1)v=0: Note
o uso de | aqui®® (STEWART, 2008, p. 214).

Para a realizacdo desta analise, Stewart apresentou a definicdo dada no livro-

texto adotado pela instituicéo:

Figura 25 - Definicdo de Autovalor e Autovetor

Definicdo 6.2 Dada uma matriA quadrada de ordem x n,
podemos as vezes encontrar um vetor ndo-nutoR! e um
escalar corresponderitetal que Av=Av.

Chamamos qualquer vetor ndo-nwo que satisfaz (6.4) d
autovetor de A, e o correspondente esdalan autovalor.

A equacao matricial pode ser reescfife—A.l)v= . 0O

A maneira mais direta de encontrar os autovalogasnaa matriz
A de ordemn x n € reescrever a equacddx=A.l.x, ou

equivalentemente, com@l.l - A).x= .0

Fonte: Adaptado de Stewart (2008, p. 215)

Dentre os 42 alunos entrevistados, 13 ndo entenderam o que era |, de onde
veio e qual seu papel na equagéo, trés nao notaram ou ignoraram a matriz
identidade ou, simplesmente, inseriram-na no final da linha sem fazer qualquer
mencéao a ela. Contudo, quatro estudantes notaram e tentaram justificar a existéncia
da matriz identidade na equacdo. Os resultados evidenciaram que essa passagem

realizada no mundo simbdlico algébrico, de Ax=A.x para (A-A.1).x=0 nado foi

percebida por muitos estudantes.

62 Traducgdo nossa: note the use of | here.
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Stewart (2008) acrescenta que os livros-texto ou apostilas dos cursos tendem
a mover o foco da atencao para A.I em lugar de 1.x.

Em outro momento, foi solicitado aos estudantes que desenhassem um mapa
conceitual a respeito de suas compreensfes de autovalores e autovetores. Na
andlise do pesquisador, foi perceptivel que ndo houve nem, remotamente, a relacao
com a representacdo geomeétrica. A figura seguinte mostra um exemplo tipico de um

mapa conceitual e outro bastante raro, na visdo do autor.

Figura 26 - Mapas Conceituais de Autovalores e Autovetores dos estudantes 23-28
(Esquerda) e 23-30 (Direita).

Av=AV
Resolver (Ail).v=0 1 Resolver |Akl|=0
Matriz

Forma Quadratica

Autovalor Simétrica

Fonte: Adaptado de Stewart (2008, p. 218)



214

Dos 42 estudantes participantes, quando questionados a respeito do termo
autovetor, a maioria referiu-se a parte procedimental da definicdo (A.x=A.x). Os
resultados evidenciaram dificuldades em encontrar os autovetores e autovalores
(que foram chamados pelo autor de manipulagdes acdo-simbdlico-
matriz) ®® (STEWART, 2008, p. 218). JaA os problemas conceituais-objeto ®*
(STEWART, 2008, p. 218) apontados nas questdes 3 e 4 revelaram uma falta de
compreensao dos estudantes. Na questdo 5, houve grande dificuldade dos alunos
para justificar suas respostas, quanto ao fato de relacionar os autovetores dados
com a matriz de ordem 2x2.

Stewart (2008, p. 218) também revela a dificuldade que os alunos
apresentaram ao considerarem que qualquer multiplo escalar de um autovetor
também é um autovetor (tal discussao foi realizada na questédo 6). Esta passagem, o
autor chamou de visdo processo-simbélico-matriz®.

Em outro resultado, o autor apresentou que a progressdao do mundo
algébrico-simbdlico de A.x = A.x para (A — A.l).x = 0 ndo é facilmente perceptivel por
muitos estudantes que tiveram grande dificuldade em trabalhar com processos

diferentes na primeira equacéo, e outros ndo identificaram a que a matriz | referia-se.

Umav possivel dificuldade processofobjeto-com A.x=A. x

No estudo do conceito de autovalor e autovetor, Stewart (2008) assumiu
como hipotese que alguns estudantes tém dificuldades com a representacéo
simbdlica dos conceitos relacionados a equacdo A.x = Ax.Tal tensdo pode ser
percebida, quando ambos os membros da equacdo apontam para diferentes
processos, porém devem ser encapsulados para formar o mesmo objeto matematico.
Acrescenta que essa compreensdo é parte crucial da definicAo do conceito de
autovetor. E evidente que tal conflito s6 fica claro pelos alunos, quando sio
confrontados pela discusséo, pois caso contrario parece passar despercebido.

A passagem do mundo simbolico-algébrico de A.x = A.x para (A — Al).x néo foi
de facil compreenséo aos estudantes. O autor citado considera que 0s cursos de

Algebra Linear n&o enfatizam claramente o fato de que I.x = x. Assim, | € uma matriz

% Tradugdo nossa: action-simbolic-matrix manipulations.
® Traducao nossa: conceptual-object problems.
65 Traducgdo nossa: process-symbolic-matrix.
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nxn usada no processo e que sera multiplicada pelo vetor x e ndo por A, resultando
em |.x = X. Temos, portanto, A.l # A e A.L.x = A.x.

As entrevistas confirmaram que a maioria dos estudantes ndo sabia o papel
da matriz identidade na equacdo A.x = A.X, contudo estes esforcaram-se em
compreendé-lo.

Stewart (2008) apresenta os dados de sua pesquisa resumidos no Quadro 5.
O autor afirma que tal apresentacdo permitira uma visdo mais abrangente do
conceito aos professores e pesquisadores. Assumimos que nossa analise sera

baseada nos dados do mesmo.
Principais ideias definidas por Stewart (2008)

Quadro 5 - Teoria APOS e Os Trés Mundos para Autovalores e Autovetores de acordo com
Stewart (2008)

Mundo Simbdlico
- Mundo Mundo
e Representacao Representacao
Corporificado o N Formal
Algébrica Matricial
Pode aplicar uma Pode simplificar Pode encontrar
transformacdo | A.x =A.xpara 0s autovalores e
especifica e _ autovetores da
multiplicar por g’?n_;)'(g'r);_%em 1 2
um escalar es ecificc? ara matriz .
especifico engontrar ops 3 4
Acao
¢ autovetores. Pode encontrar
uma base de um
@ autoespaco.
3
4
Pode aplicar uma Pode verificar que| Pode compreender Pode se relacionar
transformacéo e | ha infinitos gue cada multiplo| a uma base de um
apresenta-la em| autovetores escalar de um autoespaco. Um
como caso geral] associados a um | autovetor é autoespaco
autovalor. também um consiste no vetor
Av " Compreende o autovetor. nulo e todos os
Processo processo vetores
_ linearmente
(A —2.1).x=0 independentes.
(realiza a
operacad.x =Xx)
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oS Mundo Mundo Simbdlico Mundo
Corporificado Represer-nagao Repres-ehtagao Formal
Algébrica Matricial
Vetores que sdo| Compreende que Compreende a
transformados | paraA.x =1.xde definicdo de
. por uma matriz e/ cada lado da autovetores e
Objeto esticados ou equagcao o objeto autovalores.
contraidos na final € um vetor.
mesma direcao
por um escalar.

Adaptado de Stewart (2008, p. 99)

6.5 Ay concepcdes (acio-processo-objeto-esquema) de acordo-com
Trigueroy et al.(2012)

Nesta se¢do, temos por base o Projeto n° 62375 de investigacdo em Ciéncias
Basicas do Departamento de Matematica do Instituto Tecnologico do México e da
Associacdo Mexicana de Cultura A. C., intitulado Desenvolvimento de Modelos de
Aplicacdo dos conceitos de Algebra Linear para a aprendizagem significativa. Tal
projeto visa a expor contetdos especificos da disciplina Algebra Linear e modelos
relacionados as aplicacbes desses conteudos, dentre eles: Espacos Vetoriais
(Modelo da Teoria dos Caodigos), Transformacdes Lineares (Modelo do Ciclista) e
Autovalores e Autovetores (Modelo de Emprego e Desemprego). Todos os exemplos
apresentados sdo fundamentados na Teoria APOS e expdem suas decomposi¢cdes
genéticas com os modelos aplicados.

Assim, propomo-nos a analisar o discurso dos alunos participantes de nossa
pesquisa com base nas categorias e/ou classificagdes estabelecidas pelo projeto na
construcdo do objeto matematico Autovalor e Autovetor.

Seguimos com a apresentacdo do problema e etapas desenvolvidas no

projeto.

O problema exposto-

Em uma economia, ha certo nimero de pessoas empregadas e
algum numero de pessoas desempregadas num momento especifico.
A soma das pessoas empregadas e as desempregadas sao
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consideradas a forca de trabalho da economia que pode ser
considerada constante. Considera-se a probabilidade de que uma
pessoa desempregada encontre trabalho em qualquer momento
dado e a probabilidade de que uma pessoa empregada continue
empregada nesse momento.

a) Encontre um modelo que descreva a dindmica do emprego.

De acordo com esse modelo, o que é esperado para acontecer a
longo prazo com 0 ndmero de pessoas ocupadas € 0 numero de
pessoas desempregadas? *® (TRIGUEROS et al., 2012, p. 173).

A busca da solucao é dividida pelos pesquisadores em quatro fases, a saber:

Fase 1: Exploracédo e primeiras aproximacfes com a solucéo: nessa fase, o
problema é apresentado aos alunos, e as duvidas sédo exploradas e explicadas.
Pretende-se encontrar estratégias baseadas na solu¢cdo do modelo dindmico de
populacdes, ocorrendo a intervencéo do professor, para que, com o0s alunos, possa

eleger o modelo que pareca mais pertinente;

Fase 2: Busca da solugcdo: com base na apresentacdo da equacao de
diferencas, o professor questiona os alunos sobre o que é esperado da solucdo. A
atencao é direcionada a solucéo de uma funcéo discreta que descreva a variacao do
emprego e desemprego em relacdo ao tempo transcorrido. Nessa fase, o professor
intervém proporcionando aos alunos valores especificos aos parametros do modelo

e sugere que escrevam o sistema usando notagcdo matricial. A solugdo do tipo
v — AtHLLT A : x4
Xk+1 = A"".X, € proposta pelos alunos. O professor questiona se essa solugédo é

pertinente e se no lugar da poténcia de matrizes poderia ter sido usado um escalar.
Os conhecimentos prévios e as relacdes entre eles sdo estabelecidas pelos alunos,
chegando ao polinbmio caracteristico e suas possiveis familias de solu¢des do
modelo com os parametros dados. Nessa fase, ja € possivel que se discuta qual o

espaco gerado pelas solu¢des encontradas e qual € sua representacdo geométrica;

66 Traducéo nossa: En una economia se tiene un cierto nimero de personas empleadas y un cierto
namero de personas desempleadas en tiempo especifico. La suma de las personas empleadas y las
desempleadas se considera la fuerza laboral de La economia que puede considerarse que se
mantiene constante. Si se considera La probabilidad de que una persona desempleada encuentre
trabajo en cualquier momento dado y la probabilidad de que una persona empleada continué
empleada en ese momento. a) Encuentra un modelo que describa la dinamica del empleo. b) De
acuerdo a este modelo ¢Qué se esperaria que pasara al largo plazo con el nimero de personas
empleadas y el nUmero de personas desempleadas?
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Fase 3: Construcdo da solucdo geral do problema. Principio da Superposic¢ao:
o professor discute sobre qual das solugdes encontradas é melhor para o problema.
Em seguida, é apresentada a possibilidade de formar uma combinacéo linear das
solucbes encontradas, e se esta combinac&o € solucéo do sistema. E discutido se as
solugbes sao linearmente independentes, e 0 que gera o conjunto formado pelas

solugdes apresentadas; e

Fase 4: Formalizacdo da solucdo em termos de Autovalores e Autovetores e
sua representacdo geométrica: é possivel que se discuta o comportamento a longo
prazo da solugcéo dos modelos e sejam estabelecidas as relagbes entre os conceitos

de Autovalor, Autovetor e Autoespaco e os conceitos de Base e Dimensao.
A solucdo-do-problemav

O sistema que descreve a dinamica da situacao é apresentado:

{ X1 = GX + Py,

em que p e g sdo parametros do sistema.
Yie1 = (1_ q)xt + (1_ p)yt

. . 1 1, ..
Assumindo valores quaisquer para p e g, por exemplo, p :5 eq =§’ € obtido

0 sistema :

:1 +1
X1 = 5% 3'yt

Ll )

1
Your = (1‘5)9({ + (1‘:—3)-)4

Nesse momento, o professor intervém, para que se estabeleca a notacao

matricial do sistema anterior:

11
i i
yt+1 l E yt
2 3
ou
X[+1 = AZ (l)

Novamente, h& a intervencdo do professor que propde que a equacao (1) seja

escrita na forma x,, =A*v e, portanto, x = Av.
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Apés a demonstracdo, os autores expdem que Z:/]‘ Y para A =0€ 0 mesmo
que Av-Av=0 ou (A-A.1)v=0, chegando a equacio de diferencas.

Para tanto, A e vprecisam cumprir com a equacado anterior. E necessario que

0 sistema apresente solugdo multipla para ||A-Al |FO.

1
A partir do determinante 2 1 2 3 |, sdo encontrados os autovalores A =1
- ==/
2 3

1 Lo L . R
e A =5 O préximo passo € encontrar os autovetores associados a A, e A,.

A substituicdo de A, =1 em

1, 1

2 3.Xl=0:>
2_4ly] |O
3

1 1
—— + = :O
5%t 3N

N

=
11

Exl §y1—0
y:E :>\_/:( E j
1 2-X1 X1’2X1

permite chegar a uma infinidade de solugbes e todas geram uma linha reta. Assim,

os alunos conseguem identificar uma familia de vetores associados a A . De
maneira analoga, encontram os autovetores associados a A, e reconhecem também

a infinidade de solugcbes. Para a interpretacdo da solugcéo encontrada, basta que

: — 1
elejam apenas um autovetor. Para A, =1, tem-se o autovetor v, = (23) e para A, :E’

0 autovetor v_2 = (L-1). Cada vetor corresponde a apenas uma possivel solugéo.

Os alunos reconhecem a representacdo geométrica para estabelecer o
: L 1 . . :
conceito de espago-proprio para A =1e A, :E' Em seguida, é pedido aos alunos

que elejam outras condi¢cdes iniciais, para que os valores sejam representados

graficamente e seja analisado o comportamento das solu¢des encontradas.
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Figura 27 - Representacdo Geométrica

Espaco y
proprio=reta Espago
Autovalor =1/6 proprio=reta

Autovalor = 1

v

Fonte: Adaptado de Trigueros et al. (2012, p. 178)

Assim, se v, e V,sé0 vetores proprios de uma matriz A, associados a seus
autovalores, a combinagéo deles também é solug&o: x, =c.A' i +C,.A2v2.

S&o assumidos valores quaisquer para Vl e v, acarretando a discussao entre
os alunos do significado do comportamento da solugéo a longo prazo. Portanto, a
equagdo x =c.A'vi+c,A.v. é utiizada para interpretar os resultados, quando

t - . Podemos concluir que, quando t —» «a solugcdo, ndo mais dependerd das
condicdes iniciais.

Assim, como o Quadro 5 exposto por Stewart (2008), apresentamos, a seguir,
o Quadro 6 que, de maneira resumida, podera auxiliar professores e pesquisadores
na identificacdo das caracteristicas que evidenciam as concepc¢des, reveladas na
Teoria APOS. Assumimos que tais caracteristicas serdo consideradas em nossa

andlise.
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Quadro 6 - As principais ideias a respeito das concepg¢des agao-processo-objeto-esquema de acordo com Trigueros et al.

(2012)

Concepcao agao

Concepgédo processo

Concepcéao objeto

Concepcéo
esquema

Multiplicar uma matriz
por um vetor qualquer

Multiplicar um escalar

qualquer pelo mesmo

vetor.

Formar uma igualdadelnteriorizacdo das Formar a equacao
com as expressoeacodes anteriorel vetorial para qualquer

Av=Av = (A-Al)v

em processos e qu
se coordenam n
processo de

o)

Iematriz dada.

Solucionar o Sistema deg
Equacdes

Determinar quais
caracteristicas devem
cumprir o escalar e a
matriz, para que a
equacao tenha um
conjunto solucédo que
contenha mdltiplas
solucdes.
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Concepcao acao

Concepgao processo

Concepcao objeto

Concepcao
esquema

Repetir o0 processo
anterior, para que se
determine a
multiplicidade algébrica
e geométrica das
solugdes.

Encapsulacédo d
processo
anterior para
determinar

lo Autovalor de uma
matriz dada

Interpretar o significado
algébrico da equacéo

AV =1V

Converter a equagao

A.v =1.vao registro
geométrico.

Interpretar a equacgao

A.v = A.vem termos de
vetores paralelos.

Verificar se um ndmero
dado é um autovalor de
uma matriz dada.

Interiorizacéo da
acao anterior no
processo de

Encontrar os autovalores
da matriz.

Resolucéo do sistema de

equacoes que
determinara o conjunto
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Concepcao acao

Concepgao processo

Concepcao objeto

Concepcao
esquema

solucéo.

Determinar a
independéncia linear do
vetores do conjunto
solucéo.

UJ

Encontrar os autovetores

associados aos
autovalores de uma
matriz.

Calcular o determinante
para obter um polindbmio
caracteristico.

Identificar as condi¢Oes
de existéncia das
solugbes dessa equacaqg
a solucéo da equacéao
caracteristica.

Encontrar o espacgo-nulg
de uma matriz.

Identificar a equivaléncia
das condicdes
encontradas

2

anteriormente e o0 espago

nulo de uma matriz.

Encontrar o espago gerac
pelos autovetores
associados a determinad

Idnteriorizacdo da
acao anterior no
D

Encontrar o espaco
gerado pelos autovetore

pDeterminar o

Encapsulacao d¢
Sprocesso anteri

rautoespaco de uma
matriz com base no
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Concepcao acao

Concepgao processo

Concepcao objeto

Concepcao
esquema

autovalor.

processo de

de uma matriz.

para

estedoas
propriedades e de sua
representacao
geométrica, quando
possivel.

Autovetores

Autovalores

Determinar os
Autovalores,
Autovetores e
Autoespaco com
base em suas
propriedades.
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6.6 A decomposicdo genética do-objeto- matemdtico- autovalor e
autovetor de nossa tese

6.6.1 Questses trabalhadas e seus objetivos

A proposta de aplicacdo das quatro questbes que seguem aos alunos
voluntérios visa identificar elementos que possam responder nossa questdo de

pesquisa apresentada na Introducéo desta tese. Séo elas:

Questdo 1: Qual o papel das disciplinas matematicas em sua formagéo
académica e/ou profissional?
Objetivo da questdo: identificar a relevancia das disciplinas matematicas na

formacéo académica e profissional atribuida pelos alunos da Engenharia.

Questdo 2. Vocé consegue identificar os parametros em ambas as
equacbes?

Objetivo da questdo: pretende-se encontrar as estratégias baseadas na
solugdo de um sistema dinamico de crescimento populacional e identificar se os

alunos reconhecem quais sédo os parametros expostos pelo sistema dado.

Questdo 3. Quais 0s objetos matematicos relacionados ao objeto autovalor e
autovetor?

Objetivo da questdo: discutir os objetos matematicos relacionados ao
conceito de autovalor e autovetor, dentre eles, equagdo caracteristica, polindmio

caracteristico, equacao de diferencas, autoespaco vetorial e combinacgéo linear.

Questdo 4. O que se entende por crescimento assintotico do sistema?
Objetivo da questdo: permitir que se discuta o comportamento a longo prazo
das solugbes encontradas e que sejam estabelecidas as relagbes entre os conceitos

de autovalor, autovetor, autoespaco e base de um espaco vetorial.
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6.6.2 Construcio- da solucdo- geral do-problemar

De volta ao problema, a pesquisadora podera iniciar uma discussdo sobre
sistemas dinamicos discretos. Tal discussao sO podera ser apresentada aos alunos,
caso encontrem a solucdo. Ressaltamos que a solucdo seguinte do problema é

apresentada no livro Algebra Linear e suas Aplicacdes, descrito neste trabalho.

6.6.2.1 A solucdo-

Quando p=0,104, os autovalores da matriz de coeficientes A para
Oy.1 = (09)0 + (04 R,
R = =PO + @R,

sao A1=1,02 e A,=0,58. Os autovetores sdo

a1

Um Xp inicial pode ser escrito como Xp = C1V1+ CoV2. Entéo, para K20,
10 5
=¢, (102" +¢, (058"
« =09

Quando K - @ (0,58)¢ rapido se aproxima de zero. Suponha que c1>0.
Entdo, para todo K bastante grande, xx é, aproximadamente, igual a c(1,02)“v; e
escrevemos

[10
X, =G (102) [13} (1)

A aproximacdo em (1) melhora & medida que K cresce e, assim, para valores
grandes de K,

X =G, (lOZ)KEﬂ = 002, (lOZ)KEﬂ = 102x, @

A aproximacao em (2) diz que, por fim, as duas componentes de xx (0S
numeros de corujas e de ratos) crescem por um fator de aproximadamente 1,02 por
més, uma taxa mensal de crescimento de 2%. Por (1), Xk € aproximadamente um
multiplo de (10,13), de modo que as componentes de Xk, estdo proximas na razao
de 10 para 13. Ou seja, para cada 10 corujas, existem cerca de 13 mil ratos

(LAY,1999, p. 311).
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Figura 28 - Representacdo Geométrica do problema proposto
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Fonte: Representacdo geométrica dos autovetores associados

A representacdo geomeétrica exposta na Figura 28 expde o0s autovetores
associados aos autovalores A; = 1,02 e A, = 0,58.

Consideramos que representacdes geomeétricas permitem que haja a
construcdo de uma imagem mental do objeto matematico em estudo, como a
evidéncia da existéncia de infinitos autovetores associados a cada autovalor
encontrado.

No proximo capitulo, sera apresentada a Analise da Investigacdo pautada nos
aportes teoricos descritos. Evidenciaremos os discursos dos alunos participantes da
investigacao, repletos de reflexbes a respeito de suas experiéncias académicas e
profissionais, as conjecturas expostas sobre tema Sistema Dinamico, além da

evidéncia de relacdes com demais disciplinas da graduacéo em Engenharia.
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Capitulo-7 - Andlise da ivwestigacio-

—>

Neste capitulo serd discutida a analise da investigacdo em relacdo aos
primeiros sujeitos: (i) os alunos que concluiram a disciplina Algebra Linear, porém
ainda ndo se depararam com as especificidades do curso e em relagdo aos
segundos sujeitos: (ii) aqueles que estavam em fase de concluséo do curso e que ja
se depararam com a maioria das disciplinas de formacéo especifica, de ambos os
estudos de caso. Nessa fase, foi apresentada a proposicdo de um problema aos
estudantes, cujo objeto matematico autovalor e autovetor é trabalhado na anélise de
um sistema dindmico discreto de crescimento populacional. Apés a decomposicao
genética estabelecida em nossa analise, sera possivel identificar as diferentes
estruturas cognitivas que se formam na mente matematica dos sujeitos investigados.

Assim, a analise final devera considerar as diferentes concepcfes dos
estudantes (acdo, processo, objeto e esquema) frente ao objeto matematico
autovalor e autovetor, de acordo com as ideias de Stewart (2008) e Trigueros et al.
(2012) e os conceitos imagem e definicdo relacionados ao objeto em estudo,

conforme as ideias de Vinner (1991) e Domingos (2003).

7.1 Estudo-de Caso-I - Primeira fase

Para introducdo a andlise dos resultados obtidos no Estudo de Caso |,
apresentamos uma breve explanagédo encontrada no prefacio do livro-texto utilizado
pelos alunos participantes da disciplina de Algebra Linear.

Os autores descrevem a Algebra Linear, como uma disciplina de faceta
elegante e abstrata e que favorece o desenvolvimento do pensamento e sua
expressdo. No Prefacio do livro, esclarecem que a Algebra Linear € Gtil para o
profissional atuante nas ciéncias exatas ou o pesquisador na maioria das areas de
Matematica Pura ou Aplicada; os autores citam algumas aplicacdes pertinentes ao
mundo tecnologico moderno, como sistemas multivariaveis complexos e
computacionais. As aplicacbes evidenciadas, desde o inicio do livro para o
estudante da disciplina, destacam varias areas de conhecimento, como a Teoria dos
Grafos, muito Gtil na Matematica, nas Ciéncias Sociais e Ciéncia da Computacéo; a

Computacdo Gréfica (transformacgdes do plano 2-D e transformagfes do espago 3-
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D); os Circuitos Elétricos com as Leis de Kirchoff ou as Cadeias de Markov, com
modelos estatisticos e matrizes de probabilidades. Acrescentam outras interessantes
aplicacdes que visam a incentivar seus leitores no estudo da disciplina.

Relacionam as defini¢cdes, teoremas e demonstracdes apresentadas no livro
como boas ferramentas de comunicagdo e que seu aprendizado contribui para o
desenvolvimento das estruturas cognitivas daquele que a apreende, e que
ultrapassa os limites de simplesmente resolver tecnicamente o0s problemas

apresentados.

Uma coisa importante que se pode aprender com as defini¢des,
teoremas e demonstracfes apresentadas nesta disciplina (assim
como em outras que pertencem a matematica pura) € a maneira de
pensar e expressar-se claramente, para evitar enganos e
interpretacdes equivocadas. O aprendizado da A&lgebra linear
contribui para a formacdo de uma estrutura cognitiva, e na pratica
esse aprendizado é mais importante do que o ferramental técnico
que possa ser adquirido (LORETO; LORETO Jr.; SILVA, 2011,
Prefécio).

Em nossa anélise, foram consideradas as concepcdes acao-processo-objeto-
esquema, conforme a Teoria APOS, evidenciadas no estudo dos trabalhos de
Stewart (2008) e Trigueros et al. (2012) e os conceitos imagem e definicdo, de
acordo com os estudos de Vinner (1991) e Domingos (2003).

Assim, um de nossos objetivos foi refletir sobre uma experiéncia matematica
ligada a solucdo de problemas nao triviais, como o apresentado que permitiu-nos
pensar a respeito dos aspectos abstratos inerentes ao Pensamento Matematico
Avancado. Para tanto, destacamos 0s objetos matematicos envolvidos, 0s processos,
a traducdo entre as representacdes, as propriedades e o pensamento proceitual
destacado pelos alunos durante a resolugdo do problema.

Os resultados de nossa analise descrevem o pensamento de trés estudantes
do 3°. ciclo (ou semestre) de um curso de Engenharia de uma instituicdo de ensino
privada do Estado de Sdo Paulo. Duas entrevistas foram realizadas no campus da
instituicdo e a terceira no campus de nosso Programa, entre maio e julho de 2013,
com a presenca da pesquisadora e de um entrevistado e tiveram a duracao de,
aproximadamente, 3 horas. Apés explicacdo dos objetivos da pesquisa, colhnemos as

assinaturas para autorizacédo de divulgacédo e gravacao em audio. Para a resolucéo
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do problema foi permitida a consulta de seus apontamentos realizados em aula ou
quaisquer outros materiais que julgassem necessarios.

Nos dialogos apresentados, evidenciamos 0s principais obstaculos
enfrentados pelos estudantes durante o estudo do conceito de Autovalor e Autovetor.
Mas, destacamos o interesse dos mesmos pelo aprofundamento de seu estudo.

Conforme o discurso dos alunos, a apresentacao do tema pelo professor em

aula ocorreu pautada na definicdo formal do conceito dado pelo livro-texto,

Definicdo: Seja V um espaco vetorial sobre Re T : V 2V um operador linear. O
vetor ndo nulo v L1V é chamado de vetor préprio do operador linear T se [A IR |
T(v) = Av. O nimero A (real ou complexo) é o valor préprio associado ao vetor
proprio v. Nos casos particulares em que V = R? ou V = R®, os vetores proprios
de um operador linear T podem ser entendidos como aqueles vetores v cuja
imagem T(v) é paralela ao vetor v.

> T(v

#Vl

(LORETO; LORETO JR.; SILVA, 2011, p. 146)

como as manipulacdes algébricas e representacdes matriciais, como por exemplo, a
transformacdo de T(v)=Av para (T-Al )v=0, em que I, (v)=v é o operador
identidade. A inter-relacéo entre os conceitos: escalar, vetor, autovalor e autovetor e
suas representacdes algébrica, matricial e geométrica sdo importantes e nao sao,
necessariamente, automaticas. Defendemos as ideias de Stewart (2008) que cita
que as manipulacdes simbdlicas sdo necessérias para que os alunos adquiram uma
nocao intuitiva dos conceitos em estudo.

Conforme Dreyfus (1991), a Teoria APOS surge com a proposta de expandir
a aprendizagem matematica em contextos que se estendam ao Pensamento
Matematico Avancado.

Na analise, percebemos que os alunos buscam por um novo enfoque de
ensino da Algebra Linear e valorizam seu estudo. A mudanca de foco deve
considerar ideias conceituais mais que procedimentais, evidenciando as relacdes
que se estabelecem entre as disciplinas da graduacao.

Identificamos nos discursos dos alunos, respostas pertinentes a Questao 1 :
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Aluno 2: Algebra Linear € uma matéria divertida. No livro, tem muitas
equacodes, todas tratadas por matrizes. E o professor ja joga tudo nas
equacdes e resolve tudo por equacdes. O professor nunca citou as
aplicacdes que estdo nos livros. Ele s6 dizia assim, tem 0s exercicios
e aplica as férmulas nos exercicios. Ele até tentava falar no que a
gente ia usar. Eu lembro que um dia ele falou sobre espectrébmetro,
medidor de temperatura, fluxo de temperatura para saber se a
méaquina estd em uma temperatura ideal, se o gerador esta
trabalhando na temperatura, na poténcia muito acima da que é
permitida. Entdo, s6 com esses aparelhos vocé consegue medir e
saber se a maquina esta trabalhando bem.

E perceptivel que, embora existam problemas de aplicacdo no livro-texto

adotado pela instituicéo, eles ndo foram apresentados aos alunos.

Além disso, de acordo com o relato do Aluno 2, o professor limitou-se as

manipulacdes algébricas e matriciais e pouco as representacfes geomeétricas.

Outra observacéo interessante foi apresentada pelo Aluno 1, ao discorrer

sobre 0os comentarios feitos por colegas que concluiram a disciplina:

Aluno 1: Mas, a gente escuta muito preconceito, pelos que os alunos
falam, pelos meus amigos veteranos, porque eles sempre falam que
vocé ndo vai usar a Algebra Linear para nada. Os professores de
Elétrica ainda ndo usaram muito a Algebra Linear, no sentido de
pegar a parte tedrica e transforma-la na aplicagdo estudada. Tem
muita coisa que a gente poderia aprender de um método diferente,
mas nao sei porque ndo da. No livro-texto de Circuitos Elétricos, tem
bastante coisa. Tém matrizes aos montes, mas o professor nao trata
de matrizes, ele trata por outro método. Os exercicios passados em
aula sO apresentam 0S numeros praticamente. Nao importa o
enunciado, tanto que nas provas eu mal olhava o enunciado. Eu sé
olhava o0s nimeros e j4 sabia 0 que colocar.

O Aluno 3 também fez suas consideracdes a respeito da disciplina:

Aluno 3: A maioria das pessoas sO sabe decorar a resolugcao do
exercicio, elas ndo sabem pensar. Eu acho que os alunos ainda néo
tém uma maturidade para isso. O engenheiro tem que saber pensar
e resolver problemas. Eu acho que alguns professores ndo buscam
incentivar o raciocinio dos alunos com outras coisas. Ndo mostram
muita coisa, além do normal da matéria e, ai, quando cai uma coisa
gue vai além, as pessoas estranham. Nao ha exploracdo dessa parte
(problemas como o apresentado). Sei que é muito importante. Mas,
vai da iniciativa dos alunos, eles tém que correr atras. Mas, se 0s
professores ndo mostram os caminhos possiveis, acho que fica mais
dificil ainda para os alunos.
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Quando questionados a respeito dos exemplos e problemas propostos nos
livros-texto inseridos nas referéncias bibliograficas basicas e complementares da

disciplina o Aluno 1 cita:

Aluno 1: Nés nunca usamos esse livro (sobre o livro de David Lay).

Para a realizacdo da decomposicdo genética, consideramos as principais
ideias de Stewart (2008), a respeito das concepcdes acdo-processo-objeto-esquema
apresentadas pelos alunos entrevistados em sua pesquisa. Elas foram apresentadas
no Capitulo 6 desta tese. Relembremo-nos delas:

(@ Concepcao-acdo : restringe-se a encontrar 0s autovalores e
autovetores associados. O aluno pode aplicar uma transformacdo especifica e
multiplicar o vetor por um escalar especifico. Quanto a representacdo algébrica &
possivel que o aluno simplifique A.x = A.x para (A - Al).x=0.

Para tanto, os alunos encontram na proposicdo 68 do livro-texto a
fundamentacdo para o célculo do determinante: Se v L1V € um vetor proprio de V,
entdo o determinante de (T — Al) € nulo (LORETO; LORETO JR.; SILVA., 2011, p.
147). As proposicdes 65, 66 e 67 antecedem proposicao 68 e sdo encontradas no
Anexo J desta pesquisa.

O célculo de determinante fornece o polindmio caracteristico generalizado
dado por: P(A) = A" + aiA™ + apA™? + ... + apaA + ao.

A definicdo do polindbmio caracteristico € apresentada a seguir:

Seja V um espaco vetorial sobre R e T: V - V um operador linear.
Impondo a condicao de que o determinante de T — Al € nulo obtém-
se um polinbmio P(A) de grau n, chamado de polinémio
caracteristico associado ao operador linear T:

P(A) =A"+ alAn'l + azAn'Z + ...+ aA + ag. (LORETO, LORETO JR.;
SILVA., 2011, p. 147)

Temos que as raizes do polinbmio caracteristico P (A) sdo os autovalores do
operador linear T. Apds o célculo dos autovalores, sdo encontrados os autovetores

associados.

Portanto, quando o aluno apresenta a concepcao-acdo de determinado
conceito matematico ele esta limitado as técnicas de resolucédo conhecidas e ainda

nao estabelece relagbes entre os demais conceitos envolvidos.
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(b)  Concepcgdo-processo : € possivel que o aluno realize transformacdes
e apresente 0s vetores como caso geral. Os alunos podem perceber que ha infinitos
autovetores associados ao autovalor e compreender o processo de encontra-los com
base em uma matriz A qualquer. Assim, come¢am a estabelecer conexfes com
outros exemplos, situacdes e contextos e deparam-se com possiveis representacdes
do objeto matematico. E possivel identificar que ha infinitos autovetores associados
a um autovalor e compreender o processo (A — Al).x = 0. O aluno tem a
compreensao de autoespaco vetorial que consiste no vetor nulo e todos os vetores
linearmente independentes e de base de um autoespaco.

(©) Concepcao-objeto : os vetores sao transformados por uma matriz e
esticados ou contraidos na mesma direcdo por um escalar. O aluno entende os
efeitos da multiplicacéo pela matriz A em relacdo aos vetores.

O aluno compreende que ambos os membros da equacdo AX = AX
representam processos distintos e que devem ser encapsulados, para que sejam
estabelecidos objetos matematicos equivalentes, ou seja, o objeto final € um vetor.

O aluno compreende a definicdo de autovalores e autovetores e torna-se
consciente do processo como totalidade, tendo a capacidade de realizar acdes
sobre o objeto e relacionar suas propriedades.

(d)  Concepcao-esquema : 0os conceitos envolvidos no desenvolvimento do
problema s&o relacionados, compreendidos e generalizados em diferentes
contextos, formando uma referéncia bem articulada na mente do individuo.

Iniciamos a leitura do problema ou do instrumento diagndstico em conjunto e
a exposicdo de nossa Questdao 2. Apresentamos as respostas orais e escritas dos
estudantes que se intercalam. Em alguns casos, foi perceptivel que o aluno optou
em escrever e, em outros, discutir verbalmente os resultados. Contudo,
evidenciaremos que em alguns momentos, suas respostas orais nem sempre
coincidem com o que é exposto de maneira escrita na resolucdo do problema.
Consideramos que essa divergéncia pode ser atribuida ao aprofundamento da

discusséo que foi estabelecida durante a resolucdo do problema proposto.

Aluno 1: O 0,5 significa que apenas metade das corujas sobrevive
sem os ratos a cada més.
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Figura 29 - Resposta da Quest&o 2 pelo Aluno 1
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Aluno 2: O paradmetro 0,5 significa que ... (reflexdo do aluno) O
termo 0,4 quer dizer que a populacéo final de corujas sera igual a
metade da populacédo inicial (que é o 0,5), somada com 40% da
populacdo de ratos que sdo alimentos das corujas. Esse é o
resultado de Oy.;. Agora de Ry:1: A equacdo que representa o
nimero de ratos no instante K+1, sem influéncia do nimero de
corujas, a populacdo de ratos cresce 10%. Esse é o 0,1.R. E o
termo p é o indice o decrescimento da populacdo de ratos (por isso,
o sinal negativo) devido a acao predatéria das corujas.

Aluno 3: Esse x aqui € em funcdo de k, ndo é? Cada equacgédo é
separada ou ocorre ao mesmo tempo? As corujas sédo os predadores
dos ratos. Agora sim, faz todo o sentido. Isso esta dizendo que véo
crescer 10% dos ratos, mas que serdo mortos 10,4%, ou seja, eles
estardo diminuindo em 0,4%. Isso aqui sao os ratos procriando e isso
aqui sdo as corujas matando os ratos. Isso vai diminuir, na verdade.
Isso vai diminuir no total, porque as corujas estéo se alimentando dos
ratos. E aqui as corujas estdo morrendo, porque nao tém ratos
suficientes para elas.
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Figura 30 - Resposta da Quest&o 2 pelo Aluno 2

Ok = 05.0 + 0Y R« Bew = - 0,04 0c + ARx

0 Parame&iwo 05 aur dizer g M0 Mstombe Gpbs R

62 o howverem ot pafa almentar  coryd’ -metade  da
. 5 -

= P , N )
T)Cﬂuk‘&&“/ e (”/O(”\Jda \TQ r]m(jfféf , 0 lff/mo 04 quer chzer

QLC Q (I'FLI l(l ££i7 FTU/ Céj (("/“Lj.:)a~5 Se fa/ l{j(_(l ( a mwla([e, c‘éz
Com (/Q/ c('/ /’)(“/’u‘(a fr/f (4 ratos

pp ula Ej(u i cied X‘”’QC&

N 1/ i /0 e epré ent,
corgas. Na oguagdo  F /
g w v 0 obments  da oV guey

('I f[%UJ 4% L\r}fjc/%(-j'(, /ﬂf/(gh/’/ﬁ e @ //?.//L’ wp/Cia
o AUMLI 0 £ ¢ : - |
5} =~ a0 Crence e
2 7 Lro (k oY U/fa/k ) A /5)@ U Zfzéﬂf CZZ (arod 7
Ll - }le L )¢ :
(’(é cresCimém #

10 )L Y (2, 1167," mo /7 )I’}([LC([ 0
/| foria oo coryl a

c7£1 /f%w él/(ﬂ?

(’if{ f(l7z€_) C/(L‘[c/f a (z[cyf/c f/éc

Foi possivel observar que os alunos conseguem entender os parametros
estabelecidos em ambas as equacbOes e as relacdes existentes entre elas.
Consideramos que o enunciado exposto permite que os alunos facam formulacgdes,
validacfes que, muito provavelmente, ndo sejam feitas em uma aula, cuja exposicao

é tradicional.

Conforme explica Pedersen (2006), problemas como este permitem que seja
estimulado o pensamento indutivo do estudante e acarrete a compreenséo do papel
gue tais objetos matematicos desempenham em modelos de crescimento

populacional.

Por se tratar de uma entrevista semiestruturada, permitimo-nos expor
algumas consideracfes e questionamentos durante a resolucdo do problema e da

exposicao dos conceitos envolvidos.
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Nesse momento, houve a intervencdo da pesquisadora com a seguinte

guestao: vocé conseguiu entender o que vem a ser o indice K+1?

Aluno 1: NOs vimos isso em C**. Se vocé tem o comando Se vocé
tem isso, faca +1, ou pode ser, -1 também (Aluno 1).

Aluno 2: Sim, é o proximo instante. Se vocé tem os numeros de hoje,
vocé prevé os numeros de amanhd. A notacdo € comum. Todo
problema que vocé vai falar do futuro, a notacdo € +1. Em Célculo
Numérico usa-se bastante e em Computacdo também. E uma
notacao facil.

E perceptivel que os alunos do 3° semestre do curso de Engenharia
conseguem estabelecer as primeiras relagdes com outras disciplinas do curso,
dentre elas, Calculo Numérico e Introducdo a Computacéao.

No dialogo, os alunos referem-se aos meétodos iterativos discutidos na
disciplina de Calculo Numérico. Conforme expdem Ruggiero e Lopes (2012), é
possivel que se compreenda a relacdo estabelecida entre as iteracdes que sao
executadas passo a passo em um ciclo. Poole (2004) expbe que os métodos
iterativos geram uma sequéncia de vetores que se aproximam de uma solucéo de

um sistema linear.

Aluno 1: Vocé tem um sistema linear ai. Vocé pode fazer até
escalonamento para determinar. Vai ser um sistema possivel e
indeterminado. Agora vamos escrever como matriz, ndo € isso?
Posso montar a matriz direto? Ai vai ter em funcdo de Ok.1 € Rkq1.
Essa linha eu sei que é do Ok e essa é do Rg. Ai eu faco o
escalonamento do sistema.

Figura 31 — Representacdo matricial do sistema pelo Aluno 1
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Figura 32 - Representacdo matricial do sistema pelo Aluno 2
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Os alunos representam o sistema em notagdo matricial e valorizam as
notacdes algébricas. Quando tratamos dos processos envolvidos no Pensamento
Matematico Avancado € importante que se discutam os aspectos relacionados as

representagdes dos conceitos envolvidos.

De acordo com o projeto de Trigueros et al. (2012), a acdo de analisar 0s
parametros dados pelas equacdes lineares é interiorizada em processos e coordena-
se no processo de representar matricialmente o sistema de equacdes:
0., =090, +(04.R e R,,=—pO, + (L).R, . Portanto, ha interiorizacdo de acgbes

_ 05 04
em processos que se coordenam para formar a matriz A:{ }

-p 11

Como classe de abstracdo reflexionante, a interiorizacdo permite uma
sucessdo de a¢Bes materiais a um sistema interiorizado de acdes, cujo objetivo €
atribuir sentido ao fenébmeno percebido. S&o estabelecidas relagbes com simbolos,
linguagens, figuras ou outras imagens mentais, resultando na representacdo
matricial do sistema de equacdes lineares. Ocorre a conversdo de um processo
(estrutura dindmica representada pelo sistema de equagdes lineares) em um objeto
matematico (estrutura estatica representada pela matriz A). Sdo criadas varias
representacdes de um mesmo objeto matematico.

Como aponta Dreyfus (1991), uma Unica representacao do objeto matematico
nao é suficiente para gerenciar todo o ciclo de informacao necessaria para encontrar

a solucéo do problema.
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Assim, entidades passam de um nivel a outro, sempre relacionados com as
estruturas prévias, mais elementares, estabelecendo mdultiplas conexdes de
representacoes.

Tais conexfes podem ser percebidas com base nas seguintes exposicdes
dos alunos, que relacionam o sistema de equacoes lineares aos projetos de circuitos

elétricos estudados no 3°. semestre da graduacéo.

Aluno 1: Na verdade, isso daqui sdo circuitos, sabia? Em Circuitos
Elétricos, a gente tem varias equacoes lineares que vocé pode jogar
todos os numeros numa matriz. Para achar a resisténcia, achar a
tensao, achar a corrente.

Aluno 2: Na parte de analise de malhas em Circuitos Elétricos, a
equacao é exatamente assim. Vocé tem as voltagens e as correntes.

A pesquisadora intervém com a seguinte questdo: O que vocé entende por

autovalor e autovetor?

Aluno 1: Em modulo, um vetor com direcdo e sentido que ndo tem
suas caracteristicas alteradas, o autovalor s6 pode assumir um Unico
escalar, ele ndo assume um outro resultado, dentro da equacéo que
estd sendo analisada. Ou ele pode assumir outros valores? Assim,
cada um tem seu valor fixo, podendo ter varios autovalores. O vetor
tem a mesma diregcéo e sentido que corresponde aquele autovalor.

Figura 33 - Resposta a intervencdo da pesquisadora pelo Aluno 1
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O Aluno 1 apresentou a ideia de preservagcdo de direcdo e mudanca de
comprimento de um vetor, quando multiplicados por uma matriz especifica. Séao
considerados os vetores especiais associados a um escalar que o aluno chama de

valor associado e que |he atribui suas caracteristicas e propriedades.

Aluno 2: Os vetores préprios vado ser o0s vetores quando
multiplicados pelo valor proprio. Precisamos identificar uma equacéo.
O determinante da matriz A vezes uma constante (ai € o lambda que
€ 0 autovalor para poder achar os autovalores. O determinante tem
gque ser igual a zero. Isso é para determinar o polinémio
caracteristico da matriz. Ele pode assumir tantos valores quantos
forem os numeros de graus de liberdade que ele vai ter. Se ha um
polinbmio de grau 2, ele vai assumir dois valores diferentes, grau 3,
grau 4, e assim por diante. Os autovalores vao ser multiplicados
pelos vetores que estdo dentro do problema.

Figura 34 - Resposta a Interven¢éo da pesquisadora pelo Aluno 2
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Nas consideragfes do Aluno 2, é perceptivel quando ele cita um roteiro passo
a passo, que visa a identificar os autovalores e os autovetores associados, limitando-
se a um conjunto de instru¢cdes que pouco evidencia, o que sdo os autovalores e
autovetores. Cita que, para achar os autovalores, antes de tudo, € necessario que
encontremos uma equacdo. Nessa fase, o aluno estd se referindo a equacédo

(A-A1)x=0 em que A é um autovalor para A, se e somente se, a equacgao tiver

solucdo nédo trivial. Contudo, ndo revelou a natureza da Matriz ldentidade.
Acrescenta que o0 determinante dessa equacdo €é zero, Ou Seja,

det(A-Al) =0(equacao caracteristica) e que a solu¢do do determinante acarretara
um polindémio. E possivel mostrar que se A for uma matriz nxn, entdo, det(A—Al)=0

sera um polinémio de grau n chamado de polinémio caracteristico de A.
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Em nenhum momento, os Alunos 1 e 2 fizeram referéncia a Definicdo do
conceito de Autovalor e Autovetor. Como afirma Vinner (1991), ambos os conceitos

se interagem, contudo um pode se constituir de maneira independente.

Aluno 3: Eu me lembro que, quando o professor passou isso, fiquei
meio confuso. Eu ndo entendi bem nem para que servia. Porque
essa parte da matéria foi mais como fazer, na verdade. E n&o o para
qué. Dizer que os autovetores sdo 0S proporcionais aos vetores
iniciais ndo define bem o que s@o os autovetores. Qual a definicdo
formal da Matematica?

Figura 35 - Resposta a Intervencéo da pesquisadora pelo Aluno 3
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O Aluno 3 apresenta 0s autovetores como proporcionais aos vetores iniciais e
cita que sua resposta ndo é satisfatoria. Pede que a pesquisadora leia a definicdo do
conceito, para que ele possa refletir sobre seu significado. Para ele, sua resposta
nao expressa a compreensao dos conceitos envolvidos.

Ressaltamos que as definicbes, teoremas e demonstracdes sdo apresentadas
no livro texto utilizado pela instituicdo, porém evidenciamos que 0s conceitos nao se
apresentavam internalizados pelos estudantes, constituindo, portanto, em entidades
mentais.

De acordo com Vinner (1991), alguns conceitos sdo apresentados com base
no conceito definicdo que permitira a construcdo do conceito imagem do objeto

matematico em estudo. Como cita 0 autor, em contextos técnicos, as definicbes
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exercem um papel essencial a ser desempenhado frente a constru¢cdo do conceito
imagem e das estruturas cognitivas. O Aluno 3 expbe sua preocupacdo ao
apresentar o aspecto formal atribuido pela definicdo do conceito, pois seu professor
apresentou o conceito com base em sua definicdo. E procedente afirmarmos que a
construcdo do objeto matematico segue a Figura 6 (p. 87) sobre o crescimento

cognitivo do conceito formal.

Intervencédo da pesquisadora : Como encontramos a equacgao caracteristica?

Aluno 1: Calcula o determinante da matriz. (Resolvendo o
determinante). Iguala a zero para achar os valores proprios.
Engenheiro sabe calcular e resolver problemas. A gente tem que ter
0 método de resolucao do problema, a gente tem que ter a técnica,
mas quando a gente faz uma pergunta dessa: 0 que é autovalor e
autovetor fica muito dificil. Eu até tento mudar isso. Agora se vocé sé
pergunta: calcule para mim, eu ja tenho na cabeca o método. Vocé
ndo associa a definicdo a resolucdo. Isso é bem complicado. Acho
que os livros-texto explicam melhor os conceitos. Uma parte que eu
achei bastante confusa, foi quando o professor falou que ndo tem
como representar graficamente, talvez no R* ou R®. Mas ai a minha
pergunta: onde eu aplico isso, vocé entendeu?

Os alunos encontram as raizes do polinbmio caracter  istico

Aluno 1 : Chegamos ao polinbmio caracteristico. Primeiro, o lambda
1; depois, o lambda 2.

Figura 36 - Encontrando as raizes do polinbmio caracteristico pelo Aluno 1
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Aluno 2 : Vou fazer a divisdo de polinémio utilizando o Briot-Ruffini.
Dos dispositivos praticos, eu sei que é a coisa mais util. O primeiro

lambda deu 1,02 e o outro deu 0,58.

Figura 37 - Encontrando as raizes do polinémio caracteristico pelo Aluno 2
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Aluno 3: No caso, o A é a matriz do operador linear. Eu acho que
nessa parte da matéria por ndo ter mostrado nenhuma aplicacdo, eu
vi que nao entendi nada. N&o consigo entender para que serve. Eu vi
a técnica, pega a matriz, a matriz identidade vezes o lambda, ai vocé
vai até o polinbmio, resolve o determinante e calcula o valor préprio.
Ai, vocé pega a matriz do operador linear vezes o valor proprio e
acha os vetores préprios. Eu lembro, mais ou menos, isso, mas néo
lembro nada além disso. Mas, eu ndo aprendi, para que serve. Sé
agora entendi. Sei que hd infinitas solu¢des, para qualquer que seja
o lambda. Podemos fazer uma matriz menos uma matriz identidade e
achamos os lambdas e depois o0s autovetores. Eu estou agora
calculando o autovalor mas nao sei para que. Bem, vamos I3,

colocamos lambda 1 e lambda 2.

Fica A> — 1,6 A +0,5916 = 0. Esta é a equagao caracteristica. Eu vou
fazer Baskara e achar os autovalores, e agora eu tenho de montar

essa matriz aqui no lugar do lambda.
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Figura 38 - Encontrando as raizes do polinémio caracteristico pelo Aluno 3
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Apesar de escreverem, os alunos ndo estabeleceram de maneira clara a

relacdo entre as equacdoes Ax=A.x e (A-A.1).x=0. Eles acrescentaram a solucdo
: . A 0 : s
do problema, a Matriz Identidade como o Al unicamente, com o propodsito de

calcularem os valores de A; e A,.

Para Trigueros et al. (2012), recorremos ao Teorema da Matriz Invertivel para
determinar todos os A para os quais a matriz A—A.l é nao invertivel. Para tanto, seu
determinante é igual a zero, fato que caracteriza os autovalores. As acdes
interiorizam-se em processos para determinagcdo do conjunto solugdo de todos os
autovalores. O processo encapsula-se no objeto autovetor da matriz com base nas
acOes necessarias para determinar a independéncia linear dos vetores no conjunto
solugdo. Assim, coordenam-se 0S processos para encontrar 0s autovetores
associados aos autovalores de uma matriz com o processo de calculo de um
determinante em um processo que permite obter o polinbmio caracteristico.

Para Tall (2000), o termo proceito corresponde a um tipo de unidade cognitiva
gue representa a forma com que trabalhamos os simbolos, evidenciando tanto os

processos matematicos como seus conceitos. Destacamos que houve evidéncias de
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05 04 A0
proceitos que foram destacados em: A:{ } {

AX=A.X
-p 11 O/l}’

(A=ADX=0 o

Contudo, é pertinente afirmarmos que para a construcédo dos simbolos como
proceitos, os alunos enfrentam um dificil caminho cognitivo.

Encontrando os autovetores

Figura 39 - Encontrando os autovetores pelo Aluno 1
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Figura 40 - Encontrando os autovetores pelo Aluno 2
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Aluno 2: Vocé iguala a uma matriz (0,0). Ai vocé tem duas
equacdes diferentes. Deu 0 = 0. Deu um valor para x em fungéo de
y. Séo infinitas solugbes. Provavelmente, o vetor vai dar 0,790.
Nao é essa a resposta final? Essa € uma solucdo possivel e
indeterminada, ou seja, vocé pode assumir qualquer valor. Foi isso
que eu falei no inicio da entrevista. Eu sabia que, quando d& 0 = 0,
nao pode dar um numero. E provou aqui. Quando chegamos a 0 =
0, vocé chegou a uma verdade matemética, ou seja, podem ser
quaisquer valores. Entéo, se vocé chegou a esse vetor, tudo bem,
deu 1,3. E é isso que da a graga ao negocio! Ai chegamos no v; e
no v,.
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Figura 41 - Encontrando os autovetores pelo Aluno 3
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Aluno 3 : No lugar de cada lambda eu acho dois vetores. A partir dai,
eu vou achar a relagéo entre Oy e Ry. Agora eu resolvo o sistema. Eu
cheguei no 0 = 0. Cheguei a uma solu¢do nao trivial. Encontrei a
relacdo O, = 1,3 Ry. Tenho infinitos autovetores. Agora eu acho para
0 outro autovalor.

Trigueros et al. (2012) afirma que sao realizadas ac¢des para encontrar o
espaco gerado por todos os autovetores correspondentes. Essas ac¢des interiorizam-

se no processo que possibilita encontrar o autoespaco associado a A, e A,. Esse

processo encapsula-se no objeto espaco préprio de uma matriz com base no estudo
de suas propriedades e sua representacdo geométrica. Quando o0 processo €
encapsulado como objeto, esse adquire novo sentido para o sujeito, a medida que
ele entende que o objeto pode ser assimilado pela extensdo do esquema em

estruturas dindmicas. Dessa forma, entendemos que 0s esquemas constituem
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estruturas dinamicas que evoluem constantemente, & medida que um objeto
matematico é agregado as suas estruturas prévias.

De modo analogo a pesquisa de Stewart (2008), os Alunos 2 e 3 discorreram
gue para eles havia uma nocéo inicial de um numero finito de vetores.

Assim, conforme expfe o autor, é possivel que os alunos verifiquem que
existem infinitos autovetores associados a um autovalor e compreendam 0 processo
(A-Ax=0.

Apos os discursos apresentados pelos Alunos 1, 2 e 3, houve a compreensao
do conceito de autoespaco que possibilitou a discusséo sobre a nocdo de base.
Assim, foi possivel compreender que o conjunto de todas as solu¢des da equacao

(A-Al)x=0 &, simplesmente, o espaco-nulo da matriz A-Al . Portanto, esse

conjunto é um subespaco de R", e é chamado de autoespago de A associado a A
(Lay, 2013, p. 215).

Para Stewart (2008), o aluno apresenta a concepc¢ao processo, quando é
possivel estabelecer a relacdo com a no¢ao de base de um autoespaco.

Também foi possivel discutir sobre as possiveis solu¢des para a equacao de

diferenga de primeira ordem x,,=Ax (k = 0,1,2,...). Para encontrarmos uma
solucdo para a equacao de diferenca anterior, € preciso escolher um autovetor xo e

seu autovalor associado A e definir x, = A%, (k = 0,1,2,...). Essa sequéncia é solugéo,
pois Ax, = A(A*%,) = A(Ax)) = A(Ax)) = A%, = x,, (Lay, 2013, p. 218).
Portanto, combinagdes lineares de x, =A%, (k = 0,1,2,..) também s&o

solugdes.

A sequéncia anterior ndo havia sido apresentada em aula, porém foi
perfeitamente compreensivel pelos alunos durante a resolucdo do problema,
possibilitando que estes evidenciassem o pensamento conceitual com base nas
propriedades.

Identificamos as possiveis conexdes que podem ser estabelecidas entre os
conceitos envolvidos e que até entdo ndo estavam claras nas mentes daqueles que
as estudavam. Destacamos a importancia dos sistemas simbalicos, que descrevem
a operacao cognitiva da mente matematica dos estudantes. Sdo os chamados
conceitos imagem, ou seja, as estruturas cognitivas na mente do individuo

associadas ao conceito, incluindo possiveis figuras mentais, além de relacées com
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uma série de outras ideias, dentre elas, uma formula, um grafico ou expressées
algébricas.

E importante ressaltar que as impressées e experiéncias foram as primeiras a
serem evocadas na memoaria dos alunos e ndo as imagens visuais.

Assim, na analise, evidenciamos o0 uso de relacdes de significado entre as

unidades cognitivas expostas para formagao do conceito de autovalor e autovetor.

Intervencéo da pesquisadora: O que acontece quando variamos o k?

Obtivemos as seguintes respostas:

Aluno 1 : O x cresce.

Figura 42 - Variando o indice k pelo Aluno 1
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Aluno 2 : O outro fator vai diminuir. Quer dizer que quanto maior a
populacdo de coruja, menor sera a populacao de ratos. A populagéo
de corujas tende a infinito, e a populacdo de ratos tende a zero? Ai
eu lembrei que podemos ajustar qualquer curva a partir de uma
exponencial, independente do niumero de termos.
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Figura 43 - Variando o indice k pelo Aluno 2
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Aluno 3 : Conforme o tempo vai passando, o O, vai aumentando e o
Rk vai diminuindo. Um tende a infinito e outro tende a zero.

Figura 44 - Variando o indice k pelo Aluno 3
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Intervencédo da pesquisadora:

Aluno 1:

Apresentacao da Questao 3.

Matriz, Polinbmio Caracteristico, Equac¢do Matricial,

Sistema de Equacéo Linear.
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Aluno 2 : Um sistema possivel e indeterminado.

Aluno 3: Vetor, Matriz, Sistemas de Equacgbes, Polindmio
Caracteristico e suas solugoes.

Intervencédo da pesquisadora: Apresentacdo da Questao 4.

Os discursos dos Alunos 1, 2 e 3 sdo expostos a seguir:

Aluno 1: Uma populacdo cresce em fungdo da outra, quando uma
cresce a outra decresce. Se, por exemplo, vocé tivesse k para a
coruja e uma outra letra p para os ratos, entdo, um dependeria do
outro. Agora se vocé tem um Unico parametro, um dependendo do
outro, enquanto um cresce o outro decresce, até que se estabilizam.

Aluno 2 : Que uma populacdo tende ao infinito e a outra a zero.

Aluno 3: Primeiro, achamos a relacdo entre as populacdes. Essa
relacdo final é equilibrada. O equilibrio ocorre quando as duas
populagBes crescerem cerca de 2% ao més.

Foi possivel que os alunos compreendessem o comportamento a longo prazo

de um sistema dinamico descrito pela equagdo de diferengas x,, = Ax., Ou seja,

sua resposta a um estado estacionario.

7.1.1 Reswmo- e Conjecturas - Fase I - Entrevistas com alunosy do-3°.
Ciclo- de umwv curso- de Engenhariov (Estudo-de Caso-1)

Com a exposicao do problema foi possivel que os estudantes ilustrassem
seus pensamentos procedimentais com base nas representacfes matricial e
algébrica. Contudo, ndo destacaram a representacdo geométrica do conceito.

Para Stewart (2008), tais representacdes estdo relacionadas as resolucdes
visuais e que o autor chama de pensamento corporificado. O autor considera que
nas aulas tradicionais pouco é enfatizado em relacdo ao pensamento geomeétrico.

De forma bastante semelhante, todos os trés estudantes chegaram aos
valores desejados da equacgdo, evidenciando a manipulacdo simbodlica dos
resultados. De acordo com as ideias apresentadas por Stewart (2008) e Trigueros et
al. (2012) consideramos que os trés alunos apresentam a concepgao processo do
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objeto matemético autovalor e autovetor. Os alunos destacaram que a equacédo
caracteristica apresenta um conjunto solucdo que contém multiplas solu¢des. O
Aluno 1 apresenta as solugcbes da equacdo como um Sistema Possivel e
Indeterminado, identificando na relagcdo O = 0 que ha infinitos autovetores. Como o
Aluno 2 cita Quando chegamos a 0 = 0, vocé chegou a uma verdade matematica, ou
seja, podem ser quaisquer valores (...) E é isso que da a graca ao negocio!. Ja o
Aluno 3, ao resolver o sistema de equacdes, afirmou Eu cheguei no 0 = 0. Cheguei a
uma solugéo nao trivial. Encontrei a relagéo Ok = 1,3 Ri. Tenho infinitos autovetores.
Foi possivel identificar que os alunos ndo conseguem estabelecer uma
relacdo coerente entre ambos os membros da equacdo AXx=A.X que podem ser
encapsulados para formar o mesmo objeto matematico. No primeiro membro da
equacao, ha o processo de multiplicar um vetor por uma matriz; no segundo membro,
ha o processo de multiplicacdo de um vetor por um escalar. No entanto, o objeto
final € um vetor que pode ser interpretado, como o produto de autovalor e seu
autovetor. Uma segunda dificuldade considerada corresponde ao processo de

manipulacéo simbdlica que transforma a equacdo Ax=A.x em (A-A.I)X.

Conforme expde Stewart (2008), os cursos de Algebra Linear ndo enfatizam
gue |.x=x. As respostas dos trés alunos revelaram suas recordacdes a respeito
das equacdes necessarias, para se encontrar as solucbes pedidas (autovalores e
autovalores associados), porém nada foi discutido sobre o papel da Matriz
Identidade.

Apresentar o conceito de autovetor, como objeto permite que sejam
explicados os efeitos de realizar as acdes sobre ele; aplicando uma transformacao e
multiplicacdo por um escalar. Assim, para encontrar o autovetor, € preciso que seja
verificado o autovalor associado.

Quando questionados sobre o que entendem por autovalor e autovetor, todos
0os trés estudantes mencionaram a ideia de “direcdo” de um vetor. Dentre as
respostas apresentadas, um estudante afirmou que, apos a transformacado, as
direcbes dos autovetores ndo serdo alteradas. Em todas as respostas, esteve
presente a ideia de multiplicacdo por um escalar A.

Todos os trés estudantes encontraram corretamente ambos os autovalores e
autovetores com base no sistema de equacdes exposto no enunciado do problema e

todos se prontificaram a expressa-lo em notacdo matricial.
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Consideramos que o0s alunos entrevistados apresentaram a concepcao
processo do objeto matematico em estudo, porém é possivel que evoluam para a
concepcao objeto, quando estimulados a refletir sobre problemas como esse.

Ressaltamos que a relacdo dessas concepcbes ndo ocorre de modo,
necessariamente, continuo, apresentando diferentes concepc¢fes de determinada
nocéo em distintos momentos.

N&do ha uma unica decomposicdo genética do conceito nem uma Unica
maneira como 0 sujeito o constroi. A decomposicdo genética possibilita que os
estudantes vejam os exemplos diferentes da pratica tradicional de ensino, que é
repleta por “exemplos perdidos” (Dubinsky, 1991). Tais exemplos sdo envolvidos
pela pratica da repeticdo e interpretacdes, muitas vezes, incorretas que poderao
acarretar a construcao de esquemas inapropriados.

Outro ponto importante a ser considerado foi, enquanto desenvolviam o
problema, teciam comentarios a respeito das relacbes da Algebra Linear com
disciplinas cursadas, como Calculo Numeérico, Circuitos Elétricos e Introducdo a
Computacdo. As relagbes surgiam, naturalmente, como um breve comentario e
evidenciavam seus entusiasmos ao chegarem a solucéo final.

A resolucdo do problema identificou a manipulacdo simbolica e aritmética dos
conceitos, mas foi evidente que os alunos buscavam entender os resultados.

Conforme expde Domingos (2003), os conceitos imagem sao caracterizados
em termos de objetos, suas representacbes e 0 pensamento proceitual que
permitem que os alunos compreendam o0s objetos matematicos baseados em uma
sequéncia de raciocinio que compacta esses objetos em simbolos.

Identificamos que os Alunos 1 e 2 ndo fizeram qualquer citacdo as defini¢cdes
dos conceitos envolvidos, e o Aluno 3 pediu que a pesquisadora citasse-a em um
determinado momento, contudo nao houve discussdo sobre a mesma.
Acrescentaram que suas aulas seguiam a sequéncia: definicdo, exemplos e
exercicios propostos.

Como apresentou Vinner (1991), em processos que envolvam a solucdo de
problemas € possivel que as células do conceito definicdo e imagem sejam ativadas
e interajam em um fluxo continuo de estimulo-resposta. Defendemos que problemas
como o exposto poderiam ser apresentados como uma tarefa cognitiva estimulada
com base no conceito definicdo. Assim, conforme expde a Figura 7, todas as

impressodes, experiéncias e imagens mentais sao ativadas baseadas no conceito
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definicdo apresentado pelo professor, tendo como saida um ambiente intelectual,
uma resposta.

Dentre os diferentes niveis de conceito imagem expostos por Domingos
(2003) consideramos que os alunos investigados nesta fase do estudo de caso
apresentam os conceitos imagem em nivel instrumental. Nesse nivel de conceito €
possivel estabelecer processos que conduzam a construcdo do objeto matematico
autovalor e autovetor. Contudo, tais processos ainda nao sao suficientes, para que
sejam encapsulados como objetos mentais.

Como apresentado pelo autor, os alunos recorreram a memorizacdo de uma
sequéncia de simbolos, e as propriedades dos objetos sao estabelecidas de maneira
operacional e ainda elementar.

Como destacado no estudo de Domingos (2003), é possivel que
identifiquemos algumas caracteristicas inerentes ao conceito imagem em nivel
instrumental, como por exemplo:

(@ houve a coordenacdo de processos que resultaram na criacdo de
objetos matematicos: isso foi percebido quando os alunos buscaram encontrar 0s
autovalores com base na identificagdo do polindémio caracteristico;

(b)  os processos foram realizados sobre objetos concretos: passagem a
notacao matricial do sistema de equagdes lineares;

(c) houve uso das manipulacdes algébricas necessarias para identificar as
raizes do polinbmio caracteristico e, em seguida, 0s autovetores associados aos
autovalores anteriormente encontrados;

(d) houve a capacidade de verbalizar processos representados
parcialmente como proceitos: compreensao do impacto de k - o« , sobre o
crescimentos das populacdes de coruja e ratos com base na equacédo de diferenca
X =€ .02 v, +¢, (058, .;

(e) as propriedades elementares foram usadas com compreensao;

) houve a memorizacéo de algumas sequéncias de simbolos;

Identificamos que os alunos consideram as manipulagbes algébricas e
matriciais de modo operacional e de maneira intuitiva estabelecem as relacfes entre
0s conceitos identificados, como Sistema Possivel e Indeterminado (SPI),

Autoespaco, Base e Dependéncia Linear.
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Assim, compreendemos o0 papel da abstracdo da definicAo ou da deducgéao
conforme explica Dreyfys (1991). Para o autor, a compreensédo ou entendimento de
determinado conceito € um processo que ocorre ha mente dos alunos com base na
interacdo de uma variedade de processos mentais. Foi possivel identificar a
construcdo desses mesmos processos, refletidos em abstracdes, representagcdes e

deducdes.

7.2 Tstudo de Caso-I - Segunda fase - Aluno-do-10°. Semestre de
w Curso-de Engenhawiov

A segunda fase desta pesquisa € composta pela analise do discurso de um
aluno entrevistado do 10°. semestre de um curso de Engenharia de uma instituicdo
de ensino privada do Estado de S&o Paulo. A entrevista ocorreu no campus da
instituicdo e durou, aproximadamente, duas horas. Foi concedido o Termo de
Consentimento Livre e Esclarecido da pesquisa e permitida sua gravacgao.

A seguir, apresentamos os dados mais relevantes da entrevista que ajudaram

a responder nossa questao de pesquisa.

7.2.1 O discurso e deserwolvimento- do- problema pelo- aluno-
entrevistado-

Abaixo destacamos uma breve consideracdo do Aluno 1 a respeito da

disciplina Algebra Linear e sua resposta a Quest&o 1.

Aluno 1: A Algebra Linear ocorre no 3°. ciclo da faculdade. Assim
como outras disciplinas béasicas, os alunos nao tém muita maturidade
para enfrentar essas disciplinas. Eles ainda estdo esperando as
férmulas e os exercicios prontos dos professores. Tem gente que até
hoje ndo entende muito bem a importancia delas. Eu sei que séo
importantes, mas tem gente até hoje que fala o contrario. Em muitas
situacdes de trabalho, precisamos ter uma sequéncia légica de
raciocinio e a intuicdo para resolver alguns problemas. A Engenharia
ajuda muito em tudo isso.

[...]

E dificil encontrar alguém que foi muito bem em Algebra Linear. Ndo
é facil para quem aprende e nem para quem ensina. O professor até
tenta mostrar algumas aplicacbes no livro. Tem bastante. Mas, se
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elas ndo cairem na prova, a turma perde o interesse. No inicio, a
gente s6 estuda o que vai cair na prova.

S6 hoje eu mudei essa ideia, porque teve matéria muito importante e
interessante. Depois que eu descansar um pouco, quero comecar
uma pés-graduacdo na area de Sistemas e Sinais e ja tenho dado
uma olhada nisso. Para eu estudar isso, preciso conhecer toda
matematica que tivemos |4 no inicio do curso. Tem sistemas lineares,
algebra matricial, vetores, integrais, derivadas, séries de poténcia, ...
Ah! Nao posso esquecer das funcbes trigopnométricas, exponenciais.

Apresentacao do problema e resposta da Questao 2 :

Figura 45 - A identificacdo dos parametros pelo Aluno 1
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Aluno 1: Uma vez eu vi um problema parecido, mas foi hum curso
que fiz. Eram raposas e coelhos. No sistema dinAmico uma
populacdo influencia os nascimentos e mortes de outra populagao.
Os ecologistas desenvolvem um sistema dinAmico para modelar as
populacdes de raposas e coelhos que s&o x(t) e y(t). A palavra chave
€ posicao de equilibrio.

Sempre quando nds lemos um enunciado como esses, que mostram
parametros e incognitas como Rk e Ok é quase automéatico escrever
o sistema na forma de matriz. Se eu tenho de um lado da equacéo o
y e do outro o x, temos uma transformacéo linear de vetores.

O Aluno 1 segue para a resolugéo do problema como proposto.

Aluno 1: Eu lembro do Teorema de Cayley-Hamilton. Posso ver?
Est4 aqui. Bem as ideias estédo vindo aos poucos... Vamos ver ... O
teorema diz que Toda matriz quadrada € um zero do seu polindmio
caracteristico (LORETO; LORETO JR.; SILVA, 2011, p. 156). Entao,
o polinbmio caracteristico é ... (Reflexdo do aluno).
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Figura 46 - Identificando o polindmio caracteristico pelo Aluno 1 — Teorema de
Cauley-Hamilton
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Os autovalores e autovetores associados sdo encontrados:

Figura 47 - Identificando as raizes do polinbmio caracteristico pelo Aluno 1
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O Aluno 1 prossegue a solugéo para identificar os autovetores associados a
A1=1,02 e A,=0,58.
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Figura 48 - Representacdo geométrica dos autovetores associados pelo Aluno 1
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Destacamos que o0 Aluno 1 buscou representar geometricamente 0s
autovetores associados aos autovalores A; e A,, identificando que ha infinitos
autovetores. Além disso, evidencia que todo conjunto formado pela combinacéo

linear de autovetores também constitui autovetores.
A seguir, descrevemos brevemente a respeito do tema Sistemas Dinamicos

para que o leitor tenha uma maior familiaridade com os conceitos expostos.
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. A . dx
Os sistemas dinamicos podem ser escritos na forma a:ax+by e

d ~ : ) R
D oxr dy em que a, b, c e d sdo constantes reais, t € a variavel independente de

dt

tempo e X e y sdo as varidveis dependentes, e as equagfes sdo chamadas de

sistemas de tempo independentes.

Quando € realizada uma andlise qualitativa dos sistemas dinamicos, o

interesse € buscar respostas a algumas questées, como por exemplo,

- Existe alguma solugéo constante?

- Se houver solucdes constantes, as solu¢des proximas movem-se para perto

ou para longe da solugéo constante?

- Qual é o comportamento das solugdes, quando t — o ?
- Ha solugbes que oscilam?

O Aluno 1 acrescenta um exemplo que envolve o tema autovalor e autovetor

7

Aluno 1: Um sistema dindmico simples € o sistema mecénico
conhecido como massa-mola. As suas variaveis sdo descritas por
uma equacdo diferencial. E o estudo do movimento harménico
simples, quando uma massa é deslocada para uma posicdo além da
sua posicdo de equilibrio natural e solta, ele fara um movimento
vertical que se repete até que ela pare. Ai entra a matematica para
estudar a trajetéria do movimento. Entdo, a primeira coisa que veio
na minha cabeca quando vocé apresenta um sistema dinamico € que
existe um ponto de equilibrio, em qualquer sistema € assim. O ponto
de equilibrio € aquele que ndo importa mais o valor de t, o sistema
ndo se altera. E o ponto de equilibrio estavel. E o vetor (0,0). Olha s6,
todos esses vetores sao 0s vetores proprios, eles sdo as trajetorias.

Figura 49 - Autovetores representados como trajetorias pelo Aluno 1
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Aluno 1: Outro ponto importante, quando estudamos sistemas
dindmicos é saber o que acontece com o sistema a longo prazo. E s6
dar uma pesquisada para eu me lembrar melhor.

[...]

Outra matéria importante foi Sistemas de Controle. Vocé precisa ter
uma base conceitual e matematica que vai ajudar a analisar, projetar
e melhorar esse sistema. As equacles diferenciais descrevem o
comportamento de um sistema fisico. S&o sistemas formados por
Diagramas de Blocos. Os modelos de variaveis de estado s&o,
geralmente, necessarios para as simulacbes por computador.

A partir do discurso do Aluno 1, realizamos um breve estudo a respeito dos
sistemas de controle evidenciando as principais caracteristicas de funcionamento e o
papel do objeto matematico autovalor e autovetor para encontrar 0os vetores em
estado estacionario, ou seja, que equilibram o sistema e minimizam 0s possiveis
erros.

A seguir, expomos um modelo simplificado de um sistema de controle em
malha fechada. Os sinais aplicados ao sistema de entrada sdo determinados, de

acordo com o conhecimento das respostas do sistema de saida.

Figura 50 - Sistema de controle em malha fechada

Variavel

manipulavel ) .
=i Saida do Sistema

Compensador

Entrada do sistema

Planeta

\ 4

Sensor

Fonte: Adaptado de Phillips e Harbor (1997, p.3)

De acordo com os autores, os sistemas de controle sdo divididos em duas
classes, dependendo de sua fung¢do. Se o objetivo € manter uma variavel fisica em

valores constantes na presenca de disturbio, entdo, estamos diante de um sistema
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regulador. E o caso dos sistemas regulares de velocidade de geradores de energia
em corrente alternada nas companhias de energia elétrica.

Outra classe sdo os chamados servomecanismos, na qual uma variavel fisica
deve seguir ou acompanhar alguma funcdo de tempo desejada. Como exemplo, é
citado o sistema de aterrissagem automatica de aeronaves ou 0s sistemas de
controle de um robd, cujos bracos devem acompanhar uma trajetoria
predeterminada no espaco.

Como citado pelo Aluno 1, é necessario que haja uma base conceitual e
mateméatica para sua andlise ou projeto. Assim, sdo estabelecidas as relacfes
mateméticas entre as entradas e saidas de cada um dos blocos do sistema de
controle da Figura 50.

Os sistemas de controle, em geral, sdo ndo lineares, mas isso pode
representar uma dificuldade em relacdo a sua anadlise ou projeto. Para efeitos de
estudo, geralmente, sdo apresentados os modelos lineares que dependem das
Transformacdes de Laplace.

As relacbes entre a analise matematica e os procedimentos do projeto sédo

apresentadas abaixo:

Figura 51 - Solucdo matematica de problemas fisicos

Modelo
Formulacéo do Problema l Matematico

/ do sistema
Sistema Aspectos
fisico ‘- conceituais
Solugéo
matematica

Transferéncia da Solugéo i dopphena

Fonte: PHILLIPS e HARBOR (1997, p. 5)
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Os autores referem que, na pratica, a grande dificuldade na formulacdo do
problema matematicamente ocorre na transposi¢do da solu¢cdo matematica de volta
ao mundo fisico.

Destacam-se alguns colaboradores da Matematica usada no modelamento,
na analise e no projeto: Pierre Simon Laplace (1749-1827) que idealizou a
Transformada de Laplace que constitui a base da maioria dos procedimentos de
analise e projetos de sistemas; James Clerk Maxwell (1831-1879) com as Equacdes
de Maxwell; Harry Nyquist (1889-1976) com o critério de Nyquist; Hendrik W. Bode
(1905-1982) com o diagrama de Bode; John Von Newmann (1903-1957) com a
operacao béasica de um computador digital.

O modelo matematico de um sistema é definido como um conjunto de
equacdes usado para representar o sistema fisico, contudo nenhum modelo é exato
e isento de erros. E, em algumas situacgdes, os sistemas sao descritos por equacdes
diferenciais lineares invariantes no tempo que podem ser resolvidas por
Transformadas de Laplace. No entanto, o modelo pode ou nao representar
exatamente as caracteristicas de um sistema fisico real. E sempre possivel melhorar
a precisdo de um modelo matematico, aumentando a sua complexidade, porém, é
impossivel obter exatidao.

A seguir, destacamos o papel do objeto matematico autovalor e autovetor na
construcdo de modelos de sistemas de controle e o conceito de Transformacdes de

Similaridade.
Transformacdes de Similowidade

Um sistema de entrada e saida tem apenas um modelo entrada-saida
chamado de funcdo de transferéncia, mas o numero de modelos internos ou
modelos de estado € ilimitado.

O modelo de estado para uma entrada simples e saida é:

X(t) = Ax(t) + Bu(t

y((t)) _ C.x((t)) N D.u((t)) (sistema 1)

e a fungéo de transferéncia é dada por

MO

e =G(S)=C(S.| -A)"B+D em que A, B, C e D sdo matrizes.
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Ha muitas combinacgfes lineares de matrizes A, B, C e D que satisfazem a
fungéo de transferéncia.

Os autores apresentam um modelo de estado para o sistema 1 em que um
vetor de estado v(t) € da mesma ordem de x(t) de maneira que os elementos de v(t)
sdo uma combinacdao linear dos elementos de x(t).

Assim, escrevemos:

Vi(t) = Oy X (8) + G X (1) + ot O X, (B)

Vy (1) = Oy (1) + 0o (1) + o # O X, (1)

Vo (1) = 0oy X, () + 0o X (1) o4 G X, (1)

O sistema anterior pode ser escrito na forma matricial
v(t) = Q.x(t) = PTLx(t)
em que Q é definida como o inverso da matriz P. E possivel encontrar um

vetor v(t) baseado em um vetor x(t) e vice-versa. E possivel escrever x(t) = Pv(t) em

que P ¢é chamada matriz de transformacdo. Essa equacdo apresenta a
transformacao de um vetor de estado em outro vetor e representa a alteragcdo do
modelo interno (do modelo de estado), sem alterar o modelo de entrada-saida do
sistema (a funcédo de transferéncia). E a chamada transformac&o de similaridade.

Os autores resumem quatro propriedades para as transformacdes de

similaridade:

[...] faca A1, A2, ..., Ay como os autovalores da matriz A. Entdo

para a transformac&o de similaridade Av=P™AP
1. Os autovalores de A séo iguais aos de A,; ou

det(sl — A) =det(sl - Av) =(s—A)(s—A,)...(s— A,)
2. O determinante de A é igual ao determinante de A,:

detA=detA =14,.. A,
3. Otraco de A é igual ao traco de A:

trA=trA, = A + A, +...+ A,
4. As seguintes func¢des de transferéncias séo iguais:

C(sl-A)™"B=C, (sl - A)™"B, (PHILLIPS; HARBOR, 1997, p.
110).
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7

Portanto, é possivel evidenciar todos o0s conceitos envolvidos na
compreensao do objeto matematico autovalor e autovetor com base nas
propriedades expostas pelos autores.

Ressaltamos que o Aluno 1 apresentou familiaridade com o0s conceitos
relacionados a solucdo do problema proposto, intimamente relacionados as
propriedades expostas sobre as transformacdes de similaridade, contudo néo
podemos assumir que essas foram plenamente encapsuladas como objetos mentais

para a construcao do objeto matematico autovalor e autovetor.

Intervencédo da pesquisadora - Apresentacdo da Quest  &o 3:

Aluno 1 : Vetores, Matrizes de Entrada e de Saida. Sistemas
Lineares. Determinante. Equac@es de Estado.

Intervencédo da pesquisadora - Apresentacdo da Quest  &o 4:

Aluno 1 : S&o os sistemas lineares invariantes no tempo.

7.2.2 Resumo- e Conjecturas

Com o intuito de responder a Questdo 1 de nossa entrevista, 0 aluno
identificou e considerou o importante papel da Engenharia na obtencdo do
desenvolvimento do raciocinio l6gico e da intuicdo em sua pratica profissional.

Em nossa analise, identificamos que o aluno discorreu sobre o problema
proposto evidenciando certa familiaridade com o contexto de Sistemas Dinamicos
vivenciado em um curso e também durante o estudo de Sistemas de Controle na
faculdade.

Em um primeiro momento, citou um exemplo de sistema dindmico simples, o
sistema mecanico conhecido como massa-mola. Ressaltou que em todo sistema
dindmico ha uma situacdo de equilibrio a ser estabelecida. Uma possivel relacao
com autovetores € identificada: o de trajetorias.

Para o aluno, outro ponto importante a ser tratado no estudo de um sistema
dindmico é o que ocorre com 0 sistema a longo prazo. Suas respostas evidenciaram

conhecimentos relacionados a sua formacao académica e profissional que superam



266

os conhecimentos adquiridos pelos alunos entrevistados na fase 1 deste Estudo de
Caso.

Em um segundo momento, o aluno discorreu sobre o tema Sistemas de
Controle. Para ele, é necessario que haja uma base conceitual e matematica que
influencie na analise e projeto do sistema, representada por modelos lineares que
dependem das Transformadas de Laplace.

Em nossa busca pelo tema Sistemas de Controle, evidenciamos sua
familiarizacdo com os objetos matematicos envolvidos na solucdo do problema
proposto. A partir da deducdo da definicdo, € possivel considerar que o aluno pode
refletir sobre as propriedades dos conceitos, propiciando a abstragéo, contudo nao
podemos assumir que tais conceitos foram plenamente encapsulados como objetos
mentais e, portanto, pudessem ser concebidas como entidades matematicas.

A partir da definicdo do objeto matemético autovalor e autovetor, o aluno
discutiu o papel da matriz A, identificando que a matriz A € um zero do polindémio
caracteristico com base no Teorema de Cayley-Hamilton, do autovetor x e do

autovalor A, relacionando-as as equacdes Ax=Ax e (A-A.I)x=0.

Conforme as ideias de Stewart (2008) e Trigueros et al. (2012), o aluno pdde
identificar que ha infinitos autovetores associados a cada autovalor encontrado.
Além disso, destaca que cada multiplo escalar de um autovetor associado ao
autovalor correspondente também € um autovetor. Compreende o papel dos infinitos
autovetores na formagao de um autoespaco vetorial e sua base.

Quanto as representacdes, ha evidéncias da preocupagcdo com a
representacdo geometrica do conceito, além da algébrica e matricial.

Assim, de acordo com Trigueros et al. (2012), uma das caracteristicas
identificadas para que o aluno apresente a concepcao processo € converter a
equacao Ax=A.x ao registro geométrico.

De acordo com Dreyfus (1991), as estruturas cognitivas aprimoram-se,
guando o0s estudantes passam a pensar paralelamente em diferentes
representacbes que caracterizam conceitos mais abstratos. Quando Vérias
representagfes sdo consideradas em paralelo, a relacdo com o conceito abstrato é
enfatizado. Conforme expfe o autor, a representacdo e a abstracdo constituem os
processos mais importantes do Pensamento Matematico Avancado, englobando

descobertas, intuicdo, provas, definicdo e outros.
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Consideramos que o0 aluno possa evoluir para a concepgédo objeto, pois
evidencia as caracteristicas citadas por Stewart (2008) para essa concep¢do. S&o
elas: em sua representacdo geométrica, ha a preservacao de direcdo do vetor por
um escalar, a identificagcdo do objeto comum de ambos os membros da equacéo e a
compreensao da definicAo de autovalores e autovetores. Mas, nao podemos
considerar que tais objetos encontram-se plenamente interiorizados e que o aluno
raciocine sobre todas as suas propriedades. Assumimos que essa evolugao possa
ser incentivada pela pratica de novos problemas que favorecam a construcdo de
novas estruturas cognitivas.

E possivel considerar algumas caracteristicas citadas por Tall (1991) quanto
ao Pensamento Matematico Avancado: (@) participacdo ativa do aluno em um
“debate cientifico”; (b) conflito do aluno frente a construcdo de conjecturas e
hipoteses; (c) construcdo de uma fundamentacdo cognitiva apropriada do conceito
de Pensamento Matemético Avancado com base em um enfoque que equilibre o
crescimento cognitivo e o raciocinio logico apropriado; (d) uso da visualizacéo
baseado em diferentes representacdes, sobretudo, a geométrica. Entretanto,
destacamos que nao houve o ultimo estagio do PMA caracterizado pelo refinamento
e prova.

Para a construgcéo do conceito imagem, os conhecimentos sdo sequenciados
em argumentos dedutivos, por exemplo, a relacdo entre as equacodes

Ax=Axe (A-A.1)x=0 ou a identificacdo de que cada multiplo escalar de um

autovetor também € um autovetor.

Observamos que o aluno apresenta o conceito imagem em nivel instrumental.
A seguir, destacamos algumas caracteristicas apresentadas por Domingos (2003),
que descrevem o0 conceito imagem no nivel instrumental e que puderam ser
identificadas em nossa analise: (a) a coordenacdo de processos que, por vezes,
resulta na criacdo de objetos matematicos: encontrar as raizes do polinbmio
caracteristico que correspondam aos autovalores, identificacdo de infinitos
autovetores que possibilitaram compreender o conceito de autoespaco vetorial; (b)
0S processos sdo realizados sobre objetos concretos: notagdo matricial dos
parametros apresentados no sistema de equacdes dado no enunciado do problema;
(c) ocorre o uso adequado de processos algébricos: manipulacfes algébricas para
encontrar as raizes do polindmio caracteristico (autovalores) e autovetores

associados; (d) capacidade de verbalizar processos representados parcialmente
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como proceitos: compreender o que ocorre com 0 autovalor quando k — o com
base na equacdo de diferenca x.,, =¢, .(L02)".v, +c, (058 ., .; (e) as propriedades
elementares sdo usadas com compreensao; (f) memorizagdo de algumas
sequéncias de simbolos; (g) os simbolos sdo usados como proceitos representando
objetos matematicos elementares.

Destacamos que o aluno entrevistado representa um caso de sucesso como 0
aluno José, citado por Domingos (2003). Assim como o aluno José, o aluno
entrevistado ndo atribuiu pleno significado aos quantificadores na representagéo
simbdlica dos conceitos. Nessas condi¢cfes, uma representacdo simbdlica ndo pode
ser considerada como um proceito.

E possivel que alunos com esse perfil evidenciem processos e procedimentos
necessarios para estabelecer as propriedades, mas ndo conseguem construir outros
objetos matematicos.

No final de seu discurso, o aluno considerou ndo haver tempo habil durante
as aulas, para que problemas como esse sejam tratados. Além disso, destacou que
somente os alunos mais aplicados poderao vir a se interessar por discussdes desse

tipo.

7.3 Estudo de Caso- II - Primeira fase - Alunoy do-4°. Semestre de
w curso- de Engenhawriov

O segundo estudo de caso foi realizado com trés estudantes de um curso de
Engenharia de uma instituicho de ensino privada do Estado de S&o Paulo. A
aplicacdo do instrumento diagndéstico, assim como as entrevistas, foi realizada no
campus da universidade e durou, aproximadamente, uma hora. Apds a explicacéo
dos objetivos da pesquisa, colhnemos as assinaturas para autorizagao de divulgacéo
e gravacdo em audio. Foi permitida a consulta de todos os apontamentos realizados
em aula assim como de livros textos constantes nas referéncias bibliograficas.

Quanto a disciplina de Algebra Linear, ela ocorre no primeiro semestre letivo
da graduacdo e recebe o nome de Algebra Linear, Vetores e Geometria Analitica.
Sua carga horaria é de 80 horas/aula. O plano de ensino é apresentado no ANEXO
H desta tese.
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Identificamos que, apesar do contetdo relacionado ao conceito de autovalor e
autovetor constar na ementa do curso e ser desenvolvido em aula, houve grande
dificuldade dos alunos em trabalhar com o problema proposto, alegando que lhes
faltava conteudo.

Apés lermos em conjunto o enunciado do problema, foi apresentada a
Questéo 1.

Evidenciamos nos discursos dos trés alunos participantes a disposicéo e a
iniciativa em trabalhar com conteddos como o problema proposto. Porém, faltava-
Ihes incentivo durante as aulas. ldentificavam que tais conteddos eram fundamentais
e gue seriam usados na profissdo, contudo, a grande maioria dos contetdos era
ministrada para preencher a grade curricular exigida pela legislacdo. E o que

discorre o Aluno 1:

Figura 52 - Resposta da Questéo 1 pelo Aluno 1
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Quando apresentado o problema, partimos para a Questdo 2. As respostas
obtidas foram as seguintes:

Aluno 1: Esses fatores indicam a taxa de variabilidade de
crescimento de ratos e corujas, ndo €? O —p indica que os ratos vao
ser comidos pelas corujas. A relacdo entre presa e predador esta no
sistema. Esse problema é bastante viavel, mas depende muito da
maturidade da sala.
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Figura 53 - Resposta da Quest&o 2 pelo Aluno 1

Aluno 2: Acho que temos um problema de acdo predatéria. A
relagdo entre as vidas dos ratos e corujas esta no sistema e no vetor

Ok

X, = RK e k € o més e k+1 é 0 més seguinte.

Figura 54 - Resposta da Questéo 2 pelo Aluno 2
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Aluno 3: Professora, essa € matéria de Calculo Numérico? Porque
nés vimos que k e k+1 existem em um método iterativo. O resultado
do més seguinte depende do més anterior. Acho que posso entender
gue esse € um problema para calcularmos como fica o crescimento
da populacéo de corujas e ratos no decorrer dos meses. E o sistema
mostra como € que as populacdes crescem e decrescem, para que

haja o equilibrio ecoldgico Parece bem interessante! Tem tudo a ver
com a gente!



Figura 55 - Resposta da Quest&o 2 pelo Aluno 3

Okay = (DO)OK + (04 )k
R,\\/‘kl = —P OV—\J T h,"l)ﬁi/\/

D ) Wy A9 mén 1 men-

(0,5) 0k = mutiodhe ooy LouInO>> NETWORem, o u(‘C/C(,C& m&a, PUVTL
Wy owodes poLa, ot alirmentan

\i ‘3\ P\K‘ = v A LOWROH £LOmMmE ()"LA(‘(/CR’LLWL’S § oV I;quﬂu(;l@

di qukigs usme o wmabaxo, de A07. ge s

O wKrd = m&;xﬁ;ﬁ YL vy AR

C\‘ﬂyg - \_“\L‘X‘,(,((:u) :QTVUU va Lm,h})’b
/

-~ . A
(0N R% = Epulocd wie Conpy TNMA v whwrdonte.

AL o>
o Jdectdie o
— 9 Ok = pvada & mameno dus gueE> OTRG> whe
\/C,(A'(’:IJ P‘u,o\afgw Adouy (Canuyas .

Intervencdo da pesquisadora

autovetor?

leitura do enunciado.

acarretando um equilibrio ecologico.

pelos alunos, dentre elas, Calculo Numérico.

Aluno 1 : Acho que é esse numero que estabiliza o sistema.
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Assim, quando questionados a respeito dos parametros que séo

estabelecidos em ambas as equacdes, 0s alunos mostraram compreendé-los com a

Os Alunos 1 e 3, ap6s a primeira leitura do enunciado, identificaram que o

objetivo do problema limitava-se a encontrar os fatores que estabilizariam o sistema,

A relacdo com as demais disciplinas do curso foi estabelecida prontamente

: Vocé compreendem o conceito de autovalor e

Aluno 3 : O Autovalor é um escalar, uma constante. Se eu multiplicar

Ok
esse escalar pela matriz X, = {Rk} guando k for igual a zero, vamos
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ter essa matriz no instante k+1. Esse é o autovetor. E se esse
escalar é Unico, a matriz também é.

Em nenhum momento, houve consulta dos alunos em relacdo a seus
apontamentos ou livros.

O Aluno 2 néo respondeu a Intervencdo da Pesquisadora. Mas os Alunos 1 e
3, tentaram expressar sua compreensao em relacdo ao conceito de Autovalor e
Autovetor, reforcando a todo momento que deveriam encontrar “um numero” que
estabilizasse o sistema. Ja o Aluno 3 pareceu ter a imagem mental de um vetor que,
guando multiplicado por um escalar, acarretard& um outro vetor. Este seria 0
resultado que estariam buscando o autovetor. Os conceitos parecem ser implicitos
ao sujeito e de um modo intuitivo expressou a agao de uma transformacao linear
x+— Ax. Destacamos que, em nenhum momento, houve a expressao do termo
transformacao linear pelos alunos.

Conforme expbe Dreyfus (1991), € importante que se identifiguem os
processos componentes para entender a matematica avangada e suas interacgoes.

Os discursos de ambos os alunos, sobretudo, do Aluno 3 evidenciou aspectos
abstratos e dedutivos presentes no Pensamento Matematico Avancado. Mas, ficou
evidente que ndo houve a construgdo apropriada dos objetos mateméticos com base
na interacdo de seus processos mentais. Os construtos nao tém um estatuto de

objeto matematico e, portanto, ndo podem ser pensados proceitualmente.

Apresentacao da Questdo 3

Figura 56 - Resposta da Questéo 3 pelo Aluno 1
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O Aluno 1 considerou, de maneira intuitiva, que o problema trata de um
modelo linear. Faz referéncia aos modelos néo lineares que, na sua concepg¢ao, nao

apresenta poténcia.
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Aluno 2 : A primeira coisa que eu pensei quando vocé me perguntou
sobre os conteudos envolvidos foram os conteddos da matéria de
Probabilidade e Estatistica que tivemos. Os conteludos estao
relacionados. Se vocé estd procurando a probabilidade de
crescimento de uma populagdo qualquer vocé esta falando de
Probabilidade e Estatistica. Mas, depois que vi um vetor e um
sistema, acho que tem mais conteudo relacionado.

Figura 57 - Resposta da Questéo 3 pelo Aluno 2

A principio, o Aluno 2 relacionou o problema proposto a disciplina de
Probabilidade e Estatistica. De maneira intuitiva, relaciona as probabilidades das

populacdes de ratos e corujas em um determinado momento.

Aluno 3: Mas, esse aqui, olha € um sistema dinamico mesmo. Para
k=0,1, 2 e 3, levando em conta que sdo 0s meses esses daqui.
Quando k = 0 e 1, temos as corujas jovens e k = 2 e assim em
diante ... Ainda acho que vocé quer falar de métodos iterativos. Olha
s0, se eu resolver o sistema pelo Método de Gauss-Seidel, para k =
0, k =1, k =2, até k igual a um nimero que o sistema vai se
estabilizar, vamos ter o equilibrio do sistema.

Figura 58 - Resposta a Questéo 3 pelo Aluno 3
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Ficou evidente que vinha a mente do aluno a relagdo com os métodos
iterativos, discutidos na disciplina de Calculo Numérico. O Aluno 3 expds que uma
possivel solucéo seria resolver o sistema linear baseado no Método de Gauss-Seidel.
Este é um método iterativo em que o sistema linear Ax=b é escrito na forma
equivalente x=C.x+g por separacdo da diagonal. Assim, sendo X, uma
aproximacao inicial, é calculada a sequéncia xx de vetores. Mas, ele ndo conseguiu

desenvolver o problema pelo método citado.
As respostas da questao 4 foram:

Aluno 1 : E quando se busca o crescimento estavel das populacées,
e a tendéncia de variagdes € cada vez menor. E o equilibrio
ecoldgico. Preciso saber o conceito de limite para responder a essa
questdo. E o momento que a funcdo chega a um limite, que é a
estabilizacdo do sistema, e isso ocorre quando o x tende ao infinito.
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Figura 59 - Resposta da Questé&o 4 pelo Aluno 1
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Quando questionado a respeito de sua compreensdo do conceito de
crescimento assintético, o Aluno 1 exp6s a nocao de limite e afirmou que precisaria
saber seu conceito. Citou as palavras fungdes matematicas, tendéncia de variacdes
e limite. Mais uma vez, podemos afirmar que as observacdes do Alunol refletem o
papel do pensamento abstrato e dedutivo, caracteristico do Pensamento Matematico
Avancado. Para ele, o equilibrio ecologico ocorre em uma situa¢do de convergéncia,
e isso acontece quando encontramos o limite de uma determinada funcéo

matematica, quando x tende ao infinito.

Figura 60 - Resposta da Questé&o 4 pelo Aluno 2

Consideramos que o Aluno 2 nao conseguiu responder a questao 4.

Figura 61 - Resposta da Questéo 4 pelo Aluno 3
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Embora o Aluno 3 tivesse escrito que ndo sabia o que assintético significava,
sua compreenséo ficou bastante clara nas citagbes anteriores.

Dentre os comentarios feitos pelo Aluno 3, identificamos sua apreensao para
resolver o problema, porém faltava-lhe conhecimento a respeito dos conceitos
relacionados. Em um momento, apds grande esforco, ele desistiu de resolvé-lo e

lamentou:

Aluno 3: Professora, eu cheguei a conclusdo: que eu ndo sei
resolver, porque eu ndo sei 0 que € um autovetor. Até a parte do
sistema dindmico, eu sei fazer, para k = 0, 1, 2 e 3, mas a parte de
autovetor eu nao sei como achar. Eu consigo entender as
quantidades, as relagbes, mas ndo sei calcular os valores. Eu
entendi tudo. Porque, na verdade, o professor que passou essa
matéria, primeiro, que ele ndo sabia passar a matéria. Ele chegava a
um sisteminha simples, calculo de matrizes e, segundo, que nés ndo
entendiamos, o que ele estava passando e quando a gente
perguntava, ele ndo entendia nossa pergunta.

Intervencéo da pesquisadora : Vocé chegou a concluséo de que nao sabe achar os
valores de A, e A,, porque ndo sabe o que € um autovalor e autovetor, porem

entendeu o contexto do problema perfeitamente. Vocé acredita que problemas como

este poderiam ajudar na compreensao dos conceitos?

Aluno 1: Os professores ndo tém habito de passar exemplos como
estes, porque da muito trabalho.
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Figura 63 - Resposta a Interven¢éo da Pesquisadora pelo Aluno 2
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Figura 64 - Resposta a Intervencéo da Pesquisadora pelo Aluno 3

Pl mooy w0emE WY FLUWOT PHIOWS o Wy o>
Al

lyecw uoﬂt oy lﬁwﬂluf&m xfmu?{\,WS Joeiniy

ﬁ’ -Q_‘_km AAS \’W’\C\/
- kL uC/‘LAJG;L’L Ve Mtuh% 1/)( ATUR \;'U, ‘7&)\&’{) JLE'( -

£ SPILOTWO naO

! o0 vy
‘ﬁ‘/\)‘Uv “L@{-’L"y’%ﬁ*la e Cq,qt&, 1w Jumdoot *’)CLL’(,(\, N

Oy wellum@s .

X0 e cotlude,

YOS G prm ;u{.g '. MU_F(%)—L m\o—’ \,Jttd)(i —;asﬁu_s JA- !fI’ICﬂ:Lm,L Pf,l_m

O Aluno 3 prosseguiu afirmando que problemas como esse séo interessantes
guando ha uma “boa base” trabalhada em aula. Relacionou a sua defasagem e de

seus colegas a problemas de didatica do professor.

7.3.1 Resumo- e Conjecturay

Consideramos que o Aluno 3 mostrou a ideia implicita de equacdo na forma
Ax=AXx, em que A, x e A sdo, respectivamente, a matriz dada, o autovetor e
autovalor. ldentificamos que suas ideias apresentam-se desconectas dos conceitos
necessarios, porém, em seus discursos, ficaram evidentes os pensamentos intuitivo
e dedutivo caracteristicos do Pensamento Matematico Avangado.

Outra caracteristica importante do Pensamento Matematico Avancado
apresentada por Dreyfus (1991), que o processo de generalizacdo € considerado
pré-requisito para a abstracdo. Analogamente ao autor, consideramos que, no
processo de generalizagdo, 0S requisitos cognitivos sao consideravelmente
ampliados. Foi o que pudemos evidenciar nos discursos dos Alunos 1 e 3 quanto a
citacdo dos Métodos Iterativos necessarios para se obter xx+; com base no vetor
inicial. Afirmaram que a solucdo do problema era encontrar um vetor Xw.1 que
estabilizasse o sistema.

Contudo, a generalizacdo ndo apresenta 0 peso da exigéncia cognitiva dos
estudantes como a abstracdo. E esta que permite as reconstrucdes mentais, ja a

generalizacdo promove a expansao da estrutura do conceito dos sujeitos.
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Ainda como exp6e Tall (1991), a caracterizacdo do Pensamento Matematico
Avancado ocorre quando (i) hd um “debate cientifico” do aluno em busca da solugéo
do problema, ao contrario de uma postura passiva de uma teoria pré-organizada; (ii)
existe a construcdo de fundamentacdo cognitiva para 0 conceito com base no
equilibrio entre crescimento cognitivo e desenvolvimento légico.

Nos discursos observados dos trés estudantes investigados, acrescentamos
que todos apresentaram uma natureza propria de investigacdo que lhes possibilitou
adquirir uma atitude matematica.

Assim, entendemos que foram estabelecidas conjecturas, discussdes e
conclusdes, independentemente, das propriedades intrinsecas dos objetos
matematicos envolvidos. Houve foco no processo e nao no produto, como ocorre no
nivel elementar.

Também pudemos evidenciar que impressdes e experiéncias foram evocadas
para a construcdo de uma imagem mental, atribuida ao vetor xx € Xx+1 € ao escalar A.
Para Vinner (1991), para se adquirir e entender um conceito de dado objeto é
necessario formar um conceito imagem do mesmo e, muitas vezes, 0 conceito
definicdo torna-se dispensavel. E o que ocorre nos contextos do cotidiano.

Consideramos que os trés alunos entrevistados geraram respostas puramente
intuitivas, construidas com base em um conceito imagem em nivel incipiente. Os
alunos ndo assumem o0s conceitos trabalhados como objetos matematicos e
referem-se a objetos elementares que néo traduzem o conceito pretendido.

Quando tratamos das concepc¢des inerentes ao objeto mateméatico, podemos
afirmar que os trés alunos apresentam indicios da concepc¢éo ac¢éo, ja que néo foi
possivel a identificacdo de qualquer caracteristica atribuida por Stewart (2008) ou
Trigueros et al. (2012).

Os alunos tinham consciéncia de suas limitagdes e acreditavam que tais
limitagbes estavam diretamente relacionadas a didatica do professor e ao extenso
contetdo da disciplina Algebra Linear, Vetores e Geometria Analitica que deveria ser
todo ministrado em apenas 80 horas/aula.

Portanto, defendemos ser imprescindivel prover material suficiente que Ihes
promova a construgdo de novas estruturas e processos de pensamento e permita
escolher quais as a¢cfes possam conduzir a construcdo dos objetos matematicos

pretendidos.
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7.4 tstudo de CasoII - Segunda fase: Entrevistas com alunoy do-
10°. Semestre de umw curso-de Engenhowiov

7.4.10 discurso e deserwolvimento- do- problemar peloy alunoy
entrevisgtadoy

Nesta fase da pesquisa, foram realizadas entrevistas com trés alunos de um
curso de Engenharia de uma instituicdo particular do Estado de Sao Paulo. As
entrevistas ocorreram individualmente na instituicdo, foram gravadas e a primeira
durou, aproximadamente, duas horas, e as demais, uma hora. A consulta de todos
0s apontamentos e livros que achassem pertinentes foi permitida. Como ja havia
sido dito anteriormente a entrevista, que os alunos poderiam consultar materiais,
caso achassem necessario, o Aluno 1 trouxe o livro Introducdo aos Sistemas
Dinamicos de Luiz de Queiroz Orsini. O objetivo da pesquisa foi exposto a todos os
participantes e entregue o Termo de Consentimento Livre e Esclarecido para
assinatura.

A primeira entrevista aconteceu em outubro de 2013. O aluno participante de
nossa pesquisa disse ter muita experiéncia na area de construcao civil, pois exerce a
profissdo em uma construtora ha mais de vinte anos. Seus relatos evidenciaram a
experiéncia de engenheiros da area de estruturas e a distincdo das especialidades
em seu segmento. De acordo com o aluno entrevistado, seu departamento €
composto por engenheiros de andlise, engenheiros de projetos e engenheiros de
software. Tal divisdo define, claramente, os distintos papéis das profissdes.

Quando apresentado o objetivo da pesquisa e discutido sobre o papel das

disciplinas matematicas no contexto da Engenharia, os alunos discorreram:

Aluno 1: E preciso recorrer a outra pessoa quando existem calculos
mais complexos a serem realizados. Ai entra o papel do engenheiro
de analise, mas, todos os aspectos da Engenharia de Projetos e
softwares computacionais tém uma importancia significativa. Mas,
poucos sd0 0s engenheiros especialistas em analise. Geralmente,
sdo consultores em analise de problemas matematicos e vém da
area académica. Essa especialidade supre a necessidade daqueles
engenheiros que ndo conseguem resolver um problema desses,
quando ele surge. Por exemplo, na Engenharia Civil, a simples
verificacdo de uma coluna ou viga em construcdo é tdo complexa
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gue pode levar até 6 meses para sua analise. No desenho de uma
aeronave, vocé precisa reduzir o tamanho dos componentes,
garantindo uma seguranca absoluta minima. Mas, na construcao de
um prédio vocé precisa fazer aproximag¢des enormes, porque aquilo
tem que ficar pronto em um dia. E ndo ha nada errado com isso,
porque parte da arte estrutural do projeto € aprender a aproximar.
Assim, os célculos de projetos sdo familiares a préatica dos
engenheiros. S8o as normas técnicas. Mas, € preciso um grande
esforco da equipe para produzir argumentos convincentes de que a
estrutura ird comportar-se conforme o previsto. Ai, ocorre a analise
do especialista em matematica. O minimo € que saibamos analisar
os resultados passados por esse especialista. E assim: a grande
maioria dos engenheiros nao realiza calculos matematicos
complexos. E suficiente que eles saibam que aqueles métodos
especificos existem e compreendam seus resultados.

Aluno 2: A matematica que o engenheiro usa é bastante diferente
daquela estudada no contexto universitario. No ensino tradicional, os
engenheiros aprendem as técnicas matematicas com o objetivo de
aplici-las em problemas da Engenharia mais tarde. As habilidades
taticas que surgem com a experiéncia na Engenharia ndo séo as
mesmas que integram as habilidades desenvolvidas nos cursos de
matematica.

Aluno 3: Em um projeto, cada engenheiro, com sua experiéncia,
evidencia aquilo em que ele € melhor. Pode ser na analise, no
desenho ou na gestdo e ha uma variedade de conhecimentos
relacionados ai. O objetivo da matematica na carreira do engenheiro
tem mais o papel estratégico, cujo foco passa a ser o projeto. Nao é
matematica pela matematica, mas a matematica pela nossa pratica.
O engenheiro ndo necessariamente fard a matematica, mas precisa
compreendé-la.

Esperavamos escutar dos engenheiros a respeito da rica e explicita
matematica usada na sua pratica, porém o que ficou evidenciado baseado em seus
discursos foi que a grande maioria ndo usa a Matemética ensinada na faculdade e
gue sdo poucos os que trabalham com ela, geralmente, consultores e professores de
universidades. Em suas funcbes, é esperado que o0s resultados sejam
compreendidos e avaliados. Mas, a Matematica estabelecida como disciplina em uso
apresenta um foco bastante distinto das disciplinas mateméticas dos cursos
superiores de graduagao.

No proximo discurso estabelecido pelo Aluno 1, ele cita uma relacdo entre as
disciplinas matematicas e especificas de sua graduacédo. Ele faz referéncia ao
Método dos Elementos Finitos apresentado no 4°. Semestre de sua graduacao, na

disciplina Computacao Gréfica a partir de uma ferramenta computacional.
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Aluno 1: Os engenheiros precisam ter uma visdo do que acontece
dentro da caixa preta com o objetivo de decidir o0 método mais
apropriado. Se ele ndo tem isso, ele vai ficar limitado as regras, mas
acho que ndo ha a necessidade de tornar os calculos explicitos. O
julgamento final é feito pelo que ele compreende da prépria
Engenharia. Por exemplo, para o calculo de elementos finitos de
estruturas em que a geracdo de elementos autométicos ou
algoritmos pode facilmente produzir elementos ruins. O software néo,
necessariamente, vai achar a melhor solucdo. Sempre ocorrem erros
porque o computador comete falhas nos resultados. Por isso, € muito
importante que analisem os resultados porque encontramos coisas
gque ndo saem como o planejado. Vocé precisa ter conhecimento de
como e do que vocé espera como resultado e, assim, identificar onde
esta ocorrendo o problema. H& um grande ciclo: vocé faz o modelo,
checa os resultados, checa novamente e refaz o modelo, se
necessario. Na faculdade, nés tivemos uma matéria assim. Mas foi
s6é a base porque o aprofundamento vem depois. Em Computagéo
Gréfica n6s tivemos um pouco sobre elementos finitos, CAD.
Fizemos anadlise estrutural, de estradas, estudo topografico com
softwares.

De acordo com Soriano (2009), o estudo do Método dos Elementos Finitos,
permite que seja analisado o comportamento de qualquer sistema fisico regido por
equacOes diferenciais ou integrais, como da mecanica dos sélidos deformaveis, da
conducéo de calor e de massa, e do eletromagnetismo (p.1). O autor cita que, para
realizar o estudo, € necessario que haja um equilibrio entre a consisténcia
matematica e a conceituacéo fisica, e para tanto, o aluno deve ter conhecimento da
Resisténcia dos Materiais e dominio de operac¢ées fundamentais da Algebra Matricial
e do Calculo Diferencial e Integral.

O autor supracitado explica que o estudo analitico do comportamento
macroscopico da matéria (sélida, liquida ou gasosa) ndo se mostrou adequado na
maioria das aplicacdes de Engenharia. Para uma melhor andlise, a matéria passou a
ser considerada, como uma distribuicdo continua em que infinitos “pontos materiais”
adjacentes uns aos outros preservam suas propriedades, pois ao se afastarem nao
formam vazios ou ao se aproximarem ndo se sobrepéem. E o chamado meio
continuo, estabelecido por equacdes matematicas que constituem um modelo
matematico da Mecanica do Continuo e regem o comportamento da matéria de
forma aproximada, adequada.

Em outras situagdes, um sistema fisico é constituido por um numero finito de

componentes, idealizados por pontos discretos. S&8o os chamados modelos
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matematicos discretos. Tais modelos sdo considerados fechados quando nao é
considerada a alteragdo do fenbmeno no tempo e abertos, em caso contrario.

A seguir, apresentamos o0 estudo do objeto matematico autovalor em um
modelo aberto.

Em um modelo aberto, em que se estuda a distribuicdo de tensdo em um
sélido deformado por acdes estéticas e a conducgdo de calor em regime permanente,
ha o estabelecimento de certas condi¢cdes do instante inicial para sua resolugéo, o
que caracteriza um problema de condi¢des iniciais ou de valores iniciais. O estudo é
dado por equacdes diferenciais com parametros desconhecidos, além das variaveis
dependentes, e é denominado de problema de autovalor.

Soriano (2009) acrescenta que ndo € necessario ser um matematico para
utilizar a Matematica como ferramenta. A visdo exposta pelo autor revela a opinido

do Aluno 1 entrevistado a respeito do papel da Matematica na sua graduacao.

Aluno 1: O papel do especialista em projeto é de, elegantemente,
sintetizar problemas que podem ser expressos matematicamente. O
analista de projeto passa as informacgdes para outro especialista que
tratara as relagdes para investigar coisas e trara as respostas como
equacles, que o0 engenheiro de projeto pode ajustar ou alterar os
parametros de acordo com a necessidade. A matemética passa a ser
usada como uma ferramenta de comunicacdo. E uma linguagem
comum que todos devem seguir.

E acrescenta outra disciplina de importancia significativa em sua formacéao, a

Geometria.

Aluno 1: Um exemplo fundamental para a Engenharia de Estruturas
é trabalhar com a Geometria das Estruturas. Geometria, €
enormemente, importante. Por exemplo, vocé tem uma pardbola,
uma catendria ou uma curva que corresponda ao comportamento
estrutural. Para realizar o calculo da area, é necessario que haja o
equilibrio das forcas em trés dimensbes. O engenheiro pode usar a
Matematica para determinar o momento de flexdo de uma viga ou as
deformacdes dos elementos. S&o curvas que sdo desenhadas em
termos estruturais. Numa situacdo como essa, ndo é importante
saber o significado da Matemética pura, mas, sim, os resultados
obtidos. S&o os resultados qualitativos, dos processos envolvidos e
nao 0s quantitativos. Isso nos deixamos para 0 engenheiro de
analise, o da academia. E a sua “sensibilidade” estrutural com énfase
naquilo que é intuitivo.
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Os Alunos 2 e 3 também citaram comentarios a respeito da
interdisciplinaridade que se estabelece entre a Matematica e as demais disciplinas

da graduacéo.

Aluno 2: NOs tivemos muitas matérias boas e outras ndo tédo boas
assim. Lembro-me de Simulacdo de Sistemas e Sistemas Digitais.
No nosso TCC, um professor de fisica nos ajudou a desenvolver os
célculos e nés aplicamos. Infelizmente, o tempo ndo é suficiente para
aprofundar toda informacdo que a gente recebe. Vou tentar me
aprofundar agora que sai da faculdade com uma pés-graduacédo. Em
Simulagdo de Sistemas, tem muita Matematica por trds de cada
resultado. NOs aprendemos a modelar um sistema, analisar 0s
resultados e fazer ajustes. Nés trabalhamos com simulacéo orientada
a objeto. Nas ultimas aulas, nés tivemos simulacdo com o software
Arena.

Aluno 3: E impossivel vocé fazer Engenharia se ndo gostar de
Matematica ou Fisica. E a base, o fundamento de tudo. No final da
faculdade, nos tivemos Controle e Servomecanismo. E a
controlabilidade, observabilidade e estabilidade. Sdo modelos
matematicos.

Em seguida, o Aluno 1 acrescentou que as ferramentas computacionais
parecem ter mudado a cultura de aprendizagem pois tudo passa a ser ensinado com
base nos softwares. J4 os Alunos 2 e 3 citaram comentéarios a respeito dos softwares
computacionais e das analises e cuidados que devem ser despendidos aos
resultados gerados.

Aluno 1: Por isso, o papel do software na pratica da Engenharia &
fazer o entendimento baseado no uso. A tecnologia tornou a
Matematica mais facil de ser usada, e isso também mudou a cultura
de aprendizagem, por exemplo, a respeito das estruturas. Vocé pode
desenvolver uma ponte ou superestima-la e vé-la entrar em colapso,
vé-la vibrar. Vocé ndo tem mais o tempo e o dinheiro para fazer isso
sem os softwares. E nem mesmo os professores ensinam sem eles.

Aluno 2: Os softwares nos ajudam a medida que precisamos avaliar
dados, desenvolver projetos com rapidez e com a maior seguranca
possivel. Tudo tem de ser planejado e controlado em minimos
detalhes. Em nossa empresa, usamos softwares de analise de
projetos, tem muita, muita estatistica envolvida ai.

Aluno 3: E muito comum participarmos de treinamento pela nossa
empresa. Um dia desses noés participamos de um treinamento de
Andlise de Confiabilidade de Sistemas. Muito bom, por sinal. E
melhor ainda é que eu era um dos poucos que estavam entendendo
0 que o instrutor estava passando. O pessoal atrapalhava-se porque
tinha muita Matematica. Trabalhamos com andlise de erros, tempo
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de vida util de um produto, muita coisa interessante. Acho que a
Engenharia ajudou-me muito em tudo isso.

Depois de uma discusséo inicial sobre o objetivo da pesquisa e do papel da

Matematica nos contextos praticos da Engenharia, partimos para a leitura do

enunciado do problema.
Intervencédo da pesquisadora : Apresentacdo da Questéo 2

Figura 65 - Resposta da Quest&o 2 pelo Aluno 1
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problema e seguiu com sua resolucdo. Ja os Alunos 2 e 3 identificaram os

parametros corretamente e conseguiram expressar as relacdes entre a populacao de

Figura 67 - Resposta da Quest&o 2 pelo Aluno 3
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ratos e corujas.

Assim, como os alunos da primeira fase deste estudo de caso, citou que o contetdo

Em suas respostas, o Aluno 1 confundiu os parametros com as incognitas do

O Aluno 2 nado prosseguiu na entrevista por ndao se lembrar da disciplina.

ministrado foi direcionado ao estudo de Vetores e pouco a Algebra Linear

notagdo matricial e a relagdo estabelecida pela equagdo Ax =Ax, , contudo nao

conseguiu prosseguir com a resolucdo do problema e observou que precisava

encontrar Xx; € Xk que correspondia aos autovetores e A o autovalor, mas nédo se

lembrava como.

Apos a identificagdo dos parametros do sistema, o Aluno 3 escreveu-0s em
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Figura 68 - Notagc&o matricial pelo Aluno 3

(ef o
e XK = Axk
-
/ C(S C/\% o % ‘)
0,004 9,9 | e = A
VAN == X XK
Ok ok 10k ::?(.\/CQ
SEACIER J LRr/ [P
e ARG YD acheres Xicqg o Xicg \FX veers)
: r § e a ‘
¢ \ Kcu&‘c V8 vo.\) . Azo uwe Lﬁudﬁﬂ«‘ Cony

ApoOs a apresentacdo da Questdo 2, um fato curioso e que nos chamou a
atencdao foi que os alunos mostraram conhecer o tema ou o conceito em estudo. Mas,
todos afirmaram que o grande foco da disciplina, quando ministrada, foi Vetores.
Observando a ementa da disciplina Vetores, Geometria Analitica e Algebra Linear,
notamos que o topico Autovalores e Autovetores é apresentado antes mesmo que
se inicie o tema Subespaco Vetoriais e retorna ao final do conteudo, apés a
apresentacao de Transformacdes Lineares (ANEXO H). Percebemos, portanto, que
ndo, necessariamente, os professores conseguem completar todo o conteddo no
semestre, tornando a aprendizagem do conceito de Autovalores e Autovetores
limitada as operacdes com vetores. ApOs a primeira exposicdo do conceito de
Autovalores e Autovetores, que ocorre por volta de meados do semestre letivo,
seguem o0s conteldos Espacos Vetoriais, Base e Dimensdo, Transformacdes
Lineares e, por Uultimo, Autovalores e Autovetores envolvendo 0s conceitos
anteriores. E bem provavel que essa Ultima relagdo ndo seja estabelecida em raz&o
da finalizacdo do semestre.

Todos os alunos reconheceram a importancia do conceito envolvido, e a
leitura do enunciado do problema pode evidenciar a todos que o objetivo foi

apresentar a evolucao de um sistema populacional entre predadores e presas.
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Uma das primeiras perguntas realizadas pelo Aluno 1, evidenciou que

intuitivamente, ele percebeu que, quando K+1 tende ao infinito, o sistema ira se

estabilizar. Parece que ele ja deu pistas para resposta da Questao 4.

Aluno 1: O que acontece em k+1, +1, +1, etc.? Com certeza, as
populacBes ndo vao crescer ou morrer infinitamente. H4 um equilibrio
ecolégico, ndo é?

ApoOs essa fase, o Aluno 1 pediu para consultar o livro que havia trazido e

abriu no Capitulo 5 que discute o conceito de Autovalores e Autovetores. Expos em

voz alta seu conceito e a definicdo de autovalores:

E prosseguiu:

Uma matriz quadrada A de ordem n e elementos constantes,
pertencentes a R (conjunto real), pode ser considerada como uma
transformacdo linear que transforma um vetor v LIC" em um outro
vetor w, também de C", pela regra w= Av (ORSINI, 1985, p. 82).

Cabe agora a pergunta: existirdo em C" vetores u tais que Au=Au
onde A é um escalar real ou complexo? A resposta é afirmativa, e
nos leva a definicdo de autovalores e autovetores:

Um vetor u ndo nulo é chamado autovetor de uma matriz A, nxn, de
elementos constantes e pertencentes a R se, e apenas se, u
satisfizer a Au =Au para algum escalar A JC. O correspondente
escalar € chamado autovalor de A (ORSINI, 1985, p. 82).

Em seguida, o Aluno 1 partiu para a resolugcéo do problema, representando o

sistema linear homogéneo em notagao matricial:



Figura 69 - Representacao do sistema linear em nota¢ao matricial pelo Aluno 1
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Toda a sequéncia desenvolvida pelo Aluno 1 foi realizada, ap6s a leitura do

livro que tinha em maos. Ele afirmou que néo lembrava da disciplina de Vetores,

Geometria Analitica e Algebra Linear, mas, que tendo o livio em maos néo ficava

dificil compreender a matéria. E mais facil quando se passam os anos e adquire-se

experiéncia (Aluno 1).

Aluno 1:

Eu sempre estudei assim. Quando as coisas ficam

confusas nas aulas eu pego os livros e estudo em casa nos finais de
semana. Consigo entender e ainda ajudar meu filho que também faz
Engenharia. Vou passo a passo e reflito sobre o assunto. I1sso so

vem com a maturidade.

O Aluno 1 conciliou a leitura do enunciado com o livro-texto, estabeleceu a

relacdo com a equagdo Au=Au (explicitada na definicdo) e compreende que o vetor

u preserva as suas propriedades quando multiplicado por uma matriz A. Contudo,

ndo conseguiu evidenciar a relacdo que € estabelecida na equacgdo seguinte,

exposta no mesmo livro, (Al —=A)u=0. O livro ndo expressa, claramente, a relagcéo

entre ambas as equacoes, e 0 Aluno 1 pareceu segui-las como uma sequéncia para

a determinacdo dos valores necessarios, sem considerar 0os conceitos envolvidos,

como a Matriz Identidade.
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Para o calculo dos autovalores A; e A2, 0 Aluno 1 identificou a possibilidade
de escrever o sistema dado em notagdo matricial e acompanha o Exemplo 1 do
livro®’,

De acordo com Poole (2004, p. 232), os autovalores e autovetores sao

caracteristicos de uma matriz no sentido de conferir informagcdes importantes sobre

sua natureza.

Figura 70 — Encontrando os autovalores e autovetores pelo Aluno 1.
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ApoOs estabelecer a relacdo entre as equacgdes Au=Au e (Al -Au=0, o
Aluno 1 acrescentou que deve haver uma solucdo nao trivial para (A.I —Au=0, ou
seja, uz0. O Aluno 1 considerou u=x . Prosseguiu com a afirmacdo de é
necessario e suficiente que det(A.| - A)=0, chegando a equac¢do caracteristica da

matriz e, em seguida, as raizes do polindbmio caracteristico de grau 2.

"0z 0 -7t 1 orsiv
o1 -01)° %7 ) ORI

1985, p. 83) (O Exemplo 1 completo é apresentado no ANEXO | desta tese).

®" Exemplo 1. Calcular os autovalores das matrizes A :{
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Figura 71 - A identificag@o do polinémio caracteristico e suas raizes pelo Aluno 1

A O = _
© _[os Ot
@) A o ' \’\JZCJ
— LTO404 A1
I— /\.‘—‘ Cl“5> _C'L*
LJF,A O uw =90
o i B ©F
2E— | = ~o 4
4+ ~
O 10 4 A — 1A

A= 05 = =
( =) (A 111\“(‘\/,4\_(*@‘(@?\);0

AL _
A=AAA —0BA + ©55 +0,0H0G =0

AT 410 A + 0,5Ub = Q.

RO AT (AT )=

AT MG A + 01516 =0 (8% 2xpulyo

A= (AW&Y= L (1) (O 21e)

A=1,5¢ -1 366U = 012G

X © poliuouwino

CONACTIATCO AL o 1)

A

Para calculo dos autovetores associados a A; e A;, 0 Aluno 1 seguiu o

Exemplo 2% do livro e chegou aos resultados desejados.

68 Exemplo 2. Determinar os autovetores associados aos autovalores das matrizes A; e A, do

Exemplo 1 (ORSINI, 1985, p. 84) (Exemplo 2 completo é apresentado no ANEXO | desta tese).
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Figura 72 - A identificacdo dos autovetores associados a A; = 1,02
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Durante a resolucdo do problema, o Aluno 1 conseguiu identificar que ha

infinitos autovetores, apos destacar a relagédo entre Ox e Rk como O, = 077R, para
A =102 e O, =5R, para A, = 058.

O Aluno 1 leu no livro a Introducédo aos Sistemas Dinamicos

Convém relembrar que (A-Al)u =0 , sendo um sistema

homogéneo, admite infinitas solu¢des, de fato, multiplicando uma
solucédo u; por um escalar qualquer obtemos outra solugédo (ORSINI,

1985, p. 83).

Em seguida, acrescentou que todos os autovetores devem ser linearmente

independentes, ou seja, u#0 e prosseguiu

Uma matriz A (nxn), com todos o0s autovetores Ag, A, ..., A, distintos,
pode-se associar um conjunto de n autovetores linearmente
independentes. Este conjunto qualifica-se como base em R" (ou C")
(ORSINI, 1985, p. 84).
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Figura 73 - A identificagdo dos autovetores associados a A, = 0,58
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Apds encontrarmos 0s valores de maneira correta, partimos para a Questéo 3.
Obtivemos as seguintes respostas dos Alunos 1 e 3.

Aluno 1: A base de tudo sdo Vetores. Sistemas Lineares

Homogéneos. Matrizes. Equagdo Caracteristica. Polindmio
Caracteristico.

Aluno 3: Sistemas dinamicos, andlise de evolucao.

Ja o Aluno 3 atribuiu a seguinte resposta a Questéo 3:
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Figura 74 - Resposta da Quest&o 3 pelo Aluno 3
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Identificamos que o Aluno 3 tem uma imagem mental do objeto matematico
autovalor e autovetor como Sistemas Dinamicos, trajetéria, atrator e analise de
evolucdo. Afirma lembrar-se vagamente que teve a “matéria” em determinado

momento do curso, contudo, ndo prosseguiu no discurso.

Quanto a Questéo 4, o Aluno 1 respondeu:

Aluno 1: E o ecossistema entrando em equilibrio. K
ndo pode crescer infinitamente. Vai chegar num
momento que, independente do valor de K, o valor
ndo muda mais. ISso € o crescimento assintético.

O Aluno 2 nédo respondeu a esta questdo e o Aluno 3 apresentou a resposta

escrita:

Figura 75 - Resposta da Questéo 4 pelo Aluno 3
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7.4.2 Resumo- e Conjecturas

A discusséo iniciou-se com a exposicao dos alunos participantes a respeito de
suas percepcdes sobre as disciplinas mateméaticas em suas formacdes e suas
vivéncias em ambientes de trabalhos. Todos citaram e reconheceram a importancia
das disciplinas matematicas e destacaram os diferentes papéis que devem ser
considerados em contextos de projetos ou de aplicacdes. A Matematica quando

discutida em contextos de projetos pode evidenciar seu aspecto tatico e estratégico,
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para que o0s engenheiros compreendam e realizem analises em relagdo aos
parametros, cabendo-lhes alteragfes e ajustes, caso considerem necessarios.

Um fato distinto e de relevancia que foi considerado em nossa analise em
relacdo ao Estudo de Caso |, ocorreu entre os planos de ensino da disciplina
Algebra Linear, relativo ao tema autovalores e autovetores. Destacamos que no
Estudo de Caso Il o tema, em um primeiro momento, abordou o estudo de vetores,
produto escalar, produto vetorial e produto misto, retas e planos. O tema autovalor e
autovetor voltou a ser abordado no final da ementa, apés o estudo de espacos
vetoriais, base e dimenséo e transformacdes lineares.

No discurso dos alunos entrevistados, foi perceptivel que é muito dificil o
professor cumprir todo o contetido de Vetores, Geometria Analitica e Algebra Linear
em um unico semestre. Em face disso, o tema autovalores e autovetores recebe
uma abordagem relacionada apenas as operagdes com vetores.

Apds a exposicdo do problema a todos os alunos, foi possivel que os Alunos

1 e 3 ilustrassem seus pensamentos procedimentais com base na: (a) representacao

@) 05 0410 O | . .
matricial { K”}:{ H K} em que Kl} é a matriz que denota a

Rea - 0104 11| R | Rea
« : : [ 05 04] :
populacéo de ratos e corujas no instante K+1; ¢ a matriz que denota
- 0104 11

. L Oc| . . o
0s parametros iniciais e {R: ¢ a matriz que denota as populagdes de ratos e

corujas no instante K; e (b) representacao algébrica Ax, = A.x, . Mas, evidenciamos

gue, em nenhum momento, houve referéncias as representacdes geométricas em
relagdo ao tema. Em nossa andlise, concluimos ndo ser comum nem tampouco
habitual que os alunos representem os autovetores geometricamente.

N&o foi possivel continuarmos a entrevista com o Aluno 2, apés ele afirmar
gue ndo sabia a matéria, nem teria condi¢cdes de resolver o problema.

Acrescentamos que, embora o Aluno 2 tenha citado a disciplina de Simulagéo
de Sistemas, ele ndo conseguiu estabelecer qualquer relagdo com os conteddos
estudados e o objeto matematico autovalor e autovetor.

Ja as respostas do Aluno 1 destacaram um conjunto de instrucdes para
encontrar 0s autovalores e autovetores e pouco evidenciaram a respeito de real

compreensao dos conceitos envolvidos. Para o Aluno 1, o conceito foi encarado de
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forma operacional, isto é, ele em um primeiro momento limita-se a realizacdo de
procedimentos de calculo. Embora ndo explicitasse verbalmente as relagbes entre
0S varios componentes conseguiu ter um desempenho bastante satisfatério. Assim,
com base na definicdo obtida no livro, ele conseguiu discutir o papel da matriz A, do

autovetor x e autovalor A, relacionando-os a equacdo Ax, = A.x, e com base nesses

elementos realiza os célculos corretos dos autovalores e autovetores.
Apesar do Aluno 3 nao ter prosseguido com os calculos para encontrar 0s
autovalores e autovetores associados, destacamos que ele também conseguiu

identificar a ideia por tras do estudo da equacdo Ax, =A.x, que € encontrar vetores

que sdo transformados por A em multiplos escalares deles mesmos. Assim,
afirmamos que ambos os Alunos 1 e 3 tém o0 conceito imagem de que ha
preservacao de direcdo, mas ndo de comprimento e que um vetor € transformado
por uma matriz preservando suas caracteristicas. Acrescentamos que o Aluno 1
também tinha o conceito imagem de que os vetores ndo podiam ser paralelos, ou
seja, eram linearmente independentes.

Assim, entendemos que o Aluno 1 conseguiu evidenciar 0os passos dos
processos, mas estes ainda nao estavam interiorizados.

No instante em que o Aluno 1 encontrou a relacdo O, = 0/77R, para A, = 102e
O, =5R  para A, = 058, ele considerou que ha infinitos autovetores para qualquer

multiplo escalar de Rk e que esse multiplo escalar também era um autovetor.

Ressaltamos que o Aluno 1 buscou a definicdo do conceito para expressar 0s
autovalores e autovetores desejados e encontrou-os de modo correto. Assim,
defendemos a ideia de que as definicbes tém um papel fundamental na
compreensao dos conceitos em estudo.

Vinner acrescenta que

nao importa 0 quanto o seu sistema de associacdo reage quando um
problema se coloca para vocé em um contexto técnico, vocé néo
deveria formular sua solucdo antes de consultar a definicdo do
conceito. Isto é, evidentemente, o processo desejavel. Infelizmente, a
pratica é diferente. E dificil treinar um sistema cognitivo para agir
contra sua natureza e para forca-lo a consultar definicbes ou quando
se forma um conceito imagem ou quando se trabalha numa tarefa
cognitiva®® (VINNER, 1991, p. 72)

% Traducdo nossa: no matter how your association system reacts when a problem is posed to you in a
technical context, you are not supposed to formulate your solution before consulting the concept
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Assim, Vinner (1991) considera que as definicbes nos mantém no caminho
certo. O autor acrescenta que podem ocorrer enganos na construcdo do conceito
imagem caso 0s conceitos imagem e definicdo ndo caminhem juntos. Entendemos
gue a relacdo entre ambos os conceitos foi trabalhada e desenvolvida baseada na
exposicao do problema e obtencéo dos resultados dos autovalores e autovetores
pelo Aluno 1.

Evidenciamos que o Aluno 1 buscou estabelecer relacdes entre os conceitos
imagem e definicéo.

De acordo com as ideias de Domingos (2003), consideramos que o Aluno 1
estabeleceu o conceito imagem em nivel instrumental, com base na relacdo e

compreensao dos conceitos envolvidos nas equacbes Ax=Ax e (A-A1)x=0. Foi

possivel que ele pensasse proceitualmente e atribuisse significado ao contexto da
definicdo simbolica. Contudo, os processos e conhecimentos necessarios eram
incompletos, para que houvesse plena interiorizacdo em objetos mentais.

E possivel afirmar que o Aluno 1 partiu do conceito definicio e este |he
permitiu compreender, mesmo que de modo ainda limitado, o objetivo principal do
problema e os demais conceitos envolvidos (Figura 7). Como afirmou em seu
discurso quando eu ndo entendo uma matéria eu parto da definicdo, leio, releio e
consigo entender o objetivo do problema. Eu ajudava muito os meus colegas de
classe assim (Aluno 1).

Vinner (1991) discute que em processos que envolvam a solucdo de
problemas € possivel que as células do conceito definicdo e imagem sejam ativadas
e interajam em um fluxo continuo de estimulo-resposta. Defendemos que problemas
como 0 exposto poderiam ser apresentados como uma tarefa cognitiva estimulada
baseada no conceito definicdo. Assim, conforme expde a Figura 7, todas as
impressdes, experiéncias e imagens mentais sdo ativadas com base no conceito
definicdo apresentado pelo professor, tendo como saida um ambiente intelectual,
uma resposta.

Quando apresentamos a relacdo com a Teoria APOS, seguindo as ideias de
Stewart (2008) e Trigueros (2012) foi possivel considerar que Aluno 1 apresentou

definition. This is, of course, the desirable process. Unfortunately, the practice is different. It is hard to
train a cognitive system to act against its nature and to force it to consult definitions either when
forming a concept image or when working on a cognitive task.
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elementos, tanto da concepg¢do acdo como da concepgdo processo. Ressaltamos
gue nem todos o0s elementos constantes nos Quadros 5 e 6 estiveram presentes no
desenvolvimento do problema pelo Aluno 1.

Para o Aluno 3, o grande obstaculo evidenciado foi em equacionar os objetos

dos processos, baseando-se na equacdo Ax=Ax para AXx-Ax=0 = (A-Al)x=0.

Essa passagem pareceu ser um entrave para compreender como a definicdo de um
autovetor relaciona-se a sua representacdo algébrica. Assim, assumimos que 0
Aluno 3 apresentou indicios da concep¢do acgdo, conforme as ideias de Stewart
(2008) e Trigueros (2012).

Na mesma equacado anterior, para o Aluno 1 ficou evidente que a passagem
foi realizada de maneira procedimental e que ele ndo identificou a natureza da matriz
identidade, simplesmente, acrescentando o | na equacao caracteristica.

Apesar dos Alunos 2 e 3 tentarem desenvolver o problema, suas desisténcias
para encontrar as solucdes do problema ocorreram, apos alegarem que nem todos
0S aspectos dos autovalores e autovetores foram discutidos nas aulas. Eles
afirmaram que os autovetores sdo estudados apenas como multiplos escalares de
um vetor. Ficou evidente que lhes faltavam os conceitos fundamentais da Algebra
Linear e que se sentiram frustrados com a situagéao.

Destacamos que, embora os Alunos 2 e 3 nao tenham chegado aos
resultados desejados, em seus discursos, houve evidéncia da importancia das
disciplinas matematicas em suas formagbes e o desejo de aprofundar seus

conhecimentos em estudos futuros.
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CONSIDERACOES FINAILS E
SUGESTOES PARA FUTURAS INVESTIGACOES

—7

A proposta desta pesquisa de doutoramento foi investigar as estruturas
cognitivas envolvidas na construcdo do objeto matematico autovalor e autovetor na

fase inicial e final da formacéo do aluno de curso de Engenharia.

Para tanto, assumimos como sujeitos de nossa investigacdo estudantes de
duas instituicbes de ensino privadas do Estado de Sao Paulo, sendo os primeiros,
estudantes que haviam concluido a disciplina de Algebra Linear e ainda estavam em
inicio de sua formacdo académica e os segundos, estudantes que estavam
concluindo a graduacao. Dessa forma, denominamos de Estudo de Caso | para a

primeira instituicdo investigada e Estudo de Caso I, para a segunda.

A analise conjunta de ambos os estudos de caso evidenciou 0S processos

relacionados a construcdo do objeto matematico autovalor e autovetor pelos

estudantes dos cursos de Engenharia.

Nosso propésito foi identificar como 0s processos sdo construidos na mente
matematica desses estudantes, considerando diferentes fases de sua formacéo
académica com base na investigacdo das estruturas cognitivas envolvidas na

construcdo do objeto matematico autovalor e autovetor.

Esta descricdo sistematica foi apresentada, mediante uma decomposicao
genética, nas quais as concepcdes acao-processo-objeto-esquema séo
evidenciadas, conforme as ideias de Stewart (2008) e Trigueros (2012). Além das
concepcdes destacadas anteriormente, também foram considerados 0s conceitos

imagem e definicdo de acordo com os estudos de Vinner (1991) e Domingos (2003).
E questionamos:

(1) Quais concepcdes (acao-processo-objeto-esquema) séo evidenciadas nos
alunos, apés o estudo do objeto matematico autovalor e autovetor nas
fases inicial e final de sua formacao académica em cursos de Engenharia?

(2) Nessas mesmas fases, quais conceitos imagem e definicdo sé&o

evidenciados no estudo do objeto matematico autovalor e autovetor?
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Nossa hipétese foi que as estruturas cognitivas presentes nos alunos em fase
final de formacdo expbem aspectos que evidenciam relagbes presentes em
disciplinas especificas do curso com as disciplinas matematicas, contrariamente ao
gue é exposto nas mentes matematicas dos alunos que iniciam o curso de
Engenharia. Dessa maneira, as diferentes mentes matematicas poderiam evidenciar

diferentes esquemas mentais.

Nesta investigacdo, defendemos as ideias de Dorier (2002) que discute a
questdo da flexibilidade cognitiva, como centro da problematica da Algebra Linear.
Algumas mudangas podem ser observadas com base na flexibilidade cognitiva
citada pelo autor, como por exemplo, diferentes niveis de descricdo, de modos de

raciocinio ou de representacdes de um objeto matematico.

Afirmamos que o ensino e a aprendizagem da Algebra Linear relacionam-se a
guestdes discutidas em grupos de estudo, dentre eles, o LACSG. De acordo com as
recomendacdes do grupo, é importante que para o ensino e aprendizagem da
disciplina, alguns aspectos devam ser considerados, como por exemplo, tempo
suficiente para o ensino da Algebra Linear, o papel das novas tecnologias

educacionais, o contetdo, além da necessidade, da generalizacdo e concretizacéo.

De acordo com Stewart (2008), o estudo da Algebra Linear exige um tipo de
pensamento que lide com as dificuldades cognitivas e conceituais dos estudantes. E
importante que professor e aluno desprendam-se de métodos especificos para
resolver problemas e considerem o0s aspectos interdisciplinares e especificos de

cada curso de formacéo.

Assim, a instituicdo e os professores que lecionam disciplinas mateméticas
devem considerar os aspectos inerentes a formacédo especifica do estudante,

favorecendo uma didatica da Matematica para a formacao dos futuros profissionais.

Tais aspectos evidenciam a necessidade que os cursos de Algebra Linear
sejam repensados com base nas situacbes mateméaticas probleméticas, cujas
solugcbes envolvem acbes, processos, objetos e relacdes entre esquemas que se

constroem em face de determinada situacéo.

Dentre as leituras que incentivaram a escolha do problema esta a pesquisa de
Pedersen (2006) que tratou de modelos de crescimento populacional com base no

estudo de Sistemas Dinamicos. Para tanto, encontramos na apresentacdo do
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capitulo de autovalor e autovetor, do livro-texto de David C. Lay, um problema que,
como o da pesquisa de Pedersen (2006), também discutia o papel de um sistema
dindmico discreto relacionado ao comportamento de longo prazo descrito pela

equacdo de diferencas x.,, = Ax.. Esse foi o impulso final que necessitavamos para

a escolha de nosso instrumento diagndstico (o problema da pesquisa).

Em nossa andlise, identificamos a constituicdo de dois grupos distintos
formados pelos estudantes das primeiras e segundas fases de ambos os estudos de

caso.

Na primeira fase, consideramos que os alunos buscaram solucionar o
problema baseados nas acbes e procedimentos que atingissem o resultado
esperado. Retratamos que os trés estudantes entrevistados do primeiro estudo de
caso ndo buscaram a definicdo formal do conceito durante a resolucdo do problema,
porém, destacaram em seus discursos que houve a apresentacdo de defini¢des,
teoremas e demonstracées durante suas aulas pelo professor ministrante da

disciplina.

Os autores do livro-texto adotado nessa instituicdo identificam que as
definicdes, teoremas e demonstragbes constituem boas ferramentas de
comunicacdo para a efetiva apreensdo dos conceitos apresentados. Assim,
assumimos que os teoremas, suas demonstracdes e provas constituiram um papel
fundamental para a construcdo do conceito imagem desses estudantes, apesar

delas n&o terem sido enfatizadas durante a solugéo do problema.

JA& na segunda fase de ambos os estudos de caso, identificamos que os
alunos que solucionaram o problema, prontamente, buscaram a definicdo do
conceito e apoiados nela identificaram os elementos-chave envolvidos, como a

matriz A, ao autovetor Xx+1 € Xx € ao autovalor A na equacdo de diferencgas
Xip = AX.

Evidenciamos que, apesar dos caminhos distintos seguidos pelos estudantes
citados anteriormente, 0s processos e sequéncias desenvolvidos para a solugéo do

problema foram muito parecidos, inclusive, no que tange as duvidas e discussdes.

De acordo com Vinner (1991), ndo é possivel formular uma solucdo sem
antes consultar o conceito definicio. E possivel afirmarmos que caso o conceito

definicAo ndo seja consultado, podera haver erros relacionados a construcdo do
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conceito imagem. Portanto, € necessario que ambos 0s conceitos estejam proximos

e que haja um fluxo continuo de estimulo-resposta entre as células.

Dessa maneira, assumimos que o maior grau de maturidade dos estudantes
da segunda fase de ambos os estudos de caso atribuidos a uma postura de
independéncia e interdependéncia desenvolvida ao longo da vida académica
possibilitou que eles buscassem livros, anotagdes, ou seja, as definigcdes formais.

Explicitamos, portanto, que esses estudantes evidenciaram construir o
conhecimento como mostra a Figura 7, na qual a célula do conceito definicdo &,
primeiramente, consultada, para que haja a construgdo de uma imagem mental

posterior.

Quanto as representacfes, consideramos que elas constituem as imagens
mentais dos alunos e exercem um papel significativo no ensino e na aprendizagem
da Matematica. As representacfes mentais constituem esquemas internos que uma
pessoa usa para interagir com o meio externo e sdo individuais, podendo se
diferenciar de pessoa para pessoa. Assim, a mente matematica deve considerar o
impacto educacional e a maturidade do cérebro na organizacdo das representacdes

mentais.

Dentre as imagens mentais explicitadas pelos alunos houve a ideia de
“direcdo” de vetor que, ndo é alterada. Em suas respostas esteve presente a ideia

de multiplicacéo por escalar.

Identificamos que os Alunos 2 e 3 citaram que havia a ideia limitada de um
numero finito de vetores. Ja o Aluno 1 afirmou que o autovalor sé pode assumir um
unico escalar, ele ndo assume um outro resultado [...]. Assim, cada um tem seu valor
fixo, podendo ter varios autovetores. A discusséo e a intervencdo da pesquisadora
permitiu que expandissem a compreensdo sobre os infinitos autovetores durante a

solugéo do problema.

Identificamos que para se obter sucesso na solugcdo de um problema sao
necessarias ao menos duas representacdes, sendo importante que se transfira a

informacéo obtida de uma representacéo a outra, transitando entre elas.

Dentre os alunos entrevistados, apenas o Aluno 1 da segunda fase (Estudo
de Caso |) buscou representar geometricamente 0s autovetores como uma trajetoria,

sem que houvesse qualquer intervencéo da pesquisadora.
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Em ambos os estudos de caso, e em ambas as fases, a énfase a
representacdo geométrica foi negligenciada. Os alunos enfatizaram os aspectos
algébricos e matriciais, contudo, afirmaram que pouco foi apresentado em aula a

respeito das representacdes geométricas.

E possivel afirmarmos que o tema autovalor e autovetor recebe forte apelo
geométrico nos livros-texto indicados, contudo isso nao € pratica comum nas aulas
tradicionais de Algebra Linear.

Quanto a equacdo Ax=A.x foi possivel identificar que ndo houve clareza

quanto a relacdo entre Ax=A.x. e (A-Al)x=0. O papel da matriz identidade nao

foi explicitado.

Contudo, evidenciamos que, apesar das atitudes diferenciadas entre o0s
alunos das Fases 1 e 2 dos estudos de caso que chegaram a solucéo final do
problema, houve a observacdo de um mesmo nivel de concepc¢do final do objeto
matematico, a concepcdo processo. E perfeitamente cabivel assumirmos que tais
concepc¢des possam evoluir a concepcgao objeto, com base nos problemas aplicados

qgue recebam o suporte explicito do professor.

Quando questionados a respeito dos exemplos e problemas propostos nos
livros-texto inseridos nas referéncias bibliograficas basicas e complementares da
disciplina, somente os alunos do primeiro estudo de caso, citaram ter usado o livro-
texto referenciado pela instituicdo. Ja os alunos do segundo caso, afirmaram que
eles sdo apresentados somente no primeiro dia de aula, e ndo foram usados, de fato,
no decorrer do semestre letivo.

Consideramos que atitudes, como a exposta anteriormente pelos alunos do
segundo caso, podem ndo incentivar a pesquisa, a leitura e a constituicdo de
pensamentos criticos dos alunos.

De acordo com o discurso dos alunos participantes do primeiro estudo de
caso, o livro-texto trabalhado em aula, embora apresente aplicacfes a respeito de
cada topico, estas ndo sdo exploradas na classe. O estudo e a discussdo desses

problemas ficam a critério da investigacao e iniciativa de cada estudante.

Identificamos que todos os alunos do Estudo de Caso | e 0 Aluno 1 do Estudo
de Caso Il (Fase 2) estabeleceram rela¢cées com outros objetos matematicos a partir

da interacdo de suas respectivas imagens mentais. Dentre esses objetos,
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evidenciamos: combinacédo linear, dependéncia e independéncia linear, espacos e

subespacos vetoriais e base de um subespaco.

No Estudo de Caso Il, identificamos que os diversos conceitos constituiram
elementos isolados e nao foram inter-relacionados para formar uma imagem
concebida, como objeto mental. Apenas o Aluno 1 da segunda fase buscou
especificar o objeto matematico com base em suas propriedades, porém néao
consideramos que tais objetos estavam plenamente encapsulados como entidades

mentais.

Observamos que os alunos de ambas as fases identificaram relagbes com as
demais disciplinas da graduacdo, dentre elas: Calculo Numérico, Introducdo a
Computacéo, Circuitos Elétricos, Sistemas de Controle ou Computacdo Grafica.
Portanto, é pertinente considerarmos que o0s estudantes de ambas as fases
evidenciaram relagdes da Algebra Linear com as disciplinas especificas da

graduacdao, confirmando parcialmente nossa hipoétese.

Afirmamaos, parcialmente, nossa hipotese pelo fato de considerar que todos os
alunos (de ambas as fases) conseguiram identificar relacbes com a disciplina
Algebra Linear, e ndo s6 os concluintes da graduacio. No entanto, as relacbes
identificadas pelos alunos da segunda fase evidenciaram um maior conhecimento
sobre assuntos especificos, ndo s6 adquiridos por um maior grau de maturidade,

como também uma maior vivéncia profissional percorrida.

Na segunda fase do Estudo de Caso I, identificamos que o aluno entrevistado
apresentou maior familiaridade com o tema em estudo, pois, como citou Uma vez eu
vi um problema parecido, mas foi num curso que fiz. Eram raposas e coelhos e

buscou no livro-texto relembrar a solucdo do problema.

Consideramos que esse aluno estabeleceu relacdes com outras disciplinas e
apresentou uma imagem mental de autovalor, como trajetéria que atingira um ponto
de equilibrio estavel. Ele cita E o vetor (0,0). Olha so, todos esses vetores S&0 0S

autovetores, eles sdo as trajetorias.

Seu discurso evidenciou uma maior compreensdo do tema Sistemas de
Controle e identificou a necessidade de haver uma boa base conceitual e

matematica que auxiliem a analisar, projetar e melhorar o sistema.
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E possivel identificar algumas caracteristicas que o aproximem de uma
concepgao objeto, de acordo com Stewart (2008) e Trigueros (2012), como por
exemplo, sua representacdo geomeétrica, a preservacao de direcdo do vetor por um
escalar, a identificacdo do objeto comum de ambos os membros da equacéo e a
compreensao de sua definicdo. Baseado na deducédo da definicdo, foi possivel que o
aluno pudesse refletir sobre as propriedades dos conceitos, propiciando a abstracéo

inerente ao Pensamento Matematico Avancado.

Contudo, como evidenciado nas consideracdes parciais desse estudo de caso,
nao podemos assumir que tais objetos encontram-se plenamente encapsulados

como objetos mentais.

Foi percebido que os alunos da segunda fase consideraram aspectos
bastante relevantes da disciplina e destacaram palavras-chave para o conceito de
autovalor e autovetor, como por exemplo, estabilizacdo do sistema, matriz de

entrada-saida e vetor estacionario.

Identificarmos que os alunos que chegaram a solucéo final do problema de
ambos os estudos de caso apresentam nivel de conceito imagem instrumental.
Algumas caracteristicas conforme expde Domingos (2003) foram identificadas como:
(a) a coordenacdo de processos que, por vezes, resulta na criagdo de objetos
matematicos: encontrar as raizes do polinbmio caracteristico ou os autovalores; (b)
0S processos sdo realizados sobre objetos concretos: notagcdo matricial dos
parametros do sistema de equacdes dado pelo enunciado do problema; (c) uso
adequado de processos algébricos: manipulacdes algébricas para encontrar as
raizes do polinémio; (d) uso de simbolos como proceitos que representam objetos

matematicos ainda elementares, dentre outros.

Quando tratamos do PMA, foi percebido que os alunos tém a habilidade de

conscientemente fazer abstragfes de situagfes matematicas.

Para tratar de objetos matematicos como 0 de nossa pesquisa, 0 estudante

necessita lidar com sua complexidade, abstracdo e representacao.

Ressaltamos que todos os Alunos do Estudo de Caso | e o Aluno 1 da
segunda fase do Estudo de Caso Il evidenciaram elementos citados por Tall (1991)
que caracterizam o PMA, como: uma participacdo ativa na construcdo do

conhecimento, uma fundamentacdo cognitiva adequada e uso de multiplas
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representacfes. Nesse Ultimo item, a representacdo geométrica ficou restrita ao
Aluno 1 (Fase 2 — Estudo de Caso ).

E possivel considerar que esses alunos constituem casos de sucesso como
José, o tipico aluno de Engenharia, descrito por Domingos (2003). O nivel de
conceito imagem instrumental permitiu-lhes que tivessem notas elevadas na

disciplina.

Percebemos que os alunos buscam por um novo enfoque de ensino da
Algebra Linear e valorizam seu estudo. Mas, o estudo pode considerar as ideias
conceituais evidenciando as relagbes que se estabelecem entre as disciplinas da
graduacgéo.

Eles tém plena consciéncia da necessidade de uma formacdo consistente
com as necessidades do mercado de trabalho e dos aspectos que fundamentam sua
formacdo, dentre eles, os aspectos relacionados as disciplinas matematicas.
Consideram que as disciplinas matematicas constituem a base, para que se
estabeleca um pensamento centrado em processos que tratardo da formacdo dos

conceitos.

Percebemos que os alunos participantes do segundo estudo de caso
sentiram-se frustrados por ndo conseguirem solucionar o problema proposto. Eles

atribuiram essa “falha” a situacdes especificas da IES.

Dentre as possiveis situacdes especificas da IES, identificamos que a carga
horéaria reduzida da disciplina, dividida entre os conteudos de Vetores, Geometria
Analitica e Algebra Linear, negligencia este ultimo estudo. Além disso, ressaltamos
gue essa disciplina ocorre no primeiro semestre letivo, quando os alunos estao
adentrando no mundo universitario e ainda podem apresentar dificuldades com
contetdos elementares da Matematica, quanto mais, aos contetdos da Algebra

Linear.

Como identificado nas entrevistas realizadas com os alunos em fase final de

formacédo do segundo estudo de caso, essa “falha” € algo que pdde ter refletido ao

longo de toda sua formacao académica e que podera impactar sua vida profissional.

Uma excecao foi identificada pela entrevista realizada com o Aluno 1 da Fase
2 (Estudo de Caso II) que afirmou buscar aquilo que lhe interessava em livros e,
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ainda, explicar a seus colegas de classe. Consideramos que esses ndo Sao casos

comuns, e sim isolados.

Esse aluno estabeleceu a relacdo e a significativa importancia com a
disciplina Computacédo Grafica em sua formacdo, sobretudo em sua experiéncia
profissional. Entretanto, consideramos que a atitude do Aluno 1 representou um
caso isolado e de grande esforgo.

Os Alunos 2 e 3 nao continuaram a solucdo do problema pelos mesmos
motivos que os alunos participantes da Fase 1. Alegaram ndo haver tempo suficiente
para que o professor tratasse todo o contelddo presente na ementa e que as
dificuldades presentes nos alunos que ingressam em um curso de Engenharia sao

muito grande, 0 que tornam o ensino e a aprendizagem ainda “mais trabalhosos”.

E possivel considerarmos que a “defasagem” em relacdo a disciplina foi

extensiva por todo o curso de Engenharia e foi evidenciada na situagéo proposta.

Consideramos que com base nas intervencdes da pesquisadora foi possivel
qgue os alunos aprofundassem suas discussfes e observacdes a respeito do tema.
Assim, foi-lhes permitido o0 momento e a pratica da discussdo, momento este que é

raro ou mesmo inexistente em uma sala de aula.

Assumimos que tanto os calculos como 0s conceitos devam ser enfatizados.
E fundamental que os resultados saibam ser interpretados, analisados e explicados

agueles alunos interessados.

Em nossa pesquisa com o0s estudantes da segunda instituicdo de ensino,
identificamos apoiados na ementa da disciplina que, provavelmente, haveria
dificuldades dos alunos para a solugcéo do problema. Nossa confirmagéo efetivou-se
a partir do momento que o expusemos. Embora os alunos se mostrassem pro-ativos
ao encontrarem o0s objetos relacionados ao contexto, acabaram por desistir,
alegando que nao poderiam solucionar algo sem, pelo menos, saber o que é um

autovetor.

Contudo, foi possivel identificarmos alguns elementos do Pensamento
Matematico Avancado como a participacdo ativa dos alunos na busca da solucao,
pensamentos intuitivos, abstratos e dedutivos e a busca de um padréo, a
estabilizacao do sistema.
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Consideramos que tais alunos apresentam indicios da concepc¢do acdo e um
conceito imagem em nivel incipiente, mas nao faltou-lhes vontade ou iniciativa em

aprender.

As limitacbes apresentadas ao solucionar o problema foram, plenamente,
reconhecidas pelos alunos e parecem ter se estendido ao longo do curso. E o que
pudemos evidenciar nas entrevistas realizadas com os alunos do ultimo semestre da

graduacéo.

De acordo com Dreyfus (1991), a Matematica é criada com base na tentativa
e erro, apoiada nas afirmacdes parcialmente corretas, a partir do formalismo intuitivo
em que termos desconhecidos e imprecisos sao intencionalmente apresentados.
Além disso, cabe a nds, professores, prover os diferentes pontos de vista, para que
o aluno adquira sua independéncia ao longo da vida académica com base na

variedade de fontes de informacé&o e diferentes perspectivas.

Apoiados nos resultados obtidos dos estudos de caso, evidenciamos ser
possivel que cursos apresentados pelas IES sejam concebidos para focar uma
concepcao acao/processo pautadas em representacdes matriciais e algeébricas.
Além disso, as avaliacdes, as tarefas desenvolvidas parecem exigir maneiras
semelhantes de pensamento e solucdo dos problemas, o que tem restringido, ainda
mais, a evolugdo da concepgdo do objeto matemético pelo estudante.
Consequentemente, os estudantes desenvolvem habilidades muito semelhantes,
com o objetivo de visar a obtencdo de resultados corretos, pautados em
procedimentos de calculo. Mas, é possivel que tais alunos possam obter bons
resultados em suas avalia¢des finais, como o caso do aluno José, um tipico aluno de

Engenharia, citado por Domingos (2003).

Assim, as praticas de aula enfatizam “a maneira de calcular”, refletindo nos
exames, o0 que foi exposto nas aulas, e ndo os processos envolvidos na construcéo

e compreenséo conceitual dos objetos matematicos em estudo.

O LACSG considera que, para haver um primeiro curso de Algebra Linear,
devem ser considerados dois semestres do ensino de Calculo, a fim de que o aluno
adquira maturidade suficiente para lidar com os aspectos concretos e/ou abstratos

que envolvam a Algebra Linear.
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E necessario que o profissional aprenda a identificar o impacto das solugdes
de Engenharia, contextos sociais e globais, e esses primeiros passos, acompanham
a escolha da instituicdo de ensino na qual o aluno fara parte.

Esperamos que essa investigacdo possa ter contribuido com o repensar de
uma disciplina que possui aspectos peculiares. E possivel que as instituicbes reflitam
sobre a real formacgé&o de seus alunos, enfatizando a constituicdo e 0S processos
envolvidos na construcdo do conhecimento. Tais aspectos poderdo incidir sobre a
maior énfase nas definicbes dos conceitos, suas diversas representacoes,
construgdes e constituicbes de suas imagens mentais.

Além disso, é pertinente refletirmos sobre o grau de maturidade que um aluno
poderd ter para trabalhar com disciplinas com esses aspectos e 0 tempo necessario
e concedido pela instituicdo para que o professor possa, efetivamente, criar um
ambiente de aprendizagem.

Nos resultados evidenciados na investigacéo piloto, convencemo-nos de que
problemas que relacionam conceitos matematicos ao estudo dos temas especificos
da Engenharia podem propiciar a construcdo de novas conjecturas pelo estudante,
além da sua participacdo ativa e critica na constru¢do do conhecimento.

Com base na metodologia de investigagcdo, dois estudos de caso foram
analisados e pautados nos discursos dos alunos participantes, identificamos "como”
e “porque” a disciplina é ministrada em suas instituicées de ensino, e o impacto que
esses fatores acarretam ao longo de suas formacgdes académica e profissional.

Ressaltamos que o estudo de caso revelou uma visdo particularista, Unica e
especial dos sujeitos da investigacdo, e que seus resultados ndo podem ser
estendidos a todos os sujeitos e/ou instituicdes de ensino.

Como afirma Ponte (2006), os estudos de caso permitem que haja uma
reflexdo mais aprofundada por parte dos atores envolvidos, como também seja
observado o modo contraditério, nos quais 0s projetos institucionais sé&o
desenvolvidos, evidenciando sua realidade, quer de natureza social ou sistémica.

Contudo, os resultados evidenciaram razdes, para que investigacdes futuras
no ensino e aprendizagem da Algebra Linear sejam realizadas.

Destaco trés questbes que, particularmente, me inquietam e que foram
agucadas nesta pesquisa. A primeira pergunta refere-se ao Resumo e Conjecturas
do Capitulo 2, em que nos questionamos: cabera ao aluno, individualmente,

escolher entre avancar ou ndo suas concepc¢des e construgbes mentais para o nivel
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de conceito imagem relacional? E, prosseguimos: é possivel identificar quais os
niveis do conceito imagem sédo, verdadeiramente, pretendidos pelo professor e/ou
instituicdo de ensino que os alunos devem alcancar em cursos de Engenharia?

E a terceira questdo evidencia se é possivel a identificacdo das lacunas
existentes entre as concepcdes acdo-processo-objeto-esquema e quais 0s
mecanismos necessarios para preenché-las?

Outro assunto que nos instigou foi sobre a relevancia e possiveis
contribuicbes da Neurociéncia Cognitiva na construcdo das concepcdes acao-
processo-objeto-esquema dos objetos matematicos. Propomos, portanto, um estudo
futuro que investigue as estruturas biolégicas subjacentes de individuos nas
diferentes concepcdes, identificando como o papel da abstracdo, generalizacéo e
manipulacéo de simbolos pode alterar os aspectos que regem um circuito neuronal.

N&o temos davida de que problemas aplicados como o proposto, além de
instigarem 0s aspectos criticos e de descoberta dos estudantes podem promover
uma evolugéo nas concepcdes dos objetos matematicos investigados.

Assim, afirmamos que € possivel considerar como pratica comum o
desenvolvimento de problemas como o proposto na investigacdo, ou, pelo menos,
gue os alunos reflitam sobre os ja existentes nos livros-texto recomendados pelas
instituicbes. Eles ndo podem ser desconsiderados pelos professores, e sim

assumidos como novos enfoques e perspectivas de ensino.
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ANEXO A - Termo-de Corsentimento- Livre e Esclawrecido-

— —

NOME DO PESQUISADOR RESPONSAVEL:
ENDERECO:
FONE:

TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

O Sr. (a) estad sendo convidado (a) como voluntario (a) a participar da pesquisa
Esquemas Cognitivos e Mente Matematica inerentes ao objeto matematico
autovalor e autovetor: tracando diferenciais na for macédo do engenheiro . Neste
estudo pretendemos investigar 0os processos cognitivos envolvidos na construcao do
objeto matematico autovalor e autovetor na fase inicial e final de formacéo do aluno
do curso de Engenharia.

Para este estudo adotaremos o0s seguintes procedimentos: aplicacdo de um
problema que envolva o conceito em estudo, relacionado a disciplina Algebra Linear,
juntamente, com entrevista com 0s participantes; a entrevista sera gravada para
posterior andlise. Os dados e informagfes coletadas na pesquisa serdo divulgados
em trabalhos académicos de cunho cientifico

A pesquisadora ira tratar a sua identidade com padrdes profissionais de sigilo.

Os resultados da pesquisa estardo a sua disposicdo quando finalizada. Seu nome
ou o material que indique sua participagédo ndo sera liberado sem a sua permissao.

O (A) Sr (a) nao sera identificado em nenhuma publicacdo que possa resultar deste
estudo.

Este termo de consentimento encontra-se impresso em duas vias, sendo que uma
cOpia sera arquivada pelo pesquisador responsavel e a outra sera fornecida a voce.

Asseguramos que nao ha danos decorrentes ou riscos envolvidos com a realizagcao
dessa pesquisa.

Eu, , portador do documento
de Identidade fui informado (a) dos objetivos do estudo, de
maneira clara e detalhada e esclareci minhas duvidas. Sei que a qualquer momento
poderei solicitar novas informacdes e modificar minha decisdo de participar se assim
o desejar.

Declaro que concordo em participar desse estudo. Recebi uma copia deste termo de
consentimento livre e esclarecido e me foi dada a oportunidade de ler e esclarecer
as minhas duavidas.



320

Sao Paulo, de de

Assinatura participante:

Assinatura da pesquisadora:

Em caso de duvidas com respeito aos aspectos éticos deste estudo, vocé podera
consultar o

Programa de Estudos Pds-Graduados em Educac¢do Matematica — PUC-SP
Rua Marqués de Paranagud, 111 - Campus Consolacéo
E-mail: edmat@pucsp.br

ou diretamente com a pesquisadora:
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ANEXO B - Dissertacdes do-GPEA - PUC-SP

—7

Quadro 7 - Dissertacdes do Grupo de Pesquisa de Educacgéo Algébrica (GPEA - PUC-SP).
Projetos: Sobre a nocdo de base de um espaco vetorial (2002 a 2006) e Em busca de
situagOes propicias para a aprendizagem de conceitos basicos de Algebra Linear (2007 a

2013).

Dissertacdes - Grupo-de Pesquisa de Educacio Algébricaw (GPEA)

Nivel Mestrado

Autor Marcos Roberto Celestino

Titulo Ensino -Aprendizagem da Algebra Linear: as pesquisas
brasileiras na década de 90

Ano 2000

Objetivo Coletar e apresentar as pesquisas de autores brasileiros
sobre o ensino-aprendizagem da Algebra Linear na década
de 90

Projeto Sobre a nocao de base de um espaco vetorial

Fundamentacgéo N&o apresentada

Tedrica

Metodologia Estudo de pesquisas do estado da arte da area de Educacgéo

Matematica. Também foram apresentadas fichas de trabalho
gue seguiram um padrao expondo o objetivo da pesquisa, 0
tipo e metodologia empregada, referéncias tedricas e
indicacao dos problemas ainda em aberto.

Alguns resultados

As pesquisas brasileiras evidenciaram resultados coerentes
com as pesquisas “mundiais”. Algumas contribuiram com
resultados inéditos e trouxeram sugestbes para futuras
investigacbes na area de ensino e aprendizagem da Algebra
Linear

Nivel Mestrado

Autor Zoraide Lucia do Nascimento Padredi

Titulo As “Alavancas Meta” no discurso do professor de
Algebra Linear

Ano 2003

Projeto Sobre a nocao de base de um espaco vetorial

Objetivo Investigar recursos “meta” sugeridos por professores para

facilitar a compreensdo da no¢cdo de base de um espaco
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vetorial
Fundamentacédo Dorier, Robert, Robinet, Rogalski sobre “alavancas-meta” e
Teorica os principios de Harel para ensino e aprendizagem de
Algebra Linear
Metodologia Entrevistas com 60 professores universitarios

Alguns resultados

Diversos recursos “meta” sdo passiveis de se tornarem
“alavancas meta”. Um dos recursos “meta” apresentados por
Dorier como uma possivel “alavanca-meta” é o de fornecer
informacbes sobre a natureza das nogdes a serem
introduzidas, relacionando a Algebra Linear com nocdes de
outras disciplinas do curso como Equacdes Diferenciais ou
Célculo

Nivel Mestrado

Autor Carlos Eduardo da Silva

Titulo A Nocéo de Base de um Espaco Vetorial é trabalhada
como “ferramenta explicita” para os assuntos de Cié ncia
da Computacao?

Ano 2005

Projeto Sobre a nocao de base de um espaco vetorial

Objetivo Obter informacdes sobre a nocdo de base de um espaco
vetorial em assuntos de outras disciplinas que ndo a Algebra
Linear de um curso de Ciéncia da Computacéo

Fundamentacéo Grupo francés composto por Dorier, Robert, Robinet e

Teorica Rogalski, sobre recursos-meta e a Dialética Ferramenta-
Objeto de Régine Douady

Metodologia Sete entrevistas com professores do curso de Ciéncia da

Computacao

Alguns resultados

A nocao de base é utilizada implicita e explicitamente em
alguns assuntos abordados na Ciéncia da Computagcéo como
Teoria da Computacdo, Programacdo Linear, Computacdo
Gréfica, Autbmatos e Grafos

Nivel Mestrado

Autor Luis Carlos Barbosa de Oliveira

Titulo Como funcionam os recursos -meta em aula de Algebra
Linear?

Ano 2005

Projeto Sobre a nocao de base de um espaco vetorial

Objetivo Investigar os recursos-meta utilizados por um professor de

Algebra Linear, em sala de aula, que ajudaram alguns de
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seus alunos na compreensdo da nocao de base

Fundamentacao Alavancas-meta de Jean Luc Dorier e Aline Robert e os trés

Tedrica principios para o ensino e a aprendizagem de Algebra Linear
de Guershon Harel

Metodologia Entrevista semi-estruturada em uma amostra de alunos

Alguns resultados

Apenas um dos recursos selecionados tornou-se alavanca-
meta para a maioria dos alunos entrevistados, como 0s
exemplos e contra-exemplos.

Nivel Mestrado

Autor André Lucio Grande

Titulo O conceito de Independéncia e Dependéncia Linear e  0s
Registros de Representacdo Semiodtica nos livros
didaticos de Algebra Linear

Ano 2006

Projeto Sobre a nocao de base de um espaco vetorial

Objetivo Investigar nos livros didaticos de Algebra Linear os registros
de representacdo semidtica mais utilizados no estudo das
nocodes e atividades propostas sobre Independéncia Linear

Fundamentacgéo Registros de Representacdo Semidtica de Raymond Duval

Tedrica (2003)

Metodologia N&o apresentada

Alguns resultados

Os capitulos que abordam as nocbes de independéncia e
dependéncia linear apresentam uma escassez da utilizagcéo
de alguns registros de representacdo como, por exemplo, o
geométrico e o de linguagem natural na resolugdo de
exemplos e exercicios propostos que envolvem
demonstracdo. Também foi verificada a falta de converséo
de registros nas definicoes, exemplos e exercicios

Nivel Mestrado

Autor Joelma lamac Nomura

Titulo Como sobrevivem as diferentes nocdes de Algebra
Linear nos cursos de Engenharia Elétrica e nas
Instituicbes

Ano 2008

Projeto Em busca de situagdes propicias para a aprendizagem de
Algebra Linear

Objetivo Propde encontrar elementos que respondam as questbes

inerentes a esta investigacdo: Por que e Como deve ser
lecionada a disciplina Algebra Linear em uma graduacao de
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Engenharia Elétrica?

Fundamentacéo Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD) de Chevallard (1999)
Teodrica
Metodologia Os resultados foram obtidos a partir de pesquisas

bibliograficas, documentos oficiais vigentes para os cursos de
Engenharia Elétrica, entrevistas com professores da
graduacéao e exercicios aplicados citados nas entrevistas

Alguns resultados

Dentre o0s resultados obtidos foi constatado que a
aprendizagem de conceitos de Algebra Linear como
Matrizes, Sistemas Lineares e Transformacdes Lineares esta
atrelada as relagbes existentes com outras disciplinas da
graduacdo como Circuitos Elétricos, Processamento de
Sinais, Teoria Eletromagnética, dentre outras. Também foi
identificada a busca pela formagédo do engenheiro conceitual
e generalista que prime por conhecimentos matematicos
vinculados a pesquisa. A analise das informacdes obtidas faz
referéncia a antecipacdo de determinados contetdos
especificos da graduacéo que poderia ser trabalhada a partir
de exemplos propostos em livros atuais de Algebra Linear.
Outra sugestao, apontada no discurso dos professores, faz
referéncia a  projetos integrados que tratem a
interdisciplinaridade inerente a este curso.

Nivel Mestrado

Autor Lauro de Camargo Junior

Titulo Um estudo sobre a abordagem de Matrizes no Caderno
do Professor do programa “Séo Paulo faz Escola”

Ano 2010

Projeto Em busca de situagdes propicias para a aprendizagem de
Algebra Linear

Objetivo Investigar como o Caderno do Professor de Matematica,
material integrante da Proposta Curricular do Estado de Sé&o
Paulo implantada em 2008, aborda o contetdo de matrizes

Fundamentacéo N&o apresentada

Tedrica

Metodologia A coleta de dados foi realizada seguindo a analise de

conteudo de Bardin (2009) a partir da investigacdo de
documentos oficiais que regem o ensino de Matematica, os
cadernos do Professor de Matematica de 2008 e 2009 e dois
livros didaticos de Matematica para o Ensino Médio

Alguns resultados

Foi constatado que a abordagem de matrizes nos cadernos
se apresenta de acordo com as propostas dos documentos
oficiais que regem o ensino de Matematica no ensino médio
e que sua abordagem assemelha-se com aquela
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apresentada em um dos livros didaticos aprovados no
PNLEM 2006

Nivel Mestrado

Autor Eneias de Almeida Prado

Titulo Alunos que completaram um curso de extensao em
Algebra Linear e suas concepc¢des sobre base de um
espaco vetorial

Ano 2010

Projeto Em busca de situagOes propicias para a aprendizagem de
Algebra Linear

Objetivo Identificar a concepcdo de base de um R-espaco vetorial
fintamente gerado de alunos que concluiram um curso de
extensdo em Algebra Linear

Fundamentacgéo Teoria APOS desenvolvida por Dubinsky e colaboradores

Tedrica que permitiu o refinamento de uma decomposicdo genética
que abordou os trés pontos de vista da nog&o: conjunto
maximal de vetores linearmente independentes; conjunto
minimal de vetores gerador e a justaposi¢cao entre as duas
anteriores

Metodologia Entrevistas semi-estruturadas a 10 sujeitos concluintes de

um mesmo curso de extensdo, caracterizando-se como um
estudo qualitativo de caso

Alguns resultados

Cinco sujeitos entrevistados construiram uma concepcao
objeto e incorporaram a nogcao de dimenséo a seu esquema,
utilizando indistintamente a dimenséao a uma das trés nocdes
de base. Um estudante mostrou ter construido a concepcgao
processo e outro, concepcado acdo. Apos dois cursos de
Algebra Linear, os estudantes concebem base, sobretudo,
como sendo um conjunto gerador linearmente independente.
Somente dois dos entrevistados perceberam a equivaléncia
entre os pontos de vista abordados

Nivel Mestrado

Autor Ana Lucia Infantoz zi Jordao

Titulo Um estudo sobre a resolucdo algébrica e grafica de
sistemas lineares 3 x 3 no 2° ano do ensino médio

Ano 2011

Projeto Em busca de situagdes propicias para a aprendizagem de
Algebra Linear

Objetivo Elaborar, aplicar e analisar uma sequéncia didatica que

aborda a resolucao algébrica e grafica dos sistemas lineares
guadrados com o auxilio do software educacional Winplot
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Fundamentacéo Teoria de Representacdo Semidtica de Raymond Duval
Teorica (2003)
Metodologia Pressupostos da Engenharia Didatica, segundo descricdo de

Michele Artigue (1996)

Alguns resultados

Os resultados identificaram a relevancia do uso do software
educacional Winplot como contribuicdo para a visualizagéo e
compreensao da resolucao de sistemas em 3D

Fonte: Grupo de Pesquisa de Educacéo Algébrica - GPEA — PUC — SP (2012)
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ANEXO C - Teoremas do- Capitulo- Valoves e Vetores
Propriosy - Dawvid Poole
— —

O Teorema da Fatoracéo

Sejam f um polinbmio@uma constante. Entda,é uma raiz de f se, e somente se, x — a é fator
de f(x).

Demonstracéo : Pelo algoritmo da divisao, f(x) = (x - a) q(x) + r(x)
onde ou r(x) =0 ou gr r < gr (x-a) = 1. Em qualquer caso, r(x) = r € uma constante.
Por sua vez, f(a) = (a—a) g(a) + r = r e, portanto, f(a) = 0 se, e somente se, r = 0,

que € equivalente a f(x) = (x - a) q(xX) como queriamos provar.¢

(@) O Teorema Fundamental da Algebra (TFA)

Todo polinbmio de gran com coeficientes reais ou complexos possui exat@neaizes em
C (contando com as multiplicidades).

(b) O Teorema do Determinante de uma Matriz Triangu lar

O determinante de uma matriz triangular € o prodiibs elementos da sua diagonal principaj.
Especificamente, se A = [aij] € n X n, entdo det &8, ... an.

(c) Teorema

Os autovalores de uma matriz triangular séo os ela#ws da sua diagonal principal.

(d) Teorema

Uma matriz quadrada A € invertivel se, e somenté séo for um autovalor de A.

Demonstracdo: Seja A uma matriz quadrada. Pelo Teorema (ANEXO C - (f)), A é
invertivel se, e somente se, det A # 0.Mas det A # 0 é equivalente a det (A-Ol) #0, o
que diz que 0 ndo é uma raiz da equacao caracteristica de A (isto €. 0 ndo é um

autovalor de A).¢
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(e) Teorema

Uma matriz quadrada A € invertivel se, e somentdedeA# 0.

Demonstragéo : Considere A como uma matriz n x n e R como a forma escalonada
(escalonamento de linhas) de A. Mostraremos primeiro que det A # O se, e somente
se, det R # 0. Sejam Ej, Ey, ..., E;, as matrizes elementares correspondentes as
operacOes elementares com linhas necessarias para transformar A em R. Entdo: E;
.. BEoEFA=R

Tomando determinantes dos dois lados e aplicando o Lema 5 sucessivamente,
obtemos (det E,) ... (det E;)(det E;)(det A) = det R

Pelo Teorema (g), os determinantes de todas as matrizes elementares sao

diferentes de zero. Concluimos, assim que det A # 0 se, e somente se, det R # 0.¢

() Teorema

Seja E uma matriz elementar n x n.
a. Se E é obtida pela troca de duas linhas grantéo det E = -1.

b. Se E é obtida por multiplicacédo de uma linha dednk, entdo det E = k.
c. Se E é obtida pela soma de um multiplo de uma lilghen com outra linha, entao
detE = 1.

(g) Teorema

Uma matriz A é invertivel se, e somente se, Ooramm autovalor de A.

Demonstracdo : Seja A uma matriz quadrada. Pelo Teorema (ANEXO C - (f)), A é
invertivel se, e somente se, det A # 0 € equivalente a det (A-0l) # 0, o que diz que O

nao € uma raiz da equacao caracteristica de A (isto €, 0 ndo é um autovalor de A).¢
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(h) O Teorema Fundamental das Matrizes Invertiveis: Ver séo 3

Seja A uma matriz n x n. As seguintes afirmacoegéivalentes:
A é invertivel.

Ax=Db tem uma Unica solucdo para todmo R
Ax = 0 admite somente a solucao trivial.
A matriz escalonada obtida por escalonamento debrde A &l
A é um produto de matrizes elementares.
posto(A) = n
nulidade(A)=0
Os vetores coluna de A sao linearmente indepenslente
Os vetores coluna A geram.R
Os vetores coluna de A formam uma base pédra R
Os vetores linha de A séo linearmente independentes
O vetores linha de A gerani.R
. Os vetores linha de A formam uma base para R
det A+ 0.
0. 0 ndo é um autovalor de A.

S 3 - AT TS 0000

Demonstracdo: A equivaléncia (a) = (n) é o Teorema (ANEXO (f)), e acabamos de
mostrar (&) <= (0) no Teorema (ANEXO (h)).¢

(i) Teorema

Seja A uma matriz quadrada com autoval@ um correspondente autovetor
(a) Para qualquer inteiro positivo ni" é um autovalor de "Acorrespondente ad
autovetorx.

(b) Se A é invertivel, enté% é um autovalor de Acorrespondente ao autovetor

(c) Para qualquer nimero inteirm, A" € um autovalor de "Acorrespondente ad
autovetorx.

Demonstracéo: E dado que Ax = Ax.

(a) Faremos uma prova por indu¢cdo em n. Para n = 1, o resultado coincide com o
gue foi dado. Vamos assumir que o resultado seja verdadeiro para n = k, ou
seja, que, para algum inteiro positivo k, A = Ax.

Precisamos provar o resultado paran =k + 1. Mas
A =A(A) = A(A*X)
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pela hipétese de inducado. Utilizando a propriedade (d) do Teorema (ANEXO C —
(k)), temos que

ANX) = A(AX) = N(Ax) = N2

Assim, AIx = A“Ix, como desejado. Por induc&o o resultado é verdadeiro para

todos os inteirosn =2 1.¢

() Teorema — Propriedade da Multiplicacdo de Matri  zes

Sejam A, B e C matrizes (cujas ordens possibiligeenas operagdes indicadas sejam
realizadas) & um escalar. Entéao:

a. A(BC) =(AB)C Associativa

b. A(B+C)=AB + AC Distributiva a esquerda

c. (A+B)C=AC +BC Distributiva a direita

d. k(AB) = (kA)B = AkB)

e. IYA=A=AlyseAformxn Identidade da multiplicacéo

(o) Teorema — Matrizes Semelhantes

Sejam A, B, C matrizes n x n.

a. A~-A

b. Se A~B, entdo B ~ A.

c. SeA~BeB~C,entaéoA~C.

Demonstracéo : a) Essa propriedade decorre do fato de que I"*Al = A.

C) Se A ~ B, entdo P?AP = B para alguma matriz invertivel P. Como diz a
primeira das observacées anteriores, isto é equivalente a PBP™ = A. Fazendo

Q =P* temos Q'BQ = (P = PBP! = A. Portanto, pela definicdo B ~ A.

c) A prova da propriedade c esta atrelada a resolucdo do Exercicio 30 (p. 271).¢
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(p) Teorema
Sejam A e B matrizes n x n com A ~ B. Entao:

det A=detB
A é invertivel se, e somente se, B for invertivel.
A e B tém 0 mesmo posto.

A e B tém o0 mesmo polinbmio caracteristico.

Dy 22" Oy O St

A e B tém 0s mesmos autovalores.

Demonstracéo : Provaremos (a) e (d), deixando as demais propriedades para serem

provadas como exercicio. Se A ~ B, entdo PAP = B para alguma matriz invertivel P.

(a) Tomando determinantes nos dois lados da igualdade, temos
detB=det(P-1AP)=(detP-1)(detA)(detP)

1 —
()(detA)(ddP) = detA

(b) O polindmio caracteristico de B é
det(B - Al) = det(P AP - Al)
=det(PAP - AP!IP)
=det(PAP - P(A)P)
=det(P™(A - AI)P) = det(A - Al)
onde a ultima passagem é analoga a do item (a). Assim, det(A - Al); ou seja, 0s

polinbmios caracteristicos de A e de B sdo iguais.®

Q) Teorema

Seja A uma matriz n x n. Entdo, A sera diagonalizavel se, e somente se, tiver n
autovetores linearmente independentes.

Mais precisamente, existem uma matriz invertivel P e uma matriz diagonal D de
maneira que PAP = D se, e somente se, as colunas de P forem n autovetores de A,
linearmente independentes, e os elementos da diagonal de D forem os autovalores

correspondentes aqueles, colocados na mesma ordem.
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Demonstracdo : Primeiro, suponha que A seja semelhante & matriz diagonal D via

PYAP=D, ou equivalentemente, AP=PD. Sejam p1, Pz, ..., Pn 0S vetores colunas de P,
e A1, A2, ..., Ay, 0s elementos da diagonal de D. Ent&o:

A 0 0
0 A .. 0

Ap. P, - PI=lR P o B ? (1)
0 0 A

[Ap Ap, ... Ap|=[Ap, Ap, ... Ap,] 2)

ou

onde o lado direito da equacéo € exatamente a representacao coluna-linha do
produto PD. Temos, assim n equacdes, uma para cada coluna:

Ap1 = Ap1, Ap2 = APz, ..., Apn = AnPn

0 que comprova que os vetores coluna de P sdo autovetores de A, cujos autovalores
correspondentes sdo os elementos da diagonal de D, na mesma ordem. Como P é
invertivel, seus vetores coluna sdo linearmente independentes pelo Teorema

Fundamental das Matrizes Inversiveis.

Reciprocamente, se A tem n autovetores pi, pz, ..., Pn linearmente independentes,

com os autovalores correspondentes Ag, Az, ..., Ay, respectivamente, entao
Ap1 = A1p1, Ap2 = A2P2, ..., Apn = AnPn

Isso acarreta a equacdo (2) anterior, a qual € equivalente a equacdo (1).
Consequentemente, se chamamos de P a matriz n x n com colunas pi, p2, .-, Pn,
entdo a equacédo (1) pode ser escrita como AP = PD. Como as colunas de P sé&o
linearmente independentes, o Teorema Fundamental das Matrizes Inversiveis

implica que P é invertivel, logo, P*AP = D. Portanto, A é diagonalizavel. ¢
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ANEXO D - Teoremas do Capitulo- Autovaloves e
Autovetores - Dawid Lay

—> —

TEOREMA 1

Os autovalores de uma matriz triangular séo os ela&ws da sua diagonal principal.

Demonstracéo : Para simplificar, vamos considerar o caso 3 x 3. Se A € uma matriz
triangular superior, entdo A- Al é da forma

&, G a3 A 00 R a, a3

A-AI=10 a, a,|-|0 A4 0|=| 0 a,-4 a,

0 0 a,| |0 0 A 0 0 Ay, — A
O escalar A € um autovalor para A se e somente se a equacao (A - A)x = 0 tem
solugéo ndo trivial, isto €. Se e somente se a equacdo tem variavel livre. Por causa
dos elementos nulos de A — Al, é facil ver que (A - Al)x = 0 tem variavel livre se e
somente se pelo menos um dos elementos da diagonal principal de (A - Al)x = O for
igual a zero. Isso acontece se e somente se A for igual a um dos elementos a1, az,
asz; de A.®

TEOREMA DA MATRIZ INVERTIVEL (CONCLUIDO)

Se vy, ..., ¥ Sdo autovetores associados a autovalores distitas, A, de uma matriz A
n X n,entdo o conjunto {yv..., v} € linearmente independente.

TEOREMA 2

Seja A uma matriz n x n. Entdo A é inversivel seneente se:
s. O nimero 0 ndo é autovalor para A.

Demonstracdo: Se {v1, ..., vr} é linearmente dependente, entdo existe um menor
indice p tal que vp+lé uma combinacdo linear dos vetores (linearmente
independentes) que o precedem, e existem escalares cy, ..., Cp tais que

C1Vi+ ... + CpVp = Vpi1 (1)
Multiplicando os dois lados da equacéo por A e usando o fato de que Avg = Agvk
para cada k, obtemos
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oV, +...+C AV, = Ay, (2)
cAV +.tC ANV, = A0V,

Multiplicando os dois lados de (1) por A, e subtraindo o resultado de (2), temos
QA=A+, (A, = A5V, =0 (3)

Como (v, +...+Vv,) é linearmente independente, os pesos em (3) sdo todos iguais a

zero. Mas nenhum dos fatores A4, -4, & igual a zero, porque os autovalores sado

distintos. Portanto, ¢ =0 para i =1,...,p. Mas, entdo (1) diz que v,,, =0, o que é

impossivel. Assim, {v, +...+Vv,} ndo pode ser linearmente dependente e, portanto,

tem que ser linearmente independente &

TEOREMA 3

Propriedades do Determinante

Sejam A e B matrizes n x n.

a. A éinversivel se e somente sg @

b. det(AB) = (detA)(detB).

c. detA = detA.

d. Se A é matriz triangular, entdo detA é o produte edlementos da diagonal principal.

e. Uma operacéo de substituicdo de linhas em A n&alb valor do determinante. Uma
operacéo de troca de linhas muda o sinal do deteamte. Um reescalonamento de
linha muda o determinante pelo mesmo fator.

TEOREMA 4

Se A e B sdo matrizes similares n x n, entdo éasd mesmo polinbmio caracteristico e,
portanto, os mesmos autovalores (com as mesmaplnsidades).

Demonstracédo . Se B=P™"AP, entdo
B-Al =P'AP-AP'P=P*(AP-AI)P
Usando a propriedade multiplicativa (b) do Teorema 3, temos
det® - Al) =det[P*(A-Al)P] = (1)
det(P™).det(A-Al).det(P) (2)

Como det(P™).det(P) = det(P".P) = detl =1, vemos, de (2), que detB-Al).®
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TEOREMA 5 (TEOREMA DA DIAGONALIZACAO)

Uma matriz A n x n é diagonalizavel se e somenté gem n autovetores linearmente
independentes.

De fato, A = PDP-1, onde D é uma matriz diagonalessomente se as colunas de P sdo n
autovetores linearmente independentes. Nesse oaselementos da diagonal principal de D
sdo os autovalores de A associados, respectivamsmrgeautovetores em P.

Demonstracéo . Primeiro, observe que se P for matriz n x n com colunas vy, ..., vp€
se D é qualquer matriz diagonal com elementos da diagonal principal A4, ..., A, entdo
AP=Av, Vv, .. V,]=[Ay Ay, .. Av] (1)

enquanto

A 0 .. 0
0 A .. 0
PD=P ? =[AN, AN, ... Av.] (2)

0O 0 .. 41

n
Suponha, agora, que A seja diagonalizavel e que A = PDP™. Entdo, multiplicando
essa relacéo a direita por P, obtemos AP = PD. Nesse caso, (1) e (2) implicam que

[Ay Ay, ... Ay]=[Av, Ay, ... Av.] (3)
Igualando as colunas, obtemos

Ay =V, Av, = AV, ..., Av, = AV, (4)

Como P ¢ invertivel, suas colunas vy, ..., v, ttm que ser linearmente independentes.
Mais ainda, como essas colunas sao ndo nulas, (4) mostra que A, ..., Ay S@o
autovalores e vy, ..., v, sdo autovetores associados. Essa argumentacdo prova as
partes “somente se” das primeiras duas afirmacdes e mais a terceira afirmagcao do
teorema.
Finalmente, dados quaisquer n autovetores vj, ..., V,, USe-0S para montar as colunas
de P e use os autovalores associados A, ..., Ay, para montar D. Por (1) — (3), AP =
PD. Isso é verdade sem impor qualquer condicdo adicional sobre os autovetores. Se,
de fato, os autovetores forem linearmente independentes, entdo P é invertivel (pelo

Teorema da Matriz Invertivel) e AP = PD implica que A = PDP™. ¢
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TEOREMA 6

Uma matriz n x n com n autovalores distintos € olieizavel.

Demonstragédo . Sejam vy, ..., vV, autovetores associados aos n autovalores distintos
da matriz A. Entdo {vi, ..., v} é linearmente independente, pelo Teorema. Portanto,

A é diagonalizavel pelo Teorema 5.

TEOREMA 7

Seja A uma matriz n x n cujos autovalores dististsly, ... 4.

a. Para l<k<p, adimensdo do Autoespaco paga& menor ou igual que a multiplicidade do
autovalor/y.

b. A matriz A é diagnonalizavel se e somente se a stasadimensdes dos Autoespagos
distintos é igual a n, e isso acontece se e sonsntedimensdo do Autoespaco para cada
Jx for igual @ multiplicidade dey.

c. Se A é diagonalizavel g B uma base para o Autoespaco associagiopara cada k, entao
a colecéo total dos vetores dg B., B, forma uma base de autovetores pafa R

TEOREMA 8
Representacéo da Matriz Diagonal

Suponha que A = PDPonde D é uma matriz diagonal n x n. Se B é a Ha€ formada
pelas colunas de P, entdo D é a B-matriz da transfola x> Ax

Demonstracédo : Vamos denotar as colunas de P por by, ..., b,, de modo que B =
{b, ..., b} € P =[by, ...., by]. Nesse caso, P € a matriz mudanca de coordenadas Pg
discutida na Secao 4.4. (Sistemas de Coordenadas), onde

Plxs=x e [x]g=P*'x

Se T(x) = Ax para todo x do Rn, entédo

[Tle =[[T(byls v [T(bn))s] Definicao de [T]s
=[[AbB ..  [AbjB] Ja que T(X) = Ax
=[P'Ab; ... P'Ab] Multiplicacdo de Matrizes
=P*Alb; ... by
= P'AP

Como A = PDP?, temos

[Tls=P*AP=D.®
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TEOREMA 18 — SECAO 4.9

Se P é uma matriz estocastica regular n x n, eRtdem um Unico vetor estacionaimgo Além
disso, se xfor qualquer estado inicial exxa = Px, para k=0,1,2,..., entdo a cadeia de Markov
{xk} converge para q quandi — oo .

A demonstragdo é apresentada nos livros-texto sobre a cadeia de Markov.
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ANEXO T - Comentiwrioy Numeéricoy

—7 1

1. Programas de computador como Mathematica e Maple podem usar calculos
simbolicos para determinar o polinbmio caracteristico de uma matriz de
tamanho moderado. Mas nao existe férmula nem algoritmo finito que resolva

a equacao caracteristica de uma matriz genérica n x n para n=5.

2. Os melhores métodos numéricos para calcular autovalores evitam por
completo o polinbmio caracteristico. De fato, 0 MATLAB calcula o polinémio
caracteristico de uma matriz A calculando primeiro os autovalores Ay, ... ,A; €,

depois, expandindo o produto (A — A1)(A — A2) ... (A= Ap).

3. Diversos algoritmos conhecidos para estimar os autovalores de uma matriz A
se baseiam no teorema 4. O poderoso algoritmo QR é discutido nos
exercicios. Outra técnica, conhecida como método de Jacobi, funciona

quando A=A" e calcula uma sequencia de matrizes da forma

A=Ae A, =RAP (k=12.)

Cada matriz na sequéncia € semelhante a A e, portanto, tem 0s mesmos
autovalores que A. Os elementos fora da diagonal principal de Ax:1tendem a
zero quando K cresce e os elementos da diagonal principal tendem para os

autovalores de A.

4. Outros métodos para obter estimativas dos autovalores sdo discutidos na

Secédo 5.8.
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ANEXO F - Plano-de Ensino- - Investigacdo Piloto

Plano de Ensino de Disciplina
Engenharia
2013

Disciplina:— Algebra Linear Sigla: AL

Codigo: 005326/2 Periodo: 3° Semestre: 1°
Carga Horaria Semanal: 2 h/a

Carga Horaria Semestral: 36 h/a (18 semanas)

Professor(a):

OBJETIVOS

Gerais:

Utilizar, de forma rigorosa, a linguagem algébrica. Utilizar a notagdo matricial nas definicdes. Reconhecer a
estrutura de espaco vetorial.

Especificos:

Identificar subespago vetorial. Conceituar combinacédo linear e subespago gerado. Determinar base e
dimensdo de um espagco vetorial. Identificar uma transformacgé&o linear dada por meio da lei de formagao,
por meio de uma matriz, por meio de uma representagéo grafica, manipulando a mudanca de registro de
representacdo. |dentificar isomorfismo/ automorfismo. Aplicar o Teorema do nucleo e da Imagem.

Determinar vetores proprios e valores proprios de uma transformacéo linear. Conceituar ortogonalidade.

METODOLOGIA

Aulas teodricas expositivas com eventual uso de recursos audiovisuais.

INSTRUMENTOS E CRITERIOS DE AVALIAGAO

Ao longo do curso o aluno sera continuamente avaliado por meio de relatérios, questionarios, atividades
individuais e/ou em grupo, para comporem a nota de atividade (A). Obrigatoriamente deverao existir duas
provas presenciais no semestre (P, e P,), além da prova substitutiva (Ps), que pode substituir, ou néo,
qualquer das provas de modo a maximizar a média final. A média é obtida fazendo-se 0,3A+0,2P,+0,5P; e,
caso o aluno faga a Ps, esta pode substituir qualquer uma das duas provas. Para ser aprovado, o aluno

devera atingir pelo menos 75% de presenga e média final igual ou superior a 5.0 (cinco).

EMENTA

Transformagdes Lineares. Matriz de Transformacdo Linear. Nogédo de espago vetorial e de espaco

euclidiano. Produto Interno. Vetores e valores proprios.
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CONTEUDO PROGRAMATICO

Transformagdes lineares. Matriz de uma transformacéao linear. Teorema do isomorfismo entre matrizes e
transformacdes lineares. Produto interno em espagos vetoriais reais. Norma e distancia. Ortogonalidade.
Processo de Gram-Schmidt. Complemento ortogonal. Vetor proprio e valor proprio. Polinémio

caracteristico. Diagonalizacao.

BIBLIOGRAFIA BASICA

SALAHODDIN S. Introdugéo a Algebra Linear. UNB, 2004.
POOLE, D. Algebra Linear CENGAGE LEARNING, 2003.
DOMINGUES, H.H.; CALLIOLI, C.A..; COSTA, R.C.F. Algebra Linear e Aplicacoes. Atual, 1982.

BIBLIOGRAFIA COMPLEMENTAR

SALAHODDIN S. Exercicios em Algebra Linear. Ciéncia Moderna, 2009
LAY, D.C. Algebra linear e suas aplicacées. 2 ed. LTC, 1999.
LIPSCHULTZ, S. Algebra Linear. MAKRON, 1994.

BOLDRINI, J.L. Algebra Linear , 3 ed. HARBRA. 1986.

STEINBRUCH, A.; WINTERLE, P. Algebra Linear. MAKRON, 1987.
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Plano de Ensino da Disciplina Algebra Linear
PLANO DE ENSINO DE DISCIPLINA
1. NOME DA DISCIPLINA 2. cODIGO:
MA2220 — 22 PERIODO (Diumo)

ALGEBRA LINEAR NA3220 - 32 PERIODO (Noturno)

3. DEPARTAMENTO 4. CURSO(S)

MATEMATICA ENGENHARIA

CARGA HORARIA SEMANAL 7. PROFESSOR COORDENADOR
5. TEORIA : (4) 6. PRATICA : (0)
8. OBJETIVOS

GERAIS: A importancia da Algebra Linear nos recentes avancos tecnolégicos mostra a
necessidade de operar com vetores em um espago além do tridimensional, com énfase na
sua representacdo matricial. Isso possibilita a utilizacdo de técnicas computacionais em
problemas que surgem nas disciplinas de Programacao Linear, Pesquisa Operacional,
Engenharia Elétrica, Teoria do Controle, Computagéo Grafica, Teoria dos Fractais e
Criptografia, entre outras.

ESPECIFICOS: a) Cognitivos: adquirir informagdes essenciais levando em conta uma
viséo global e integrante do assunto e adquirir informacées sobre o contexto historico nos
quais os conhecimentos matematicos se produziram; b) De Habilidades: relacionar os
conhecimentos matematicos com outras areas, transferir e aplicar os conhecimentos
adquiridos; levantar hipoteses, deduzir, concluir, generalizar, comparar e sintetizar. 3) De
Atitudes: assumir o compromisso com o rigor matematico, desenvolver sua criatividade e
valorizar o conhecimento como instrumento de transformacgao social.

9. METODOLOGIA ADOTADA

Aulas expositivas e dialogadas com a participacao dos discentes.
Resolugdo de exercicios do livro texto (basico) e de listas complementares, como reforgo.

© @ NMo RN

10. PROGRAMA

Matrizes: Definicbes, operagbes, sistemas lineares

Espagos vetoriais: definicao, exemplos, propriedades e exercicios.

Subespacos vetoriais: definicdo e exemplos; soma e interseccdo de subespacos.

Combinacdes lineares: definicdo, propriedades e aplicagdes.

Espacos vetoriais finitamente gerados; definicdo, exemplos e aplicacdes.

Dependéncia linear; definicdo, exemplos, propriedades e aplicacdes.

Bases e dimensdes de espagos vetoriais finitamente gerados: definicdo, propriedades e aplicagdes.
Transformacgdes lineares: definigo, exemplos e propriedades.

Nucleo de uma transformacéo linear; Imagem de uma transformacéo linear; Teorema do Nucleo e da
Imagem; Automorfismos e isomorfismos; aplicagdes.

10. Operagbes com transformacdes lineares. Matriz de uma transformagéo linear.
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10. PROGRAMA (CONT.)

11. Valores préprios e vetores proprios de uma transformacéo linear: definicdo e exemplos.
12. Espacos vetoriais euclidianos: definicdo e exemplos. Propriedades e aplicacdes. Norma e
distancia: definicao, propriedades e aplicagdes.

11. CRITERIO DE AVALIAGAO

e Provas dissertativas individuais: P1, P2 e P3.
¢ Meédia final: MF=0,4P1+0,6P2, a nota P3 pode substituir ou a nota de P1 ou a nota de P2.
e Para aprovacdo MF deve ser minimo igual a 5,0 e frequéncia as aulas de pelo menos 75%.

12. ATIVIDADES DISCENTES

Participagdo nas aulas expositivas.

Participacao nas aulas de exercicios.

Realizag&o das atividades de avaliagcdo de aprendizado.

desenvolvimento das tarefas complementares indicadas: leituras, discusséo e analise de
problemas.

13. BIBLIOGRAFIA BASICA

¢« LORETO, AC da C., Siva, AA & LORETO JUNIOR, A.P., Algebra Linear e suas
Aplicagdes. 3% ed., Sao Paulo: Ed. LTCE, 2011, 188 p.

e BOLDRINI,L.J., COSTA, S.I.R.,, FIGUEIREDO, V.L. & WETZLER H.G,, A!gebra Linear. 32
ed., Sdo Paulo: Ed. HARBRA Ltda, 411 p.

14. BIBLIOGRAFIA COMPLEMENTAR

e« DOMINGUES, H. H., Carlos Alberto Garcia Callioli & Roberto Costa. Algebra linear e aplicagées. Sao
Paulo: Ed. Atual, 1990.

s« KOLMAN, B.. Introducéo & Algebra linear com Aplicacdes. Sao Paulo: LTC Livros Técnicos e Cient.
Editora, 1998.

e LAY, D. C.. Algebra linear e suas aplicagées. Rio de Janeiro: LTC Livros Técnicos e Cient. Editora,
1999.
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ANEXO H - Plano-de Ensino- - Estudo-de Caso-I1
- — |

Plano de Ensino da Disciplina Algebra, Vetores e Ge  ometria Analitica

Disciplina: Carga Horaria: 80 h Semestre 1 Grade / Ano:
Algebra, Vetores e Geometria 2011/2011
Analitica

Ementa:

O aluno usara os vetores, tirando-se proveito de sua grande simplicidade notacional e seu forte apelo
geométrico, ou seja, a Geometria Euclidiana no plano e espacgo. Os sistemas lineares sdo mostrados ao
discente, como um exemplo de conexdo da Algebra com a Geometria, motivando a g:onsidera(;éo de
matrizes e dependéncia linear entre suas linhas e colunas em arranjos matematicos. Areas e volumes
levam ao estudo das determinantes, cdnicas e quadricas conduzem as formas quadraticas, as matrizes
simétricas e seus autovalores, tralando eficienlemenie e elegantemenie os probiemas de Geometria
Analitica.

Conteudo Programatico:

1-Introdugdo a disciplina — objetivos e importancia da disciplina para o curso de engenharia, matematica e areas
afins;

-Matrizes — matrizes, determinantes e suas propriedades, multiplicacdo de matrizes, cofatores; operagdes com
matrizes; matrizes inversiveis;

-Sistemas Lineares —sistemas equagoes lineares; sistemas equivalentes; sistemas escalonados; discussao e
resolucéo de sistemas lineares, sistemas de equagdes homogéneas.

- Autovalores e Autovetores - Defini¢do; polindmio caracteristico; Determinagao dos autovalores e autovetores de um
operador. Vetores (livres e suas operagdes). Vetores: Produto escalar, Produto vetorial Produto misto. Retas:
Formas das equagdes de retas no plano e no espaco, Angulo entre retas. Paralelismo e perpendicularismo, Retas
coplanares. Planos: Equacao geral do plano, Determinacéo de um plano. Coénicas: parabola, A elipse. A
circunferéncia, A hipérbole, Equagéo geral das conicas.

- Espacos vetoriais — introducdo; espacgos vetoriais; propriedades; sub — espacos vetoriais; combinages lineares;
espacgos vetoriais gerados.

- Base e dimensé&o : dependéncia linear; propriedades dos conjuntos Linearamente Independente (LI) e dos conjuntos
Linearmente Dependentes (LD); base de um espaco vetorial finitamente gerado, dimenséao, base de um sub-espaco;
dimensao de soma de dois subespacos; coordenadas ; mudanc¢a de base .

- Transformagoes lineares — nogdes sobre aplicacdes : transformacdes lineares; propriedades das transformacgoes
lineares. Transformagdes nao Lineares: conceituagao.

- Autovalores e Autovetores - Defini¢do; polindmio caracteristico; Determinacdo dos autovalores e autovetores de um
operador.

Metodologia: Aulas expositivas dialogadas com apresentacdo dos conteudos relevantes e
potencialmente significativos, exemplificacdes e discussdo dos resultados. Resolugdo de exercicios,
objetivando desenvolver competéncias.
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FLEMMING, Diva Marilia, GONCALVES, Miriam Buss. Calculo B: funcées de vérias variaveis, integrais multiplas,
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ANEXO I - Exemploy do- Livro- Introducdo- aos Sistemas

D v A 14 :
— ]

Exemplo 1 observado pelo Aluno 1 (22. Fase — Estudo de Caso Il) durante a solucéo

do problema para calculo dos autovalores:

Exemplo 1

Calcular os autovalores das matrizes

[-02 o1 [-1 1
A{ 01 —oJeAz{—l —1}

Para a matriz A;, temos

O _Ai){/no,z —01}

=01+ A+01

Portanto seu polinbmio caracteristico &
detdl - A) = 4+ 031 - 001

A equagéo det(dl -A)=0

resultando os autovalores reais

A, =-0,2618
A, =-0,0382
Para a matriz A,,
L
Al =
St [ L A +1}

de modo que o polinémio caracteristico é
AA)= P +21+2
e seguem-se 0s autovalores complexos

A==1+j1
A=-1-j1
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Exemplo 2 observado pelo Aluno 1 (22. Fase — Estudo de Caso Il) durante a solucao

do problema para calculo dos autovetores associados a A; e A;:

Exemplo 2

Determinar autovetores associados aos autovalores das matrizes A; e A; do
Exemplo 1 desta secao.

a) Os autovalores da matriz A; sdo A; =-0,2618 e A, =-0,0382.

Os autovetores associados a A; satisfazem entéo a equacgéao
(A-Al)u =0

{ 00618 01 |u,| (O
01 01618|u,, 0
Da primeira equacao resulta

U, =- i Uy,
0,0618

Escolhendo, por exemplo, u,, =1, vem

o
u, =
1
Para o segundo autovetor, devemos obter uma solucéo de
(A-Al1)=0
ou
-01618 01 12 e [
0L -00618[|u,,| |0
donde
01
u,=———u
#0168

Escolhendo u,, =1 resulta u,, = 0618, de modo que um autovetor associado

d {0518}
comA; é u, = 1
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Para verificar que u; e u, sdo de fato linearmente independentes, basta

verificar que a matriz [uz, uz] € ndo singular, ou seja,

de{_ 1’1618 Oﬁlﬂ =-2236%0

b) Os autovalores da matriz A, sao

A ="=n | [CE A= .
Portanto,

-1+1-j1 1 }

_j 1
— Al = =
RA { -1 -1+1-j1 {—1 —j}

e 0S autovetores associados a A;, devem satisfazer a

e e

|: i|
1 j

e
T

e 0s autovetores associados a A, devem satisfazer a

st

Estas equacOes sao satisfeitas, por exemplo, por

2 [—11}

Note-se que o0s autovalores conjugados corresponderam autovetores

Para o autovalor A, obtemos

também conjugados.

Este exemplo mostra a necessidade de usar o conjunto dos complexos C

como conjunto escalar e (C", C) como espaco vetorial.
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ANEXO J - Valoves Préprios e Vetores Proprioy de acorvdo
comv LORETO; LORETO, Jr.; SILVA (2011)

Valores Préprios e Vetores Proprios

Seja V um espaco vetorial sobre R e T : V 2 V um operador linear. O vetor
ndo nulo v L1V é chamado de vetor proprio do operador linear T se CA LIR | T(v) =
Av. O namero A (real ou complexo) é o valor préprio associado ao vetor préprio v.
Nos casos particulares em que V = R? ou V = R® os vetores proprios de um
operador linear T podem ser entendidos como aqueles vetores v cuja imagem T(v) é

paralela ao vetor v.

Proposicdo 65: Se v € um vetor préprio de T, associado ao valor proprio A,
entdo para 0 a IR o vetor a .vtambém é um vetor proprio de T, associado ao valor

proprio A.

Proposicdo 66: Se A €& um valor préprio de T, entdo o conjunto

V, ={vOV |T(v)=A} &€ um subespaco vetorial do espago vetorial V, chamado

subespaco préprio de V.

Proposicdo 67: Se v [1V € um vetor préprio de V e A € um valor proprio

associado, entédo o operador linear T - A.l, ndo e bijetor.



