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RESUMO

Pesquisas revelam que existem grandes dificuldades no ensino e
aprendizagem do Calculo Diferencial e Integral e, em particular, da
Derivada. Elas ja tém apontado algumas causas de tais dificuldades. A
utilizacdo do livro didatico, muitas vezes como um guia das aulas de
Calculo, pode reduzir o estudo da Derivada a algoritmos que levam a
uma aplicacdo imediata de resultados, sem destacar o cerne desse
conceito. Dessa forma escolhemos realizar uma pesquisa buscando
investigar como livros didaticos abordam esse conteudo. Para tal
apoiamos nos registros de Representacdo Semioética de Duval e
também nos principios metodoldégicos da Analise de Conteudo de
Bardin. Alavancamos a analise sobre o tratamento dado a este tema,
por trés livros didaticos, focando nos seus textos, enunciados de
exercicios resolvidos, exercicios propostos e outras atividades.
Procuramos levantar se o0s autores articulam os registros de
Representagcdo Semiotica de modo a levar a compreensédo da Derivada
e verificando se h& énfase no aspecto da Taxa de Variacdo. E
importante ressaltar que estes livros figuram como referéncias
bibliograficas de grades curriculares de universidades brasileiras e por
isso foram escolhidos como corpus para analise e reflexdo. Por meio
destas anélises pode-se constatar que dos trés livros analisados
apenas um da destaque reiterado a expressao Taxa de Variacdo, uma
vez que hé grande aplicacdo préatica dessa Variacdo em diversas areas
de conhecimento, tais como: Engenharia, Economia, Administracao,
Biologia, etc. Ressaltamos que o livro referenciado é voltado para os
estudantes dos cursos de Economia e Administracdo e cujos conteudos
sdo abordados questbes como: custo, receita, lucro,...marginais que
manipulam diretamente a Derivada como Taxa de Variacdo. Os outros
dois livros embora ndo abordam explicitamente a expressdao Taxa de
Variacdo, ddo a Derivada um tratamento a partir da Variacéao.

Palavras-chave: Registros de Representacdo. Derivada. Taxa de Variacdo. Livro
Didatico.



ABSTRACT

Research has shown that there are huge difficulties when it comes to the teaching
and learning of Derivative and Integral Calculus, particularly Derivative. They have
already pointed out some of the causes for such difficulties. The usage of the didactic
book, for many times as a guide for the Calculus classes, may shorten the study of
the Derivative to algorithms, without highlighting the core of this concept. For that
reason, a research seeking to look into how didactic books approach this content has
been chosen to be carried out. For such a task, support was both found on Duval’s
records of Semiotics Representation, and on Bardin’s Content Analysis. The analysis
about the approach given to this theme was revamped, by taking into account three
didactic books, focusing on their texts, enunciations of solved exercises, proposed
exercises and other activities. An investigation was done on whether the authors
articulate among the records of Semiotics Representation leading to the
understanding of Derivative and verifying if there is emphasis on the Variation Rate.

It is relevant to point out that these books are used as bibliographical references at
several prominent Brazilian universities as part of their syllabus and that is why they
were chosen as corpus for both analysis and reflection. By means of these analyses
one might state that out of the three books which were analyzed, only one provides
emphasis to the expression Variation Rate, since there is vast practical application of
this Variation in several areas of knowledge, such as: Engineering, Physics and
Biology, among others. It must be pointed out that the referred book is aimed at
students at the Economy and Business Administration Courses and whose contents
are approached in questions such as: cost, revenue, profit....... margins that
manipulate the Derivative directly as Variation Rate. The other two books, though not
approaching the expression Variation Rate, lend the Derivative some treatment right
from the Variation.

Keywords: Records of Representation. Derivative. Variation Rate. Didactic Book.
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APRESENTAGAO

Unico-bom ensino & o- que adianto ao-
deserwolvimento-

Vygotiky

O Calculo Diferencial e Integral € uma disciplina tradicionalmente oferecida
em varios cursos na universidade: Matematica, Engenharia, Agronomia, Economia,
Administracdo, Fisica, entre outros, por se constituir numa ferramenta importante

para a resolucao de problemas nestas areas.

Ressaltamos que os estudantes estdo tendo o primeiro contato com a
disciplina, que no meio académico podem receber diversas nomenclaturas, como
por exemplo: Calculo de Fung¢des de uma Variavel, Caélculo I, Matematica I,

Matematica Aplicada a Administradores |, etc.

O Conselho Nacional de Educagao por meio da resolu¢do CNE/CES 11, de
11 de margo de 2002, institui Diretrizes Curriculares Nacionais para o curso de
Graduagdo em Engenharia estabelecendo no Art.4° que a formagao do engenheiro
tem por objetivo dotar o profissional dos conhecimentos requeridos para o exercicio
das seguintes competéncias e habilidades gerais: “aplicar conhecimentos

matematicos, cientificos, tecnologicos e instrumentais a engenharia [...]".

O parecer CNE/CNE 67, de 11 de margo 2003, indica que os cursos de
graduacao de Administracdo devem formar profissionais que revelem as seguintes

competéncias e habilidades:

[...] desenvolver raciocinio l6gico, critico e analitico para operar com valores
e formulagdes matematicas presentes nas relagdes formais e causais entre
fenOmenos produtivos, administrativos e de controle, bem assim
expressando-se de modo critico e criativo diante dos diferentes contextos
organizacionais e sociais; [...].



Devido a esta importancia e, também a nossa pratica docente em cursos de
Engenharia e Administragdo em que alguns questionamentos apareceram, assim como
durante a nossa vida académica, no curso de Matematica da Universidade de Sao Paulo,
surgiu o interesse pela pesquisa direcionada ao conceito de Derivada. Portanto, a atencao
esta focada na proposta da abordagem da Derivada com énfase na Taxa de Variagao proposta
nos livros didaticos.

Nos cursos de Calculo que ministramos € comum o questionamento dos alunos sobre
os valores praticos e instrumentais da disciplina por meio de perguntas do tipo: "Pra que serve
a derivada?", "Porque devemos estudar a derivada?", "Onde se aplica a derivada no meu
dia-a-dia"?, entre outras. Estes questionamentos também serviram de estimulo para que o
estudo sobre o a aprendizagem do conceito de Derivada a partir da Taxa de Variagao viesse a

se tornar o objeto de estudo principal da pesquisa.

Como exemplo podemos citar, que um administrador de empresas possa ter a

Flomthli—F

necessidade de entender que lim, _, —"———*

é a Taxa de Variagao instantdnea da
receita quando o nivel de vendas é de p unidades, ou mesmo, um engenheiro quimico, que
precisa entender que a taxa de formacdo instantdnea do produto quimico, quando a
temperatura for de p graus.

Nessa perspectiva, o objeto de estudo passou a ser o tratamento dado por trés livros

didaticos ao conceito de Derivada a partir da Taxa de Variagcdo sob o olhar dos Registros de

Representagdo Semidtica, cuja teorizacdo foi desenvolvida por Duval'.

Buscamos investigar se os livros didaticos, por meio dos textos, exercicios resolvidos,
exercicios propostos e outras atividades, utilizam os sistemas de registros de representacao,
relativos ao conteudo de Derivada de forma a propiciar aos alunos tratamentos e conversoes

em sua atividade de estudo.

! Raymond Duval é psicologo e fildsofo de formacio e investiga sobre a aprendizagem matematica.
Atualmente é professor emérito na Université du Littoral Cote d’Opale, Franca.



Para a analise dos livros didaticos, utilizaremos como referéncia a analise de
contetdo de Bardin? (1977). Tentamos verificar como a introdugdo & teoria, os
exercicios resolvidos, os exercicios propostos e outras atividades € apresentada nos

livros relativos ao conteudo Derivada.

A fim de alcangarmos nosso objetivo desenvolvemos o trabalho em quatro

capitulos.

No capitulo I, apresentaremos a problematica, questao de pesquisa e a escolha

dos livros didaticos.

No capitulo Il, apresentamos o objeto matematico segundo Newton, Leibniz,
Cauchy e Weierstras, com énfase nos objetivos de nosso estudo. No capitulo I,
abordamos o referencial tedrico, apresentando as nogdes que julgamos fundamentais

da teoria dos Registros de Representagcdes Semidticas e Analise de Conteudo.

No capitulo IV, relatamos a analise de conteudo, apresentado nos livros
segundo a teoria de Bardin, a luz da teoria dos Registros de Representacdes
Semiodticas, destacando como os livros desenvolvem a teoria, 0s exercicios resolvidos,
0s exercicios propostos e outras atividades visando a aprendizagem da Derivada,

enfocando o tratamento desta como Taxa de Variagao.

A seguir apresentamos as consideragdes finais apontando, uma possivel

questao de pesquisa para os proximos trabalhos.

Z . - . . . . . . . . . s
Laurence Bardin é professora-assistente de Psicologia na Universidade de Paris V, aplicou as técnicas da Analise
de Conteudo na investigagao psicossocioldgica e no estudo das comunicagdes de massas.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Sempre me parecew estranho- que todos aqueles
que estudann seriomente estow ciénciaw acabaumn
tomadoy de wna espécie de paixdo pelaw mesma.
Tt verdade; o que proporciono o- maximo- de
prager ndo-é o conhecimento e sinvov
aprendizagen; ndo- & aposse; Mmas a Aquisicio,
nao- & apresenca,, may o- ato- de atingir a meto.

Gausy

1.1 PROBLEMATICA

Diversos estudos na area de Educacao Matematica revelam dificuldades dos
alunos de Engenharia, Administracdo, Matematica, Fisica, entre outros, na
aprendizagem do Calculo Diferencial e Integral e, em particular, da Derivada. Ha
constatagdes que essas dificuldades ndo sdo poucas e conduzem as reprovagoes

ou ao abandono do curso.

Barros e Meloni (2006) citam em seu trabalho que: “de acordo com os dados
publicados em 2000 pelo Ministério da Educacgéo e Cultura — MEC, o indice de
reprovacdo e abandono nos cursos iniciais de Calculo nas universidades brasileiras

€ de aproximadamente 80%".

Cury (1999) (apud Campos, 2007) afirma que as dificuldades relacionadas
com o ensino de Calculo nos cursos universitarios sdo comuns aos estudantes
universitarios de varios paises. A autora ressalta que “em geral, os professores
seguem uma distribuicdo de assuntos considerada “padrdo” (Funcdo, Limites,
Derivada e Integral) e enfatizam, principalmente, o uso de listas de exercicios apds a

apresentacao teorica dos conteudos.”
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Segundo uma pesquisa realizada por Leite, Strentzke e Darsie (2007) com
alunos matriculados no segundo semestre do curso de Licenciatura em Matematica
na disciplina Calculo Diferencial e Integral I, revela dados alarmantes: 60% dos
entrevistados consideram ter dificuldades de aprendizagem na disciplina; 45% dos
estudantes julgam que os fatores que mais contribuem para o baixo rendimento é a
defasagem na formacdo basica em matematica; 30% indicam como causa pouco
tempo de estudo; 10%, a metodologia utilizada pelo professor em sala de aula; 10%,
a complexidade da matéria; 5% dificuldades de vincular a teoria com a pratica e 70%

alegaram que a avaliagao ndo melhora a aprendizagem.

DallAnese (2000,p.15) em sua pesquisa relata algumas dificuldades
observadas ao longo de sua pratica docente no ensino e aprendizagem da Derivada:
para os alunos a Derivada é um processo mecanico, algoritmico ou resultado de
uma operagéo; eles tentam decorar regras de derivacdo e a Derivada parece ter
pouco significado e em questbes que envolvem este conceito, recorrem a

procedimentos-padréo.

De acordo com relato do autor, Villarreal (1999, p.13):

[...] os estudantes tiveram bom desempenho nas tarefas algoritmicas (por
exemplo: calculo de Derivada),...mas surgiram dificuldades quando
representacdes graficas estavam envolvidas no calculo de Taxa de
Variagao... Poderosos algoritmos produzem uma algebrizagdo que acaba
ocultando as ideias essenciais do Calculo [...]

Diante deste panorama resolvemos focar nosso trabalho no aprendizado da
Derivada com énfase na Taxa de Variacdo, por entender que se trata de um
conceito fundamental do Calculo Diferencial e Integral com ampla aplicabilidade nos
cursos em que esse conceito € um ferramental para resolver problemas sobre

fendbmenos que envolvem variagao.
A sequir citaremos alguns de diversos exemplos da utilizacao da Derivada.

Na Administracdo e Economia, a Derivada por meio da Taxa de Variagao é
largamente utilizada para o calculo de receita, custo e lucro marginais. Na

engenharia elétrica descreve a variagao da corrente elétrica num circuito elétrico. Ja
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na Biologia se aplica na pesquisa da taxa de crescimento de drosofilas de uma
cultura. Existem ainda as aplicagdes a problemas de maximos e minimos, por

exemplo, como minimizar a area a ser utilizada na construgdo de uma embalagem.

Devido a esta enorme importancia, decidimos que nosso estudo tem por
objetivo identificar como trés livros didaticos apresentam a Derivada como Taxa de
Variacao Instantdnea e se esse enfoque efetua tratamentos e conversbes e se
promove mudangas de registros de representagcao semiodtica de acordo com a teoria
de Duval, na introducdo do conceito, por meio dos textos, exercicios resolvidos e

exercicios propostos e outras atividades.

E nossa meta verificar se os livros didaticos enfatizam a Taxa de Variac&o ou
fazem como relatado na revisao bibliografica que sinalizou para o fato de que os
alunos "enxergam" a derivada como processo mecanico, receita de calculo ou
resultado de uma operacéo, levando os alunos a decorar regras de derivagao e

resolver problemas por meio de procedimentos-padrao.

Em nossa pratica docente, € comum escutarmos: "derivando a velocidade,
encontra-se a aceleragao", e com isso muitas vezes a aplicagao direta da "técnica"

perde - se a ideia de Taxa de Variagao.

Devido as reflexbes expostas e a importancia de se estudar a Derivada com

énfase na Taxa de Variagcado formulamos a questao de pesquisa:

"O tratamento dado, por livros didéaticos, por meio dos textos, exercicios
resolvidos e propostos e outras atividades, sobre derivada, possibilita a
articulacdo entre os registros de representacdo semidtica levando a

compreenséo da Derivada e a enfatiza como Taxa de Variagédo?".

1.2 A ESCOLHA DOS LIVROS DIDATICOS

Em busca de alcangarmos nosso objetivo e responder a questdo de pesquisa, foram
analisados livros segundo os procedimentos metodolégicos baseados na Analise de

Conteudo de Bardin, que orientaram a organizagao da analise e
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subsidiaram a busca da resposta a pergunta de como abordam a Derivada com
énfase na Taxa de Variacdo? Tal analise foi feita com base nos registros de
representacdo semiotica, analisando os textos, exercicios resolvidos e propostos e
outras atividades apresentadas nos livros didaticos. Optamos pelas obras: Calculo
A: fungdes, limite, derivacédo, integracdo, Um Curso de Calculo (Vol. 1) e Matematica

Aplicada a Administracdo e Economia.

A escolha desses livros se deu a partir da nossa experiéncia, ministrando
aulas de Calculo Diferencial e Integral para cursos de Engenharia e Administragéo e
também devido a questionamentos do nosso aprendizado da Derivada na época da

graduacdo em Matematica.

Ressaltamos que na nossa pratica docente utilizamos os livros Calculo A:
fungbes, limite, derivagdo, integragdo, nos cursos de Engenharia, Matematica
Aplicada a Administracdo e Economia, nos cursos de Administracdo e Economia.
Um curso de Calculo (Vol. 1) foi utilizado como livro-texto na nossa época de

estudante de graduacao no curso de Matematica da Universidade de Sao Paulo.

Esses livros também constam nas ementas e sdo usados como referéncias,
nas bibliografias, principal ou complementar, em cursos de Calculo Diferencial e
Integral de diversas universidades do Brasil. No anexo apresentamos referéncias

bibliograficas e ementas de algumas universidades brasileiras.

Alguns exemplos: o livro Calculo A: fungbes, limite, derivacdo, integracdo é
utiizado na Universidade Federal do Amazonas, Universidade Federal do
Recbéncavo da Bahia, Universidade Estadual do Sudoeste da Bahia, Faculdade de
Tecnologia de Sao Paulo, entre outras; o livro Um curso de Calculo (Vol. 1.) é
utilizado na Universidade Federal do Amazonas, Universidade de Sdo Paulo,
Universidade Estadual de Campinas, Universidade Estadual de Feira de Santana
entre outras e o livro Matematica Aplicada a Administragdo e Economia é utilizado
na Fundagdo Armando Alvares Penteado, Faculdade Vyscaya, Fundacdo Getulio

Vargas, Faculdades de Ciéncias Humanas de Cruzeiro, entre outras.

Nos anexos colocamos alguns programas e ementas de Calculo Diferencial e
Integral | de algumas universidades e faculdades brasileiras. Lembramos que esses

programas foram obtidos em abril de 2012.
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Ressaltamos que geralmente o livro Célculo A: fungdes, limite, derivacgéo,
integracdo é utilizado em cursos de Engenharia e Fisica, o livro Um Curso de
Célculo (Vol. 1) geralmente é utilizado em cursos de Matematica e Engenharia e o
livro Matematica Aplicada a Administragdo e Economia geralmente em cursos de

Administracdo e Economia.

No capitulo sobre Procedimentos Metodoldégicos daremos mais algumas

justificativas para a escolha destes trés livros didaticos.

Em nossa pesquisa, chamaremos de:

e Livro A: FLEMING, D. M., GONCALVES M. B. Calculo A: fungdes, limites,

derivacao, integragcdo. S4o Paulo: Pearson Prentice Hall, 2006;

e Livro B: TAN, S. T. — Matematica Aplicada a Administragcdo e Economia,
traducado técnica Fabio Armando Tal. 22 Ed. Sdo Paulo: Cengage Learning,
2008.

e Livro C: GUIDORIZZI, H. G. Um Curso de Calculo. Vol. 1. Rio de Janeiro:
LTC - Livros Técnicos e Cientificos Editora S.A., 1985.
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CAPITULO 2

ESTUDO DO OBJETO MATEMATICO: A DERIVADA

Matematicor - o inabalowvel base das ciéncias e ov
abundante fonte do-progresso- nosy negdcios
huwmanos:

Bawrow

Neste capitulo apresentaremos o conceito de Derivada como foi concebido
por Newton e Lebniz, no final século XVII e inicio do século XVIII, que utilizaram o

conceito para resolver problemas de quadraturas e tangentes.

Em seguida apresentamos a definicdo de Cauchy dada, por volta de 1823,
como razao de diferencas de duas quantidades distintas diferentemente de Leibniz
que fazia em termos de diferencas infinitamente pequenas entre valores

consecutivos de uma mesma quantidade.

Cauchy tornou fundamental o conceito de limite para explicar a derivada e a

integral dispensando a geometria e os infinitésimos, utilizados por Newton e Leibniz.

Weierstrass, por sua vez, deu mais precisdo ao conceito de limite de Cauchy
que usava frases: "aproximar-se indefinidamente”, ou,” tdo pequeno quanto se

queira” que embora sejam faceis de compreensao n&o tinham o rigor matematico.

Dessa forma Cauchy e Weierstrass deram o rigor (conseguido por meio de
uma constru¢cdo adequada dos numeros reais) necessario para os conceitos de
Derivada e Integral. Esse rigor sao utilizados nos livros didaticos dos dias atuais nas

demonstragdes por meio de épsilons e deltas.

Ressaltamos que existem relatos da génese do Calculo Diferencial e Integral

antes deste periodo, relatamos alguns exemplos que julgamos mais expoentes:
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 Euclides (330 a.c - 275 a.c): provavelmente foi o primeiro gebmetra a ter tragado a
reta tangente a uma circunferéncia e provou o teorema que diz: que a reta tangente a

uma circunferéncia em qualquer ponto P € perpendicular ao raio em P;

* Eudoxo (408 a.c - 3557 a.c): descobriu 0 método da exaustdo, que consiste
subdividir uma grandeza indefinidamente, Boyer (1974, p.67) escreve a proposigao de

Eudoxo:

Se de uma grandeza qualquer subtrairmos uma parte ndo a menor que sua metade e
do resto novamente subtrai-se ndo ao menos que a metade e se esse processo de
subtragdo é continuado, finalmente restara uma grandeza menor que qualquer
grandeza de mesma espécie.

Esse método parece ter sido usado por Newton e Leibniz para demonstrar o

equivalente a:

a..r-"'i

ax"dx =

Relacao bastante conhecida nos dias atuais;

« Cavalieri (1598 - 1647): enunciou o que hoje conhecemos como principio de
Cavalieri, Boyer (1974, p. 242) escreve o principio: "Se dois soélidos tém alturas iguais,
e se seccoes feitas por planos paralelos as bases e a distancias iguais dessas estao

sempre numa dada raz&o, entdo os volumes dos solidos estdo também nessa razao".

Esse principio representa ferramenta util para o calculo de areas, volumes,
sendo que sua base intuitiva podem tornar-se rigorosas com o Calculo Diferencial e

Integral moderno;



20

» Descartes (1596 - 1650): responsavel pela criagdo da Geometria Cartesiana -
localizada no apéndice do livro Discours de la méthode com o nome de La géométrie -
que hoje em dia é sinbnimo de Geometria Analitica, segundo Descartes (apud Boyer,
1974, p.247): "Todo problema de geometria pode ser facilmente reduzido a termos tais

gue o conhecimento dos comprimentos de certos segmentos basta para a construgao”.

Segundo Boyer (1974, p.247):

[...] essa afirmagéo indica, o objetivo é geralmente uma construgdo geométrica [...]. A
obra de Descartes € [...] descrita simplesmente como a

aplicacdo da algebra a geometria, [... ] poderia ser caracterizada [... ] como sendo a
tradugéo de operagdes algébricas em linguagem geométrica [...].

De qualquer forma, Descartes utilizou o plano cartesiano para representar
planos, retas, circunferéncias por meio de equagcdes matematicas. Dessa forma os

estudos iniciais da geometria analitica surgiram com as teorias de Descartes.

Em uma dessas teorias € que podemos encontrar o coeficiente angular (ou

inclinacao) da reta, da seguinte forma:

Figura 1 - Calculo do Coeficiente Angular

Fonte: Elaboragéo do autor
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Indicamos por m o coeficiente angular da reta r e utilizamos o triangulo ABC

da Figura 1, para obtermos:

V. —Vyy Ay

m = tg(a) = = —
X, — Xy Ax

Percebemos a idéia inicial de taxa de variagao “— e conjecturamos que Newton

e Leibniz estudaram a geometria de Descartes para a criagdo do Calculo Diferencial e

Integral, pois, como veremos mais adiante, relacionaram esse tipo de taxa de variacao

com a Derivada. Leibniz inclusive passou a usar o simbolo de derivada = que é muito

semelhante a “— pois sabemos que dy = f'(x)dxe dv = Ay, quando Ax tende a zero.

* Fermat (1601-1665) segundo Laplace (1749-1827): "Fermat, o verdadeiro inventor do

Calculo Diferencial".

Fermat desenvolveu um método para achar maximos e minimos das curvas

polinomiais muito semelhante ao que fazemos hoje em dia, ou seja, ele igualava o

Co flx+E)—F
limite lim;_,

——'= a zero.
Sobre um método para determinagdo de maximo e minimo Fermat (apud Baron,

1985, p.36) escreve que :

"Dividir o segmento AC em E, de tal modo que o retangulo AE. EC possa ser

maximo".

f f -
A E _ C
Seja a reta AC dividida em E, de tal modo que o retadngulo AE.EC possa ser um
maximo.

Seja AC igual a B e um dos segmentos igual a A: o outro sera B - A, e o

retangulo, cujo maximo procuramos, sera BA - Aq.
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Agora seja A + E a primeira parte de B, o resto B — A — E e o retangulo
formado pelos segmentos sera BA — Aq + BE — 2 AE — Eq, que consideramos ser

aproximadamente igual a BA - Aq.
Removendo termos comuns: B ~ 2AE + Eq e dividindo por E, B ~2A + E.
Desprezando E, B € igual a 2A.

Para resolver o problema devemos dividir a reta ao meio: € impossivel existir

um método mais geral.

Observamos que, por exemplo, Aq significa A> e o simbolo ~ quer dizer

“aproximadamente igual’.

Segundo Baron este método, apesar de algumas imperfeicdes — por exemplo
nao distingue quem € 0 maximo ou minimo — € o equivalente ao que fazemos nos

dias atuais:

f . A+ .':-_-' _f . A _'.

f(A) = limg =0

E

Sobre o trabalho de Fermat, Boyer (1974, p.258) escreveu: “[...] esta falta de
clareza por parte dele ndo diminui sua genealidade, ja que suas ideias ajudaram a

solucionar muitos problemas referentes ao Calculo [...]".

Assim compreendemos bem a frase de Laplace atribuindo a invengao do

Calculo Diferencial a Fermat.

Finalizaremos o capitulo |l fazendo uma reflexdo dessas abordagens em
relacdo ao tema de estudo do nosso trabalho em que a Derivada é vista como

medida de variacdo.



2.1. NEWTON

Tomando a maltematica desde o inicio- do- nuundo- até o
tempor de Newtown, o que ele feg é de longe a melhor metade.

le o

Isaac Newton nasceu em 25 de dezembro de 1642, no interior da Inglaterra em
Woolstorpe. Seu tio materno percebeu no sobrinho um talento matematico incomum e
convenceu sua mae a matricula-lo em Cambridge. No seu primeiro ano do Trinity
College, em 1661, estudou as obras de Euclides, Descartes, Oughtred, Kepler, Viéte,
Galileu, Fermat, Huygens, e a mais importante Arithmética infinitorum de Wallis, pois
com ele os expoentes fracionarios entraram em uso comum. Newton escreveu: "Se eu

enxerguei mais longe que Descartes € porque me sustentei em ombros de gigantes".

O Teorema Binomial foi descoberto por Newton em 1664 ou 1665 e este
teorema alavancou a descoberta do Calculo, pois Newton por meio dele conseguiu
expandir poténcias de expoentes fracionarios e assim ndo passou diretamente do
triangulo de Pascal para o teorema binomial, mas indiretamente de um problema de

quadratura para o teorema binomial.

Em 1665, Newton, comecgou a pensar na taxa de variacdo de quantidades
variaveis continuamente, tais como areas e volumes. Em seguida, vinculou a taxa de

variacao as séries infinitas.

O livro De analysi per aequationes numero terminorum infinitas, composto em
1669 e publicado em 1711, é a primeira exposi¢ao sistematica da principal descoberta

matematica de Newton - o Calculo.

E tudo que a analise comum executa por meio de Equagdes com nimero finito
de Termos (desde que possa ser feito) esse novo método sempre pode
executar por Meio de Equagdes infinitas. Por isso ndo hesitei em dar a isso o
nome de Analise também. Pois os raciocinios aqui ndo sdo menos certos que
na outra; nem as equagbes menos exatas; embora ndés Mortais cujos Poderes

de raciocinio estéo restritos a Limites estreitos, ndo possamos nem exprimir,
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nem conceber todos os Termos dessas Equagdes de modo a saber exatamente delas
as Quantidades que queremos...Para concluir, podemos decidir com justica que
pertence & Arte Analitica, aquilo por cuja ajuda as Areas e Comprimentos etc. das
Curvas podem ser exatamente e geometricamente determinados (BOYER, 1974,
p.290).

A partir desse livro ndo se evitou mais os processos infinitos.
Entdo, Newton, passou a representar o com um intervalo de tempo muito
pequeno e op e 0g pequenos incrementos pelos quais x e y variam nesse intervalo.

Logo, a razéo - sera a razdo das taxas instantaneas de variagdo de y e x, ou seja, a

inclinacdo da curvaf(x,y) = 0. Assim, para encontrar a inclinacdo da curva v™ = x™,

Newton escreveu: (v +og)™ = (x ~op)” e em seguida expandiu a equagéo

utilizando o teorema binomial,

»

|1’v il C.qj)’“'- = l\ 4 Opj’: =v+og= [1 R op):- =
1
9 n n — l) n n n
PRI L ‘(m I 5 5 =5 = =
=vyv+oq=(x)m+—opxm +———o0°pxm + -+pmom
gr=a m 2m




e obteve como resultado

n -
—=—xm

m

em notagdo moderna levamos a concluir que:

p dx m
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Neste processo, Newton, encontrou um método geral para encontrar a taxa de

variagcao de uma variavel relativamente a outra e mostrou também que a area pode ser

obtida invertendo o processo de encontrar a taxa de variagdo. Ou seja, a area sob a

curva

n
¥ = axm e dada por

: |
m

Na obr a Methodus Fluxionum et Serierum Infinitarum, escrita em 1671 e

publicado em 1736, Newton, passa a considerar as variaveis como sendo geradas pelo

movimento continuo de pontos, linhas e planos, e ndo como agregados estéticos de

elementos infinitésimos, tal como havia considerado no seu anterior trabalho. Agora,

passa a designar uma quantidade variavel por fluente e sua taxa de variagao de fluxo.

Neste trabalho aparecem as notagdes: x ¢ v para os fluxos e x e y para os fluentes.

Newton define suas nocgdes de fluxdes e fluentes:
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Eu chamarei de Quantidades Fluentes, ou simplesmente Fluentes estas
quantidades que eu considero como aumentadas gradualmente e
indefinidamente, eu as representarei pelas ultimas letras do alfabeto v, x, y
e z para distinguir das outras quantidades que, nas equagdes, sao
consideradas como conhecidas e determinadas que noés representaremos
pelas letras iniciais a,b,c, etc.; eu representei pelas mesmas letras
sobrepostas de um ponto v, x. y, z as velocidades cujas fluentes sao
aumentadas pelo movimento que as produz e, por consequentemente nés
poderemos chamar Fluxdes.(Boyer, 1974, p.291)

entdo, de acordo com as notagdes de Newton, segue que:

uma vez que

dy
dy _dr
dr dx
dt

No seu terceiro trabalho sobre calculo De quadratura curvarum escrito em

1676 e publicado em 1704, Newton, afirma ter abandonado os infinitésimos ou

quantidades pequenas e faz uma critica ao abandono de termos envolvendo o e

afirma:

Em matematica o mais minimo erro ndo pode ser negligenciado... eu
considero as quantidades matematicas neste campo, ndo sendo
constituidos por partes descritas e geradas ndo pela oposi¢cdo das partes,
mas pelo movimento continuo de angulos pela rotagdo dos lados; por¢des
de tempo por fluxos continuos....fluxos sdo, como quisermos, incrementos
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de fluentes gerados em tempos, iguais e 0 mais pequeno possivel, e para falar com
rigor, sdo o primeiro ratio (propor¢éo) dos incrementos nascentes. Mas podem ser
expressos por quaisquer linhas, que sd@o algo proporcionais a eles. (Boyer, 1974,
p.298)

Neste "novo" conceito de Newton, ele considera a fungéo y=x". Para encontrar o

fluxo de y ou x™, Newton deixa que x "flua" e se torne x + o. Entdo x" traduz-se por

) - . . rt[rl-l) s vn .
(x+o0)"=x"+nox™ 1! + - o-x"T 4+ L+
fazendo,
_ acréscimo de x o o
ratio = — =

acréscimodey (x+o0)"—x" -
- ) nox® 1+ —=———02x" 2 +... + o7

Simplificando e desprezando o, teremos:

. acréscimo de x 1 . acréscimo de y s
ratio = i — ——7 S ratio = —y =fnx"
acréscimo dey nx" acréscimo de x

Como diriamos hoje em dia, a taxa de variacdo instantanea de y relativamente a
X é nx n-1
Segundo as autoras Galarda e Rossi (1992), justificamos a importancia de citar
o método desenvolvido por Newton:
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[...] a diferenca entre Newton e seus predecessores, é que este formulou
regras para cobrir solugdes gerais da maioria dos problemas relativos ao
calculo infinitesimal, conhecidos no seu tempo. Embora muito dessas regras
tivessem sido formuladas anteriormente, ele estabeleceu uma estrutura
unificada e um quadro dentro do qual grande parte dos problemas podiam
ser formulados...a sintese que Newton atingiu foi possibilitada pelo uso do
simbolismo algébrico e das técnicas analiticas. Ele estabeleceu muito tarde
a notacdo “padrdo” como ponto para representar a diferenciacéo e,
aparentemente nao sentiu grande necessidade de introduzir qualquer
notagao especifica para a integragédo.[...].(Boyer, 1974, p.307)
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2.2 LEIBNIZ

A Matematica & o- maisy morowvilhoso- instrumento- criado-
pelo- génio- do- homem parow av descoberto da Verdade.

Leibnig

Gottfried Leibniz nasceu em Leipzig, em 1646, estudou Direito e, logo apos ter
defendido a sua tese sobre logica, adquiriu um bacharelado em Filosofia. Estudou
também teologia e matematica na universidade. E considerado o Ultimo sabio a
conseguir conhecimento universal.

Em 1672 foi a Paris, a servico diplomatico, onde conheceu Huygens e este
contribui para que seu interesse pela Matematica disparasse, pois Leibniz afirmou

nao ter tomado conhecimento do assunto até 1672.

Em 1673 foi a Londres, como diplomata, e conheceu mais matematicos
incluindo Henry Oldenburg. Nesse tempo Leibniz aprofundou seus conhecimentos
matematicos lendo Fermat, Descartes, Pascal e Barrow. E em grande parte em torno
dessa visita que gera a discussao de plagio, pois Leibniz poderia ter visto De analysi
de Newton. Segundo Boyer (1974, p.298): “[...] mas é duvidoso que nessa altura ele
pudesse tirar grande proveito disso, pois Leibniz ndo estava preparado em

geometria ou analise [...]".

Leibniz publicou trabalhos de calculo a partir de 1684, contudo suas ideias ja

estavam presentes em centenas de notas feitas a partir de 1673.

Em 1714, publicou Historia et Origo Calculi Differentialis, no qual faz um relato
da sua prépria forma de pensar e com o propésito de se defender de acusacgio de

plagio, Lebniz pode ter distorcido, inconscientemente, o relato de suas ideias.

Leibniz morreu negligenciado em 1716, apesar de todo o seu admiravel

trabalho.

Boyer (1974, p.299) escreve que: “[...] O fato de Leibniz ser virtualmente um
autodidata em matematica explica em parte os casos frequentes de redescoberta

que aparecem em sua obra [...]".
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O Calculo Infinitesimal de Lei bniz € not avel no que diz respeito a notacao e
terminologia. Até hoje é utilizado para explicar, enunciar e discutir os resultados dos

matematicos qu e o ant ecederam. P arat ermos u ma i deia da s ua importancia a

notacao “— para indicar a derivada, e o simbolo [, para indicar aintegral, que é um S

X

estilizado que representa a palavra soma, sdo largamente utilizados nos dias atuais.

No in icio de s eut rabalho, Leibniz utilizou an omenclatura omn. como

abreviatura do Latim, omnia, que significa soma, mais tarde incomodado com essa
notacdo e le passou a us ar o s imbolo de integral |/ como oc onhecemos. E sta

notagao apareceu no manuscrito de 29 de outubro de 1675.

Pensando em termos daf ungdo y = x, Figura 2, conclui que emn.! =y

J

porque omn.lé a s oma das primeiras diferengas de uma seqiiéncia c ujos termos

comegcam com zero, dando como resultado o ultimo termo. Entdo, Leibniz obtém o

resultado emn.ly éiguala | T

A Figura 2 ilustra o pensamento de Leibniz, a area do triangulo ABC é a soma

de ly e é também x—

N
L C
19‘/
| L
| .t
11LL 4
i 4
l___E
Aw.{x r T T L X g >>(
+ —— — —yr
0]

Figura 2 - Calculo da area do triangulo ABC

Fonte: Elaboragao do autor
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A cerca da Figura 2 Leibniz escreveu: “Linhas retas que aumentam do nada,
cada uma delas multiplicadas pelo seu elemento de aumento correspondente,

formam um tridngulo”.
Em um manuscrito de 1675, Leibniz comega com

Bl

omn. vl = emn. omn. |

fazendo a substituicdo de y por omn.l e dividindo por a para preservar as

dimensdes. Portanto, conclui que:

T 2
ommn. vl = omn.omnl— = —
’ e} 2

traduzindo para notagcdo moderna segue que

Ressaltamos que, Leibniz, utilizava dx, como a diferenca da ordem de dois

termos sucessivos, e dy era a atual diferenca nos valores dos dois termos

sucessivos.
Leibniz, utilizando o raciocinio geométrico, como o reproduzido pela Figura 3,

conclui que:
omn.xl = xomn.l — omn. omn.

ou seja, drea gcp, = dreaiggsep) — Areq s = | xdy = xy — [ ydx
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Figura 3 - A descoberta do teorema

Fonte: Elaboragao do Autor

Leibniz, percebeu que a d iferenciagao e i ntegragcdo enquanto soma, tém que
ser processos inversos € a area quando diferenciada, dava o comprimento. A esse

respeito Leibniz escreve:

Dado | e a sua relagdo com x para encontrar | I. Supondo que | I = va.
Entdo & medida que | vai aumentando, d vai diminuindo as suas

o

dimensées. Mas | [significa uma soma, e d, uma diferenga. Dado vy

J

podemos sempre encontrar =oul, ou seja, a diferenca dos y. Desta forma,
a L Bl

uma equagéao pode ser transformada em outra. (Boyer, 1974, p.296)

Em relacdo a diferenciacéo Leibniz ultrapassou a principal dificuldade, de que

arelagac :— nao e ra ex atamente a d erivada, pelo m enos c omo a ¢ onhecemos

atualmente. Leibniz baseou sua argumentagao no t riangulo caracteristico, Figura 4,
que P ascal ut ilizara pa ra ac har a qua dratura de s enos e B arrow o a plicara ao

problema de tangentes.



Figura 4 - Triangulo Caracteristico

Fonte: Elaboragéo do autor

Leibniz designou a curva entre P e Q e parte da tangente em D, e afirmou que
apesar do triangulo PQR ser infinitamente pequeno, ele mantém a relagdo de
semelhanga com o triangulo ACD, onde o triangulo ACD ¢é formado pela subtangente
AC, a ordenada em D, e o comprimento da tangente AD. Como dx e dy sdo elementos
fixos, a sua relagdo tem um significado delimitado. Da semelhanga entre PQR e ADC

segue que:

Ainda resolveu o problema de procurar a curva, cuja subnormal é inversamente
proporcional a ordenada. Na figura 4, DB é normal, p = CB é subnormal. Entao, Leibniz usou o
fato dos triangulos PRQ e DCB serem semelhantes para obter:

dy p

— =—=pdx = vdy
dx vy

b
mas a curva tem a propriedade P= _ onde b é proporcionalmente constante.

Portanto,
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b
pdx = vdy = —dx = ydv = dx =—dy
.1"'
ou seja,
- 2
dx =—dy = l dx = f —dy

ou

Em 26 de Junho de 1676, Leibniz percebeu que o melhor método de

encontrar tangentes & encontrar -, onde dy e dx s&o diferengas e = & o quociente.

Em novembro de 1676, Leibniz formula regras gerais, tais como,
it i
dx®=nx""'dx e [x” =:Ti e afirma: “O raciocinio é geral, e ndo depende das
progressdes dos x”.

Em 1677, Leibniz formulou regras para o diferencial da soma, diferenca,

produto e quociente de duas fungdes:

ed(u+v) = du + dyv;
ed(u-v) = du - dv;

ed(u.v) =du.v + u.dv;

od (?) — M

v



Leibniz, em 1680, escreve: "[...] agora estes valores, dx e dy, sdo considerados
infinitamente pequenos, ou, como dois pontos na curva que sao compreendidos como

uma distancia a parte, que € menor do que qualquer outro comprimento [...]".

Dessa forma dx tornou-se a diferenga de abscissas e dy a diferenga nas

ordenadas.

Em 1684 Leibiniz diz que o seu método de infinitésimos tornou-se bastante
conhecido como Calculo das Diferengas, pois afirma que as diferengas sdao o oposto
das somas. Para encontrarmos a area em baixo de uma curva, Figura 5, Leibniz
considera a soma dos retangulos e omite os restantes: "triangulos, uma vez que estes

sao infinitamente pequenos comparados aos retangulos [...]".

Assim a area da figura 5 é dada por [ v dx.

an /s §

Figura 5 - Calculo da area

Fonte: Elaboragéo do autor

Embora o trabalho de Leibniz seja profundo e rico em notagdes era incompleto
e bastante fragmentado. Coube aos irmaos Bernoulli, a organizagao dos fragmentos e
elaboracdo dos seus trabalhos e dessa forma contribuiram para novos

desenvolvimentos.



A seguir justificaremos e faremos algumas reflexdes sobre o fato de
prosseguir os registros histéricos do Calculo Diferencial e Integral por meio de Cauchy

e Weierstrass.

Iniciamos observando que Newton conceituou primeiro a Derivada e depois a
Integral, ja Leibniz fez o inverso conceituou primeiro a Integral e depois a Derivada e
apesar da grande contribuicdo de Newton e Leibniz para a génese do Calculo
Diferencial e Integral, existiam algumas questbes que n&do eram aceitas pelos

matematicos da época, por exemplo, o conceito de Limite.

Newton e Leibniz tinham ideias bastante confusas e vagas sobre o conceito
de Limite. Muitas vezes para explica-las recorriam a filosofia, por exemplo: para
explicar o infinito eles utilizam numeros infinitamente grandes e infinitamente

pequenos ou entao apelavam para a intuicdo geométrica subjetiva e indefinida.

Notamos que Newton, fez uma analogia entre as operag¢des algébricas com
polinbmios e o numero infinito de termos de uma série infinita, portanto ignorando o
Limite e o que ele chamou de fluxdes nao era exatamente a derivada, mas muito

proximo. Leibniz, apos estudar a derivada através da Integral também nao conseguiu

dar explicagdes convincentes de que: — = v

A e
ax

Apesar de negligenciar o Limite ao trabalhar com séries infinitas, Newton,
reconheceu em 1687, na obra Philosofiae Naturalis Principia Mathematica que o

Limite deveria ser o ponto de partida para problemas de tangéncia e quadratura.

Newton tentou dar a formulagéo precisa do Limite, apesar da linguagem
rebuscada ele plantou a semente da definicdo moderna de Limite, no inicio do Livro |

do Philosofiae Naturalis Principia Mathematica:

Quantidades, e as razdes de quantidades, que em qualquer tempo finito convergem
continuamente a igualdade, e antes do fim desse tempo se aproximam mais uma da
outra que por qualquer diferenga dada, se tornam finalmente iguais. (BOYER, 1974,
p.292)



37

O grande responsavel por introduzir o conceito de Limite foi Cauchy, apesar
de cometer alguns equivocos principalmente na aplicacdo da sua definicdo de Limite

para introducdes precisas da Derivada.

Weierstrass restabeleceu a defini¢do original de Limite de Cauchy corrigindo
0s equivocos e desenvolveu um programa para trazer rigor para todo o Calculo

Diferencial e Integral e a Analise Matematica.

Percebemos, devido a nossa pratica docente e estudos realizados na
graduacdo e agora no mestrado, que o conceito de Limite e de Numeros Reais sao
os mais importantes do Calculo Diferencial e Integral. Eles explicam a Derivada,
Integral, Continuidade, Convergéncia e Divergéncia e isso pode até gerar um

paradoxo, pois através dos registros histéricos eles foram conceituados por ultimo.

Os matematicos responsaveis pela definicho moderna de Derivada s&o:

Cauchy e Weierstrass.
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2.3 CAUCHY

Os sinais + e - modificam av quantidade dionte do qual séo-
colocados como- adjetivo- modificaw o- substontivo-

Cauchy

Augustin-Louis Cauchy, nascido em Paris no dia 21 de Agosto de 1789.
Estudou na Ecole Polytechique, onde conheceu Lagrange (1736 — 1813) e Laplace
(1749 — 1827) que se interessaram na vocac¢ao matematica de Cauchy. Lagrange
aconselhou o pai de Cauchy para que seu filho obtivesse boa base de linguas antes

de iniciar seus estudos de Matematica.

Lagrange impressionado pelos trabalhos de Euler (1707 — 1783) e Taylor
(1685 -1731), tentou reformular o Calculo em termos de Algebra de séries infinitas.
Com isso descobriu varias propriedades importantes entre elas: Dado D, h pode ser

escolhido de forma que f(x+h)-f(x) fique entre h(f(x)-D) e h(f'(x) +D).

Percebemos que esta propriedade esta muito proxima do que conhecemos
hoje em termos de £ e & e também ha uma tentativa de Lagrange de desvincular o
Calculo dos fatos geométricos. O grande problema de Lagrange € assumir que toda

funcao pode ser expandida como uma série de Taylor.

Cauchy produziu varios livros e memoérias, apenas publicou menos que Euler.
Em trés livros que sdo Cours d’analyse de I'Ecole Polytechnique (1821), Résumé
des legons sur le calcul infitésimal (1823) e Legons sur le calcul différentiel (1829) da
ao Calculo Diferencial e Integral o carater que tem hoje em que substitui a
propriedade acima de Lagrange por £ e 4, pois Cauchy observou que a algebra de
quantidades finitas ndo pode ser automaticamente estendida para processos

infinitos. Dessa forma tornou basico o conceito de Limite. Cauchy escreveu:

Quando os valores sucessivos atribuidos a uma variavel se aproximam
indefinidamente de um valor fixado de forma que, no fim, se diferenciam
dele t&o pouco quanto se queira, este ultimo é chamado de limite de todos
os outros.(Boyer, 1974, p.377)



Cauchy entao, definiu a derivada f'(x) de y em relagéo a x como sendo o limite do

quociente
Ay _ flx+1) - f(x)
Ax i

quando i se avizinha de zero.

Segundo Dall'Anese (2000) Cauchy estabeleceu a relagao entre a derivada e os

diferenciais da seguinte forma:

Seja y = f(x) novamente uma fungdo da variavel independente x. Seja i uma
quantidade infinitamente pequena e h uma quantidade finita. Se dissermos que i = ah, a

sera, novamente, uma quantidade infinitamente pequena, e teremos a identidade:

flx+ D)= f(x) _ flx+ah) — f(x)

i ah

Donde

flx+D)—f(x) | flx+ah) - f(x)

1
N =
L a

O limite para o qual converge o lado direito desta equagcdo a medida que a se
aproxima indefinidamente de zero e h permanece constante é chamado "diferencial" da
funcdo y = f(x). A diferencial € indicada por dy ou df(x). Seu valor pode ser facilmente

determinado se soubermos o valor da fungéo derivada y' oul '(x).. De fato, se tomarmos

os limites de ambos os lados da ultima equagao, acharemos um resultado geral:
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df (x) = hf (x)

No caso especial quando f(x) = x, a equacao reduz-se dx = h. Assim a

diferencial da variavel independente x é precisamente h. Dado isto, a equacéao
(x) = hf (x) torna-se df(x) = f(x)dx, ou , equivalentemente dy = y’dx.

Essas ultimas equacdées mostram que a derivada y’ = f(x) de qualquer funcéo

y = f(x) & precisamente igual a :— isto é, a razdo entre a diferencial da funcado e a

diferencial da variavel ou se, quisermos, ao coeficiente pelo qual devemos multiplicar

a segunda diferencial a fim de obtermos a primeira. E por isso que a derivada é

chamada as vezes de “coeficiente diferencial’.

No seu trabalho, ainda, Cauchy, pela primeira vez na matematica definiu a

integral sem qualquer apelo ao conceito de area:

A integral de x;a X é o limite das somas
So={xy—xp)flxp) + (xy —x ) flx )+ o+ (X —x,_ 9 )f (x,—q)

conforme os valores (x..; — x;) decrescem indefinidamente.

Ressaltamos que Cauchy definiu a integral independentemente da
diferenciagdo. Mais tarde Cauchy provou a relagdo usual entre a integral e a

derivada fazendo o uso do teorema do valor médio de Cauchy:

fB) —f(a) _ f(x,)

g(b)—g(a)  g(xp)

valido com restricdes adequadas sobre f(x) e g(x).

Caychy também enunciou o teorema que garante a continuidade das fun¢des:



41

A funcao f(x) sera continua em x num intervalo de valores desta variavel se,
para cada valor de x nesse intervalo, o valor numérico da diferenca
Fi{x + @) decresce infinitamente com a. Em outras palavras, f(x) é continua
se um acréscimo infinitamente pequeno de x produz um acréscimo
infinitamente pequeno de f(x).(Boyer, 1974, p.380)

Ressaltamos que Cauchy provou que Z—x € a derivada da fung&o no ponto x ,

. 2y
ou seja, — = v
dx -



42

2.4 WEIERSTRASS

A matematica & o linguagemw dav precisio; é o-vocabulo-

Weierstrassy

Em Ostenfelde — Alemanha, nasceu em 31 de outubro de 1815, Karl Wilhem

Theodor Wieierstraf, mais conhecido como Weierstrass.

Weierstrass, em 1856, foi professor na Universidade de Berlin e é o autor da
definicdo moderna de limite, em meados do século XIX: “Uma fung&o f possui um
limite L no ponto a quando, dado qualquer ¢ == 0, pode se encontra um & == 0 tal que,
se |x—al <& entdo |flx) —L| <&,

Usando essa notacdo clara e adequada Weierstrass eliminou algumas
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imprecisdes da Teoria de Cauchy que usava frases como “ valores sucessivos”,

“aproximar-se indefinidamente” ou “tao pequeno quanto se queira”.

Weilerstrass deixa claro em seus trabalhos a necessidade de uma definicdo
de Numero Real, pois o conceito de Limite depende dessa nogdo. Com Weierstrass,
o Calculo Diferencial e Integral chegou a tal perfeicdo de constru¢do que superou,

enfim, o rigor grego.

O Calculo Diferencial e Integral se tornou independente da geometria e dos

conceitos de movimento, tornando-se essencialmente numérico e estatico.

A abordagem do nosso trabalho € a Derivada com énfase na Taxa de
Variacdo. De acordo com os relatos histéricos notamos que os matematicos
envolvidos nesta abordagem s&o Cauchy e Weierstrass que trabalharam a Derivada
em termos de limite e variacdo e n&o utilizaram os infinit€simos como um numero
fixo muito pequeno e sim deram o carater numérico decrescendo indefinidamente de
maneira a convergir para o limite zero. Além disso, Cauchy enunciou o teorema que
garante a continuidade das fungdes, fato extremamente importante para estudarmos
a Derivada. Observamos, também, que Newton e Leibniz relacionaram primeiro a

derivada como o coeficiente angular da reta tangente a curva no ponto dado.
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Verificamos que os livros didaticos analisados: Livro A, Livro B e Livro C
seguem uma ordem contraria daquela apresentada pelos registros histoéricos, ou

seja, seguem a ordem Limite, Derivada e Integral.

Ressaltamos que a integral teve origem em processos de somatérios ligados
a problemas de area, mais especificadamente da quadratura. A diferenciagao,

desenvolvida mais tarde, resultou de problemas de tangentes a curvas.
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CAPITULO 3

REFERENCIAL TEORICO E PROCEDIMENTO MEDOTOLOGICO

Ndor é possivel estudaw os fendmenos relalivos aor
conhecimento- senv recovrer o nogdo- de representogdo:

Dunval

Neste capitulo, apresentaremos a f undamentagao tedrica - os Registros de
Representagcédo S emidtica de Duval, e os procedimentos metodoldgicos s egundo a
Analise de Conteudo de Bardin.

Finalizamos ot Opico r egistros d e r epresentacéo s emidtica a presentando
diversos exemplos dos registros e seus tratamentos e c onversdes que f oram feitos
pelos autores, dos livros analisados, ao longo da apresentacao da Derivada.

No paragrafo, procedimentos metodolégicos: Analise de C onteudo, além, de
descrevermos os conceitos abordados por Bardin, apresentaremos uma sinopse dos
livros didaticos que serao analisados.

Esperamos des ta f orma, r esponder a q uestdo de pes quisa enu nciada no

capitulo | e que vale a pena retomarmos neste momento:

"O tratamento dado, por livros didaticos, por meio dos textos, exercicios
resolvidos e propostos e outras atividades, sobre derivada, possibilita a
articulacdo entre o0s registros de representacdo semidtica levando a

compreenséo da Derivada e a enfatiza como Taxa de Variag&do?"
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3.1 REGISTROS DE REPRESENTAGCAO SEMIOTICA

Pesquisas mostradas no capitulo | - Barros e Meloni(2006), Cury (1999, apud
Campos, 2007) e Leite, Strentzke e D arsie (2007) - revelam as dificuldades que
permeiam o processo do ensino e da aprendizagem do Calculo Diferencial e Integral,
buscando e ntender es sas dificuldades v amos di scorrer s obre a Iguns po ntos

relevantes durante esse processo.

E importante ressaltar que objetos matematicos necessitam deum a
representacao, na qual seus objetos s&do apresentados de forma abstrata, por meio
das propriedades, teoremas, axiomas, estruturas algébricas e relagdes que podem

ser expressas em diferentes situagdes.

A cerca das representagdes semidticas Duval (1993), define "semidsis como a
apresentacgao ou a produgao e a noseis a apreensao conceituai de um objeto". Entéo,
para haver a apreenséo de um objeto matematico é necessario que a ndesis ocorra

por meio de representacdes semiésis.

Segundo Duval um registro de representagao € um sistema semiético que tem
as fungdes cognitivas fundamentais de apontar o funcionamento cognitivo consciente
em que a situacao € apresentada ao aluno, por meio de registros de representagdes,
facilitando assim a compreens&o ou a descoberta a respeito do objeto matematico.

Ainda sobre as representacdes semioticas, Duval escreve que:

[...] séo produgdes constituidas pelo emprego de signos pertencentes a um sistema de
representagdo os qua is tém suasd ificuldades pr Oprias de s ignificadoe de
funcionamento. [... ] as representacdes (semidticas) ndo sdo somente necessarias para
fins de comunicagéo, elas s&o igualmente essenciais para as atividades cognitivas do
pensamento.(DUVAL, 1993, p. 39).
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Segundo Duval (1993), os registros mobilizados no aprendizado dos objetos

matematicos sdo classificados em:

¢ Representacdo discursiva que é subdividido em: lingua natural e os sistemas de

escritas;

e Representacdo nao-discursiva que é subdividido em: figuras geométricas

planas ou em perspectivas e os graficos cartesianos.

Essa classificacdo pode ser resumida no quadro 1.

REPRESENTAGCAO
DISCURSIVA

REPRESENTACAO NAO-
DISCURSIVA

REGISTROS
MULTIFUNCIONAIS

Os tratamentos nao

sao algoritmizaveis.

Lingua Natural
Associacdes verbais
(conceituais).
Forma de raciocinar:
e argumentacdo a partir

de observacdes, de

Figuras geométricas
planas ou em perspectivas
(configuracées em
dimensées 0, 1, 2 ou 3).

e apresentacéo

operatéria e nao

crengas.. . somente
e deducdo valida a partir perspectiva,
de definicdo ou de e construcédo com
teoremas. instrumentos.
REGISTROS Sistemas de escritas: Graficos cartesianos.
MONOFUNCIONAIS e numeéricas (binaria, ¢ Mudancas de
decimal, fracionaria...); sistema de

Os tratamentos sao
principalmente

algoritmos.

e algébrica;
e simbdlica (linguas
formais).
Calculo

coordenadas;
¢ Interpolacéo,

extrapolacéo.

Quadro 1 - Classificagcao dos diferentes registros mobilizaveis no funcionamento matematico

Fonte: Duval, S. D. A. Aprendizagem em Matematica, 2011, p. 14.
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Nosso objeto de estudo é a Derivada. o Quadro 2, nos mostra que a Derivada
em um ponto pode ser representada por registro em lingua natural, o registro figural e

o0 registro simboalico.

Registro na Registro figural Registro
lingua natural simbdlico

13?Y
16+
14+
12
10

Derivada da
funcéo f(x), no f(3)=tg(a)

ponto de

abscissa 3. —

Quadro 2 - Registro de Representacdo semidtica

Fonte: Elaboragéo do autor

Duval, conjectura: a compreensdo em matematica supde a coordenacéo de ao
menos dois registros de representagdes semidticas. Duval, escreve que essa
coordenacgao € necessaria para nao confundir o objeto com sua representagao.

De acordo com Duval (1993), nossa perspectiva dos objetos matematicos nao
sao imediatamente ou diretamente acessiveis, a ndo ser através de sua
representacdo. Segundo o mesmo autor as representagdes matematicas séo
significativas porque permitem uma comunicagao entre os sujeitos e as atividades
cognitivas do pensamento e esses varios registros da representagéo sao necessarios
para o aprendizado. Exemplificando: uma expressao algébrica, um simbolo e uma
figura sao representacdes dos objetos matematicos: numero, fungdo e um ponto, etc.

Em relagdo aos registros de representagcado semiédtica, existem dois tipos de

transformacgdes: os tratamentos e as conversoes.

Os tratamentos sao transformagdes no interior de um mesmo registro, ou

seja, uma transformacgao interna a um registro e sao ligados a forma, ndo ao
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dos obj etos matematicos. O quadro 3 as eguir ap resenta a ideia de tratamento,
relativo ao conceito de Derivada de uma fungédo no ponto de abscissa 3, no registro

simbolico.

~(3) ———— f(3) ——— D._v(3)
dx "7’ TRATAMENTO 77 TRATAMENTO 7

Quadro 3 - Tratamento

Fonte: Elaboragao do autor

Observamos que os simbolos mudaram mas a representagdo permanece no

interior do mesmo registro: simbdlico, ou seja, o registro simbalico.

Damm (1999), ao fazer uma analise sobre o conceito desenvolvido por Duval,
esclarece q ue: " ot ratamento de um ar epresentacdo é at ransformagdo dessa
representagao no proprio registro onde ela foi formada [...], logo € uma representagao
interna a um registro (p.179)".

Outro tipod et ransformagdos doas conversdes. C onversdess &o
transformacgdes der epresentagbes que ¢ onsistemna mudanga der egistro,
conservando os mesmos ob jetos matematicos. P ortanto, fundamental no t rabalho
com as representagdes semiodticas. O exemplo 2 a seguir nos mostra a conversao de
um registro da representagcdo semiotica, do conceito de derivada de uma fung&o no

ponto de abscissa 3.

f(3+h)-f(3)

h CONVERSAQ

lim Derivada da funcéo f(x), no

h—0

ponto de abscissa 3.

Quadro 4 - Converséao

Fonte: Elaboragao do autor
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No quadro 4 ocorreram as conversdes do registro simbolico algébrico e deste

para o registro na lingua natural.

De acordo com Damm (1999): "[..] a conversao de uma representagéo é uma
transformacgédo des sa em u ma r epresentacdo em out ro r egistro, c onservando a

totalidade ou uma parte do objeto matematico em questao (p.180)".

De acordo com os quadros 3 e 4, ressaltamos que o tratamento se estabelece
no interior de um mesmo registro semidtico, ja a c onversédo se da entre diferentes

registros semioticos.

Baseado nos registros de representagcéo semidtica, observamos abordagens
distintas em relagdo a Derivada.

O Livro A utiliza registro simbdlico algébrico com tratamentos e conversoes,
registro figural grafico, registro em lingua natural. Reescrevemos alguns exemplos de

registros utilizados neste livro.

eregistro simbodlico algébrico com conversoes:

;A Yo—Wy Ay
—— tg (a) = =
CONVERSAQ Xo—X4 ax

Figura 4.1

(FLEMMING & GONCALVES, 2006, p.115)

eregistro simbolico algébrico com tratamentos:

. . Ay o f(x;) —f(xy)
m(xy) e————— lim ; > lim
Y TRATAMENTO Q—P Ax TRATAMENTO x,—x, ¥, —X
Q 1T 1
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eregistro figural grafico:

Figura 4.2

(FLEMMING & GONCALVES, 2006, p.116)

eregistro em lingua natural:

Velocidade e aceleragdo sao conceitos que todos nds conhecemos. Quando
dirigimos um carro, podemos medir a distancia percorrida num certo intervalo de
tempo. O velocimetro marca, a cada instante, a velocidade. Se pisarmos no

acelerador ou no freio, percebemos que a velocidade muda. Sentimos a aceleragao.

O Livro B utiliza registro simbdlico algébrico com tratamentos e conversdes,
registro figural grafico, registro em lingua natural. Reescrevemos alguns exemplos

de registros utilizados neste livro.

eregistro simbdlico algébrico com conversoes:

P(x, f(x)) / 2

/ | \ -~
| g M

S

CONVERSAO

“A declividade da reta tangente em P(x, f(x)) & f'(x); f varia a taxa de f'(x)

unidades para cada variacao de uma unidade em x no ponto x (TAN, 2008, p. 133)”.
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registro simbolico algébrico com tratamentos:

dvy

> Y
TRATAMENTO (x TRATAMENTO -

D.f(x)

eregistro figural grafico:

P ’
/C
| F
\ P
-~ o
) -~ \
: ;. o s _~" | Retas secantes

7 Pix, f(x)

(TAN, 2008, p.131)

sregistro em lingua natural:

"[...] O numero de beneficiarios do servigo previdenciario norte-americano de 1990 a
2045. Podemos usar a declividade da reta tangente nos pontos indicados para estimar

a razao a qual o numero de beneficiarios estara mudando (TAN,2088,p.130)".

O Livro C utiliza registro simbdlico algébrico com tratamentos e c onversdes,

registro figural grafico e o registro em lingua natural. Reescrevemos alguns exemplos
de registros utilizados neste livro:

eregistro simbolico algébrico com tratamentos:

y f(x) = f(p)
im

x=p X =—=p fratamento

v(t,) = lim f(t) = f(tp)

o L — 1, tratamento

f'(p)



eregistro simbdlico algébrico com tratamentos:

o L - f@) WWACEIORS )

Y TRATAMENTO x5y x—p TRATAMENTO h—0 h

eregistro figural grafico:

(GUIDORIZZI, 1985, p.135)
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eregistro em lingua natural: a velocidade (instantanea) da particula no instante t; é

definida como sendo o limite

oo = tim L = F ()
vlt, bty t—t,



3.2 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS: ANALISE DE CONTEUDO

Por detray do-discurso apavente, geralmente simbdlico e
polissémico, esconde~se wwmn sentido gue covwém desvendar.

Bavrdin

Bardin (1977) por meio da Analise de Conteudo possibilita fornecer técnicas
precisas e objetivas que sejam suficientes para garantir a descoberta do verdadeiro
significado, ou seja, enquanto concepgao de ciéncia constitui-se uma pratica que se
pretende neutra no plano do significado do texto, na tentativa de alcangar diretamente

0 que haveria por tras do que diz. A autora escreve:

A Andlise de Conteudo se define como um "conjunto de técnicas de analise das
comunicagdes" (quantitativos ou ndo) que aposta no rigor do método como forma de
ndo se perder na heterogeneidade de seu objeto, visa obter, por procedimentos,
sistematicos e objetivos de descricdo do conteudo das mensagens, indicadores e
conhecimentos relativos as condi¢des de variaveis inferidas na mensagem (BARDIN,
1977, p.31).

A analise de conteudo de Bardin tem alguns objetivos e alocando a nossa
pesquisa visa: analisar as caracteristicas da mensagem (derivada) por meio da
comparacgao para receptores (alunos) distintos; analisar o significado ou contexto de
conceitos nas mensagens - Derivada com énfase na Taxa de Variagao - e analisar as
condi¢des que induziram ou produziram a mensagem (derivada).

Bardin organiza em trés fases a analise de conteudo:

e Pré-analise
Segundo Bardin (2003, p.95): "trata-se de estabelecer um programa que,
podendo ser flexivel (quer dizer, que permita a introdugéo de novos procedimentos no

decurso da analise), deve, no entanto, ser preciso". E subdividida em:
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a) Na escolha dos livros didaticos: a autora propde um contato com o universo
de documentos suscetiveis de fornecer informagbes sobre a questdo de
pesquisa e indica uma primeira leitura superficial e depois efetuar leituras
mais detalhadas. Bardin sugere ainda quatro regras para a escolha dos livros
didaticos: exaustividade; representatividade; homogeneidade; pertinéncia. No

nosso trabalho utilizaremos as regras da representatividade e de pertinéncia.

A regra da representatividade ocorre quando a analise é feita em uma
amostra, a amostragem é rigorosa se for parte representativa do universo inicial. Os
resultados obtidos poderdo ser generalizados ao todo. Em seguida ocorre uma
redugado do universo que permite diminuir a parte submetida a analise. Na nossa
pesquisa, selecionamos os livros didaticos que s&o largamente utilizados nas

universidades brasileiras.

Na regra da pertinéncia os livros didaticos devem ser adequados de modo a
corresponderem ao objeto da analise. Na nossa pesquisa selecionamos trés livros

didaticos que contém o assunto derivada.

b) Na formulacdo de hipdteses que consiste em explicitar e precisar
dimensdes e direcdes de analise. Bardin escreve que as hipbéteses nem
sempre sio estabelecidas quando da pré-analise, coloca ainda que néo é
obrigatorio ter como guia algumas hipdteses, para proceder a analise. Na
nossa pesquisa nao estabelecemos hipoteses.

c) Na elaboragao de indicadores que fundamentem a interpretacéo final que
consiste em apds a escolha do tema de investigagdo, por parte do
pesquisador, proceder a organizagao sistematica em indicadores, com os

seguintes objetivos:

Primeiro: evidenciar elementos que nao estejam explicitos no texto;

Segundo: efetuar a analise, na nossa pesquisa segunda a teoria dos registros
de representagcdo semidtica de Duval, ou seja, os indicadores servem como

ferramenta de analise.

Em busca de responder a questdo de pesquisa, elaboramos para a nossa
dissertagao alguns indicadores que possam colocar em evidéncia - ou néo - nogdes

referentes a apresentacado da derivada, e que possam revelar diferengcas no enfoque



dados pelos autores. Tais indicadores, que sao revelados mais adiante serviram como
organizagcdo de uma analise. Os diferentes registros de representagdo semiotica de
Duval séo os indicadores utilizados para a analise da abordagem dada a derivada,

relativas a coordenagao desses registros pelos autores.

e Exploragao do material

Segundo Bardin, € uma fase longa e fastidiosa definida por operacbes em
funcdo de regras previamente formuladas e se as operagbes da pré-analise foram
adequadamente concluidas, a fase de andlise ndo € mais do que a administracdo
sistematica das decisbes tomadas. Na nossa pesquisa, apdés uma leitura minuciosa
sobre o primeiro capitulo dos livros que tratam o assunto Derivada, fizemos a
transcricdo de partes representativas do capitulo que trata da apresentagcdo da
derivada e nogdes ligadas a ela, como aceleragcdo, reta tangente, velocidade,
definicbes, teoremas, exemplos, exercicios resolvidos, exercicios propostos e outras
atividades. Tais transcri¢cdes nos orientaram quanto a organizagdo do trabalho e

serviram como subsidios para a efetivagao da analise por meio dos indicadores.

¢ Tratamento dos resultados, a inferéncia e a interpretacéo

Para Bardin os resultados brutos devem ser tratados de maneira a serem
significativos e validos por meio de operagdes simples que permitem estabelecer
quadros de resultados, padrées e modelos, os quais resumem e colocam em destaque
as informacdes da analise. Os resultados obtidos podem servir de base a outra analise
disposta em torno de novas dimensdes tedricas, ou praticada gragas a técnicas
diferentes.

Justificando ainda a escolha dos livros didaticos podemos escrever, agora, que
devido a etapa (a) descrita acima indicamos critérios que evidenciam a preocupacgéao de

apresentar ou ndo condi¢gdes da existéncia da derivada como, por exemplo, se os limites

. flx+ Ax)—f(x) , T . . flxth)—f(x
lim, ,,,———— como ¢ indicado no Livro A, lim,_,——— como
indicado no Livro B elim,_,———— como & indicado no Livro C existem e também se

X—p

discutem o teorema (T1): Toda fungdo derivavel num ponto a é continua nesse ponto.
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Consideramos esses fatos de suma importancia para o entendimento da derivada e

suas aplicagoes.

Na primeira leitura constatamos que os livros A, B e C se preocupam com a
existéncia do limite. Propondo uma série de exemplos e exercicios propostos para o
calculo do limite. Apenas o Livro C propde um exemplo que esta na pagina 159 em

gue o limite acima nao existe:

Mostre que f(x) = |x| ndo é derivavelem p = 0.

(GUIDORIZZI, 1985, p.159)

em que o limite acima n&o existe. O T1 é discutido em todos os livros em um paragrafo
a parte com exemplos e exercicios propostos. Apenas os livros A e C fazem a
demonstragao do teorema o Livro B indica a demonstracéao, para o leitor, por meio de

exercicios.

Lembramos que esses livros sao destinados a publicos distintos os Livros A e
C para estudantes de engenharia, matematica, fisica entre outros e o Livro B para

estudantes de Administracao, Economia, Contabilidade entre outros.

Outro critério utilizado para a escolha dos livros baseou-se na apresentacao do
assunto. O Livro A apresenta a derivada por meio da nogao intuitiva da reta tangente

da seguinte forma (p. 115 e p.116):

Vamos definir a inclinagdo de uma curva y = f(x) para, em seguida, encontrar a

equacéao da reta tangente a curva num ponto dado.

A ideia que usaremos foram introduzidas no século XVIII por Newton e Leibniz.

Seja y = f(x) uma curva definida no intervalo (a,b), como na Figura 4.1.
Sejam P(x,,v,) e Q(x,.v,) dois pontos distintos da curvai y = f(x). Seja s a reta

secante que passa pelos pontos P e Q. Considerando o triangulo PMQ, na Figura 4.1,

temos que a inclinagéo da retas (ou coeficiente angular) é tg (a) = 2= ==
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Figura 4.1

Suponhamos agora que, mantendo P fixo, Q se mova sobre a curva em
direcdo a P. Diante disso, a inclinagdo da reta secante s variara. A medida que Q vai
se aproximando cada vez mais de P, a inclinagcao da secante varia cada vez menos,

tendendo para um valor limite constante (ver figura 4.2).

Esse valor limite € chamado inclinagao da reta tangente a curva no ponto P,

ou também inclinag¢do da curva P.

Figura 4.2

O Livro B apresenta o conceito por meio de dois exemplos (p.129 e p.130):

e Umda Fisica
Lembremos que a posicdo do maglev em qualquer instante t é dada por
s=f(t) =4t* (0=t = 30) onde s é medida em pés e t, em segundos. O grafico da

funcao f esta esbogado na Figura 46.



s (pés)

60
40 s =f(1)

20

1(s)

Figura 46

Observe que o grafico de f se eleva lentamente
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no inicio porém mais

rapidamente a medida que t cresce, refletindo o fato de que a velocidade do maglev

estd aumentando com o tempo. Essa observacdo sugere uma relagdo entre a

velocidade do maglev em dado instante t e a inclinagdo da curva no ponto

correspondente a esse valor t. Isso parece indicar que poderemos determinar a

velocidade do mablev em qualquer instante de tempo se pudermos encontrar uma

maneira de medir a inclinagdo da curva em qualquer ponto.

¢ Um da economia

Beneficiarios do servigo de Seguridade Social. O grafico da fungdo y = N(t), na

figura 48, mostra o numero de beneficiarios do servigco de seguridade social norte

americano desde o inicio de 1990 (t = 0) até o ano de 2045 (t = 55)
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‘ CiAr ' idencidrio norte-americano de 1990 a 2045. Podemos usar a declividade da
0 niimero de beneficidrios do servigo previdencidrio n o beneficiros estard mudando.

reta tangente nos pontos indicados para estimar a razdo & qual o nimero

(TAN, 2008, p.130)
O Livro C introduz a derivada (p. 154) do seguinte modo:

Sejam f uma fungdo e p um ponto de seu dominio. Limites do tipo

@) =f®)
am —

x—p x—p
ocorrem de modo natural tanto na geometria como na fisica.

Para alcancar o objetivo da pesquisa, com base em Bardin, fizemos uma pré-
analise comparativa dos conteudos, exercicios resolvidos exercicios propostos e
outras atividades abordados nos livros escolhidos. Esta fase consistiu em primeiro
olhar sobre a maneira como cada autor articula o conceito de Derivada, ou seja, se
utiliza exemplos, ilustragdes graficas, se propde ou nao aplicagdes, se apresenta ou

nao exercicios resolvidos, que tipo de exercicios sdo propostos. Este trabalho inicial
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teve por objetivo uma organizacao para evidenciar aspectos ligados ao conceito de
Derivada com énfase na Taxa de Variacao, isto € operacionalizar e sistematizar os

procedimentos de analise baseados em Duval.

A pré — analise, como sugere Bardin, foi uma leitura superficial, com o
objetivo de estabelecer contato com as abordagens feitas pelos autores, para
verificar, no que diz respeito ao conceito de Derivada com énfase na Taxa de
Variacao, os critérios que revelam o tipo de abordagem desse tema e quais sao os
registros de representacao utilizados por esses autores. A partir desse momento, a
leitura foi se tornando detalhada para focar as atengbes nas conversdes entre

diferentes registros, bem como nos tratamentos em cada registro.

Utilizamos, com base em Duval, indicadores que possam revelar a
exploracédo da coordenacgao dos registros de representacao semibtica, para verificar

como a Derivada com énfase na Taxa de Variacao é tratada nas obras citadas.

Também utilizamos indicadores que revelam o tipo de abordagem da
Derivada, na tentativa de evidenciar as diferencas fundamentais nos enfoques dados

pelos autores.

Na tentativa de identificar que diferengas fundamentais sao evidenciadas no
enfoque dado por diferentes autores, na apresentacdo da Derivada por meio da

Taxa de Variagao, vamos recorrer aos seguintes indicadores:

a) Contextualizagdo: observamos se o0s autores apresentam o tema Derivada
por meio de textos contendo rudimentos da Histéria da Matematica e se
esses textos propiciam o desenvolvimento da Derivada. Também,
observamos, se o texto parte de problemas relativos a Fisica, a Matematica,
Quimica, Engenharia, Economia, etc, ou se seguem o padrdo definigdes,

teoremas, exemplos e exercicios propostos;

b) Partem-se de casos particulares aos gerais e vice-versa: observamos se os
autores apresentam a Derivada como casos particulares de coeficiente
angular, velocidade ou outras taxas de variagdes aplicadas a problemas de
Engenharia, Economia, Quimica, Biologia, Administracdo, Economia, etc,

para em seguida enunciar o caso geral ou se fazem o contrario;
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c) Condigdes de existéncia do limite lim,_,~~———": no que se refere as

condi¢cdes de existéncia da derivada em um determinado ponto, observando

se 0 assunto é abordado e o enfoque dos autores;

d) Questdo da continuidade e diferenciabilidade: verificamos como os autores

abordam o tema, se € amplamente discutido ou apenas citado;

e) Referéncia sobre relagdo entre taxa de variagdo e coeficiente angular: o
coeficiente angular € um exemplo de taxa de variacdo, verificaremos se os

autores fazem as conexdes coeficiente angular = taxa de variagao, ou se

caminham apenas no sentido coeficiente angular = taxa de variacao;

f) Demonstracdo do teorema: “Toda fung¢do derivavel num ponto p é continua
nesse ponto”: a demonstracdo desse teorema € de fundamental importancia,
pois existem fun¢des continuas que nao séo derivaveis. Os alunos podem ser
levados a acreditar que toda funcdo continua € derivavel. Entdo, notamos
como os autores tratam a demonstracao desse teorema que conceitos foram

utilizados, exemplos, propriedades, etc;

g) Aplicagdes praticas do lim,_,————evidenciando a taxa de variagdo:

R0
observamos as aplicacbes desse limite como taxa de variagcdo referentes a

Fisica, Quimica, Administracdo, Economia, Engenharia, Matematica, etc;
h) Exercicios resolvidos, exercicios propostos e outras atividades:

e Nos exercicios resolvidos foram verificados os enunciados e as resolugoes,
no que diz respeito ao objetivo, por exemplo, se ha a utilizacdo de técnicas de
derivacdo, se ha privilégio de demonstragdes ou nido, se propde aplicacdes
Ou n3o;

e Nos exercicios propostos e outras atividades foram analisados apenas os

enunciados quanto ao objetivo descrito nos exemplos.

Esses indicadores foram utilizados para evidenciar o enfoque dado por cada
um dos autores sobre o conceito de Derivada com énfase na Taxa de Variagcéo e
acabamos investigando como o assunto é introduzido, conduzido € como ele é

tratado nos textos, exercicios resolvidos, exercicios propostos e outras atividades e
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em seguida efetuaremos a analise dos livros didaticos relativos aos registros de
representacdo de Duval. Verificaremos se ha coordenacdo entre os registros:
Simbdlico, Figural e Lingua Natural e finalizaremos o processo discutindo os

tratamentos e conversdes envolvidos nesses registros.

Apresentaremos, na sequéncia, uma sinopse dos livros que serao

analisados, segundo Bardin esta etapa é de exploracéo.

Livro A: a obra Calculo A: fungbes, limite, derivacdo, integracdo de Diva
Marilia Fleming e Mirian Buss Gongalves foi publicada em S&o Paulo pela editora
Pearson Prentice Hall, no ano de 2006. Este livro destina-se a cursos introdutérios
de Calculo Diferencial e Integral. A obra esta assim dividida: capitulo 1: Numeros
Reais, capitulo 2: Fungdes, capitulo 3: Limite e continuidade, capitulo 4: Derivada,
capitulo 5: Aplicagdes da Derivada, capitulo 6: Introducdo a Integragcao, capitulo 7:
Métodos de Integracado, capitulo 8: Aplicacbes da Integral, apéndice A: Tabelas,

apéndice B: Respostas dos Exercicios e Bibliografia.

Ressaltamos que faremos a analise, do capitulo 4: Derivada, dos seguintes
topicos 4.1: A Reta Tangente, 4.2: Velocidade e Aceleragao, 4.3: A Derivada de uma
Funcdo num Ponto, 4.4. A Derivada de uma Funcgado, 4.5: Exemplos, 4.6:
Continuidade de Fungdes Derivaveis e 4.7: Exercicios. Estes assuntos percorrem da

pagina 115 até a pagina 127.

No prefacio, as autoras, revelam que nesta edicdo ha insercao de aplicagdes
do estudo de fungbes em diversas areas, com destaque para a economia e
propostas para novas abordagens para alguns conteudos, considerando o uso das
novas tecnologias, e propde diversos exercicios para serem resolvidos com recursos

computacionais.

Observamos que ha uma preocupacdo das autoras para a pratica docente

para desenvolver os conteudos do livro.

Ao longo do livro verificamos poucas notas histéricas, farta distribuicdo de
exemplos praticos, exercicios propostos com gabarito no final do livro, varias figuras,
os teoremas, proposi¢cdes, corolarios, entre outros sdo demonstrados. Para o

professor existe um site com a resolu¢ao dos exercicios propostos.
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Livro B: a obra Matematica Aplicada a Administracdo e Economia de S. T.
Tan € um livro americano. Foi traduzida por Fabio Armando Tal e publicado pela
editora Cengage Learning, em Sao Paulo, no ano de 2008. A obra esta assim
dividida: capitulo 1: Preliminares, capitulo 2: Fun¢des, Limite e Derivadas, capitulo 3:
Diferenciacao, capitulo 4: Aplicagbes da Derivada, capitulo 5: Fun¢des Exponenciais
e Logaritmicas, capitulo 6: Integracao, capitulo 7: Topicos Adicionais de Integracéo,
capitulo 8: Calculo de Varias Variaveis, apéndice: Fung¢des Inversas e Respostas

aos Exercicios impares.

O autor comega o prefacio escrevendo: “A matematica participa

integralmente do nosso dia- a- dia, que esta cada vez mais complexo”.

Em seguida deixa claro seus objetivos: escrever um texto aplicado que
motive os alunos e constituir uma ferramenta de ensino util para os professores. Tan
(2008) ressalta que o livro é destinado a um curso introdutério de calculo de um

semestre destinado a estudantes de administracido e ciéncias humanas.

Verificamos que o autor motiva cada um dos conceitos matematicos

aplicados a problemas praticos. Sobre este fato, Tan (2008; p. XlI) argumenta:

Limites: esse conceito é introduzido com o0 exemplo do movimento de
maglev. Posteriormente, 0 mesmo exemplo é utilizado para ilustrar os
conceitos de derivada, do teorema do valor médio e de antiderivadas, ao
mesmo tempo mostrando a relagdo entre eles.

Os exemplos e exercicios atuais e relevantes, segundo o autor, foram
retirados do conhecimento como administracdo, economia, ciéncias humanas e
cognitivas e ciéncias fisicas. Em seguida, foram introduzidas mais de 100 novas
aplicacdes reais, como por exemplo, a venda de equipamento GPS, domicilios com
conexao em banda larga, sobrevivente de cancer, mensagem de spam, entre outros.
Colocando, ainda, que muitas das aplicagdes utilizam modelos matematicos
(funcdes) que foram construidos utilizando-se dados retirados de diversas fontes,

incluindo jornais e revistas, e dados obtidos na internet.

Observamos que esses relatos sdo de fundamental importancia para a nossa

pesquisa.
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Ressaltamos que faremos a analise, do capitulo 2: Funcgdes, Limites e
Derivadas, do seguinte topico 2.6: A Derivada. Este assunto estd compreendido entre

as paginas 129 e 148.

Ao longo do livro ndo verificamos notas historicas, existem uma grande
distribuicao de exemplos praticos, exercicios resolvidos e exercicios propostos com
gabarito dos impares no final do livro, varias figuras e exemplos da Administragao,
Economia e Fisica que auxiliam na construcdo da Derivada, os teoremas,

proposigdes, corolarios, ndo sdo demonstrados, apenas enunciados.

Para o professor, ndo existe material de apoio, por exemplo, a resolu¢cdo das

questdes. Nao ha referéncias bibliograficas.

Livro C: a obra Um curso de Calculo (Vol. 1) de Hamilton Luiz Guidorizzi
foi publicada no Rio de Janeiro pela editora Livros Técnicos e Cientificos Editora -
LTC, no ano de 1985. Este livro destina-se a cursos introdutérios de Calculo
Diferencial e Integral. A obra esta assim dividida: capitulo 1: Numeros reais, capitulo
2: Funcdes, capitulo 3: Limite e continuidade, capitulo 4: Extensbes do conceito de
limite, capitulo 5: Teoremas do anulamento, do valor intermediario e de Weierstrass,
capitulo 6: Fungbes exponencial e logaritmica, capitulo 7: Derivadas, capitulo 8:
Funcdes Inversas, capitulo 9: Estudo da variagao das fungdes, capitulo 10: Primitivas,
capitulo 11: Integral de Riemann, capitulo 12; Técnicas de primitivagao, capitulo 13:
Equacdes diferenciais de 1% ordem, de variaveis separaveis e lineares, capitulo 14:
Teoremas de Rolle, do valor médio e de Cauchy, Regras de L'Hospital, capitulo 15:
Formulas de Taylor, apéndice 1: Demonstragdes dos teoremas do capitulo 5,
apéndice 2: Demonstracbes do teorema as sec¢ao 6.1 (Poténcia com expoente real) e
da propriedade 7 da segao 2.2 (Fungdes trigonométricas: seno e cossenos), apéndice
3: Fungdes integraveis segundo Riemann, apéndice 4: demonstracdes do teorema da
secado 13.4 (Solugcdes nao constantes), apéndice 5: Construgdo do corpo ordenado

dos numeros reais e respostas, sugestdes ou solugdes.

No prefacio, o autor, revela que os conceitos e teoremas apresentados
venham, sempre que possivel, acompanhados, de uma motivagao ou interpolagao
geométrica ou fisica. Ele afirma que algumas demonstragdes sédo colocadas no

apéndice e sugere ao leitor, se desejar, em um primeiro momento omiti-las.
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Em relacdo aos exemplos e exercicios, o autor, pensou em colocar em numero
suficiente par a c ompreensao da m atéria e os c olocou em or dem c rescente de

dificuldade e recomenda:

Existem ex ercicios q ue a presentam c ertas s utilezas e q uer equerem, p ara suas
resolugdes, um maior dominio do assunto; deste modo, ndo se aborrega se nao
conseguir resolver alguns deles: tudo que vocé tera que fazer, nestas horas, é s eguir
em frente e retornar a eles quando se sentir mais senhor de si.

Ressaltamos que faremos a analise, do capitulo 7: Derivadas, das seguintes

segbes: 7.1: Introducéo, 7.2: Derivada de uma fungéo, 7.3: Derivadas x" e §/x, 7.4:

Derivadasde ¢* el n(x),7. 5:D erivadas d asf ungdest rigonométricas, 7 .6:
Derivabilidade e continuidade. Estes assuntos percorrem da pagina 154 até a pagina
171.

Ao | ongo do livro nd o v erificamos not as hi storicas, os ¢ onceitos s do
apresentados, geralmente, da seguinte forma: conceitos, teoremas, demonstragdes,
exercicios resolvidos e exercicios propostos. Os registros geomeétricos assim como os
exemplos praticos desempenham um papel secundario ja que ha predominancia do
registro algébrico. Além disso, os exemplos da Fisica, geralmente, ndo servem como
ponto de partida para o desenvolvimento das ideias basicas sobre a D erivada, s6

ilustram determinados resultados.

Os t eoremas, pr oposi¢des, c orolarios, entre outros s 40 d emonstrados no

decorrer das se¢des, quando mais complicados sdo demonstrados no apéndice.

Em relagéo aos exercicios propostos, alguns, tem gabarito no final do livro.
Para o professor, nao existe material de apoio, por exemplo, a resolugcdo das
questdes. N&o ha referéncias bibliograficas.
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CAPITULO 4

O CONCEITO DE DERIVADA NOS LIVROS ANALISADOS

O livro da naturega foi escrito exclusivamente com figuras
e sumboloy matemdlicos

Galilew

Vamos anal isar o ¢ onceito de D erivada b uscando v erificars e a T axa de
Variagcao é enfatizada, por meio dos textos, exercicios resolvidos, exercicios propostos
e outras atividades, a luz dos registros de representagado semiottica, de forma separada
em trés livros didaticos, no que se refere a articulagdo aos tratamentos e conversdes

dos Registros de Representagdes Semiodticas de Raymond Duval.

Dessa forma, esperamos responder a nossa questao de pesquisa, ja formulada
anteriormente:

"O tratamento dado, por livros didaticos, por meio dos textos, exercicios
resolvidos e propostos e outras atividades, sobre derivada, possibilita a articulagéo
entre os registros de representacdo semiotica levando a compreensao da Derivada e a

enfatiza como Taxa de Variagéo?'

Os livros analisados foram indicados da seguinte forma:

« Livro A: FLEMING, D. M., GONCALVES M. B. Célculo A: fungdes, limites,

derivacgéo, integracédo. Sao Paulo: Pearson Prentice Hall, 2006;

« Livro B: TAN, S. T. - Matemética Aplicada a Administracdo e Economia;
tradugdo técnica Fabio Armando Tal. 2% Ed. S&o P aulo: Cengage Learning,
2008.
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e Livro C: GUIDORIZZI, H. G. Um Curso de Calculo Vol. 1. Rio de Janeiro:
LTC - Livros Técnicos e Cientificos Editora S.A., 1985.

Lembramos que a escolha por esses livros se deu a partir da nossa
experiéncia, ministrando aulas de Calculo Diferencial e Integral para cursos de
Engenharia e Administracdo e também devido a questionamentos do nosso
aprendizado da Derivada na época da graduacdo em Matematica.

Na nossa pratica docente utilizamos os livros Calculo A: fungébes, limite,
derivagdo, integragdo, nos cursos de Engenharia, Matematica Aplicada a
Administragdo e Economia, nos cursos de Administracdo e Economia e Um Curso
de Calculo (Vol. 1) da nosso época de graduacdo no curso de Matematica da

Universidade de Sao Paulo.

Ressaltamos que esses livros também constam nas ementas e sao usados
como referéncias, nas bibliografias, principal ou complementar, nos cursos de

Calculo Diferencial e Integral de diversas universidades do Brasil.

Colocamos no anexo algumas ementas e referéncias bibliograficas de

algumas universidades brasileiras.

Para efetuarmos a analise foram utilizados alguns procedimentos
metodoldgicos, baseados na Anadlise de Conteudo de Bardin, e dessa forma
corroborar com o carater investigativo da nossa pesquisa que € o conceito de

Derivada com énfase em Taxa de Variacao.

Tais procedimentos ajudaram na analise dos dados do nosso trabalho no que
diz respeito a organizacdo e a evidenciar a apresentacdo dos textos, exercicios
resolvidos, exercicios propostos e outras atividades relativos ao conteudo Derivada,

de acordo com a teoria de Duval.
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Livro A

Ressaltamos que faremos a analise, do capitulo 4: Derivada, dos seguintes
topicos 4.1: A Reta Tangente, 4.2: Velocidade e Aceleracao, 4.3: A Derivada de uma
Funcdo num Ponto, 4.4: A Derivada de uma Funcdo, 4.5: Exemplos, 4.6:
Continuidade de Fungdes Derivaveis e 4.7: Exercicios. Estes assuntos percorrem da

pagina 115 até a pagina 127.
Comecgaremos nossa analise no tdpico 4.1: Reta Tangente.

As autoras iniciam o capitulo definindo a inclinagdo de uma curva y = f(x),
com o objetivo de encontrar a equacao da reta tangente a curva, fazendo mencgao

que essas ideias foram introduzidas por Newton e Leibniz no século XVIII.

Observamos uma nota histérica, essa etapa da Andlise do Conteudo é a
contextualizacdo e talvez essa brevissima nota histérica ndo seja suficiente para o

aprendizado da Derivada.

A obra parte do caso particular de taxa de variacdo, o coeficiente angular,
para em seguida enunciar o caso geral. Notamos que as autoras nao fazem a
conexao de que o coeficiente angular € uma taxa de variagao, isso pode causar um
prejuizo no aprendizado da Derivada no que diz respeito a compreensao da

Derivada por meio da Taxa de Variagéo e por consequéncia nas futuras aplicacdes

dessa variagcdo. Portanto, as autoras caminham no sentido coeficiente angular =

taxa de variacédo.

Utilizando a Figura 6, a seguir, as autoras definem a inclinagdo da reta s ou o

coeficiente angular de s através da tangente:
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AY

Figura 6 - Definigdo de coeficiente angular

Fonte: Flemming & Gongalves, 2006, p.115

Dessa forma as autoras utilizaram uma conversdo, ou seja,

) o .. CONVERSAD ) ]
registro simbdlico algébrico —— registro figural.

Verificamos que as autoras utilizam outra conversao, agora do registro
da lingua natural para o registro figural, para explicar a reta tangente da seguinte
forma: “Suponhamos agora que, mantendo P fixo, Q se mova sobre a curva em
direcdo de P. Diante disto, a inclinagcdo da reta secante s variara.” Em seguida

apresenta a Figura 7:

Figura 7 - Reta Tangente

Fonte: Flemming & Gongalves, 2006, p.116

Na definicdo de inclinagao da reta tangente observamos alguns tratamentos:
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o m(x,;) = limg_; :—’ =lim, . —'

Flae, +8%)—f(x,)

e m(x,) = lim,, ,———*

A seguir sdo feitos dois exercicios resolvidos com o intuito de calcular o
coeficiente angular, por meio do limite, e encontrar a equacao da reta tangente a
curva num ponto dado. Um dos exercicios resolvidos esta na pagina 116 e os

reproduzimos a seguir:
4.1.3 Exemplos

(i) Encontre a inclinagdo da reta tangente & curva vy = x~ — 2x + 1 no ponto (x4, v4).

ra

(i) Encontre a equagéo da reta tangente a curva v = 2x~ + 3 no ponto de abscissa 3.

Esses dois exemplos revelam que as autoras tém como objetivo calcular o

. ) o flay +Ax)—F(xy ) -
coeficiente angular da reta tangente por meio do limite lim,, ., —————— e ndo

A

ax

apresentam outra aplicacao.

Na resolugcéo dos exercicios as autoras utilizam varios registros algébricos,
registros figural e registro de lingua natural com alguns tratamentos e conversoes.

Vejamos alguns exemplos:

e tratamento:

flacy +0)—f(xy )

m(x,) =lim,,_q 1

ax

2 - -
Xy 2422, Ax+(Ax) % —2x, —28x+1—(x% —2x, +1)

= lim

Ax—0 Ax
_ 1 2x  Ax+{Ax)® -20x
= Mpyy_p . -

Ax
. (2xy+0x—2)

=lim,,_.,—— - = 2x, — 2

Ax—=0 Ax 1
econversao:

tgla) =m(3)=23-2=4¢
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Figura 4.3

(FLEMMING & GONCALVES, 2006, p.117)

No topico 4.2: Velocidade e Aceleragao, as autoras, iniciam o paragrafo fazendo um
tratamento no registro em lingua natural: "Velocidade e aceleragédo sao conceitos que todos
nos conhecemos. Quando dirigimos um carro, podemos medir a distancia percorrida num
certo intervalo de tempo. O velocimetro marca, a cada instante, a velocidade. Se pisarmos no

acelerador ou no freio, percebemos que a velocidade muda. Sentimos a aceleracao".

Em s eguida m ostra os c alculos d a aceleracéo e v elocidade utilizando | imites e

fazendo alguns tratamentos:

. As s(t + At) — s(¢t)
v(t) = lim — = lim
Ae=0 At A0 At

= v(t + At) —v(t)
(t) = lim — =

v'(t)
At—0 At &

Observamos que, as autoras, no ultimo tratamento fazem a indicagdo v'(t) sem em

nenhum momento, até aqui, terem escrito o que significa esse registro simbdlico , ¥ (f).

= S o _ . flary +4x)—1f(x,)
Nesta sec¢do temos uma aplicagdo pratica do limite, lim,,_,———, na
ax

Fisica, as autoras o utilizam para calcular a velocidade instantadnea e a aceleragao
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instantdnea mas néo escrevem que a velocidade e a aceleragao sdo outros casos

de taxa de variacdo assim como o coeficiente angular.

A figura a seguir exemplifica como a taxa de variagdo esta vinculada aos

conceitos de velocidade, coeficiente angular e aceleracdo:

7

[ TAXA Dt VARIAGAD

Q{QNADA )

/ | N '

ELERAC( o

o] VT

T CoeFiciente
A NG U LA

Figura 8 —Taxa de Variagao

Fonte: Elaborag¢ao do autor

Contudo neste paragrafo, ha a primeira alusdo ao objeto de nossa pesquisa
mesmo que de maneira “escondida’: “Observamos que ela (aceleracdo) mede a

variagcdo da velocidade do corpo por unidade de tempo no intervalo de tempo At.”.

A seguir sdo feitos dois exemplos (exercicios resolvidos), localizados na

pagina 119, da Fisica privilegiando as técnicas algébricas do ensino fundamental e

. T £, +A%) —f(%4)
médio para calcular o limite lim,,,_, ————
) ax

- , sle+Ati—zit) , [1&lt+as)—(r+ae) 2 —[18e—17]
v(t) = lima,og = limy;p —

ok ot

[.]
=lim,, (16 — 2t — At) = 16 — 2t unid. veloc.

(FLEMMING &GONGCALVES, 2006,p. 119)
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Segue a transcricdo dos exemplos:

(i) No instante t = 0 um corpo inicia um movimento em linha reta. Sua posi¢gdo no

instante t é dada por s(t) = 16t — ¢t
Determinar:

(a) a velocidade média do corpo no intervalo de tempo [2,4];
(b) a velocidade do corpo no instante t = 2;
(c) a aceleragao média no intervalo [0,4];

(d) a aceleracao no instante t = 4.

. ~ . . . 1 2
(i) A equacdo do movimento de um corpo em queda livre € s = —gt-, sendo g um

valor constante. Determinar a velocidade e a aceleragcao do corpo em um instante
qualquer t. (FLEMMING & GONCALVES, 2006, p.119).

Para resolver os exercicios resolvidos Flemming e Gongalves utilizam varios
registros algébricos, registros numéricos e registros de calculos com alguns
tratamentos, enfatizando o uso do limite como aplicagcdo de calculos de velocidade

instantanea e aceleracgio instantanea. Vejamos um exemplo:

e tratamento:

) o ov(t+At) —v(t) . 16 —2(t+At) — 16+ 2t
a(t) = lim — = lim
At—=D At At—=0 At
16 —2t—2At—16 + 2t . —2At .
= lim = lim = —2 unid.aceler.
At—=0 At At=0 At

Flemming e Gongalves, no tdpico 4.3: A Derivada de uma Fung¢do num Ponto,
cuja reproducdo esta feita no quadro 5, utilizam os registros de lingua natural,
registros de deducao valida a partir de definicdes ou teoremas e o registro simbalico,
com alguns tratamentos e conversdes para definir a Derivada num ponto e dar

significado ao simbolo f'(x,].
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Vejamos alguns exemplos:

e tratamento:

“a derivada da funcéo y = f(x) no ponto x, representa a inclinacdo da curva neste
ponto”

econversao:
“f (x), 1&-se f linha de x, no ponto x,”

(FLEMMING & GONCALVES, 2006, p.121)

4.3 A Derivada de uma Funcdo num Ponto

A derivada de uma fungo f(x) no ponto x,, denotada por f'(x;), (1&-se flinha de x, no ponto xy), € definida pelo
limite

fi(x) = im [ + Ax) - f()

, quando este limite existe.
&0 Ax

Também podemos escrever
) - )
vy KX

Como vimos na sedo anterior, este limite nos d4 a inclinago da reta tangente & curva y = f(x) no ponto (x;, f(x;).
Portanto, geometricamente, a derivada da funcio y = f(x) no ponto x; representa a inclinacéo da curva neste ponto.

Quadro 5 - Derivada de uma Fun¢do num Ponto
Fonte: Flemming & Gongalves, 2006, p.121.

Salientamos o0 cuidado das autoras em deixar claro que

. , Flx, +Ax)—Fx) - :
f'(x,)=lim, _, === quando este limite existe e ressaltamos que nos

Ax
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exercicios resolvidos a obra ndo traz nenhum exemplo de quando esse limite nao

existe.

A fim de entendermos essa discussao daremos o seguinte exemplo: a funcao
f(x) = |x[ + 1 ndo é derivavel em x, = 0. De fato,

f(x) = f(0) _ By _fl,sex=0
x—0  x \t—1sex<0

P . Flxd—F(0) , Flxd—F(0) = :
Como os limites lim,_,+ ————=1 € lim,_,- ———— = —1 s8o diferentes

Flzl—fio)

segue que lim, _, ndo existe e portanto ndo existe f'(0) e assim ndo ha

inclinagcao da reta tangente a curva nesse ponto, ou seja, nao existe reta tangente ao
grafico de f(x) = |x| + 1 no ponto (0,f(0)).

A obra, no tdpico 4.4: A Derivada de uma Funcgao, cuja reproducédo esta feita
no quadro 6, apresenta a mesma estrutura do toépico 4.3, ou seja, utilizam os
registros de lingua natural, registros de deducdo valida a partir de definicbes ou
teoremas e o registro simbdlico, com alguns tratamentos e conversdes para, agora,

definir a Derivada de uma funcgéo e dar significado ao simbolo f'(x).

Vejamos alguns exemplos:

e tratamento:

y' = £'() = Dof(x) = Doy =—

econversao:

“ZL |&-se derivada de y em relacdo a x”

ox

(FLEMMING & GONCALVES, 2006, p.122)



76

4.4 A Derivada de uma Funcdo

A derivada de uma funglo y = f(v) é a funglo denotada por f'(x), (1-se flinha de ), tal que seu valor em qual-
quer ¥ € D(f) ¢ dado por:

- =10

= Ax

*5e este limite existir

Dizemos que uma fungio é drivavel quando existe & derivada em todos os pontos de seu dominio,

Outras notagdes podem ser usadas no lugar de y' = f'(x):

Quadro 6 - Derivada de uma Fungéo

Fonte: Flemming & Gongalves, 2006, p.121.

Ressaltamos, ainda, a falta da discussao de que o]

_,'-'..1'—'_.'..1'_'—

Filx)=lim,, ,— possa nao existir. Apesar do enfoque dado ao fato de

Fla+ax)-

que f'(x) = lim,,_, —1* desde que o limite exista.

Em virtude de exemplificarmos nossa discussao daremos um exemplo de

lxt+Ax)—f

que f'(x) = lim,,_,~ ) ndo existe.

ax

Weilerstrass mostrou que a funcao

==

flx) = Z a™cos (b"mx)

n=1
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€ continua em todos os pontos , mas nédo tem derivada em nenhum.

Especificamos que, Weierstrass m ostrou que gr aficos de f ungdes q ue
possuem, por exemplo, os formatos da F igura 9 s 8o de f ungdes continuas e ndo
diferenciaveis.

N
— "/ \

td N N \./ \,’/ \

Figura 9 - Funcédo néo Diferencial

Fonte: Elaboragao do autor

De acordo com os indicadores da Analise de Conteudo de Bardin, os tépicos
4.3 e 4.4 ndo apresentam nenhuma contextualizagdo seguindo o padrao defini¢gdes,

exemplos e exercicios propostos.

A's eguir,not opico 4. 5: E xemplos, as au toras pr opdem s eis e xercicios
resolvidos, utilizando diversos registros d e representagdo semidtica como podemos
destacar: r egistro a Igébrico, registro s imbdlico, r egistro figural, r egistro da lingua
natural e o registro simbdlico. Fazendo varios tratamentos entre os mesmos registros

e conversdes entre registros distintos a fim de exemplificar o calculo da derivada por

—=——"=, aplicadas a um ponto oum esmo par a

-

meio do limite, f'(x) =lim,, .

encontrar a funcio derivada. Transcrevemos quatro desses exercicios resolvidos:

(i) Dada afungdo f(x) = 5x* + 6x — 1, encontre f'(2).
(i) Dada fungao f(x) = % encontre f'(x).
(i) Encontre a equacdo da reta tangente a curva v = \'x, que seja paralela a

reta 8x —4y+1 = 0.

(iv) Encontre a equacgao da reta normal a curva y = x* no ponto P(2,4).

(FLEMMING & GONCALVES, 2006, p.122-125)
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Nos exemplos (exercicios resolvidos) Flemming e Gongalves tem por

objetivo calcular a derivada em um determinado ponto por meio do calculo do limite

flxy +0x)—f(x )

limy, ., - como podemos constatar na resolucao do item (i):
OX
s (24 Ax)— 2) Ax(26+ 5Ax) )
f(2)= lim i )~ /T == lim . = lim (26 + 54Ax) = 26
Ax—0 Ax Ax—=0 Ax Ax—D ’

dessa forma ndo ha utilizagcdo de técnicas de derivacdo e a unica aplicagdo que
existe é da prépria Matematica: apds encontrar o coeficiente angular em um
determinado ponto, f'(x,), escrever as equacdes das retas tangente e normal a
curva por meio da equacdo v — v, = f'(x,)(x— x,) e da relacdo da geometria analitica

m,.m, = —1.

A seguir ilustramos alguns tratamentos e conversdes:

e tratamento:

F(2) = tim LETAD T2

Ax—0 Ax

econversao:

[..]areta[..]tangente a curva v = /x [...] € 16x — 8y +1 =0. Graficamente, este

exemplo é ilustrado na figura 4.5



79

O
¥/
L
AY 35 =
Tl AT =R
= o)

1/4 Y3

XV

1/8 /
i // ,1/16

Figura 4.5

(FLEMMING & GONCALVES, 2006, p.124)

No topico 4.6: Continuidade de Fungdes Derivaveis, o livro didatico enuncia o

teorema da diferenciabilidade, reproduzimos o teorema no quadro 7.

Teorema: Toda fungao derivavel num ponto x; € continua nesse ponto.

Quadro 7 - Teorema da Funcdo Diferencial

Fonte: Flemming & Gongalves, 2006, p.126

Verificamos que o teorema é apenas citado seguido da demonstragdo que é

feita us ando os conceitos de limite, fungado aplicada em um determinado ponto e a

questdo da continuidade de funcdes: se a funcdo é continue 1 lim,_. f(x) = f(x,).

N&o ha contextualizagdo, exemplos praticos e um contra-exemplo para explicar o fato

de que existem fungdes continuas que ndo sio derivaveis.

Neste par agrafo, as autoras, ap resentam a provadot eorema ut ilizando os

registros:
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e simbodlico algébrico:

fFlx)—Fx

(*) lim, ,, ===

(*) lim, . [f(x) — f(x,)] =0

elingua natural:
() f(x,) existe;
(i) lim .. f(x) existe

(i) im, L, F(x) = f(xy)

* registro algébrico "tratamento":

lim [f(x) — f(x,) = lim |(x— _1'1).f—('x) —f(x)

_1'-{1‘,‘ .1‘—‘,'4"‘ = .1-1

= lim (x —x,). lim f(x) = f(xy) =0.f'(x)=0
X=X, XX, X — X4

* lingua natural:
Valem as condigées (i), (ii), (iii) e conclui-se que f(x) & continua emx,

(FLEMMING & GONGCALVES, 2006, p.126).

E também verificamos alguns tratamentos e conversdes: Por exemplo:
» tratamentos:

£ = i L0215

X=X, K

e conversoes:
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(i) f(x,) existe;[...] Por hipotese, f(x) é derivavel em x,. Logo, f'(x;) deve existir e,

pela férmula

. (x) = f(xy)
f'(x) = lim A fui”_.

xox, X — Xy

concluimos que f(x,) deve existir para que o limite tenha significado.

(FLEMMING & GONCALVES, 2006, p.126)

Flemming e Gongalves apresentam 14 exercicios propostos, localizados entre
as paginas 127 e 128, entre os quais cinco atividades para serem desenvolvidas
utilizando um software de Matematica. Os exercicios e as atividades estédo divididos
em: determinar as equacgdes da reta tangente e normal (grupo A), célculos de
velocidade e aceleracdo (grupo B), calculos de Derivada utilizando a definicdo
(grupo C) e exercicios para verificar a existéncia da Derivada em um determinado

ponto (grupo D).

A seguir transcrevemos alguns representantes destes grupos:

egrupo A:

4. Encontrar as equacdes das retas tangente e normal & curva v =x~ — 2x =1 no
ponto (-2,9).

egrupo B:

6. Influéncias externas produzem uma aceleragdo numa particula de tal forma que a

equagéo de seu movimento retilineo é v == + ct, onde y é o deslocamento de t, o
tempo.
a) Qual a velocidade da particula no instante t = 2?

b) Qual é a equagao da aceleragao?

egrupo C:
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8. Usando a definicdo, determinar a derivada das seguintes fungdes:

a) flx)=1—4x".

egrupo D:

11. Dada a fungdo f(x) = ——, verificar se existe f(3). Esbogar o gréfico.

(FLEMMING & GONCALVES, 2006, p.127-128)

Os objetivos das autoras nesta série de exercicios é “praticar’ o calculo do

FlodAel—Fiel
FhaTaxi= L)

limite lim,._, em situagcbes de calculos de derivada, velocidade,

aceleracao e coeficiente angular.

Ndo ha exercicios de demonstracdo e nenhuma conexdo explicita da

Derivada com énfase na Taxa de Variacao.

Com intuito de auxiliar na nossa conclusdo da analise do Livro A e
efetuarmos as devidas comparagdes: Livro A - Livro B e Livro A - Livro C,
resumimos aproximadamente os tratamentos e conversdes da teoria dos Registros e
Representacdo Semidtica de Duval e alguns indicadores da Analise de Conteudo de

Bardin: contextualizacao, demonstracao e aplicagao na seguinte tabela:

Tratamentos  Conversoes Contextualizacdo = Demonstracdao  Aplicacido
Mengado Explicita da 7% 5% 34% 0% 8%
Taxa de Variagao
Mengdo Implicita da 93% 95% 66% 100% 92%
Taxa de Variagao

TOTAL 100% 100% 100% 100% 100%

Quadro 8 - Resumo do Livro A

Fonte: Elaborag¢ao do autor
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De acordo com os dados aproximados do Quadro 8, concluimos que o Livro
A, no capitulo 4: Derivada, nao faz menc¢ao explicita da Derivada com énfase na
Taxa de Variagao no que diz respeito aos tratamentos (cerca de 7%) e conversdes
(cerca de 5%) da teoria dos Registros de Representacdo Semidtica de Duval e
alguns indicadores: contextualizacdo (cerca de 34%), demonstracao (cerca de 0%)

e aplicacdo ( cerca de 8%) da Analise de Conteudo de Bardin.

Conjecturamos que esse fato deve ter ocorrido devido ao publico a qual é

destinado a obra: Engenharia e Matematica principalmente.

Dessa forma a obra pode levar, neste momento, ao ndo aprendizado do
estudante da Derivada com énfase na Taxa de Variagdo e, por conseguinte a ndo
conexao da Derivada com as diversas aplicagdes relatadas, por exemplo, na pagina

86 do nosso trabalho.

Ressaltamos que Flemming e Gongalves, na pagina 179, ou seja, ap6s 52
paginas do inicio do conceito de Derivada iniciam o capitulo 5 discutindo aplicagcbes

da Derivada com o tema Taxa de Variagao.
Livro B

Salientamos que faremos a analise, do capitulo 2: Fungdes, Limites e
Derivadas, do seguinte topico 2.6: A Derivada. Este assunto esta compreendido

entre as paginas 129 e 153.

Observamos, por meio de uma andlise rapida, que o autor utiliza varios
indicadores da Analise de Conteudo de Bardin, entre eles: contextualizacdo,

referéncias sobre a relagdo taxa de variagdo, coeficiente angular e derivada e
aplicacdes praticas do lim, _,L; coordenados com os diversos Registros de
Representacdo Semidtica da teoria de Duval: simbdlico, lingua natural, figural,
deducao valida a partir de definicdo ou de teoremas e articulou diversos tratamentos

e conversdes. Ressaltamos que o autor recorre a inumeras figuras e exemplos

praticos da Administracdo, Economia, Engenharia, entre outros.
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O autor inicia o paragrafo alertando que: “Ja mencionamos na Sec¢éo 2.4 que
determinar a taxa de variacdo de uma quantidade em relacdo a outra €
matematicamente equivalente a determinar a declividade da reta tangente a uma

curva dada em um ponto da reta.”

Dessa forma verificamos a preocupacao, do autor, em relacionar a Derivada
com a Taxa de Variagcdo, ou seja, Tan explora bastante a conexdo coeficiente

angular = taxa de variacdo = derivada.

A seguir, Tan, faz uma contextualizacdo e apresenta a nocao intuitiva de

Derivada por meio de dois exemplos: um da Fisica — 0 movimento do maglev :

Consideremos o movimento do maglev]...]. Lembremos que a posi¢ado do maglev em

qualquer instante t € dada por

s= f(t) = 4t° 0=<t<30

onde s € medida em pés e t, em segundos|...].

(TAN, 2008, p.129)

e o outro da Economia — Beneficiarios do Servigo de Seguridade Social:

O gréfico da fungdo y = N(t), na Figura 48, mostra o numero de beneficiarios do
servigco de seguridade social norte-americano desde o inicio de 1990 (t =0) até o ano
de 2045 (t=55)[...]

(TAN, 2008, p.130)

N&o ha rudimentos da Histoéria da Matematica e a obra ndo segue o padrao

tradicional definicbes, teoremas, exemplos e exercicios propostos.

Neste tdpico encontramos os seguintes registros, algumas conversdes e nao

ha tratamentos, por exemplo:
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e simbolico:

s = f(t) = 4t*

elingua natural:

“Podemos usar a declividade da reta tangente nos pontos indicados para estimar a
razao a qual o numero de beneficiarios estara mudando.”
(TAN, 2008, p.130)

efigural:
A .
(I & y=f®)
o T
> X
(TAN, 2008, p.130)
eConversao:
AY 0
& y=f(x)
) ‘&6/0/ -
4

(TAN, 2008, p.130)
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CONVERSAO

A4
T € paralela a linha de visao.

(TAN, 2008, p.130)

A transcricdo a seguir exemplifica a preocupagcao do autor com a

contextualizacio para a apresentacao da Derivada:

Imaginemos que a curva representa um trecho de uma montanha-russa [...]
Quando o trem estd no ponto P sobre a curva, a linha de visdo de um
passageiro, sentado ereto no trem e olhando para a frente, sera paralela a
reta T que é tangente a curva em P.

1Y y=F()

> X

(TAN, 2008, p.130)

Apds a nogao intuitiva, Tan, utiliza varios registros, principalmente de figuras
articulados aos tratamentos e conversdes para no final definir a declividade da reta

tangente, reproduzida no quadro 9



A declividade da reta tangente ao grafico de f no ponto P(x, f(x)) é dada por

i flx+h)— fx)
im -

h—=0 1

se o limite existe.

Quadro 9 - Declividade de uma reta tangente

Fonte: TAN, 2008, p.132.
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O autor apresenta a Derivada a partir do coeficiente angular e a seguir define

o caso geral, faz uma breve discussdo sobre a existéncia do limite lim, _, -

xT

B
it

: (E3 ]

O enfoque dado a existéncia deste limite € minima em detrimento das inumeras

i ~ L4 s fleth)—flx) ~
aplicagbes praticas do limite lim,_,————— que estdo presentes ao longo do

paragrafo.

Alguns exemplos dos Registros de Representagcao Semiodtica articulados com

os tratamentos e conversoes:

e simbolico:

Fa+ 1) = f(0) _Flx+h) = f(x)

(x+h)—x h

efigural:

P(x, £(x))

(TAN, 2008, p.131)
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etratamento:;
AD AV
Qe+ b, flr+ b)) 4 Q4
' tratamento | .
| P | ) ¢ ( ) ) C
| | 4
| —Ll | —
®CONVersao:
5
\
l
| -
| ot |
g conversao
: 111 R =» Quando / tende a zero, O se aproxima de F.

IWEEE
)

(TAN, 2008, p.130)

O autor, no proximo paragrafo apresenta a Taxa de Variagdo Média e a Taxa
de Variacdo Instantanea. E dada muita énfase na diferenca entre taxa de v ariagéo
média e a taxa de variagao instantanea. Alias, comparando os livros: Livro A e Livro
B o ultimo foi o unico livro didatico a fazer a relacédo entre a Taxa de Variagédo e o

Limite do quadro 9. Esta relacéo esta reproduzida no quadro 10.
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A taxa de variagcdao média de f no intervalo [x, x+h] ou declividade da reta secante
ao grafico de f pelos pontos (x, f(x)) e (x+h, f(x+h)) &

fla+h) = f(x)

1,

1

A taxa de variacdo instanténea de f em x ou declividade da reta tangente ao grafico

de f em (x,f(x)) €

. flx+h)—f(x)
lim ,

h—=0 1

Quadro 10 - Taxa de Variagdo Média e Instantanea
Fonte:TAN, 2008, p.132

Para exemplificarmos a énfase na taxa de variagcdo citamos o exemplo 3
localizado na pagina 134, item (b) onde o autor pede para o leitor calcular f(2) e
interpretar o resultado obtido. A resposta ao problema é a seguinte: f(2)=2(2)=4.
Isso nos diz que a declividade da reta tangente ao grafico de f no ponto (2,4) é 4.
Também nos diz que a funcéo f varia a taxa de 4 unidades para cada variacdo de
uma unidade em x no ponto x = 2/...].

Para fazer a relacao do limite do quadro 10 e a Taxa de Variagédo, o autor

utiliza diversos registros de representacao semiética, entre os quais destacamos:

e simbodlico:

flx+h)— fx)

h

e figural:
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]
y =f(x)j

/

Q(x + h, f(x +h) */

Flax+h)f—— 7 f

&

/ fO+ h) - f(x)

PG ) " !
P

a h

J@)

X x+h

(TAN, 2008, p.132)

e lingua natural:

“f(x+h) — f(x) € a variacdo em y que corresponde a uma variagao de h em x.”

e tratamento:

“Para enfatizar, a taxa de variacdo de uma funcdo f em x é frequentemente

TRATAMENTO

chamada taxa de variacao instantanea de fem x.” «—— “f(x+h) — f(x) € a

variacao em y que corresponde a uma variagao de h em x.”

e conversao:
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y=fiz)/

N+ h, flx+h)
flx+h)| . ] x i

L

i flxs h) = flx)
Pix, flx)) 1
fix) = p— -
o h —*
— X
X x+h
N
o}
g
w0
L
()]
=
c
o
Q
v
flx = h) — flx) é a variacio em y que corresponde a uma variagdo de h em x.

(TAN, 2008, p.132)

Corroborando ainda com a importancia dada a taxa de variagcdo ao término

desta secdo, Tan propde uma atividade muito interessante: “Explique a diferenca

entre taxa de variagdo média e a taxa de variacao instantanea de uma funcao”.

O autor, agora, define a Derivada como sendo os limites dos quadros 9 e 10

ressaltando: “O limite [...] que mede tanto a declividade da reta tangente ao grafico

de y = f(x) no ponto P(x,f(x)) quanto a taxa de variagdo (instantédnea) de f em x

recebe um nome especial: derivada de f em x (TAN, 2008, p. 133)".

Reproduzimos a definicdo no quadro 11.
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A derivada de uma funcao f em relacido a x é a funcao f (leia-se “f linha”) definida

por

, x+h) — fx)
fi(x)= limf( ’1"] f)

h=0 I

O dominio de f é o conjunto de todos os x para quais o limite existe.

Quadro 11 - Derivada de uma funcéo
Fonte:TAN, 2008, p.133

Verificamos que neste tdpico o texto, ressalta alguns indicadores da Analise

de Conteudo como a referéncia sobre a relagcdo entre a taxa de variagdo e o
coeficiente angular e aplicagdes praticas do lim, _,~~——""- como taxa de varia¢do

a fim de resolver problemas referentes a Fisica, Economia, Engenharia,
Administracdo, entre outros.

Em comparacao ao Livro A que utiliza termos como, por exemplo, calcule a
derivada no ponto 2 o Livro B utiliza calcule a taxa de variagdo no ponto 2 e deixa

claro que taxa de variacao instantdnea = derivada. Exemplificamos este fato com o:

eExemplo 4 Seja f(x) = x* —4x

a. Encontre f(x).

b. Encontre o ponto no grafico de f onde a reta tangente é horizontal.

c. Esboce o grafico de f e da reta tangente a curva no ponto encontrado na parte (b).
d. Qual é a taxa de variacao de f neste ponto?

(TAN, 2008, p.135)
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A seguir sdo feitos alguns exercicios resolvidos (exemplos), dentre os quais

um exemplo aplicado na Economia. Na resolu¢ao predomina o calculo da derivada
por meio do limite lim;_, f—'::ﬁhi_f':x:':
eExemplo 3 Seja f(x) = x*.

a. Calcule f'(x).

b. Calcule f(2) e interprete o resultado obtido.
Solugao:

Passo 1 fx+h) = (x+h)? =x*+ 2xh+h’

Passo 2 f(x+h) —f(x)=(x+h)" =x"+2xh+ h*—x* =2xh + h* = h(2x + h)
flx+hl=f(x)  h(2x+h)
Passo3 - = - =2Xx+h
h h

Passo 4 f'(x) = limh_aw = lim,; _,(2x + h) = 2x

(TAN, 2008, p.134)
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eExemplo Aplicado 7: Demanda por pneus. A administracdo da Companhia de
Pneus Titan descobriu que a fun¢gdo demanda semanal para seus pneus Super Titan

€ dada por

p=flx)=144— x*

onde p é medido em ddlares e x € medido em milhares. (Figura 56).

Ap($
200:1’( )

100 £

S A e Y
5 10 15
Milhares de unidades

FIGURA 56

O grifico da fungdo demanda p = 144 — x°.
a. Calcule a taxa de variagdo média no precgo unitario do pneu se a quantidade em
demanda estiver entre 5000 e 6000 pneus, entre 5000 e 5100 pneus, e entre 5000 e
5010 pneus.

b. Qual é a taxa de variagao instantdnea do prec¢o unitario quando a quantidade em

demanda é de 5000 unidades?

(TAN, 2008, p.138)

Na pagina 137 temos outras atividades intituladas: Explore e Discuta e
Explorando com Tecnologia salientando a Derivada com énfase na Taxa de

Variacdo. Reproduzimos estas atividades nos quadros 12 e 13.



EXPLORE E DISCUTA “

Considere a seguinte definigio alternativa de derivada de uma fungio: Seja h um ndmero positivo ¢ suponha que
Plr=h, flx=h) e Qx + h, fix + h) sio dois pontos sobre o gréfico de .

1. D€ uma interpretagdo geométrica e uma nterpretago fisica para o quociente
flet h) = fle - h)
2h
Faga um esbogo para ilustrar a sua resposta.
2. D€ uma interpretacio geometrica e uma interpretacdo fisica para o limite ‘
B faeth) = fx-h
=
Faca um esbogo para ilustrar a sua resposta.

3. Explique por que faz sentido definir
- feth)=flx-h)
o= 0 2

4. Usando a definigio na parte 3, formule um procedimento em quatro etapas para calcular f'(x) semelhante dquele da pgina
133 ¢ use-0 para calcular a derivada de f{x) = 22 Compare sua resposta com aquela obtida no Exemplo 3 na pégina 134

Quadro 12 - Explore e Discuta

Fonte:TAN, 2008, p.137

95



96

Explorando com Tecnologia

L. Utlze o resultados do Exemplo 5 para esbogar o grifico de fly) = Ur ¢ sua reta tangente no ponto
(1, 1) representando os grificos de y; = L/xe y, = = + 2 na janela etangular [~4, 4] X [~4, 4],

1. Algumas calouladoras gréficas representam a eta tangente a0 géfico de uma fungo em dado ponto automaticamente -
tudo 0 que vooé precisa fazer € especificar a fungl & dar a coordenada x do ponto de tangéncia. Se sua calouladora gré-
fca possui ese recurso, verifique o resulado da arte (1) sem encontrar  equacdo da rea tangente,

Quadro 13 - Explorando com Tecnologia
Fonte:TAN, 2008, p.137

Nos exercicios resolvidos, exercicios propostos (localizados entre as paginas
142 e 146) e outras atividades, existem alguns indicadores da Analise de Conteudo
de Bardin, ou seja, Tan propde as atividades com o objetivo de utilizacdo de técnicas
de derivagao, sem privilégio de demonstracao e sempre que possivel uma aplicacao
pratica. Exemplificamos esta ultima afirmagdo por meio do seguinte exercicio

proposto:

eExercicio Proposto:

1. Peso Médio de um recém-nascido. O grafico a seguir mostra o peso médio de
um recém-nascido desde o nascimento (t = 0) até 2 anos ( t = 24). Estime a taxa de
crescimento do peso da criangca parat = 3 e t = 18, calculando a declividade das
respectivas retas tangentes. Qual é a taxa de crescimento do peso médio durante o

primeiro ano de vida?



O autor termina a se¢do mostrando uma

praticas da Derivada com énfase na Taxa de Variagao.
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Peso médio de um recém-nascido (em libras)

A

N+

3

+—t
4 6

Meses

1
T

t 1 +
8 10 12 14 16 18 20 22 24

> 1

(TAN, 2008, p.142)

tabela com diversas aplicacdes

TABELA 4 Aplicacoes utilizando a taxa de variacao
(@+h) - fla a+h)-fla
x denota y denota j:—f) lim foth)-fo
h h—0 h
Mede a Mede a
Tempo Concentracdo de uma Taxa de variagdo média Taxa de variaco instantinea
droga na corrente da concentracdo da da concentracdo da droga na
sangiifnea no instante x droga no intervalo de corrente sangiifnea no
tempo [a, a + A] instante x=a
Niimero de artigos Receita resultante da Taxa de variacdo média Taxa de variacdo instantinea
vendidos venda de x unidades da receita quando o da receita quando o nivel
nivel de vendas estd de vendas ¢ de a unidades
enrex =aex=a+h
Tempo Volume de vendas Taxa de variacdo média Taxa de variagdo instantinea
1o instante x do volume de vendas no do volume de vendas no
intervalo de tempo instante x = a
la,a+h]
Tempo Populagéo de Drosophila Taxa de crescimento Taxa de crescimento
(moscas-das-frutas) no médio da populacdo de instantaneo da populagio de
instante x moscas no intervalo moscas no instante x = a
la,a+h]
Temperatura em uma Quantidade de produto Taxa de formacio média ~ Taxa de formagdo
reacdo quimica formado na reacao do produto quimico no instantanea do produto
quimica quando a intervalo de temperatura quimico quando a
temperatura ¢ de x graus [a,a+h] temperatura for de a graus

Quadro 14 - Aplicacées utilizando a taxa de variagdo
Fonte:TAN, 2008, p.139
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Vale a pena ressaltar que para enfatizar a Derivada como Taxa de Variagéo o
autor utiliza diversos registros de representacdo semidtica articulando diversos

tratamentos e conversdes. Alguns exemplos desses registros:

esimbolico algébrico:

e+ = F()
lim -
h—0 h

e lingua natural:

“[...] f varia a taxa de f(x) unidades para cada variacdo de uma unidade em x no

ponto x.”

e simbolico:

dx
e Tratamento do registro algébrico:

flx+h)—f(x)=(3x+3h+5)—(3x+5)=3h

e figural:
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AY
y =f (x)
/,,/ ~T
@)
P(x, f(x))j /5“ ]
d » X
X

(TAN, 2008, p.133)

e lingua natural:

“Assim, a derivada de uma funcéo f é a funcdo f que fornece a declividade da reta
tangente ao grafico de f em qualquer ponto (x, f(x)) e também a taxa de variagédo de f

em x.”

(TAN, 2008, p.133)

E também verificamos alguns tratamentos e conversoes:

e tratamento:

D.f(%)

dy
dx

..‘Prll

e conversao:
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O ultimo tdpico é intitulado Diferenciabilidade e Continuidade e nesta seg¢ao o
autor nao faz diferente das outras apresentacdes, utiliza diversos registros de
representacdo semidtica e estes registros articulados com diversos tratamentos e
conversdes. A seguir mostra um exemplo e propde atividades com os titulos:
Explorando Tecnologia e Explore e Discuta. Transcrevemos alguns exemplos e

atividades:

eExemplo Aplicado 8: Salario. Mary trabalha na loja de departamentos B&O, onde,
durante a semana, recebe $ 8 por hora pelas primeiras oito horas e $ 12 por hora

extra. A funcéo
flx) = | 8x se 0=x<3
T l12x—32 se 8= x

fornece os vencimentos de Mary em um dia da semana no qual ela trabalhou x
horas. Esboce o grafico da fungao f e explique por que ela n&o € diferenciavel em x
= 8.

(TAN, 2008, p.140)

Explorando com Tecnologia

1. Represente o gréfico de f(x) = x'* na janela etangular [ -2, 2] X [~2, 2],

1. Traoe a reta tangente ao grdfico de f no ponto (0, 0). Vocé pode explicar por que o processo falha!

Quadro 15 - Explorando com Tecnologia
Fonte:TAN, 2008, p.140
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EXPLORE E DISCUTA

Stuponhamos que uma fungdo sej ifrencivel em -= . Pode haver duas retas tangentes ao grfieo e o ponto (o f )
Explique sua resposta,

Quadro 16 - Explore e Discuta
Fonte:TAN, 2008, p.141

Verificamos que antes de enunciar o teorema da diferenciabilidade Tan,
aborda um exemplo pratico, que € o exemplo aplicado 8, transcrito acima. Neste
ponto utiliza um dos indicadores da Analise de conteudo de Bardin: contextualizagao
- utilizando parte de problemas relativos a Economia para enunciar o teorema. O

teorema segue reproduzido no quadro 17:

Se uma fungao é diferencial em x = a, entdo ela € continua em x = a.

Quadro 17 - Diferenciabilidade e Continuidade
Fonte:TAN, 2008, p.140

Ha alguns comentarios sobre a reciprocidade do teorema e o autor ndo faz a
demonstragcao, sugerindo ao leitor provar esse resultado por meio do exercicio 60,

pagina 146:



102

60. Mostre que se uma funcédo f € diferencial em um ponto x = a, entdo f deve ser

continua naquele ponto.

Sugestao: Escreva
fun—ﬂml \
—|.(x—a)
X —a ’

ﬂﬂ—fm)=[

Use a regra do produto para limites e a definicao de derivada para mostrar que
lim[f(x) — f(a)] = 0

Segundo um dos indicadores que utilizamos, com base nos critérios da Analise
de Conteudo de Bardin a demonstracdo desse teorema € de fundamental importancia,
pois existem fungdes continuas que ndo sao derivaveis. A auséncia da demonstragao
do teorema e a falta de contraexemplo podem levar os estudantes a acreditarem que
toda funcao continua é derivavel.

Neste t 6pico c oncluimos que t anto Livro A quanto o Livro B apresentam
alguns o contraexemplos, mas o Livro A faz a demonstragc&o detalhada do teorema.

A obr a apr esenta, nes te t 6pico, também al guns r egistros de representacao

semidtica com articulagdes de tratamentos e conversoes:

*simbdlico algébrico:

* lingua natural:

"[...] Reexaminando a funcdo do Exemplo 8, percebemos claramente que f € continua

em todos os pontos, em particular quando x = 8."

(TAN, 2008, p.140)
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e simboalico:

ol =

flx)=x

eregistro algébrico com tratamento:

flx+h)—f(x)=(3x+3h+5)—(3x+5)=3h

e figural:

2

130 -
110 -

Délares
L BV, B B\
o o & o o

AN
__ .

e lingua natural:
“A declividade em x = a ndo esta definida.”

(TAN, 2008, p.140)
e tratamentos:

“[...] a funcdo n&o é diferenciavel em x = g porque a reta tangente é vertical em (g,
f(9))".
(TAN, 2008, p.141)

e conversoes:
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G O grifico muda abruptamente de

dire¢iio em x = a.

converséo
(s> A deeclividade em x = a ndo estd definida.

converséo
(o) () gréico dessa fungdo ndo € diferencidvel nos pontos a-g,

- =1
i
AY .
i§
{a, fla))
* X
i
y
4
!. r
||i \'\,
\ =\
ALYV
| ;
/|
/|
/ abhe de f g

(TAN, 2008, p.139- 141)
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O autor termina a se¢do com um quadro de féormulas, com indice remissivo, e
algumas atividades: testes de conhecimento, questdes conceituais, sessenta
exercicios propostos — com respostas dos impares, usando tecnologia, quarenta e
oito exercicios de revisdo do capitulo 2 e um tdpico com o titulo: Antes de

Prosseguir... reproduzida no quadro 18:

CAPITULO 2 Antes de Prosseguir .. .

L. Seja
fo =

Encontre (a) f(—1), (b) f(0) e (c) f('z“) x 7
|
2. Seja f(x) = x_+—le g(x) = x* + 1. Encontre as expressdes

2
para (a) f + g, (b) fg, (©) fo g, e (d) gof. 4. Encontre lim M
-1 x4+ 342
3. A regulamentag@io dos correios especifica que um pacote

postado no pode ter mais do que 108 polegadas de perfme- 5. Seja

; -1 =) S
tro ¢ comprimento somados. Suponha que um pacote que fo) =
tenha uma segéo horizontal quadrada de x polegadas por x » L=rs2
polegadas também tem, somados, um perimetro € 0 compri-
mento de 108 pés. Encontre uma fung@o representando o
volume do pacote em fungdo de x. x = 17 Explique.

Encontre (a) Iin}_ ftx) e (b) lirr{+ f(x). f € continua em

Sugestéo: O comprimento somado com o perimetro é de 4x + h (veja 6. Encontre a declividade da reta tangente ao grifico de x* —
a figura a seguir). 3x + 1 no ponto (1, ~1). Qual é a equagio da reta tangente?

Quadro 18 - Antes de Proseguir...
Fonte:TAN, 2008, p.153

Em todas essas atividades para o estudante o autor utiliza alguns indicadores

da Analise de Conteudo de Bardin salientando a utilizagdo de técnicas de derivagao,

propondo diversas aplicagdes, principalmente do limite lim, "%

h—=0
evidenciando a Derivada com énfase na Taxa de Variagdo como no exercicio
proposto 38 da pagina 144:



106

Crescimento de Bactérias Sob condigdes controladas em um laboratério, o
tamanho da populagdo de uma cultura de bactérias no instante t (t em minutos) é

descrito pela funcéo

P=f(t)=3t7+2t+1

Encontre a taxa de crescimento populacional quando t = 10 min.

Com intuito de auxiliar na nossa conclusdo da analise do Livro B e
efetuarmos as devidas comparagdes: Livro B - Livro A , Livro B - Livro C,
resumimos aproximadamente os tratamentos e conversdes da teoria dos Registros e
Representacdo Semidtica de Duval e alguns indicadores da Analise de Conteudo de

Bardin: contextualizagcao, demonstragcao e aplicacao na seguinte tabela:

Tratamentos  Conversoes Contextualizacdo = Demonstracdao  Aplicagido

Mengado Explicita da 75% 68% 80% 0% 79%
Taxa de Variagao
Mengdo Implicita da 25% 32% 20% 100% 21%
Taxa de Variagao
TOTAL 100% 100% 100% 100% 100%

Quadro 19 - Resumo do Livro B

Fonte: Elaborag¢ao do autor

De acordo com os dados aproximados do Quadro 19, concluimos que o Livro
B, no capitulo 2: Fungdes, Limites e Derivadas, do seguinte tépico 2.6: A Derivada,
faz mencao explicita da Derivada com énfase na Taxa de Variagdo no que diz
respeito aos tratamentos (cerca de 75%) e conversdes (cerca de 68%) da teoria dos
Registros de Representacdo Semidtica de Duval e alguns indicadores:
contextualizacdo (cerca de 80%), demonstracao (cerca de 0%) e aplicagao (cerca de
79%) da Analise de Conteudo de Bardin.
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Notamos que os livros: Livro A e Livro B tratam de forma totalmente distinta
a Derivada com énfase na Taxa de Variagdo. O segundo articula melhor as palavras
associando exaustivamente a Derivada com a Taxa de Variagcdo enquanto o Livro A
nao faz a articulagao apesar de utilizar a taxa de variagao deforma implicita durante

todo o capitulo.

Conjecturamos que esse fato deve ter ocorrido devido ao publico a qual é

destinado a obra: Administracao e Economia principalmente.

Dessa forma o Livro B em detrimento do Livro A, neste momento, talvez
possibilite com mais facilidade o aprendizado do estudante da Derivada com énfase
na Taxa de Variacdo e, por conseguinte a conexdo da Derivada com as diversas

aplicacdes relatadas, por exemplo na pagina 86 do nosso trabalho.

Terminamos esta analise ressaltando que tanto o Livro A quanto o Livro B
explicam o conceito de Derivada como fez Cauchy e depois aperfeicoado por
Welerstrass que definiram a derivada f'(x) de y em relagdo a x como sendo o limite

do quociente

Ay flx+i)— f(x)
Ax i

quando i se avizinha de zero.

Portanto, os livros: Livro A e Livro B conceituam a Derivada em termos de

limite de variacdo, mas esta forma esta mais clara no Livro B do que no Livro A.
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Livro C

Ressaltamos que faremos a analise, do capitulo 7: Derivada , das seguintes
secdes: 7.1: Introducdo, 7.2: Derivada de uma funcdo, 7.3: Derivadas x" e /x, 7.4:
Derivadas de e* e In(x), 7.5: Derivadas das fungbes trigonométricas, 7.6:
Derivabilidade e continuidade. Estes assuntos percorrem da pagina 154 até a pagina
171.

~ ~ ... . . = Fla
Na se¢ao 7.1: Introdugéo, o autor inicia apresentando o limite lim, _,, ————

x—p
e escreve que limites desse tipo “ocorrem de modo natural tanto na geometria como

na fisica.

- - - - -f."_-‘-'._f."‘ )] - -
Em seguida ele relaciona o limite lim, _,, =———= com o coeficiente angular da

& —H

reta tangente a curva e indica esse coeficiente angular como f'(p) e escreve como

encontrar a equacgao da reta tangente a curva através da equacao
v—f)=f()(x—p)

Neste mesmo paragrafo o autor relaciona o limite lim ., ~~——* com a

=P

velocidade instanténea, escrevendo v(t;) = lim. . T

Observamos que até o momento o autor ndo cita a Derivada e termina a
secdo afirmando: “Esses exemplos sao suficientes para levar-nos a estudar de modo

puramente abstrato as propriedades do limite ]im_.‘._..._,f':'%f{pf'.(GUIDORIZZI, 1985, p

155).

Verificamos que para introduzir a Derivada, através do coeficiente angular o
autor utilizou diversos registros de representacdo semiética da teoria de Duval:
simbdlico, lingua natural, e articulou alguns tratamentos e conversoes.

Vejamos alguns exemplos de registros:
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e simbolico:

. flx)—f(p)
(*) lim—————

4
x—=p X —p

(*) v—f(p) = f(p)(x—p)

e lingua natural:

Suponhamos, agora, que s=f(t) seja a equagdo horaria do movimento de uma
particula vinculada a uma reta orientada na qual se escolheu uma origem. Isto
significa dizer que a funcdo f fornece a cada instante a abscissa ocupada pela
particula na reta (GUIDORIZZI, 1985, p 155).

Agora, alguns exemplos de tratamentos e conversdes:

e tratamentos:

flx) - f(@)

f'(p) = lim
T xop x—p

e conversoes:
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N
CONVERSAO
A4
Coeficiente angular de s, = _fﬁcx) :;(P)

(GUIDORIZZI, 1985, p 155)

Guidorizzi, na se¢do 7.2 — Derivada de uma funcdo define a Derivada como

transcrito no quadro 20 a seguir
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Defini¢do. Sejam fuma fungdo e p um ponto de seu dominio. O limite

) -
lim ——

x—>p X —P

quando existe e é finito, denomina-se derivada de fem p e indica-se por f "(p) (leia:
flinha de p). Assim

x—>p x—p

Se f admite derivada em p, entao diremos que f é derivdvel ou diferenciavel em p.

Quadro 20 - Defini¢gdo de Derivada
Fonte:GUIDORIZZI, 1985, p 156

Em seguida, utiliza o registro da lingua natural: “Dizemos que f é derivavel
em A & D; se ffor derivavel em cada ponto p € A. Diremos, simplesmente, que f é
uma fungédo derivavel se f for derivavel em cada ponto de seu dominio. Esse registro
talvez tenha sido usado para alertar ao leitor a importancia da funcéo ser derivavel

em todos os pontos do dominio da fungéo.

Notamos que o autor faz um tratamento dentro do registro algébrico:

. Flxl—Fip) . f(pth)-F(p)
hn'lx e d el = hnlh -0 L

x—p h

Antes dos exemplos utiliza uma conversao entre os registros: lingua natural
(v—f(p)= f'(p)(x —p)) e odalingua natural: [...] a reta ao grafico de f no ponto
(p, f(p)).), para concluir que: “[...] a derivada de f, em p, é o coeficiente angular da
reta tangente ao grafico de f no ponto de abscissa p (GUIDORIZZI, 1985, p 156)".
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A seguir uma sequéncia de sete exercicios resolvidos e dezenove exercicios
propostos que concentram o calculo de Derivada através do limite, encontrar a
equacao da reta tangente , alguns exercicios de demonstragcao, exercicios propostos
para o leitor exemplificar resultados e no ultimo exercicio resolvido apresenta um

caso em que a fungdo ndo é diferenciavel no ponto p.

Reproduzimos alguns exercicios resolvidos e exercicios propostos que

apresentam as condi¢cdes descritas acima:

EXEMPLO 1. Seja f(x) = 2. Calcule.
a-)f(1).
b-)F(x).

c)F(-3).

EXEMPLO 2. Seja f(x) = x*. Determine a equacdo da reta tangente ao gréafico de f

no ponto

a-) (1,f(1)) b-)(-1,f(-1))

EXEMPLO 3. Seja f(x) = k uma fung¢ao constante. Mostre que f(x) = 0 para todo x. (A

derivada de uma constante é zero)
EXEMPLO 7. Mostre que f(x) = |x| ndo é derivavel em p = 0.

EXERCICIO PROPOSTO 7. D& exemplo (por meio de um grafico) de uma fungéo f,

definida e derivavel em IR, tal que f’(1) = 0.

EXERCICIO PROPOSTO 16. Seja

\ (2 se x =0
flx) =17
: (x24+2 sex<0
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a-) Esboce o grafico de f.
b-)f &€ derivavel em p = 0? Em caso afirmativo, calcule f'(0).

(GUIDORIZZI, 1985, p 156 -161)

O autor na resolugao dos exercicios resolvidos recorre a diversos registros de

representacado semiébtica e faz alguns tratamentos e conversoes.

e simbodlico:

flx)-f(1)
lim ————
x—=1 x—1

elingua natural:

-~

—Fi Fla = F D0 Fio=F

« : f':-"-'.-' ) : Flx)—=Fie) : PG ':D.-' ~ -
T..]lim, .+ =1 e lim,_,- = —1/ogo, lim,_,,————— né&o existe, ou

x—0 x—0 x—0

seja, ndo é derivavel em 0.[...]".
ealgébrico:

lin% (x+1)=2

eregistro algébrico com tratamentos:

e lingua natural:
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“A derivada de f(x) = x*, em p =1, éigual a 2.”

(GUIDORIZZI, 1985, p 157)

E também verificamos alguns tratamentos e conversdes: Por exemplo:

e tratamentos:

. x)— fxy)

X, X — Xy

e conversoes:

i CONVERSAO ] i
f'(x)=lim,_,—=lim,,,0=0 «———— A derivada de uma constante é

Zero.

(GUIDORIZZI, 1985, p 158)

O autor inicia a se¢édo 7.3: Derivadas de x" e %/x, enunciando um teorema,

transcrito no quadro 21.

Teotema, Scjan #0 um natural, S0 vélides as formulas de derivagdo:

) f@5)=x" = fR)=n!
B f)=2" 2 f'®)=-m "L x#0.

L 1 L |
O f(R)=x"=f(x)==x 1,ondex>Osen for par e x # 0 se n for fmpar (1 > ).
n

Quadro 21 - Teorema: Derivadas de x" e %/x
Fonte: GUIDORIZZI, 1985, p 162
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Observamos que o livro didatico introduz as formulas para calculos de
Derivadas das formas x™ e 5/x. Dessa forma o leitor consegue fazer os calculos sem

a utilizacao do limite.

Em seguida faz a demonstracdo do teorema, apresenta cinco exercicios
resolvidos e nove exercicios propostos. Nos exercicios resolvidos apresenta o
calculo da derivada envolvida no teorema e temos um exercicio resolvido para
encontrar a equacgéo da reta tangente. Os exercicios propostos seguem a mesma
distribuicdo dos exercicios resolvidos. Estes exercicios estdo descritos mais

adiante.

Ao desenvolver a secdo, Guidorizzi, utiliza principalmente os registros:
simbolico algébrico, lingua natural, ndo ha registro figural e pouquissimo registro na

lingua natural e alguns tratamentos e quase nenhuma conversao.

Conjecturamos que dessa forma o leitor fica prejudicado no entendimento da
demonstragdo. Tomamos, como exemplo, a demonstracédo da parte (a) do teorema,

onde ocorre um tratamento:

Fazendo x + h =t (t = x quando h — 0) vem

)

-,
Fam
=
-
Il
—
=
=
=
Il

lisy [I‘H_i—fn_;.l' LTIl .-'!."“'_1

T
Lad
L
I
-
-
3
|
-

(GUIDORIZZI, 1985, p 163)

Transcrevemos alguns exercicios resolvidos e exercicios propostos pelo autor

nesta secao:

EXEMPLO 1. Seja f(x) = x*. Calcule.

a)f (x) b)f'(3)
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EXEMPLO 3. Calcule f(x) sendo

a)f(x) =x73 b)f (x) = =

EXEMPLO 5. Determine a equagdo da reta tangente ao grafico de f(x) = §/x no

ponto de abscissa 8.

EXERCICIO PROPOSTO 7. Determine a equacdo da reta tangente ao grafico de

f(x) = i/x no ponto de abscissa 1. Esboce os graficos de f e da reta tangente.

(GUIDORIZZI, 1985, p 163-166)

Verificamos que nos exercicios resolvidos e propostos o autor ressalta os
registros: simbdlico algébrico (exercicios resolvidos 1 e 2); lingua natural (exercicio

resolvido 5) e registro figural com conversdes(exercicio proposto 7).

Como no paragrafo anterior, 0 autor inicia a se¢édo 7.4: Derivadas de e* e Inx,

enunciando um teorema, transcrito no quadro 22.

Teorema. Sio vidlidas as formulas de derivagdo

a) f(x) =eX = f'(x)=e~.

1
bygx)=lnx = g'x)=—, x>0.
x

Quadro 22 - Teorema: Derivadas de ¢* e inx
Fonte: GUIDORIZZI, 1985, p 166
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Observamos que o livro didatico introduz as férmulas para calculos de
Derivada da forma e* e Inx. Dessa forma o leitor, como na sec¢ao 7.3, consegue fazer

os calculos sem a utilizagao do limite.

Em seguida faz a demonstracao do teorema, ndo apresenta nenhum exercicio
resolvido e seis exercicios propostos. Os exercicios propostos apresentam: o calculo
da derivada envolvida no teorema, determinagcao da equacao da reta tangente e dois
exercicios de demonstracdo. Estes exercicios propostos estdo descritos mais

adiante.

Ao desenvolver a sec¢ado, o autor, utiliza principalmente os registros: simbdlico
algébrico, calculo e deducgado valida a partir de definicdo ou de teoremas, ndo ha
registros: figural e lingua natural e articula alguns tratamentos e quase nenhuma

conversao.

llustramos a discussao acima com a demonstracao da parte (b) do teorema.
Observamos que nesse momento ocorre uma tratamento do registro simbolico
algébrico:

W= -

v ] =lim,, _,,(1+ u)ﬁ = lim.,_,,l.ln 1+ uw)
w—+0 u =0 x A

(GUIDORIZZI, 1985, p 166)
Transcrevemos alguns exercicios propostos pelo autor nesta segao:

EXERCICIO PROPOSTO 1. Determine a equacédo da reta tangente ao grafico de

f(x) = e* no ponto de abscissa 0.

EXERCICIO PROPOSTO 2. Determine a equacdo da reta tangente ao grafico de f(x)

= Inx no ponto de abscissa 1. Esboce os graficos de f e da reta tangente.

EXERCICIO PROPOSTO 3. Seja f(x) =a*, onde a > 0 e a =1 & um real dado.

Mostre que f'(x) = a*Ina.
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EXERCICIO PROPOSTO 5. Seja g(x) =log_x, onde a >0 e a=1 é constante.

i 1
Mostre que g'(x) = —.

(GUIDORIZZI, 1985, p 167)

Verificamos que nos exercicios propostos o autor ressalta os registros:

simbolico algébrico (exercicio proposto 1); lingua natural (exercicios propostos 3 e 5)

e registro figural com conversdes (exercicio proposto 2).

Como nos paragrafos 7.3 e 7.4, o autor inicia a segdo 7.5: Derivada das

fungdes trigonométricas, enunciando um teorema, transcrito no quadro 23.

Teorema. Sao vdlidas as férmulas de derivacao.
a) sen’ x = cos x.
b) cos'x = — sen x. -~
c) tg' x = sec? x.
d) sec’ x = sec x tg x.
e) cotg'x = — cosec? x.
) cosec’ x = — cosec x cotg x.

Quadro 23 - Teorema: Derivadas das fungées trigonométricas

Fonte: GUIDORIZZI, 1985, p 167

Observamos que o livro didatico introduz as formulas para calculos de

Derivadas das fungdes seno, cosseno, tangente, secante, cotangente e cossecante.

Dessa forma o leitor, como nas sec¢bes 7.3 e 7.4, consegue fazer os calculos sem a

utilizacao do limite.
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Em seguida faz a demonstracao dos itens (a), (b) e (c), deixando a cargo do
leitor os itens (d), (e) e (f), ndo apresenta nenhum exercicio resolvido e sete
exercicios propostos. Nos exercicios propostos apresenta: os calculos das derivadas
envolvidas no teorema, determinacdo da equacao da reta tangente e um exercicio
de demonstracao, o item (d) do teorema. Estes exercicios propostos estdo descritos

mais adiante.

Ao desenvolver a sec¢ado, o autor, utiliza principalmente os registros: simbdlico
algébrico, lingua natural, ndo ha registros: figural e lingua natural e articula alguns

tratamentos e quase nenhuma converséo.

llustramos a discussao acima com a demonstracao da parte (a) do teorema.
Observamos que nesse momento ocorre uma tratamento do registro simbolico

algébrico

f & L
i 2 T — ) § —
. sen(x+ h) —senx  <L5ENF 05—
lim - = lim

h—=0 n h—=0 h

(GUIDORIZZI, 1985, p 168)

e um tratamento

sgnlxri)—sanx

sen'x = lim, _,

(GUIDORIZZI, 1985, p 168)

Conjecturamos que ao fazer a ultima converséo, o leitor, podera ndo entender
a etapa inicial da demonstracdo, pois o autor utilizou uma das férmulas de
prostaférese® que, devido nossa experiéncia na educacdo média, geralmente ndo é
abordado. Ressaltamos que o livro propde que o leitor faga essa demonstragao no

exercicio proposto na seg¢ao 2.2, pagina 62. Transcrevemos 0 exercicio:

® Prostaférese e a denominagdo que se da as transformagdes trigonométricas que relacionam
produtos com adi¢des e subtragdes.
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2. Sejam p e q reais quaisquer. Verifique

v—a

- ptg
a) senp + senq = 2sen— cos

-

pTa

. p—gq
b) senp — senq = 2sen—-cos

-

p—g

n+g
C) cosp + cosq = 2cos— cos

-

pTaq

P B—q
d) cosp — cosqg = —2sen— sen

-

Vamos, agora, transcrever alguns exercicios propostos pelo autor nesta

secdo 7.5:

EXERCICIO PROPOSTO 1. Seja f(x) = senx. Calcule.

a-)f (x) b-)f'(5)

EXERCICIO PROPOSTO 5. Determine a equacdo da reta tangente ao grafico de f(x)
= tgx no ponto de abscissa 0.

EXERCICIO PROPOSTO 6. Seja g(x) =cotgx. Calcule.
a-)f (x) b-)f'(3)

(GUIDORIZZI, 1985, p 168-169)

Verificamos que nos exercicios propostos o autor ressalta os registros:
simbolico algébrico (exercicio proposto 1), lingua natural (exercicios propostos 1,5 e

6) e ha alguns tratamentos e n&o faz nenhuma conversao relevante.

Seguindo em frente faremos a analise, do ultimo tépico relacionado para o

nosso trabalho, da se¢éo 7.6 — Derivabilidade e Continuidade.
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Guidorizzi, inicia a se¢ao mostrando que uma fun¢do pode ser continua em
um ponto e ndo ser derivavel neste ponto. Utiliza os registros: figural e de lingua
natural para explicar esse fato e faz também uma conversdo entre esses dois

registros de representacédo semiética.

Mostramos a conversao:

f&x)=1x| f(x)=1x| é continua em 0,
mas ndo é derivdvel em 0.

Quadro 24 - Conversao no Livro C
Fonte: GUIDORIZZI, 1985, p 169

A seguir o autor enuncia um teorema e o demonstra. Transcrevemos o
teorema no quadro 25:

Teorema. Se f for derivavel em p, entdo f serd continua em p.

Quadro 25 - Teorema
Fonte: GUIDORIZZI, 1985, p 169

Na demonstracao do teorema, o autor, apresenta a prova do teorema
utilizando os registros:
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e simbolico:

. flx)—f(p)
m-—-

iy x —p
elingua natural:

Precisamos provar que f é continua em p, isto &, que lim,__, f(x) = f(p).
ealgébrico:

_},13}; [flx)—f(p)]=0

esimbolico:

lim [£(x) = £(p) = lim | (x - pJL:i(m

e lingua natural:

Segue do teorema que, se f ndo for continua em p, entao f ndo podera ser derivavel.

(GUIDORIZZI, 1985, p 170)
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E também verificamos alguns tratamentos e conversdes: Por exemplo:

e tratamentos:

flx) - f(p)

f'(p)=lim
X —p

e conversoes:

Precisamos provar que f é continua em p, isto é, que lim,._., f(x) = f(p).

(GUIDORIZZI, 1985, p 170)

O autor termina o paragrafo mostrando trés exercicios resolvidos e
apresentando trés exercicios propostos. Transcrevemos os exercicios resolvidos e

0s exercicios propostos:

EXEMPLO 1. A fungdo f(x) = {‘; se*= 1 g derivavel em p = 1 2 Por qué?

2 sex>=1

EXEMPLO 2. Seja f(x) = {A“ sex= 1

l sex>=1
a-)f é continua em 1?

b-)f & diferenciavel em 1?

-

EXEMPLO 3. Seja f(x) = {"'

2x—1 sex

-
o

sex =1
1

a) f é derivavel em 1?

b) f é continuaem 1?
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EXERCICIO PROPOSTO 1. Seja f(x) = {1 7+ %" = 2
1 se x = 2
a) f é continua em 2? Por qué?
b) F é derivavel em 2? Por qué?
sex =0

EXERCICIO PROPOSTO 2. Seja F(x) = {*‘_‘ °

x° sex =0
a) f é derivavel em 07 Justifique.

b) f é continua em 0? Justifique.

EXERCICIO PROPOSTO 3. Seja f(x) = {—_-’f t3sex<3

x¥x—3 sex =73

a) f é derivavel em 3? Justifique.

b) f é continua em 3? Justifique.

(GUIDORIZZI, 1985, p 170-172)

Verificamos que nos exercicios resolvidos e exercicios propostos o autor

ressalta os registros:

esimbolico algébrico:

lim fx) = lim f(x) =1=f(1)

e lingua natural:

lim, 4+ f(x) = lim__- f(x) = 1= f(1), logo, f & continua em 1.

e simbolico:
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fx) —f(1) (-1
Tl x—1
2 sex =1

sex=_1
x—1

ealgébrico:

£(x) — £(1) £(x) — £(1)
lim —— = lim ————
x—17 x—1 x—+1 x—1

=2

e lingua natural:

“f ndo é derivavelem 1.”

(GUIDORIZZI, 1985, p 171)

E também verificamos alguns tratamentos e conversdes: Alguns exemplos:

e tratamentos:

£(x) — £(1) £(x) — £(1)
im ———— = lim —————
x—17 x—1 x—=+1 x—1

e conversoes:

J € continua em 1, mas nfo é de-
rivavel neste ponto; o grifico de

"/ / apresenta um ‘“bico” no ponto
: (1,7 (1)).

(GUIDORIZZI, 1985, p 171)
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Com intuito de auxiliar na nossa conclusdo da analise do Livro C e
efetuarmos as devidas comparagdes: Livro C - Livro A e Livro C - Livro B,
resumimos aproximadamente os tratamentos e conversdes da teoria dos Registros e
Representacdo Semidtica de Duval e alguns indicadores da Analise de Conteudo de

Bardin: contextualizagcao, demonstragcao e aplicacao na seguinte tabela:

Tratamentos  Conversoes Contextualizacdo = Demonstracdao  Aplicagido

Mengdo Explicita da 5% 9% 10% 40% 12%
Taxa de Variagao
Mengdo Implicita da 95% 91% 90% 60% 88%
Taxa de Variagao

TOTAL 100% 100% 100% 100% 100%

Quadro 26 - Resumo do Livro C

Fonte: Elaborag¢ao do autor

De acordo com os dados aproximados do Quadro 26, concluimos que o Livro
C, no capitulo 7: Derivadas, ndao faz meng¢ao explicita da Derivada com énfase na
Taxa de Variagao no que diz respeito aos tratamentos (cerca de 5%) e conversdes
(cerca de 9%) da teoria dos Registros de Representacdo Semidtica de Duval e
alguns indicadores: contextualizacdo (cerca de 10%), demonstracdo (cerca de

40%) e aplicagéo ( cerca de 12%) da Analise de Conteudo de Bardin.

Conjecturamos que esse fato deve ter ocorrido devido ao publico a qual &

destinado a obra: Matematica principalmente.

Dessa forma a obra pode levar, neste momento, ao ndo aprendizado do
estudante da Derivada com énfase na Taxa de Variagdo e, por conseguinte a nao
conexao da Derivada com as diversas aplicagdes relatadas, por exemplo, na pagina

86 do nosso trabalho.
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Ressaltamos que Guidorizzi, propde no capitulo de Derivada um paragrafo

7.14 com o titulo: Interpretacdo de “— como um quociente. Diferencial, 210 e outro

paragrafo 7.15 com o titulo: Velocidade e aceleracdo. Taxa de variacao, 215.

Nestes dois paragrafos, quase ultimos capitulos, s&o discutidos a Derivada

como Taxa de Variagao.
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CONSIDERAGOES FINAIS

No inicio da nossa pesquisa tinhamos em mente a investigacdo de algum
tema que fosse importante no ensino e aprendizagem do Calculo Diferencial e
Integral. Escolnemos a Derivada devida a sua grande importéncia nas diversas
areas de conhecimento: Matematica, Engenharia, Economia, Administracao, Fisica,
etc.. Relatamos que na nossa época de graduacdo em Matematica, na Universidade
de Sao Paulo, quando estudamos inicialmente a Derivada , ndo houve a conexado do
objeto matematico Derivada com énfase na Taxa de Variacdo e isto motivou o

pesquisador-aluno a apresentar essa dissertacido de mestrado.

Assim, iniciamos nossa pesquisa do modo como a Derivada é abordada em

trés livros didaticos:

e Livro A: FLEMING, D. M., GONCALVES M. B. Calculo A: fungdes, limites,

derivacao, integragcdao. S&o Paulo: Pearson Prentice Hall, 2006;

e Livro B: TAN, S. T. — Matematica Aplicada a Administragdo e Economia,
traducdo técnica Fabio Armando Tal. 22 Ed. Sdo Paulo: Cengage Learning,
2008.

e Livro C: GUIDORIZZI, H. G. Um Curso de Calculo. Vol. 1. Rio de Janeiro:
LTC - Livros Técnicos e Cientificos Editora S.A., 1985;

Buscamos responder a seguinte questao de pesquisa:

“O tratamento dado, por livros didaticos, através dos textos, exercicios
resolvidos e propostos e outras atividades, sobre derivada, possibilita a
articulacdo entre os registros de representacdo semiodtica levando a

compreensao da Derivada e a enfatiza como Taxa de Variagcdo?”
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Usamos como fundamentacdo tedrica os Registros de Representagao
semidtica de Duval e os procedimentos de analise de textos baseados em
indicadores de Bardin que se completaram, permitindo que o objetivo do trabalho
fosse realizado havendo uma integracao entre eles na busca de respostas para a
nossa questdo de pesquisa, e forneceram a ideia de investigar a Derivada com

énfase na Taxa de Variacdo, partindo do material fornecido pelos livros didaticos.

A teoria dos Registros de Representagdo Semidtica foi utii como uma
ferramenta de anadlise para responder a questdo de pesquisa, pois permitiu que
pudéssemos verificar como a Derivada com énfase na Taxa de Variacéo é tratada
nos trés livros. tanto no que diz respeito a diferencas no enfoque dado quanto a

exploracao da coordenacao de registros por parte dos autores.

Segundo Duval(1993) a coordenagdo entre os registros € essencial primeiro
para que os objetos matematicos ndo sejam confundidos com suas representacdes

e segundo para a apreensao desse objetos.

Por outro lado os indicadores elaborados sugeriram uma organizagao para o
trabalho e foram essenciais para permitir que conceitos ligados a Derivada fossem
evidenciados. Segundo Bardin(1977), tais indicadores apresentam a informacgao de
outro modo daquela que se encontra, possibilitando ao leitor, percebé-la de outra

maneira.

A fim de alavancarmos nossa analise fizemos os quadros, apresentados na
pagina seguinte, que resumem aproximadamente os tratamentos e conversdes da
teoria dos Registros e Representagées Semioticas de Duval e alguns indicadores da

Anadlise de Conteudo de Bardin: contextualizagdo, demonstracéo e aplicagéo.

Essa teoria aliada aos procedimentos metodolégicos seguidas pela Analise de
Conteudo permitiram verificar diferencas no enfoque dado ao conceito de Derivada
com énfase na Taxa de Variacdo de cada autor, e ainda a Teoria de Duval
possibilitou constatar a exploragdo da coordenacdo dos registros, ja a Analise de
Conteudo de Bardin ajudou a evidenciar os objetos matematicos ligados ao tema da

investigacao.
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7% 5% 34% 0% 8%

93% 95% 66% 100% 92%

_ 100% 100% 100% 100% 100%

Quadro 8 - Resumo do Livro A

Fonte: Elaboragdo do autor

75% 68% 80% 0% 79%

25% 32% 20% 100% 21%

_ 100% 100% 100% 100% 100%

Quadro 19 - Resumo do Livro B

Fonte: Elaboragdo do autor

5% 9% 10% 40% 12%

95% 91% 90% 60% 88%

_ 100% 100% 100% 100% 100%

Quadro 26 - Resumo do Livro C

Fonte: Elaboragdo do autor
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A fim de respondermos a nossa questao de pesquisa notamos que o Livro A

e também o Livro C caminham no sentido coeficiente angular = taxa de variagcéo

mais ndo fazem uma mencéo explicita da derivada como taxa de variagdo, como

podemos notar nos quadros 8 e 26.

No Livro A, a mencéao explicita da Taxa de Variagdo ocorre em cerca de 7%
dos tratamentos, 5% das conversdes, 34% da contextualizacdo, 0% das

demonstracdes e 8% das aplicagdes.

No Livro C, a mencéao explicita da Taxa de Variagdo ocorre em cerca de 5%
dos tratamentos, 9% das conversdes, 10% da contextualizacao, 40% das

demonstracdes ( este € o maior indice) e 12% das aplicagdes.
O Livro B, caminha no sentido coeficiente angular = taxa de variagdo =

derivada. A mencao explicita da Taxa de Variagdo ocorre em cerca de 75% dos
tratamentos, 68% das conversdes, 80% da contextualizacio ( este € o maior indice),

0% das demonstracdes e 79% das aplicacdes.

Conjecturamos que os Livros A e C ao ndo conectarem explicitamente a
Derivada como Taxa de Variagdo podem causar um prejuizo inicial no aprendizado
da Derivada no que diz respeito a compreensao da Derivada por meio da Taxa de

Variacao e por consequéncia nas futuras aplicagbes dessa variagao.

O Livro A, por exemplo, apresenta uma aplicacédo pratica do limite

) fla, +A%)—f(x, .. . , . ~
lim,. ,—————2* na Fisica, por meio de calculos de velocidade e aceleracdo
Aw—0 p ) y
B OX

sem conexao com coeficiente angular ou taxa de variagéo.

O Livro C por sua vez sugere que devemos estudar o limite limx_,,_,M
de modo puramente abstrato.

Salientamos que nossa pesquisa se baseia nos textos, exercicios resolvidos,
exercicios propostos e outras atividades dos trés livros analisados e que esta
situacdo da ndo compreensao da Derivada por meio da Taxa de Variagdo pode ser
contornada por meio do professor que, alias, desempenha o papel fundamental no

aprendizado dos estudantes.
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Esses resultados apontam para a possibilidade de uma pesquisa: sera que 0s
estudantes que utilizam estes Livros A e C relacionam a Derivada com a Taxa de

Variacao apés estudarem o capitulo inicial de Derivada.

O Livro B faz mencéao explicita da Derivada com énfase na Taxa de Variagao.
Ha uma preocupacdo do autor em relacionar a Taxa de Variagcdo com o coeficiente
angular desde os capitulos iniciais do livro e o aprofundamento ocorre no capitulo de

Derivada.

Essa preocupacao esta evidenciada no capitulo 1 Preliminares, tépico 1.4

Retas, em que o autor faz uma revisdo de conceitos do ensino médio:

Observe que a declividade de uma reta € uma constante sempre que ela
esteja definida. O namero Ay = v, — 1y (I&-se “delta y”) € uma medida da
variagdo vertical em y, e Ax = x, — x4 (I&-se “delta X”) € uma medida da
variagao horizontal em x[...].Dessa forma, podemos ver que a declividade m
de uma reta L é uma medida da taxa de variagdo de y em relagédo a x (TAN,
2008, p.30).

Assim apontamos a possibilidade de outra pesquisa procurando responder se
os estudantes que utilizam o Livro B relacionam a Derivada com a Taxa de

Variacao apés estudarem o capitulo inicial de Derivada.

Lembramos que o Livro C foi o unico a fazer todas as demonstragcbes e

fornecer varios contraexemplos e também foi o unico a discutir que o

12—~ possa n&o existir. O Livro A apresentou a discuss&o de

Ax

L I S N I
flx)=1lm,

forma timida e o Livro B ndo fez a demonstracgao, alias, fato raro nesta obra.

O Livro A foi o unico a apresentar rudimentos da Histéria da Matematica com

o intuito de iniciar os estudos a cerca da Derivada.

Concluimos que as analises dos tres livros respondem a nossa questao de

pesquisa que esta focada no capitulo inicial da Derivada.

Ressaltamos que o Livro B referenciado é voltado para os
estudantes dos cursos de Economia e Administracdo e cujos conteudos
sdo abordados questdes como: custo, receita, lucro, marginais que

manipulam diretamente a Derivada como Taxa de Variagdo. Os outros
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dois livros embora ndo abordam explicitamente a expressao Taxa de
Variacao, ddo a Derivada um tratamento a partir da Variagéo.

Esperamos que este trabalho colabore para que professores e pesquisadores
possam refletir e buscar alternativas para que os textos possam ser mais bem

utilizados para o acesso e apreensao dos objetos matematicos em geral.
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